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de l’Université de Nice-Sophia Antipolis
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RésuméL'omniprésene des systèmes informatiques dans les appliations tehnologiques mo-dernes rend apitale la question de leur �abilité. Dans ette perspetive, la orretion deslogiiels mis en ÷uvre est indispensable. Nous nous sommes intéressé dans ette thèse àla logique équationnelle en tant que support de la véri�ation des programmes érits dansun langage impératif. Notre approhe vise le double objetif d'automatiser la véri�ationdes propriétés de programmes tout en proposant un formalisme pour raisonner sur lesprogrammes adapté aux ateurs du développement des logiiels.Préisément, les travaux de ette thèse portent sur la tradution automatique desprogrammes impératifs vers la logique équationnelle a�n d'en véri�er la orretion. Nousavons été amené à onsidérer deux lasses de programmes impératifs.Dans la première lasse de programmes, la seule instrution ave e�et de bord dulangage de programmation est l'a�etation. Nous présentons un algorithme de tradutiond'un programme de ette lasse en un ensemble d'équations. Cet algorithme est donné sousla forme d'un système de réériture dé�nissant la sémantique du langage. Nous montronsla onvergene de notre système de réériture à l'aide d'un démonstrateur de théorèmes.Pour dé�nir la seonde lasse de programmes, nous ajoutons au langage impératif uneforme d'appel par référene ainsi qu'un type des listes mutables. Ces deux méanismesintroduisent la possibilité de manipuler des alias dans les programmes. Nous énonçons desrestritions sur la réation et l'utilisation des alias moyennant lesquelles nous proposonsun algorithme pour la tradution en équations des programmes de la nouvelle lasse. Ladé�nition équationnelle ainsi obtenue ne s'appuie pas sur une modélisation expliite de lamémoire.Les équations produites par la tradution d'un programme ave notre méthode peuventalors être utilisées dans des systèmes de preuve a�n de véri�er des propriétés du pro-gramme, elles-mêmes exprimées sous forme d'équations. Nous validons notre approhe enimplantant une version de la tradution pour haque lasse de programmes et en prou-vant des propriétés de programmes non triviales à l'aide des équations produites par notreméthode.Mots-lés: Méthodes formelles ; Véri�ation de programmes ; Logique équationnelle ; Sé-mantique algébrique ; Systèmes de réériture.
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AbstratOmnipresene of omputer systems in modern tehnologial appliations makes thequestion of their reliability essential. In this perspetive, orretness of the involved soft-ware annot be negleted. In this thesis, we investigate equational logi as a foundationfor the veri�ation of programs written in an imperative language. Our approah aimsat automating the veri�ation of program properties while o�ering a formalism suited tosoftware developers for reasoning about programs.Preisely, our work addresses the automati translation of imperative programs intoequational logi in order to verify their orretness. We studied two lasses of imperativeprograms.In the �rst lass of programs, assignment is the sole programming language statementwith side e�et. We developed an algorithm to translate the programs in this lass into aset of equations. This algorithm is expressed as a rewriting system de�ning the language'ssemantis. We showed, with the assistane of a theorem prover, the onvergene of ourrewriting system.The seond lass of programs is de�ned by adding to the programming language a all-by-referene parameter passing mode and a type of mutable lists. These two mehanismsintrodue the ability of handling aliases in programs. We de�ne restritions on the reationand use of aliases whih allow us to propose an algorithm for the translation into equationsof the programs in the new lass. The equational de�nition we obtain does not involve anexpliit model of the program's memory.The equations produed by the translation of a program with our method an thenbe used in proof systems in order to verify properties of the program. The properties arealso expressed as equations. We validate our approah by implementing the translationalgorithms for eah lass of programs and by proving interesting program properties fromthe equations produed by our method.Keywords: Formal methods ; Program veri�ation ; Equational logi ; Algebrai seman-tis ; Rewriting system.
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PréambuleIl a longtemps été fait référene à l'ériture de programmes pour ordinateur omme àun art, onnotant ainsi que les programmes éhapperaient en quelque sorte au raisonne-ment. Une des séries d'ouvrages informatiques parmi les plus élèbres ne s'intitule-t-ellepas The Art of Computer Programming [Knuth, 1968℄ ?Lors de l'alloution qu'il prononça en reevant le prix Turing [Knuth, 1974℄, D. E.Knuth s'est longuement expliqué sur le hoix de e titre et sur l'apparent paradoxe quionsiste à onférer à la programmation des ordinateurs le statut d'art tout en pr�nant uneapprohe rigoureuse. Sans entrer dans les détails d'une esthétique des programmes telleque la onçoit D. E. Knuth, nous pouvons toutefois onstater qu'entre la deuxième partiedes années 1930, quand les mathématiiens pionniers de l'informatique donnèrent une dé-�nition rigoureuse de ses fondements, et les premiers travaux établissant un adre mathé-matique pour la preuve des programmes par R. W. Floyd (1967) et C. A. R. Hoare (1969)puis par E. W. Dijkstra (1976), il y eut une période durant laquelle le onept de or-retion1 de programme n'avait tout simplement pas d'expression formelle. Dans les faits,la programmation apparaissait alors omme une habile manipulation de symboles dont lerésultat était orret � par intuition �.Depuis, malgré les progrès théoriques évidents dans la formalisation des programmeset de leur orretion, la situation n'a que peu évolué en pratique et ette itation de D. E.Knuth, pourtant de 1974, onserve obstinément son atualité [Knuth, 1974℄ :� The point is that when we write programs today, we know that we ouldin priniple onstrut formal proofs of their orretness if we really wanted to,now that we understand how suh proofs are formulated. �De nos jours, en dépit de l'existene de méthodes formelles, la validation des pro-grammes par des jeux de tests onstitue toujours la méthode prédominante. A�n de s'as-surer de la orretion de son programme, le développeur fournit en entrée du programmeun ensemble de données séletionnées pour être à la fois représentatives des as d'usagenormal et limite du programme. Le programme est alors tenu pour orret si les réponsesqu'il produit pour es entrées sont elles attendues. La validation d'un programme pardes tests soulève les di�iles problèmes du hoix des données pour les tests et de leur gé-nération automatique. Mais surtout, elle fait fae à une impossibilité théorique que E. W.Dijkstra (1972) énonçait ainsi :1Corretion : qualité de e qui est orret, juste (dé�nition du ditionnaire Le Robert) ; onformitéà un modèle, à un ensemble de prinipes ou de règles (dé�nition du ditionnaire Trésor de la LangueFrançaise : http://atilf.atilf.fr). 1



2 Préambule� Program testing an be a very e�etive way to show the presene of bugs,but is hopelessly inadequate for showing their absene. �E�etivement, le domaine d'un programme, 'est-à-dire l'ensemble des valeurs valides enentrée du programme, est le plus souvent in�ni ou tellement grand qu'il est intraitable enpratique. Par onséquent, un jeu de tests, aussi bien onçu qu'il soit, ne onstitue jamaisune preuve de la orretion d'un programme.Pourtant, les exemples en faveur d'une véri�ation plus formelle de la orretion desprogrammes abondent. Ce sont d'une part les éhes retentissants dus à des programmesinformatiques défetueux : l'explosion en plein vol de la fusée Ariane 5 pour une onversionde types erronée [Jézéquel et Meyer, 1997℄, l'algorithme de division erroné du proesseurPentium [Pratt, 1995℄, le système de réservation de la snf désorganisé par un programmemal dimensionné [Campagnolle, 2004℄, et. Ces exemples, et malheureusement quantitéd'autres parfois tragiques, sont régulièrement relatés dans la presse et reensés par deslistes de di�usion spéialisées [RISKS, 2005℄.D'autre part, plusieurs projets de grande envergure ont été de onsidérables suès,aussi bien au niveau de la qualité des logiiels que des oûts de développement, grâenotamment à la prise en onsidération de la orretion formelle des logiiels mis en ÷uvre.Citons par exemple la réussite du système de ontr�le de la vitesse des trains de la ligne adu rer parisien, grâe à la spéi�ation formelle de l'ensemble du système et à la preuvemathématique de la orretion des portions ritiques du système [Guiho et Hennebert,1990℄ ; la déouverte, par une tehnique formelle de véri�ation de modèle, d'une erreurdans un système de ontr�le atif des strutures qui, au lieu de protéger les bâtiments lorsde tremblements de terre, les aurait rendus plus sensibles aux vibrations [Elseaidy et al.,1997℄ ; la véri�ation d'un algorithme de alul de la raine arrée pour un proesseur amd,méanisée à l'aide d'un système de preuve formel [Russino�, 1999℄ ; d'autres exemples sontrapportés dans [Clarke et Wing, 1996℄.Dans notre soiété, les systèmes informatiques envahissent tous les hamps de lavie quotidienne : transport, habitat, ommuniation, santé, et. Comme le montrent lesexemples préédents, des fontions ritiques sont aujourd'hui on�ées à des logiiels dontla défaillane entraînerait des pertes humaines ou des oûts matériels et �naniers énormes.Ce onstat plaide don pour un aroissement signi�atif de la �abilité des logiiels. Unritère indispensable à la réussite de et objetif est la véri�ation de la orretion desprogrammes. La orretion d'un programme n'est pas une notion universelle et aisémentdé�nie. Elle est usuellement employée de façon restritive pour signi�er l'absene d'er-reur syntaxique. Cette dernière n'est pourtant que préalable à la orretion, dans sonsens plein, qui dépend de la signi�ation du programme, e qu'il est supposé faire : saspéi�ation. Un programme est orret s'il satisfait sa spéi�ation.Les méthodes formelles permettent d'établir une preuve mathématique qu'un pro-gramme est orret vis-à-vis de sa spéi�ation pour toutes les entrées valides du pro-gramme. Elles omportent généralement un langage de spéi�ation, un langage de des-ription du programme et une méthode pour véri�er que la desription satisfait la spéi�-ation. Lorsque l'ensemble de es éléments est formalisé, le proessus de véri�ation peutêtre automatisé, partiellement ou totalement selon la méthode et la lasse de programmes



3à laquelle elle s'applique. La spéi�ation formelle omplète d'un système informatiqueest rarement réalisable : la desription initiale d'un problème réel est par nature infor-melle, omment s'assurer dans es onditions de la justesse de la spéi�ation formelle ?Pour autant, et argument ne doit pas nous faire renoner à notre légitime ambition de�abilité. Le proessus de spéi�ation formelle d'un problème réel est vertueux dans lesens où il améliore la ompréhension du problème et est le seul à admettre par la suite untraitement rigoureux.Les méthodes formelles ont aujourd'hui atteint un degré de maturité qui les rend éo-nomiquement viables et, partant, attratives pour les industriels. Elles restent ependantenore d'un abord ardu et requièrent un investissement important pour le ommun desprogrammeurs qui les onsidère omme une ingrate perte de temps. De e fait, leur miseen ÷uvre est souvent on�ée à des spéialistes.Contributions de ette thèseDans ette thèse, nous proposons une méthode pour aider à raisonner sur les pro-grammes impératifs et failiter la preuve de propriétés de programmes. Notre ontribu-tion prinipale est la oneption et le développement d'un système, appelé SOSSubC,permettant d'exprimer la sémantique des programmes dans la logique équationnelle.L'idée entrale de ette thèse onsiste à traduire automatiquement le ode soure d'unprogramme impératif en un ensemble d'équations. Dans ette perspetive, la véri�ationqu'un programme P satisfait une propriété générique π omporte trois étapes :1. la formulation de la propriété π dans la logique du premier ordre ;2. la tradution automatique par notre système du programme P en un ensembled'équations EP , qui expriment la sémantique algébrique de P ;3. la preuve, généralement par l'appliation d'un prinipe de réurrene, que la pro-priété π est une onséquene des équations de EP .Un des traits saillants de notre approhe est la rihesse du langage de programmationsoure (e.g., strutures de ontr�le, données struturées, alloation dynamique, e�ets debord, et.) qui ontraste ave la simpliité du langage équationnel ible. La logique équa-tionnelle onstitue une base mathématique traditionnellement enseignée qui pourrait ainsiprétendre à être le langage ommun entre tous les ateurs d'un développement logiiel.En outre, la syntaxe onise et la sémantique laire de la logique équationnelle reèlentdes prinipes de raisonnement puissants. À notre onnaissane, ette thèse semble êtrela première à traiter des e�ets de bord dans la logique équationnelle sans expliiter unmodèle de la mémoire.Une deuxième aratéristique de notre méthode est son degré d'automatisation : unelarge lasse de programmes est automatiquement traduisible en équations par notre sys-tème. De plus, le hoix de la logique équationnelle a pour avantage de présenter la séman-tique des programmes sous une forme ommode pour l'automatisation des traitementspostérieurs. En e�et, de nombreux outils et algorithmes failitent le raisonnement dans lalogique équationnelle.



4 PréambuleNotre système, SOSSubC, se déline en deux versions :SOSSubR
C

Dans ette première version du système, la sémantique du langage impératifsoure, le langage SubC , est formalisée par les règles d'un système de réériture dontnous avons prouvé la propriété de onvergene. Cette propriété assure que le pro-essus de réériture des programmes termine et que son résultat est unique. Ainsi,la propriété de onvergene garantit que notre système dé�nit pour tout programmeSubC une, et une seule, sémantique algébrique du programme. En outre, la démons-tration de ette propriété a été menée automatiquement ave un démonstrateur dethéorèmes.SOSSubext
C Dans ette seonde version du système, nous munissons le langage SubC deonstrutions qui permettent de réer des alias et d'e�etuer des e�ets de bord. Learatère indéidable du traitement automatique de la plupart des problèmes ayanttrait aux alias nous a onduits à dé�nir une lasse de programmes pour laquellenotre approhe reste automatique. L'appartenane d'un programme à ette lassese déide, hors de notre système, en véri�ant que le programme satisfait un ensemblede prérequis.Plan de la thèseLe manusrit débute par un hapitre qui o�re une vue d'ensemble de la thèse. Nous yexposons la problématique et nos motivations à travers des exemples, ainsi que les travauxqui onstituent notre ontribution.La première partie est onsarée, d'une part, à l'examen des diretions de reherhe ex-plorées dans le domaine de la véri�ation de programme, et d'autre part, à la présentationdes onepts et des notions qui seront utiles à la leture du manusrit. Nous présentonsnotamment la logique équationnelle et les systèmes de réériture.La deuxième partie traite de notre méthode proprement dite. Le premier hapitreaborde la version SOSSubRC de notre système. Nous introduisons le langage SubC et lesprinipes de notre approhe, puis nous revenons en détail sur la sémantique du langageet son traitement dans le système. Nous onluons le hapitre en prouvant la onvergenedu système de réériture au ÷ur de SOSSubRC . Le deuxième hapitre de ette partietraite de la version SOSSubextC de notre système. Cette version du système est onstruitesur SubextC une extension de SubC qui proure de nouvelles possibilités d'e�et de bord.Nous ommençons le hapitre par une disussion des onséquenes sur le système dees nouveaux e�ets de bord. Nous dérivons ensuite la syntaxe et la sémantique desonstrutions nouvelles, ainsi que les réperussions sur les autres éléments du système etsur l'approhe elle-même.La troisième partie rapporte une série d'expérimentations qui ont été menées ave lesdeux versions de notre système. Nous y développons notamment les exemples qui ont servià exposer les motivations de notre approhe lors du tout premier hapitre.Dans la onlusion, nous faisons une synthèse des travaux aomplis ainsi que leurritique. En�n, nous disutons brièvement des perspetives de reherhe que ette thèsesusite.



Aperçu global de la thèseL'objet de e hapitre est d'introduire onrètement, par des exemples simples maisnon triviaux, les motivations et les ontributions des travaux dont e mémoire rendompte. Le détail des solutions mises en ÷uvre se trouve dans la Partie II.Nous abordons dans la Setion 1.1 la problématique de la preuve de propriétés deprogrammes par deux as pratiques. La Setion 1.2 présente le système SOSSubC quientreprend de répondre, pour une lasse réduite de programmes, aux questions ainsi sou-levées. Nous mettons alors en évidene dans la Setion 1.3 l'apport du système SOSSubCsur les deux exemples introdutifs de e hapitre.1.1 La problématique : exemples motivantsSi, à des degrés très divers, les ateurs du monde du logiiel s'aordent majoritaire-ment à reonnaître l'intérêt de spéi�er et de véri�er les programmes qu'ils développent,la question de la méthode reste ouverte. Nous illustrons le problème de la véri�ation depropriétés des programmes sur deux exemples :� le premier est tiré du domaine de l'arithmétique et s'implante simplement dans toutlangage impératif ;� le seond provient du domaine des tris en informatique, féond en algorithmes, etutilise des onstrutions plus avanées des langages impératifs.À travers es exemples, notre intention est de donner l'intuition de notre approhe enfaisant perevoir quels sont les avantages de raisonner formellement sur les programmesaussi naturellement que nous avons l'habitude de le faire en mathématiques.1.1.1 Plus Grand Commun DiviseurConsidérons l'exemple du alul du Plus Grand Commun Diviseur (pgcd). Le pgcd dedeux entiers naturels non tous deux nuls est dé�ni omme le plus grand entier qui diviseles deux nombres. Un entier d divise un entier n si le reste de la division entière de n par
d est nul.La Figure 1.1 ontient une proposition de programme pour aluler le pgcd de deuxnombres. Ce fragment de programme est érit dans un langage de programmation impé-ratif, C en l'ourrene. Il omporte une unique fontion pgcd qui prend en paramètredeux entiers, a et b, et renvoie la valeur de pgcd(a, b).5



6 Aperçu global de la thèse
int pgcd( int a, int b)
{
int r;

while(b != 0)
{

r = b;
b = a % b;
a = r;

}
return a;

}Fig. 1.1 � Un alul du Plus Grand Commun Diviseur en C : pgcd . Le symbole % estl'opérateur modulo du C : a%b est le reste de la division entière de a par b (i.e., a mod b).Quelle garantie avons-nous que e texte, une fois exéuté sur un ordinateur, alulee�etivement pgcd(a, b) ? Quand bien même nous onnaîtrions l'algorithme d'Eulide2dont e programme est une variante, nous pourrions néanmoins nous poser la question dela validité du programme : ne serait-e que pour des valeurs négatives ou nulles de a ou
b. D'autre part, un mathématiien saura dire qu'une propriété fondamentale du pgcd estla suivante3 :Propriété 1.1. Pour a et b entiers naturels et a > b, pgcd(a, b) = pgcd(a − b, b).Cependant, omment prouver que le programme pgcd véri�e ette propriété ?Deux approhes s'o�rent à nous :� Pour nous onvainre, nous pouvons e�etuer des tests et véri�er que pour ertainesvaleurs de a et b le résultat obtenu est bien elui attendu. Cette solution, bienqu'étant la plus usitée, n'est pas satisfaisante. En e�et, ette façon de proédermontre l'adéquation du programme proposé ave le alul souhaité pour les seulesvaleurs de a et b qui auront été essayées, mais auunement pour toutes les autresvaleurs. Or, l'espae des valeurs possibles, les entiers, est in�ni : ette méthodes'avère impratiable pour démontrer la orretion du programme.� Une autre démarhe onsiste à raisonner sur le texte du programme lui-même aveune rigueur équivalente à elle des mathématiques. Pour atteindre et objetif, il fautdonner un sens formel aux programmes, 'est-à-dire, une signi�ation symbolique etnon ambiguë ave laquelle des démonstrations pourront être onstruites.L'idée que nous préonisons dans ette thèse est de traduire les programmes dansla logique équationnelle. Plus préisément, nous proposons de traduire le programme2Cet algorithme onsiste à soustraire itérativement le plus petit nombre au plus grand jusqu'à e qu'ilssoient égaux, ette dernière valeur est le pgcd.3L'algorithme d'Eulide repose d'ailleurs sur ette propriété.



1.1. La problématique : exemples motivants 7
typedef struct CELL ∗LIST;
struct CELL {
int element;
LIST next;

}; Fig. 1.2 � Une implantation des listes simplement haînées en C

pgcd en un ensemble d'équations. Nous disposons alors de tout � l'arsenal des mathéma-tiques � pour prouver des propriétés exprimées par des assertions logiques telles que laPropriété 1.1. De plus, ette tâhe peut être aomplie manuellement ou à l'aide d'outilslogiiels de preuve.L'étape essentielle dans la réalisation de e projet réside dans la tradution du texte duprogramme vers sa formulation mathématique. L'ambition du système SOSSubC, présentédans la Setion 1.2, est d'e�etuer automatiquement ette tradution. La tradution duprogramme pgcd et la preuve de la Propriété 1.1 sont disutées dans la Setion 1.3.1.Mais avant ela, onsidérons un deuxième exemple de programme plus omplexe.1.1.2 Tri par fusionLes pointeurs oupent une plae importante en langage C. Ils permettent, entre autres,de passer par adresse des paramètres à un sous-programme ou de dé�nir des types dedonnées réursifs. L'exemple le plus simple et le plus représentatif des types de donnéesréursifs est peut-être la liste simplement haînée. Celle-i onsiste en une séquene demaillons qui portent haun une information4 et un lien vers le maillon suivant. Uneimplantation de ette struture de données en C est fournie par le type LIST de laFigure 1.2.Employés à bon esient, les pointeurs onduisent à des programmes ompats et e�-aes aussi bien en temps qu'en espae mémoire. Le programme de tri fusion MergeSortde la Figure 1.3, extrait du livre Foundations of Computer Siene [Aho et Ullman, 1994,Setion 2.8 (page 84)℄, en est une remarquable illustration. Une analyse informelle dee programme révèle qu'il est omposé de trois sous-programmes manipulant des listesd'entiers :� Le sous-programme MergeSort trie la liste list passée en paramètre et renvoiele résultat du tri. L'algorithme est le suivant :� Si list est vide ou ne ontient qu'un seul maillon, alors elle est déjà triée etelle est renvoyée.� Dans le as ontraire, la moitié des éléments sont retirés de list et plaésdans la liste SecondList (appel du sous-programme split , e qui impliquepotentiellement un e�et de bord sur le paramètre de MergeSort ). Les deuxlistes sont alors réursivement triées avant d'être fusionnées en une seule par
merge . Cette dernière liste est renvoyée.4Nous dirons aussi élément ; et par abus de langage, nous pourrons employer élément pour maillon.



8 Aperçu global de la thèse
LIST merge(LIST list1, LIST list2);
LIST split(LIST list);
LIST MergeSort(LIST list);

LIST MergeSort(LIST list)
{

LIST SecondList;

if (list == NULL) return NULL;
else if (list −>next == NULL) return list;
else {

SecondList = split(list);
return merge(MergeSort(list), MergeSort(SecondList));

}
}

LIST merge(LIST list1, LIST list2)
{
if (list1 == NULL) return list2;
else if (list2 == NULL) return list1;
else if (list1 −>element <= list2 −>element) {

list1 −>next = merge(list1 −>next, list2);
return list1;

}
else {

list2 −>next = merge(list1, list2 −>next);
return list2;

}
}

LIST split(LIST list)
{

LIST pSecondCell;

if (list == NULL) return NULL;
else if (list −>next == NULL) return NULL;
else {

pSecondCell = list −>next;
list −>next = pSecondCell −>next;
pSecondCell −>next = split(pSecondCell −>next);
return pSecondCell;

}
} Fig. 1.3 � Le programme de tri MergeSort en C [Aho et Ullman, 1994℄



1.1. La problématique : exemples motivants 9Dans les deux as, la liste renvoyée est onstituée exatement des maillons de listréordonnés.� Le r�le du sous-programme split est de retirer un élément sur deux de la liste quilui est passée en paramètre (elle a don un e�et de bord) et de les regrouper dansune seonde liste qui est renvoyée.Exemple 1.2. Supposons que la liste list ontienne les éléments 1, 2, 3, 4 et 5dans et ordre. L'appel du sous-programme split retourne une liste ontenant leséléments 2 et 4 dans et ordre. Dans le même temps, list a été modi�ée et neontient plus que les éléments 1, 3 et 5 dans et ordre. �� Le sous-programme merge prend deux listes triées et arrange leurs éléments en uneliste triée, qui est renvoyée. Les deux listes passées en paramètre sont modi�ées auours du traitement, e qui est un e�et de bord du sous-programme.Selon le même shéma que pour le programme du alul du pgcd, la preuve de la or-retion du programme MergeSort néessite en premier lieu d'établir sa spéi�ation. Lavéri�ation d'un programme de tri de listes requiert la démonstration de deux propriétés :� il faut bien évidemment que la liste résultat soit triée, 'est-à-dire que les élémentsqui la omposent soient ordonnés ;� mais il faut aussi s'assurer que la liste résultat omporte les mêmes éléments que laliste initiale et en même nombre.Cei s'énone dans le as du MergeSort par les deux propriétés suivantes, les fontions
sorted et permutation étant dé�nies par ailleurs (f. Setions 6.3 et 7.1) :Propriété 1.3. Pour toute liste l d'entiers, sorted(MergeSort(l)) = vrai .Propriété 1.4. Pour toute liste l d'entiers, permutation(l, MergeSort(l)) = vrai .Le aratère informel de l'analyse esquissée préédemment ne permet de déider surla validité d'auune propriété. Nous renontrons la même di�ulté à raisonner sur lesprogrammes qu'ave l'exemple du alul du pgcd de la setion préédente. De surroît,la sémantique des onstrutions du langage de programmation auxquelles nous nous in-téressons est plus omplexe. Nous tirerions don enore davantage pro�t de la possibilitéde raisonner formellement sur les programmes et de déléguer à la mahine autant quepossible de ette tâhe hautement sujette à erreur.La setion qui suit présente le système SOSSubC qui nous permettra de traduire leprogramme du tri par fusion en équations et de prouver sa orretion dans la Setion 1.3.2.



10 Aperçu global de la thèse1.2 Notre ontribution : le système SOSSubCNous avons introduit dans la setion préédente la problématique de la véri�ation depropriétés des programmes. Le système SOSSubC, qui est l'objet des travaux présentésdans e mémoire, répond au besoin de raisonner sur les programmes impératifs de façonformelle en se fondant sur la logique équationnelle (f. Setion 3.1 pour une dé�nition).Dans ette logique, la desription formelle des programmes et des spéi�ations des pro-grammes est formulée par des équations onditionnelles. La véri�ation d'un programmeonsiste alors à démontrer, au moyen des règles d'inférene de la logique, que les équationsdes spéi�ations du programme se déduisent des équations du programme.Le système SOSSubC s'intègre dans un atelier où les programmes sont développés dansun langage impératif, le langage SubC , avant d'être automatiquement traduits en équationspour que leur orretion soit formellement prouvée à l'aide de systèmes de preuve.Les trois setions qui suivent donnent un aperçu du système SOSSubC, qui sera plei-nement détaillé dans les prohains hapitres. Nous exposons tout d'abord les prinipesdu système, puis nous présentons la version du système sur les onstrutions de base dulangage SubC , en�n, nous abordons la version du système étendu à des onstrutions plusomplexes.1.2.1 PrinipesLa néessité de pouvoir raisonner sur les programmes onduit à attribuer un sens for-mel aux di�érentes onstrutions du langage de programmation (e.g., while , if , et.).Cei est le r�le d'une sémantique, qui est un � odage symbolique � dans un systèmemathématique formel des aluls possibles dans le langage. Le système formel est habi-tuellement une logique dans laquelle il sera possible de onstruire des démonstrations etde prouver des formules.Le prinipe de notre approhe est de produire automatiquement la séman-tique équationnelle d'un programme à partir de son ode soure : 'est-à-dire,produire un ensemble d'équations qui onstituent les axiomes de la théorieéquationnelle du programme.À ette �n, nous dérivons la sémantique du langage impératif de program-mation par les modi�ations que les di�érentes onstrutions du langageentraînent sur un ensemble d'équations aratéristiques de l'état d'un pro-gramme. L'évaluation symbolique d'un programme selon ette sémantique gé-nère l'axiomatisation du programme. L'évaluation des programmes est � sym-bolique � au sens que les données en entrée des programmes sont manipuléesomme des symboles dont la valeur n'est pas onnue. Le résultat de l'éva-luation d'un programme est par onséquent un ensemble d'équations dont lesvariables sont les entrées du programme.Ces équations pourront alors être utilisées pour prouver des propriétés deprogrammes.



1.2. Notre ontribution : le système SOSSubC 11Traditionnellement, les sémantiques dénotationnelles rendent apparent un modèle dela mémoire (même lorsque e modèle est abstrait omme dans le as des sémantiques algé-briques) et sont plus appropriées pour raisonner sur les langages que sur les programmes.De même, les sémantiques opérationnelles éhouent à fournir un adre bien adapté à lapreuve de propriétés de programmes et servent plut�t dans le domaine de l'équivalene desprogrammes. En revanhe, les sémantiques axiomatiques ont été onçues pour la preuvede propriétés de programmes mais donnent en général une sémantique des itérations peunaturelle.Notre approhe se distingue des travaux similaires par :� son aptitude à être automatisée grâe au hoix de la logique équationnelle pourexprimer la sémantique des programmes ;� l'absene de modèle de la mémoire ;� la distintion laire entre la sémantique du langage et elle des programmes ;� les aratéristiques du langage impératif traité (boules, mémoire dynamique, e�etsde bord, et.).Le système SOSSubC met en ÷uvre notre approhe en réalisant l'axiomatisation desprogrammes érits en SubC : 'est-à-dire, la tradution automatique des programmes versun ensemble d'équations qui dé�nit leur sémantique. Plus préisément, l'axiomatisationomporte trois étapes artiulées autour de l'évaluation symbolique des programmes :1. tradution des programmes en termes ;2. évaluation symbolique des termes ;3. formulation des équations.Tradution des programmes en termesÀ haque onstrution du langage SubC (e.g., instrution, opérateur) orrespond unsymbole de fontion de la signature Σsos (f. Setion 4.2). L'ensemble des symboles defontion de la signature ontient aussi les symboles des variables, les symboles des littérauxet les symboles des fontions qui peuvent être utilisés en SubC .Exemple 1.5. L'a�etation du langage SubC est assoiée au symbole de fontion de lasignature Σsos C_Assign. �L'analyse lexio-syntaxique du ode soure d'un programme SubC produit l'arbre desyntaxe abstraite du programme :� les n÷uds de et arbre sont essentiellement les symboles des instrutions et desopérateurs du langage SubC , ainsi que des fontions dé�nies dans le programmeanalysé ;



12 Aperçu global de la thèse� les feuilles de et arbre sont les noms des variables du programme analysé et leslittéraux (les nombres entiers).Ainsi, l'arbre de syntaxe abstraite du programme onstitue la représentation arboresented'un terme de la signature Σsos.Exemple 1.6. Dans un programme SubC , au ours de la première étape de l'axiomatisa-tion, une a�etation x = e produit l'arbre de syntaxe abstraite suivant :C_AssignexCet arbre orrespond au terme C_Assign(x, e) où x et e sont des symboles de onstanteet C_Assign un symbole de fontion de la signature Σsos. �Note 1.7. Par ommodité d'ériture, dans les termes des programmes, une liste ne serapas représentée à l'aide de ses deux onstruteurs (liste vide et ajout en tête d'un élément)sous la forme d'un terme. Nous adopterons une notation où les listes sont délimitées pardes aolades et leurs éléments séparés par un point. Ainsi, {} dénote la liste vide et, parexemple, {e1 · e2} dénote une liste à deux éléments.Cette étape est détaillée dans le Chapitre 4, et plus partiulièrement dans la Se-tion 4.2.2.Évaluation symbolique des termesLa sémantique des onstrutions du langage SubC est exprimée par des modi�ationsdans un ensemble d'équations qui onstitue l'environnement d'un programme.Les termes obtenus de la première étape sont évalués onformément à la sémantiquedu langage. L'évaluation est symbolique : nous représentons des entrées arbitraires desprogrammes par des symboles. Cette opération fait don évoluer un environnement initialvers un environnement �nal qui dérit la sémantique du programme, 'est-à-dire, toutesles exéutions possibles du programme.Cette étape est réalisée de deux manières di�érentes selon la version du systèmeSOSSubC :SOSSubR
C

s'applique à une lasse de programmes où les possibilités d'e�et de bord sontlimitées. La sémantique du langage SubC est exprimée formellement par un sys-tème de réériture. (f. Chapitre 4, et plus partiulièrement Setion 4.2). Cetteformalisation nous permet de prouver ertaines propriétés de l'axiomatisation (f.Setion 4.4).SOSSubext
C traite une lasse de programmes plus vaste dé�nie par SubextC , une extensiondu langage SubC. A�n de réaliser la tradution en équations des nouvelles onstru-tions, nous proposons des algorithmes qui ne mettent plus en ÷uvre de système deréériture (f. Chapitre 5). Les propriétés prouvées pour SOSSubRC ne sont don pasdiretement transposables à SOSSubextC .



1.2. Notre ontribution : le système SOSSubC 13Exemple 1.8. Dans un environnement, nous représentons l'équation x = v par une paireC_Pair(x, v). Un ensemble d'équations est alors une liste de paires. Ainsi, les valeurs desvariables d'un programme forment une liste de paires assoiant le nom d'une variable àsa valeur.Supposons par exemple qu'une variable x d'un programme ait pour valeur v dansl'environnement ourant du programme (i.e., l'environnement résultant de l'évaluationdes instrutions préédentes du programme), alors la liste de paires dans l'environnementaura la forme suivante : { . . . · C_Pair(x, v) · . . . }La sémantique d'une a�etation C_Assign(x, e) est de remplaer dans l'environne-ment ourant la paire onernant la variable x par la paire C_Pair(x, e'), où e' estl'expression e partiellement évaluée dans l'environnement ourant. L'évaluation de ettea�etation produira don le hangement d'environnement suivant :{ . . . ·C_Pair(x, v) · . . . } C_Assign(x, e)
−−−−−−−−→ { . . . ·C_Pair(x, e') · . . . } �Formulation des équationsDans un environnement �nal, la valeur des variables est une expression algébriquedé�nie sur les symboles des entrées du programme. Éventuellement, pour une variabledonnée plusieurs valeurs sont dé�nies et assoiées à des onditions. Ces onditions sontformulées par des relations sur les entrées du programme, elles proviennent des onditionsdes strutures de ontr�le renontrées lors de l'évaluation du programme et qu'il n'a pasété possible de résoudre puisque l'évaluation est symbolique.Parmi toutes les variables, seules les valeurs de ertaines nous intéressent : la troisièmeétape de l'axiomatisation onsiste alors à reherher les valeurs pertinentes ontenues dansun environnement et à les présenter sous forme équationnelle pour une utilisation dansun système de preuve (f. Setions 4.2.4 et 5.4).Exemple 1.9. Pour illustrer ette troisième étape, très simplement, si nous sommesintéressés par la valeur d'une variable x , nous reherhons dans l'environnement �nal lapaire C_Pair(x, v) et nous érivons l'équation x = v. �Exemple 1.10 (somme des n premiers entiers). Nous exempli�ons ii les trois étapesde l'axiomatisation ave SOSSubRC de la fontion somme(n) qui alule la somme des

n premiers entiers naturels. Cette fontion est dé�nie par le programme SubC de la Fi-gure 1.4. Le programme onsiste prinipalement en une boule où la variable n déroîtjusqu'à zéro, pendant que la variable sum sert d'aumulateur des valeurs suessives de
n. Pour e premier exemple, nous allons simpli�er la notation et masquer ertains dé-tails de la méthode. L'exemple omplet est traité dans la Setion 4.3.3 (Exemple 4.10 enPage 76).1. Lors de la première étape, les onstrutions du langage SubC sont traduites entermes. Par exemple, pour l'instrution while , nous onstruisons un terme as-soiant la ondition de la boule à la liste d'instrutions formant le orps de laboule :



14 Aperçu global de la thèse
int somme(int n) {
int sum = 0;

while (n != 0) {
sum = sum + n;
n = n − 1;

}

return sum;
} Fig. 1.4 � Un alul de la somme des n premiers entiers en SubCC_While(n 6= 0, {C_Assign(sum, (sum + n)) · C_Assign(n, (n − 1))})Pour l'instrution return sum , nous onstruisons un terme qui assoie le nomde la fontion à l'expression de retour de la fontion, omme s'il s'agissait d'unea�etation : C_Assign(somme, sum)Au �nal, l'analyse lexio-syntaxique du ode SubC de la fontion sommeproduit leterme Tsomme suivant :{C_Assign(sum, 0) ·C_While(n 6= 0, {C_Assign(sum, (sum + n)) · C_Assign(n, (n − 1))}) ·C_Assign(somme, sum)}Dans notre ontexte, l'environnement initial d'une fontion est une liste de pairesqui assoient :� les paramètres formels aux paramètres e�etifs de la fontion ;� les variables loales à une valeur par défaut (zéro pour le type entier) s'il n'y apas eu d'initialisation expliite.Soit ne� le paramètre e�etif assoié à n, l'environnement initial de sommeest laliste de deux paires : {C_Pair(sum, 0) · C_Pair(n, ne�)}2. Le terme Tsomme est ensuite évalué symboliquement dans l'environnement initialselon les règles de la sémantique du langage SubC . L'évaluation d'une liste de termesest l'évaluation de la queue de la liste dans l'environnement produit par l'évaluationde la tête de la liste.



1.2. Notre ontribution : le système SOSSubC 15Dans et exemple, la tête de la liste est un terme qui orrespond à une a�etation(nous en avons vu la sémantique dans l'Exemple 1.8). L'évaluation de e terme laissel'environnement initial inhangé.Ensuite, l'évaluation du terme de raine C_While ajoute dans l'environnement l'élé-ment suivant (f. Setion 4.3.3) :C_While_Closure(n 6= 0, {C_Pair(n, n−1) · C_Pair(sum, sum+n)})Lors de l'étape suivante, la boule donnera lieu à la dé�nition d'une nouvelle fon-tion. La valeur des variables est mise à jour pour tenir ompte de ette nouvellefontion, dénotée par un terme C_Loop. Par exemple pour la variable n :C_Pair(n, C_Loop(n, {C_Pair(n, ne�) · C_Pair(sum, 0)}))Pour �nir, la sémantique de l'instrution return est d'ajouter dans l'environnementune paire assoiant le nom de la fontion à sa valeur de retour une fois mise à jourdans l'environnement ourant. Ainsi, l'environnement �nal est le suivant :{C_While_Closure(n 6= 0, {C_Pair(n, n−1) · C_Pair(sum, sum+n)}) ·C_Pair(n, C_Loop(n, {C_Pair(n, ne�) · C_Pair(sum, 0)})) ·C_Pair(sum, C_Loop(sum, {C_Pair(n, ne�) · C_Pair(sum, 0)})) ·C_Pair(somme, C_Loop(sum, {C_Pair(n, ne�) · C_Pair(sum, 0)}))}3. L'environnement ontient trois paires, ependant, lors de la troisième étape, nousne nous intéressons qu'à elle qui porte la valeur de retour de la fontion somme.Cette valeur est un terme de raine C_Loop qui orrespond à un appel à unefontion sommel dé�nie réursivement par deux équations à partir du terme deraine C_While_Closure :
n 6= 0 ⇒ sommel(n, sum) = sommel(n − 1, sum + n) (1.11)
n = 0 ⇒ sommel(n, sum) = sum (1.12)

somme(n) = sommel(n, 0) (1.13)Ces équations expriment la sémantique du programme sommedans la logique équa-tionnelle. Elles pourront servir à montrer des propriétés du programme. �Nous avons développé en Java deux versions de SOSSubC qui di�èrent par la lassede programmes onernée et la méthode employée pour l'évaluation symbolique :� SOSSubRC , pour le langage SubC ave une modélisation fontionnelle des listes ;� SOSSubextC , pour le langage SubextC intégrant des listes mutables et des e�ets de bord.Nous présentons dans les deux setions suivantes les partiularités de haune des versionsdu système.
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du programmede la théorieAxiomes

programmeÉquations despropriétés du
Axiomatisation

Proessus partiellement automatiséLes propriétésSystème de preuve
Proessus entièrement automatiqueSOSSubR

CprogrammeCode duen SubC
� Proessus manuel �

font-elles partie de lathéorie du programme?Fig. 1.5 � L'atelier de preuve ave SOSSubRC1.2.2 SOSSubR
CLe langage de programmation impératif SubC se présente omme un sous-ensemble dulangage C ave deux types primitifs de données : les entiers et les listes. Les données semanipulent à l'aide d'opérateurs prédé�nis pour haque type et de fontions dé�nies parl'utilisateur. L'a�etation et les strutures de ontr�le typiques des langages impératifssont présentes.Dans la version SOSSubRC du système SOSSubC, le mode de passage des paramètresest par valeur uniquement. De plus, le type liste ne suit pas la dé�nition habituelle dansles langages impératifs de ette struture de données : une liste, bien qu'elle soit uneséquene d'éléments, est manipulée dans le langage omme une unique valeur.Comme énoné dans la setion préédente, le prinipe du système SOSSubC est de� traduire � automatiquement le ode soure SubC vers un ensemble d'équations exprimantla sémantique du programme. Cette tradution, appelée axiomatisation, s'intègre dansun atelier pour prouver interativement des propriétés de programmes. La desriptionsynoptique de notre atelier pour la version SOSSubRC est montrée Figure 1.5.Les onepteurs d'une appliation érivent les spéi�ations du programme omme unensemble de propriétés désirées : les équations des propriétés du programme. Elles sontexprimées dans une logique ohérente ave la logique équationnelle, e.g., la logique du pre-mier ordre. Les développeurs produisent le ode SubC du programme selon les indiationsdes onepteurs. Ces deux étapes sont essentiellement l'÷uvre d'ateurs humains. Ensuite,le système SOSSubRC traduit le ode soure en un ensemble d'équations. Ces équationsonstituent les axiomes d'une théorie pour la logique équationnelle : les axiomes de lathéorie du programme. En�n, lors de la dernière étape, les équations des propriétés de-viennent des onjetures. La véri�ation de la orretion du programme onsiste alorsà démontrer, dans la logique de la spéi�ation, que es onjetures appartiennent à la



1.2. Notre ontribution : le système SOSSubC 17théorie équationnelle du programme. Si la démonstration est possible, alors il aura étéprouvé que le programme respete ses spéi�ations.Puisque les axiomes du programme sont exprimés dans la logique équationnelle, lapreuve peut être faite au moyen d'un des nombreux systèmes de preuve à même de ma-nipuler la logique équationnelle : automatiquement ave les démonstrateurs de théorèmesapables d'indution mathématique omme RRL [Kapur et Zhang, 1988℄ ou Spike [Bou-houla et al., 1992℄, ou interativement en utilisant des assistants de preuve5 omme pvs[Owre et al., 1992℄ ou Coq [Barras et al., 1997℄ (f. Setion 2.4 pour des détails sur lessystèmes de preuve).L'axiomatisation est l'opération qui prend en entrée un programme SubC et produit ensortie un ensemble d'équations exprimant la sémantique du programme. Dans SOSSubRC ,nous utilisons un système de réériture omme le moyen formel de dé�nir la sémantiquedu langage SubC . Cette dé�nition possède l'avantage supplémentaire d'être exéutable :la réériture permet d'e�etuer l'évaluation symbolique des programmes (f. Setion 3.2).Le système de réériture que nous avons dé�ni, nommé SOSR, �gure en Annexe A et estdérit ave SOSSubRC dans la Setion 4.1.2.3 SOSSubext
CDans SOSSubRC , le langage SubC ne apture pas ertains des méanismes propresau paradigme impératif, parmi les plus e�aes, tels que eux qui sont à l'÷uvre dansle programme MergeSort de la Setion 1.1.2. En e�et, les trois sous-programmes de

MergeSort ne opient, ni ne réent, auun maillon de liste (bien que l'algorithme nesoit pas onstant en espae du fait de la pile des appels réursifs), elles se ontentent deréarranger les liens entre les éléments de la liste à trier. Cette façon de proéder n'estpas réalisable ave SOSSubRC , elle est pourtant typique des langages impératifs et reposesur la notion d'e�et de bord. Les objets manipulés par les programmes impératifs sontmutables : leur état peut hanger au ours de l'exéution du programme.L'approhe proposée ave le système SOSSubC reste valide. Il onvient ependantd'enrihir le langage SubC de nouvelles onstrutions semblables à elles qui sont employéesdans le programme MergeSort et de leur donner une sémantique dans le adre de lalogique équationnelle.Essentiellement, nous étendons le langage SubC en ajoutant les listes mutables et unmode de passage des paramètres par référene :� Le type des listes est désormais semblable à la struture de liste simplement haînéedes langages impératifs et s'inspire de l'implantation en C de la Figure 1.2, à l'ex-eption que le type de l'élément peut être n'importe quel type de données SubC , eten partiulier une liste. Nous ajoutons deux nouvelles onstrutions, L->elementet L->next qui permettent de modi�er, respetivement, le ontenu et le suivant dumaillon pointé par L.5Cette distintion sur le degré d'automatisation entre démonstrateur de théorèmes et assistant depreuve peut paraître assez arti�ielle ar les démonstrateurs de théorèmes sont souvent partiellementinteratifs et les assistants de preuve partiellement automatisés.



18 Aperçu global de la thèse� Nous enrihissons aussi le langage SubC de sous-programmes ave une forme d'appelpar référene. Ce mode de passage des paramètres est dénoté par une perluète(aratère &) devant le nom du paramètre dans le prototype du sous-programme. Ilautorise un sous-programme à modi�er la valeur d'un paramètre.Grâe à es ajouts, le langage SubextC reouvre maintenant une plus large lasse deprogrammes. Ainsi, nous pouvons érire en SubextC le programme du tri fusion de la Fi-gure 1.3 : le résultat, en Figure 1.6, s'obtient par un simple hangement de syntaxe. Maissurtout, les algorithmes peuvent être exprimés aussi naturellement en SubextC que dansun langage impératif usuel omme le C, ependant que nous maintenons un ontr�le surl'utilisation des pointeurs. Par exemple, nous ne fournissons toujours pas de type pointeurgénérique, ni n'autorisons l'arithmétique de pointeur.Néanmoins, même et usage restreint des pointeurs soulève le problème di�ile desalias. L'intérêt que nous portons aux alias provient de la néessité de propager les e�etsde bord à tous les noms alias d'un même objet, e.g., si liste1 et liste2 sont des alias,lorsque la valeur de liste1 est modi�ée, il faut aussi que liste2 re�ète la nouvellevaleur. Un prérequis à et objetif est de déeler tous les alias. Malheureusement, eproblème est indéidable pour un langage tel que Subext
C

(f. Setion 5.1.1).Pour nous, ela implique très onrètement l'impossibilité d'automatiser la tradutiondes programmes SubextC en équations dans le as général. Nonobstant, nous énonçons unensemble de restritions sur l'emploi des onstrutions problématiques qui nous permetde proposer un algorithme pour l'axiomatisation (f. Chapitre 5, et plus partiulièrementSetion 5.2.2 pour les restritions). Cet algorithme ne repose plus sur la réériture et sebase sur un shéma de nommage, ou dénomination systématique, des zones de mémoireaessibles au programme qui donne lieu à une représentation � naturelle � des listes etdes opérations sur les listes.Le proessus de preuve dérit par la Figure 1.5 doit être remanié pour inlure une étapesupplémentaire qui onsiste en la démonstration, non automatisée, que le programme res-pete les règles de réation et d'emploi des alias. Ce n'est qu'à ette ondition que l'axio-matisation par SOSSubextC est valide. Le nouveau proessus est illustré par la Figure 1.7.1.3 SOSSubC versus les exemples motivantsNous revenons dans ette setion sur les deux exemples introdutifs de la Setion 1.1.Nous montrons omment le système SOSSubC donne une réponse aux questions que nousavions alors laissées en suspens.1.3.1 Sur l'exemple du Plus Grand Commun DiviseurNous avons présenté dans la Setion 1.1.1, en Figure 1.1, le programme pgcd supposéaluler le pgcd de deux entiers naturels. Nous avons disuté de la di�ulté de raisonnersur le ode soure et de véri�er que le programme satisfait les propriétés du pgcd.
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list split( list L);
list merge( list La, list Lb);

list mergeSort( list L)
{
list secondList, La, Lb;

if(L == NULL) return NULL;
else if( next(L) == NULL) return L;
else {

secondList = split(L);
La = mergeSort(L);
Lb = mergeSort(secondList);
return merge(La, Lb);

}
}

list merge( list La, list Lb)
{
if(La == NULL) return Lb;
else if(Lb == NULL) return La;
else if( element(La) <= element(Lb)) {

La->next = merge( next(La), Lb);
return La;

}
else {

Lb->next = merge(La, next(Lb));
return Lb;

}
}

list split( list L)
{
list pSecondCell;

if(L == NULL) return NULL;
else if( next(L) == NULL) return NULL;
else {

pSecondCell = next(L);
L->next = next(pSecondCell);
pSecondCell ->next = split( next(pSecondCell));
return pSecondCell;

}
} Fig. 1.6 � Le programme de tri MergeSort en SubextC
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du programmeAxiomesde la théorie
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Fig. 1.7 � L'atelier de preuve ave SOSSubextC . L'atelier remanié inlut une étape manuellede preuve que les ritères de réation et d'emploi des alias dans le programme soure sontrespetés.Grâe au système SOSSubC, nous pouvons traduire automatiquement le ode soured'un programme SubC en équations onditionnelles, ave lesquelles nous savons raisonner.Le programme pgcd n'utilisant auune des onstrutions spéi�ques de SOSSubextC , lesdeux versions du système SOSSubC peuvent être employées. La Figure 1.8 ontient leséquations obtenues pour le programme pgcd . Celles-i onstituent e que nous avonsappelé les axiomes de la théorie équationnelle du programme. Elles vont nous permettrede prouver le théorème suivant :Théorème 1.17. Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b, étant donné ladé�nition équationnelle de la fontion pgcd en Figure 1.8, pgcd(a, b) = pgcd(a − b, b).Démonstration. La démonstration est triviale et s'appuie sur une propriété de mod :
b 6= 0 ⇒ a mod b = a − b mod bLa Setion 6.1 disute de ette preuve ave un assistant de preuve.Puisque les équations de la Figure 1.8 expriment la sémantique du programme pgcd ,nous déduisons du Théorème 1.17 que e programme véri�e la Propriété 1.1 du pgcd.
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b 6= 0 ⇒ pgcda(a, b, r) = pgcda(b, a mod b, b) (1.14)

pgcda(a, 0, r) = a (1.15)
pgcd(a, b) = pgcda(a, b, 0) (1.16)Fig. 1.8 � Équations de pgcdCependant, ei ne su�t pas à prouver que le programme pgcd alule e�etivementle pgcd de deux nombres. La propriété que nous venons de montrer ne onstitue pas à elleseule une spéi�ation omplète du pgcd. Dans le as d'une appliation logiielle réelle, ladesription de l'appliation est souvent informelle et la formalisation d'une spéi�ationomplète du problème peut s'avérer di�ile. Dans le as présent, les propriétés désiréesont déjà une dé�nition équationnelle et peuvent sans di�ulté être exprimées dans unsystème de preuve. Pour le programme de alul du pgcd, nous pourrions enore vouloirvéri�er les deux propriétés suivantes :Propriété 1.18. Pour a et b entiers naturels, pgcd(a, b) = pgcd(b, a).Propriété 1.19. Pour a entier naturel, pgcd(a, a) = a.Démonstration. La démonstration de es propriétés ave un système de preuve ne posepas de di�ulté (f. Setion 6.1).Outre leur intérêt pour la preuve de programme, les équations obtenues ave SOSSubCpour le programme pgcd dé�nissent un programme équationnel exéutable. En e�et, leséquations peuvent être orientées, de gauhe à droite, en règles de réériture. La norma-lisation d'un terme à l'aide de e système fournit une sémantique opérationnelle pourl'évaluation du programme pgcd . En partiulier, le nombre de rééritures de pgcda nousrenseigne sur la omplexité de la boule dans le programme soure.Exemple 1.20. Voii, à partir des équations de la Figure 1.8 orientées en règles, laséquene de réériture qui mène à l'évaluation de pgcd(24, 9) :

pgcd(24, 9)
(1.16)
→

pgcda(24, 9, 0)
(1.14)
→

pgcda(9, 6, 9)
(1.14)
→

pgcda(6, 3, 6)
(1.14)
→

pgcda(3, 0, 3)
(1.14)
→

pgcda(3, 0, 3)
(1.15)
→ 3 �



22 Aperçu global de la thèse1.3.2 Sur l'exemple du tri par fusionNous avons disuté dans la Setion 1.1.2 d'un programme de tri par fusion employantdes onstrutions avanées des langages impératifs. Dans ette setion, nous montronsque le système SOSSubC, dans sa version SOSSubextC , nous permet de raisonner aussi sure type de programmes ave listes mutables et sous-programmes à e�et de bord.Nous donnons, Figure 1.9, les équations automatiquement générées par le systèmeSOSSubextC à partir du programme de tri fusion en SubC de la Figure 1.6. Des fontionsintermédiaires, splitL, mergeLa et mergeLb, ont été dé�nies par le système. Elles pro-viennent du traitement des paramètres passés par référene. Ce traitement est détaillé enSetion 5.3.Note 1.21. Dans les équations, nous employons la notation li pour une liste et ei pour unélément d'une liste. Une liste vide est dénotée par null. Nous représentons le haînagedes éléments en les séparant par un point, e.g., une liste ave au moins deux éléments :
e1 · e2 · l3.La preuve que e programme respete les Propriétés 1.3 et 1.4, autrement dit sesspéi�ations, est faite à l'aide d'un assistant de preuve dans le Chapitre 7.1. Cependant,omme disuté préédemment et illustré par la Figure 1.7, l'axiomatisation par le systèmeSOSSubextC , en présene de onstrutions du langage SubC pouvant réer des alias, n'estorrete que si ertaines restritions dans l'usage de es onstrutions sont respetées. Ladémonstration que le programme MergeSort observe les restritions sur la réation etl'emploi des alias est faite dans la Setion 7.1.1.
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mergeSort(null) = null
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)))(a) sous-programme mergeSort

merge(null, L) = L

merge(e1L
· l2L

,null) = e1L
· l2L

e1La
≤ e1Lb

⇒ merge(e1La
· l2La

, e1Lb
· l2Lb

) = e1La
·merge(l2La

, e1Lb
· l2Lb

)

e1La
> e1Lb

⇒ merge(e1La
· l2La

, e1Lb
· l2Lb

) = e1Lb
·merge(e1La

· l2La
, l2Lb

)

mergeLa(null, L) = null
mergeLa(e1L

· l2L
,null) = e1L

· l2L

e1La
≤ e1Lb

⇒ mergeLa(e1La
· l2La

, e1Lb
· l2Lb

) = e1La
·merge(l2La

, e1Lb
· l2Lb

)

e1La
> e1Lb

⇒ mergeLa(e1La
· l2La

, e1Lb
· l2Lb

) = mergeLa(e1La
· l2La

, l2Lb
)

mergeLb(null, L) = L

mergeLb(e1L
· l2L

,null) = null
e1La

≤ e1Lb
⇒ mergeLb(e1La

· l2La
, e1Lb

· l2Lb
) = mergeLb(l2La

, e1Lb
· l2Lb

)

e1La
> e1Lb

⇒ mergeLb(e1La
· l2La

, e1Lb
· l2Lb

) = e1Lb
·merge(e1La

· l2La
, l2Lb

)(b) sous-programme merge
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)() sous-programme splitFig. 1.9 � Équations du programme MergeSort
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Chapitre 2Approhes de la véri�ation deprogrammeLa véri�ation de programme et, plus génériquement, les méthodes formelles onsti-tuent un vaste domaine sienti�que toujours ativement défrihé qui se révèle fertile entehniques et outils. La grande variété des formalismes et des méthodes, parfois spéi�quesà un besoin, rend vaine et fastidieuse toute prétention à l'exhaustivité. Dans le adre dee mémoire, nous nous limiterons à la présentation des prinipales atégories de méthodesformelles en insistant sur les approhes qui possèdent des orrespondanes ave la n�trequant à leur �nalité ou leurs aratéristiques.2.1 Tour d'horizon des méthodes formellesUne dé�nition, passablement générale, des méthodes formelles englobe l'ensemble deslangages, tehniques et outils fondés sur les mathématiques et dont les objetifs sont laspéi�ation et la véri�ation des systèmes. Selon J. M. Wing (1990), ironsrites audéveloppement des systèmes informatiques, les méthodes formelles fournissent un adremathématique pour dérire des propriétés des systèmes et systématiquement spéi�er,développer et véri�er les systèmes.Au moment de la oneption, les méthodes formelles sont à même de révéler les am-biguïtés, inomplétudes et inohérenes d'un système informatique. Ensuite, elles per-mettront de montrer la orretion d'une implémentation ou l'équivalene de di�érentesimplémentations. Les méthodes formelles sou�rent ependant d'une limitation théoriqueintrinsèque : elles permettent de véri�er un système mais pas de le valider. Nous avonspréédemment évoqué ette limitation à propos de l'impossibilité de � formellement for-maliser � la desription intuitive et informelle d'un système informatique qui onstituehabituellement le point de départ de la oneption du système. Une autre instane dee problème traduit l'impossible renontre du monde onret et du modèle abstrait. Lesméthodes formelles peuvent montrer qu'une spéi�ation est satisfaite par une implémen-tation sur une mahine abstraite plus ou moins idéalisée. Or, le niveau d'abstration nepeut être in�niment diminué (e.g., du proesseur aux transistors qui le omposent, destransistors aux lois de l'életronique qui les régissent, et.) jusqu'au point où la mahine27



28 Chapitre 2. Approhes de la véri�ation de programmeabstraite serait l'exate et entière desription d'une réalité physique. En l'état atuel denos onnaissanes, il faut déterminer un niveau d'abstration adéquat et admettre a priorique le système physique onret satisfait les prérequis postulés, souvent impliitement, parla méthode formelle onsidérée.Dans la suite de ette setion, nous distinguons les approhes selon qu'elles s'appliquentaux spéi�ations d'un programme (synthèse de programme) ou au programme lui-même(approhes par modèles et approhes dédutives).2.2 Synthèse de programmeLes méthodes présentées dans ette setion traitent le problème de la véri�ation deprogramme en le supprimant par le simple onstat qu'un programme orret n'a pas besoind'être véri�é ! Il s'agit en e�et pour es méthodes d'éviter de véri�er les programmes enerti�ant de préférene le � proessus d'ériture � des programmes.L'approhe par synthèse de programme présente toutefois l'inonvénient que le odegénéré est rarement aussi e�ae que elui érit par un programmeur humain. En e�et,un langage de spéi�ation peut aider à dérire quoi faire mais n'est pas d'une expressi-vité su�sante pour indiquer omment le faire. En outre, es tehniques ne s'appliquentévidemment pas à la véri�ation ou à la maintenane des programmes existants.2.2.1 Génération de odeLors de la génération de ode, les programmes sont dérivés de leur spéi�ation abs-traite par une suession de transformations manuelles ou automatiques, appelée ra�ne-ment . Le ra�nement préise la spéi�ation initiale jusqu'à un niveau de détail d'implé-mentation su�sant pour que le ode soure d'un programme puisse automatiquement êtregénéré. Le langage de spéi�ation est un langage formel de haut niveau (e.g., Z [Spivey,1992℄ basé sur la théorie des ensembles, Metaslang [Juellig et al., 1996℄ basé sur la théoriedes atégories) dont la sémantique est su�samment bien dé�nie pour produire automa-tiquement du ode soure dans di�érents langages de programmation (e.g., en Lisp pourMetaslang, en Ada pour la notation Z).Chaque étape du ra�nement engendre des obligations de preuve à la harge de l'utilisa-teur. Le gain espéré de es méthodes est que la preuve des obligations issues du ra�nementest plus simple que la preuve du système ahevé omplet.Les systèmes de génération de ode di�èrent prinipalement par leur langage de spé-i�ation. Ce dernier est généralement optimisé pour un usage partiulier. La méthodeB [Abrial, 1996℄ et les mahines à états abstraits (auparavant appelées evolving alge-bra) [Gurevih, 1985; 1991℄, VDM [Jones, 1990℄ et la notation Z, Speware [Juelliget al., 1996℄ et Metaslang sont des exemples de tels systèmes ; itons aussi le systèmeelan [Borovanský et al., 1996℄ apable de générer du ode C à partir de règles de rééri-ture et le langage Opal [Didrih et al., 1994℄ qui mêle aspets fontionnels et algébriqueset qui est ompilé vers le langage C.



2.3. Véri�ation de modèle 29Citons enore les systèmes formels pour la génération d'environnement de program-mation, tels Centaur [Borras et al., 1988℄ et asf+sdf [van den Brand et al., 2001℄, quipermettent de produire des outils logiiels pour la programmation (e.g., un éditeur, uninterprète, un ompilateur, un débogueur) à partir d'une desription du langage de pro-grammation.2.2.2 Programmes orrets par onstrutionDans e type d'approhe, la spéi�ation est le programme. Pare que le langage despéi�ation dispose d'une sémantique opérationnelle, une spéi�ation est diretementexéutable. Nous trouvons dans ette atégorie les langages de programmation logiquesau ÷ur desquels se trouve la notion de lause de Horn tels que Prolog [Colmeraueret Roussel, 1993℄ et les langages de programmation purement fontionnels basés sur le
λ-alul tels que Haskell [Hudak et Fasel, 1992℄.Une autre atégorie de systèmes se fonde sur des logiques onstrutives (e.g., le aluldes onstrutions indutives de Coq [Bertot et Casteran, 2004; Coquand et Huet, 1988℄).Une propriété remarquable de es logiques est qu'une démonstration de théorème possèdeune interprétation � alulatoire �, 'est-à-dire qu'un programme qui réalise l'énoné duthéorème peut être extrait de la preuve (f., par exemple, [Paulin-Mohring, 1989℄). Ainsi,sous le ontr�le d'un tel système, établir la preuve qu'une spéi�ation peut être satisfaiterevient à onstruire le programme qui réalise la spéi�ation.2.3 Véri�ation de modèleDans l'approhe par véri�ation de modèle (model heking en anglais), le système àanalyser est dérit par unmodèle sous forme de système de transitions (e.g., un automate).La spéi�ation du système est un ensemble de formules exprimées dans une logiquetemporelle [Pnueli, 1981; Manna et Pnueli, 1992℄, 'est-à-dire une logique qui intègre unenotion de temps. Le prinipe est alors de véri�er si le modèle satisfait une propriété enparourant la totalité des états du modèle (l'espae des états). Lorsque l'espae des étatsest �ni, et pour ertaines logiques temporelles, la véri�ation de modèle est déidable etles algorithmes sont rapides, même pour un grand nombre d'états. De plus, lorsqu'unepropriété n'est pas véri�ée, un ontre-exemple est produit, e qui est préieux lors dela mise au point d'un système. D'autant plus que l'appliation la plus typique de etteapprohe vise les systèmes réatifs onurrents (e.g., les protooles de ommuniation)pour lesquels les erreurs sont souvent non reprodutibles.Bien adaptée aux systèmes dont la tâhe essentielle est le ontr�le, la véri�ationde modèle est inappropriée lorsque les données manipulées par le système à analysersupposent un espae d'états in�ni (e.g., les listes). Outre ette limitation inhérente auxsystèmes à états �nis, sauf à onsidérer des lasses de propriétés enore plus restritivesque elles des logiques temporelles (e.g., les propriétés de sûreté), l'approhe doit faire faeau problème de l'explosion de l'espae des états qui, malgré les e�orts pour la ontenir(e.g., les diagrammes de déision binaire (Binary Deision Diagram) [Bryant, 1986℄), rendl'exploration automatique des modèles impratiable lorsque leur taille grandit.



30 Chapitre 2. Approhes de la véri�ation de programmeEn�n, itons par exemple les outils smv [MMillan, 1993℄ ou Xeve [Bouali, 1998℄ quiont adopté ette approhe.2.4 Véri�ation par démonstrationLa dernière atégorie d'approhes regroupe les méthodes qui fournissent un adreformel à la démonstration de propriétés de programmes. Ces méthodes se distinguent despréédentes par :� le fait qu'elles sont destinées à l'analyse des programmes au niveau du ode soure ;� leur apaité de traiter, par des tehniques d'indution, des données dont le domainede valeur est in�ni.L'ambition de es méthodes est ainsi de pouvoir raisonner formellement et, au moinspartiellement, de façon automatique sur un programme. Le programme et sa spéi�ationsont exprimés dans un système logique formel. Les méanismes dédutifs et indutifsdu système logique sont aussi formalisés et servent à élaborer la démonstration que leprogramme est orret relativement à sa spéi�ation.Les méthodes de véri�ation par démonstration se divisent en deux grandes famillesque nous présentons après un préambule sur les systèmes de preuve logiiels.2.4.1 Systèmes de preuve logiielsLes systèmes de preuve logiiels sont des systèmes logiques (i.e., omposés d'un langageformel, d'un ensemble d'axiomes et de règles d'inférene), dans lesquels la onstrutionde démonstrations est assistée par ordinateur.Chaque système de preuve o�re un ompromis entre expressivité de la logique etautomatisation des démonstrations.Démonstrateurs de théorèmesLa priorité des démonstrateurs de théorèmes (theorem prover en anglais) est l'auto-matisation de la démonstration. Toutefois, pour atteindre e but, le système doit souventêtre paramétré par un expert en fontion du problème à résoudre. De plus, la trae dudéroulement de la preuve est peu ompréhensible pour un simple utilisateur. Le langagede es systèmes est ouramment la logique du premier ordre ou un de ses sous-ensemblesdéidable. Certains systèmes sont apables d'indution impliite. Des exemples de tels sys-tèmes sont rrl [Kapur et Zhang, 1988℄, spike [Bouhoula et al., 1992℄ ou Otter [MCune,1994℄.Assistants de preuveCette fois, l'aent est mis sur l'expressivité du langage utilisé pour les preuves. Lesassistants de preuve emploient la plupart du temps une logique d'ordre supérieur dans



2.4. Véri�ation par démonstration 31laquelle le problème de onstruire une démonstration pour une propriété est indéidabledans le as général. La voation initiale de es systèmes est de véri�er la validité d'unepreuve onstruite par ailleurs. L'automatisation des tâhes ingrates et répétitives tendà rendre es systèmes plus onviviaux et failite l'élaboration interative d'une démons-tration. Citons par exemple les systèmes Coq [Barras et al., 1997℄ dont la logique estonstrutive et hol [Gordon, 1987℄ ou pvs [Owre et al., 1992℄ basés sur une logiquelassique d'ordre supérieur.Ateliers logiquesPlus génériques que les outils préédents qu'ils peuvent spéi�er et implanter, lesateliers logiques se veulent aussi plus �exibles en permettant à l'utilisateur de ombiner lesparadigmes de dédution, de dé�nir son propre système logique et d'ajouter de nouvellesproédures de démonstration. Isabelle [Paulson, 1994℄ et elan sont des exemples d'atelierslogiques.2.4.2 Annotation de programmeCette première famille de méthodes par démonstration trouve ses origines dans leslogiques de type Floyd-Hoare [Floyd, 1967; Hoare, 1969℄. Ces logiques sont des systèmesaxiomatiques dont les règles d'inférene permettent d'établir que, étant données une pré-ondition P et une post-ondition Q d'un programme, l'évaluation du programme onduità Q lorsque P est vraie. La pré-ondition et la post-ondition sont des énonés logiquesportant sur les variables du programme analysé.Dans es méthodes, la spéi�ation d'un programme est omposée d'un ensembled'énonés logiques disséminés dans le ode soure du programme. Le programme ainsiannoté est traduit dans le formalisme d'un système de preuve a�n de véri�er que le pro-gramme satisfait les annotations.J.-C. Filliâtre (1999) propose une méthode autour de Coq en dé�nissant son proprelangage de programmation et d'annotation ; le langage Java est l'objet d'un e�ort impor-tant ave le développement de langages d'annotation omme jml [Leavens et al., 1999℄et des outils de véri�ation assoiés tels que Krakatoa [Marhé et al., 2004℄ s'interfaçantave Coq, loop tool [Jaobs et al., 1998℄ s'interfaçant ave PVS et Isabelle.Un inonvénient de ette approhe est l'introdution d'un langage d'annotation, spé-i�que à la méthode ou au langage de programmation, qui demande un investissementd'apprentissage pour être maîtrisé à la fois par les onepteurs et les développeurs d'uneappliation.2.4.3 Génération de spéi�ationLa génération de spéi�ation s'attahe à extraire automatiquement la � spéi�a-tion � d'un programme à partir de son ode soure. Cette spéi�ation extraite est pluspréisément la tradution du programme vers un langage formel ave lequel il est pos-sible de raisonner. La véri�ation de la orretion du programme onsiste alors à montrerque la spéi�ation extraite orrespond à la spéi�ation initiale du onepteur. Cette



32 Chapitre 2. Approhes de la véri�ation de programmevéri�ation est onduite ave l'aide d'un système de preuve. Au ÷ur de es méthodesréside l'attribution d'une sémantique aux programmes. Le hoix de la sémantique et lestehniques pour l'exprimer à partir du ode soure distinguent les méthodes.Dé�nition de sémantiqueUne première façon d'aborder le problème est de dé�nir la sémantique � standard � dulangage de programmation dans un formalisme approprié à la démonstration de propriétésde programmes. C'est l'approhe retenue dans ette thèse et dans les travaux de J. A.Bergstra et al. (1997) dérits plus en détail dans la Setion 2.5.Tradution préservant la sémantiqueUne seonde approhe de la génération de spéi�ation est d'exprimer la signi�ationd'un programme en se référant à une sémantique di�érente de la sémantique � standard �du langage de programmation onerné. Cei s'avère partiulièrement utile pour la preuvede orretion des ompilateurs où langage soure et langage ible ont des sémantiques dif-férentes. Il onvient alors de montrer que la tradution est orrete en � déodant � lasémantique du langage soure dans l'autre (f. [Morris, 1973℄). Mais ette tehnique per-met aussi de remplaer la sémantique � standard � par une autre plus appropriée à lapreuve de programmes, auquel as il faut aussi assurer la orretion de la tradution.C'est la démarhe hoisie par exemple par J.-C. Filliâtre (1999) qui prouve la orretionde sa tradution d'un langage impératif vers le alul des onstrutions indutives. Ci-tons enore les travaux de M. Ward (1993) qui traduit (sans preuve de orretion) desprogrammes impératifs vers le langage wsl [Ward, 1989℄ dans lequel un ensemble prédé-�ni de transformations préservant la sémantique permettent de prouver la orretion duprogramme.2.5 Preuve de propriétés de programmes impératifsNous abordons dans ette setion les travaux onernant plus spéi�quement la preuvede propriétés de programmes impératifs. L'analyse statique formelle des programmes dé-bute néessairement par l'attribution d'un sens rigoureux aux programmes via une sé-mantique du langage de programmation utilisé. La sémantique d'un langage dé�nit lasémantique de tous les programmes du langage. La sémantique d'un programme dé�nittous les omportements possibles de e programme. La preuve d'un programme onsisteà démontrer qu'une sémantique du programme satisfait une spéi�ation donnée.La sémantique est ainsi le support sur lequel seront bâtis les raisonnements sur les pro-grammes. Cei onfère aux sémantiques une importane primordiale et explique l'abon-dane des formalismes qui di�èrent selon le style de leur dé�nition et les propriétés que lessémantiques rendent observables. Nous introduisons suintement trois grandes lassesde sémantique (opérationnelle, axiomatique et dénotationnelle) ainsi que ertaines desméthodes de preuve de propriétés de programmes impératifs qu'elles ont inspirées. Nous



2.5. Preuve de propriétés de programmes impératifs 33présentons ensuite des travaux qui s'appuient sur des sémantiques dont le lassement dansl'une des trois lasses n'est pas possible.2.5.1 Sémantique opérationnelleUne sémantique opérationnelle dé�nit la signi�ation d'un langage de programmationen spéi�ant le omportement des programmes pendant l'exéution. Autrement dit, elledérit la façon d'exéuter un programme. Cette desription fait généralement intervenirune notion d'état et des transitions entre états qui sont attahées aux opérations d'uneertaine mahine abstraite. Ce type de sémantique onstitue par onséquent une spéi�-ation de omment un alul doit être réalisé et orrespond typiquement au point de vuedu programmeur.Les sémantiques opérationnelles servent notamment à la dé�nition de ompilateurset interprètes pour les langages mais aussi à l'étude des équivalenes de programmes.Cependant, le aratère très onret des sémantiques opérationnelles a pour ontrepartiede les rendre verbeuses et di�ilement modi�ables ou extensibles.Tradution vers un programme fontionnelJ.-C. Filliâtre (1999) donne une dé�nition opérationnelle de la sémantique � standard �de son langage de programmation impératif. Celle-i sert de référene pour la orretionde la tradution des programmes impératifs vers des programmes fontionnels dans lealul des onstrutions indutives de Coq.Tradution vers un programme logiqueJ. C. Peralta et al. (1998) implantent la sémantique opérationnelle d'un langage im-pératif sous la forme d'un programme logique. Ce dernier onstitue un interprète pourles programmes impératifs. Un évaluateur partiel, onvenablement paramétré, est appli-qué à l'interprète ave un programme impératif en entrée. Le résultat est un nouveauprogramme logique qui est une vue délarative du programme impératif en entrée. L'ana-lyse du programme impératif peut alors être menée ave l'aide des outils d'analyse et detransformation des programmes logiques.2.5.2 Sémantique axiomatiqueAve une sémantique axiomatique, un système logique sert de adre à la desriptiondes langages de programmation. Les onstrutions d'un langage y sont dé�nies par desaxiomes.Une sémantique axiomatique relie des propositions logiques à propos de l'état d'unprogramme et onstitue ainsi une logique des propriétés de programmes. Elle est paronséquent naturellement appropriée pour raisonner à propos de la orretion de pro-grammes individuels.



34 Chapitre 2. Approhes de la véri�ation de programmeLogique de Floyd-HoareL'emploi le plus représentatif de l'approhe axiomatique pour la preuve de propriétésde programmes est fourni par les logiques du type Floyd-Hoare [Floyd, 1967; Hoare, 1969℄.Il s'agit d'une approhe dans laquelle des assertions, et en partiulier des invariants,sont assoiés à des points partiuliers d'un programme. Le programme est orret s'ilest démontré, au moyen des axiomes de la logique, que les instrutions du programmesatisfont les assertions et les invariants.Première méthode historiquement à apporter une réponse théorique satisfaisante auproblème de la orretion des programmes, la logique de Floyd-Hoare est peu utilisée enpratique ar le proessus de preuve s'avère long et fastidieux. De plus, ni la terminaisondes programmes, ni leur équivalene ne peuvent être exprimées dans ette logique. Notonstoutefois que la transformation des annotations de programme en onditions de véri�a-tion [Igarashi et al., 1975℄ a ouvert la voie à une automatisation partielle du proessusde preuve (e.g., un générateur de onditions de véri�ation erti�é dans hol [Homeier etMartin, 1994℄).Tradution vers un prédiat logiqueLe alul de la plus faible pré-ondition [Dijkstra, 1976℄ onsiste à trouver la onditioninitiale néessaire et su�sante pour que l'exéution d'une suite d'instrutions rende vraieune ertaine assertion appelée post-ondition. Autour d'une sémantique axiomatique, H.Gibbons (1998) propose un alul de la plus faible pré-ondition d'un programme impératifqui onduit à une représentation délarative du programme par un prédiat logique. Laméthode est entièrement manuelle et ne permet pas de prendre en ompte les appelsréursifs de fontions.2.5.3 Sémantique dénotationnelleLa sémantique dénotationnelle a été développée par D. Sott et C. Strahey (1971).Le prinipe est de représenter la signi�ation d'un programme par une entité d'une stru-ture mathématique appelée la dénotation du programme. La sémantique d'un langageest donnée par un ensemble de fontions sémantiques qui assoient les onstrutions dulangage de programmation à leurs dénotations. Les dénotations sont souvent elles-mêmesdes fontions.La sémantique dénotationnelle s'intéresse uniquement à la relation entre les entrées etles sorties d'un programme, elle a don tendane à masquer les étapes de alul intermé-diaires. Par onséquent, e type de sémantique est plus utilisé pour étudier les langagesde programmation que les programmes eux-mêmes.La sémantique dénotationnelle fait intervenir expliitement un modèle de la mémoiredes ordinateurs. De plus, ertains onepts de programmation familiers dans les langagesimpératifs (e.g., les exeptions, la notion de séquene) néessitent l'introdution d'entitéspartiulières (e.g., les monades pour les e�ets de bord [Moggi, 1991; Jaobs et Poll, 2003℄)qui ompliquent la ompréhension intuitive de es onepts.



2.5. Preuve de propriétés de programmes impératifs 35Tradution vers un programme fontionnelLa thèse de B. Moura (1997) explore une méthode pour la tradution des programmesimpératifs en des programmes fontionnels qui s'appuie sur une sémantique dénotation-nelle du langage impératif. A�n d'améliorer la préision de la tradution, Moura introduitplusieurs modèles pour la mémoire de plus en plus omplexes. La représentation fontion-nelle du programme impératif obtenue est mieux adaptée aux traitements ultérieurs telsque l'analyse ou l'évaluation partielle.2.5.4 Sémantique algébriqueL'idée de base des sémantiques algébriques est de spéi�er une lasse de mahinesabstraites et de dé�nir par des axiomes l'e�et des programmes sur es mahines. Plusonrètement, il s'agit de répertorier les di�érents types d'objets et d'opérations sur lesobjets, puis de dérire leurs propriétés par des axiomes dans une logique.Cette même approhe est fréquemment employée pour dé�nir des types de donnéesabstraits : la desription du type de donnée ne se réfère à auune implantation partiulièremais spéi�e les propriétés logiques des opérations sur les données de e type.Alors que la sémantique dénotationnelle s'appuie sur un modèle partiulier de la mé-moire, une sémantique algébrique peut dé�nir une lasse de modèles pour la mémoire.Nous nous sommes intéressé plus partiulièrement aux sémantiques algébriques fon-dées sur la logique équationnelle. Ce type de sémantique emprunte des traits à haune destrois grandes lasses de sémantique préédentes. L'aspet dénotationnel des sémantiquesalgébriques est dû au fait que des entités mathématiques, les algèbres, servent de mo-dèles aux spéi�ations algébriques. Ensuite, les équations des spéi�ations algébriquesdonnent un aspet axiomatique à es sémantiques. En�n, l'aspet opérationnel provientde e que les équations des spéi�ations algébriques peuvent souvent être orientées enrègles de réériture permettant ainsi une exéution symbolique des programmes.pimJ. A. Bergstra et al. (1997) ont onçu une logique équationnelle, appelée pim, dont lebut est de servir d'atelier pour l'analyse et la transformation des programmes impératifs.pim se veut une représentation intermédiaire des programmes ave laquelle il est possiblede raisonner formellement. pimt, le noyau algébrique de pim, permet de modéliser di�é-rentes lasses de mémoires et est utilisé pour donner une sémantique à une lasse restreintede programmes impératifs érits en µC et dépourvus de boules et de fontions. Pour desprogrammes plus réalistes, les onstrutions d'ordre supérieur de pim sont néessaires.objobj est une famille de langages pour la programmation et la spéi�ation algébrique.obj3, membre de ette famille, est le support de la méthode de véri�ation de programmesimpératifs développée par J. A. Goguen et G. Malolm (1996). Dans ette approhe,la mémoire est dé�nie omme un type de donnée abstrait assoiant les variables des



36 Chapitre 2. Approhes de la véri�ation de programmeprogrammes à des valeurs entières. En partant de ette aratérisation de la mémoire, lesauteurs formulent la sémantique de l'a�etation dans leur langage de programmation. Lasémantique des autres onstrutions de leur langage déoule alors de elle de l'a�etation.La sémantique du langage de programmation forme ainsi une théorie dans la logiqueéquationnelle qui permet de onstruire et de prouver des assertions logiques à propos duomportement d'un programme donné. Les spéi�ations des programmes sont expriméespar des pré-onditions, des post-onditions et des invariants sur le modèle de la logiquede Floyd-Hoare. En plus d'être un langage de spéi�ation, obj3 inorpore ertains algo-rithmes pour la démonstration de théorèmes (e.g., la réériture) et les règles d'inférenede la logique du premier ordre qui permettent d'assister l'utilisateur lors de la preuve deorretion des programmes.pesapesa [Denzler et Shweizer, 1996℄ est un projet qui vise à extraire des spéi�ationsalgébriques à partir de programmes impératifs. Le langage de programmation onsidéré,OberonT, est partiulièrement restritif puisqu'il ne omporte ni boule (uniquement uneforme de boule � pour �), ni sous-programme réursif, ni e�et de bord. La sémantiquedu langage est dé�nie de manière algébrique. Elle intervient lors de la tradution desprogrammes vers le langage de spéi�ation algébrique lsl [Guttag et Horning, 1993℄. Lesspéi�ations lsl sont utilisées dans le démonstrateur de théorèmes Larh Prover [Garlandet al., 1993℄ pour prouver des propriétés du programme initial.2.5.5 SOSSubCNous proposons ave SOSSubC une approhe équationnelle de la dé�nition de la sé-mantique des programmes impératifs. Dans la lassi�ation établie préédemment, nousnous situons parmi les méthodes de génération de spéi�ation par dé�nition de séman-tique. Le langage de programmation impératif SubC, un sous-ensemble du langage C, sertde support à notre méthode. La sémantique du langage est dé�nie de telle sorte qu'ellepermette l'exéution symbolique d'un programme. Le résultat de l'exéution symboliqueest une dé�nition équationnelle de la sémantique du programme. La spéi�ation du pro-gramme est exprimée dans la logique équationnelle, ou bien dans la logique du premierordre, omme un ensemble de propriétés que doit véri�er le programme. Nous pouvonsalors onfronter la dé�nition équationnelle du programme à sa spéi�ation dans un sys-tème de preuve.Notre méthode partage ertaines idées fondamentales ave les approhes algébriquesitées plus haut. Nous pensons, omme J. A. Goguen et G. Malolm (1996), J. Field etal. (1998), que la logique équationnelle onstitue un adre adéquat pour la sémantiqueet la véri�ation des programmes. La logique équationnelle présente en e�et plusieursavantages, parmi lesquels :� La apaité à être automatisée. Il existe de nombreux outils logiiels intégrant lalogique équationnelle qui implantent des algorithmes e�aes pour la réériture,l'uni�ation, la omplétion, et.



2.5. Preuve de propriétés de programmes impératifs 37� La simpliité de son formalisme. La logique équationnelle peut de e fait prétendreà devenir la base ommune aux di�érents ateurs d'un développement logiiel etfailiter ainsi la pénétration des méthodes formelles dans le monde industriel.Sur le fond, notre approhe se distingue des autres approhes algébriques en n'ayantpas reours à un modèle de la mémoire pour dérire la sémantique des programmes. Cettepartiularité onduit à une expression plus simple de la sémantique des programmes.De plus, dans notre approhe, la sémantique des programmes apparaît expliitementomme une théorie équationnelle distinte de la sémantique du langage. Ce n'est pas leas dans [Goguen et Malolm, 1996℄, où la sémantique des programmes n'est pas formuléeexpliitement : elle est impliitement donnée par la sémantique du langage au moment dela preuve d'une propriété d'un programme.Dans pim, la représentation équationnelle des programmes est une représentation in-termédiaire destinée à être transformée et analysée dans l'outil lui-même. Les traits im-pératifs du langage sont traduits par des opérations spéi�ques dé�nies dans une théoriepropre à l'outil. Dans notre approhe, nous avons évité d'introduire des opérations spé-i�ques. Cette préoupation permet de proposer une axiomatisation des programmesonise et intuitive qui peut être utilisée telle quelle dans la majorité des systèmes depreuve manipulant la logique équationnelle.Un autre élément de omparaison est l'expressivité du langage de programmation etnotamment les traits impératifs dont il dispose. Si dans la version SOSSubRC le langageSubC est assez limité, il n'en reste pas moins plus puissant que l'OberonT de pesa ou le
µC de pimt qui ne omporte ni boule ni fontion. La version SOSSubextC ajoute la priseen ompte d'opérations destrutives sur les listes qui ne sont pas abordées dans [Goguenet Malolm, 1996℄.



38 Chapitre 2. Approhes de la véri�ation de programme



Chapitre 3Notions préliminairesNous donnons dans ette setion les dé�nitions des prinipales notions utiles à laompréhension de e mémoire. Nous supposons onnus les rudiments d'un langage deprogrammation impératif et de la logique du premier ordre (f. [Loekx et Sieber, 1987;David et al., 2001℄ pour une introdution). Nous ommençons par présenter la logiqueéquationnelle et les équations onditionnelles ave lesquelles nous voulons exprimer lasémantique des programmes SubC . Ces dé�nitions servent ensuite de fondement aux sys-tèmes de réériture qui interviennent dans l'axiomatisation des programmes.Nous invitons le leteur familier ave les notions présentées dans ette setion à sauterles passages qui lui sont onnus ou à s'y référer au �l de sa leture. Pour l'essentiel desdé�nitions, ette setion reprend la présentation et les notations de [Baader et Nipkow,1998℄. D'autres soures, auxquelles nous renvoyons le leteur pour plus de détails, ont aussiété utiles [Goguen et Malolm, 1996; Plaisted, 1993; Dershowitz et al., 1988℄. Lorsque nousintroduisons une notion, nous pourrons être amenés pour éviter une ambiguïté à signalerentre parenthèses et en italique le terme anglais équivalent.3.1 Logique équationnelleLa logique équationnelle est un sous-ensemble de la logique du premier ordre. Elle o�reune sémantique laire et simple, qui repose sur la substitution de termes égaux, ainsi quedes algorithmes e�aes ave lesquels ont été développés de nombreux outils logiiels. Cesqualités reonnues6 font de la logique équationnelle un adre remarquable pour l'analyseet la véri�ation des programmes.La logique équationnelle dispose d'une interprétation � naturelle � dans l'algèbre abs-traite (universal algebra). Il sera ependant su�sant pour nous d'en rappeler les prinipesde base d'un point de vue syntaxique ; nous supposons onnu l'aspet sémantique dees prinipes. Nous dé�nirons ainsi préisément e qu'est une équation puis la logiqueéquationnelle.6Se référer, par exemple, à l'artile Equations as a Uniform Framework for Partial Evaluation andAbstrat Interpretation [Field et al., 1998℄. 39



40 Chapitre 3. Notions préliminairesLe seul prédiat de la logique équationnelle, dans son aeptation la plus étroite, estl'égalité. Cependant, l'interprétation des programmes que nous proposons, ave en parti-ulier l'interprétation des instrutions onditionnelles et itératives, Setions 4.3.2 et 4.3.3,mais aussi les spéi�ations des programmes requièrent plus d'expressivité et se dériventnaturellement par des équations onditionnelles. Par onséquent, nous onsidérons uneextension de la logique équationnelle dans laquelle nous pouvons exprimer des équationsonditionnelles.3.1.1 LangageLes équations sont formées d'expressions appelées termes qui ombinent opérations,onstantes et variables. L'ensemble des opérations (ou fontions) et des onstantes à partirdesquelles former les termes onstitue une signature.Dé�nition 3.1 (signature). Une signature Σ est une paire (S,F) telle que S est unensemble dénombrable de types et F un ensemble dénombrable de symboles de fontion.De plus, tout f ∈ F est assoié à une paire (w, s), le type de f , où w est une séquene detypes pris dans S, appelée l'arité de f , et s ∈ S est le type résultat de f . Les symbolesde fontion dont l'arité est la séquene vide sont aussi appelés des symboles de onstante.Note 3.2. Par onvention, nous noterons f : s1, . . . , sn → s la paire (w, s) assoiée ausymbole de fontion f , où la séquene w = 〈s1, . . . , sn〉.Les types orrespondent aux di�érentes atégories d'objets onsidérés, qui peuventêtre des booléens, des entiers, des listes, et. Ils permettent de restreindre la dé�nition desopérations à ertains types, par exemple, l'addition pourra être dé�nie entre deux entierset pas entre deux listes.Les termes sont onstruits à partir d'une signature et sont typés, par onséquent touteombinaison d'opérations et de variables ne produit pas un terme bien formé. Intuitive-ment, les variables et les onstantes sont des termes, ainsi que l'appliation d'un symbolede fontion à des termes de types appropriés.Dé�nition 3.3 (terme). Soient Σ = (S,F) une signature et V un ensemble dénombrabled'éléments appelés variables tels que F ∩ V = ∅. L'ensemble Ts(Σ,V) de tous les termesde type s ∈ S engendré par V est réursivement dé�ni par :� V ⊆ Ts(Σ,V) ;� pour tout n ≥ 0 et tout f : s1, . . . , sn → s ∈ F , ave s et si ∈ S pour i = 1, . . . , n,si ti ∈ Tsi
(Σ,V) pour i = 1, . . . , n, alors f(t1, · · · , tn) ∈ Ts(Σ,V).Note 3.4.1. Nous noterons T (Σ,V) =

⋃

s∈S Ts(Σ,V).2. Un terme ne omportant pas de variables est appelé un terme los.



3.1. Logique équationnelle 41La struture d'un terme peut être représentée par un arbre dont les n÷uds sont dessymboles de fontion et les feuilles sont des variables ou des symboles de onstante. Unenumérotation des n÷uds de l'arbre identi�e uniquement haque ourrene (position) dansun terme.Dé�nition 3.5 (ourrene et sous-terme). Soit un terme t ∈ T (Σ,V).1. L'ensemble des ourrenes du terme t, noté Occ(t), est l'ensemble des mots surl'alphabet �∗ réursivement dé�ni par :� si t ∈ V alors Occ(t) := {ǫ}, où ǫ est le mot vide ;� si t = f(t1, . . . , tn) alors Occ(t) := {ǫ}
⋃n

i=1{io | o ∈ Occ(ti)}.2. Soit o ∈ Occ(t), le sous-terme de t à l'ourrene o, noté t|o, est réursivement dé�nipar :� t|ǫ := t ;� f(t1, . . . , tn)|ip := ti|p.Note 3.6. Soient t, u ∈ T (Σ,V) et o ∈ Occ(u).1. L'ourrene ǫ orrespond à la raine de l'arbre d'un terme et est appelée ourreneraine. Le symbole à ette ourrene est appelé symbole raine du terme.2. Nous noterons u[t]o le terme obtenu en remplaçant le sous-terme de u à l'ourrene
o par t.Nous pouvons maintenant donner les dé�nitions d'équation et d'équation ondition-nelle.Dé�nition 3.7 (équation). Soient Σ = (S,F) une signature et V un ensemble dénom-brable de variables tels que F et V sont disjoints. Une équation est une paire de termes

(t, u) ∈ Ts(Σ,V) × Ts(Σ,V), ave s ∈ S, notée t = u.Intuitivement, une équation onditionnelle est une équation qui n'est vraie que si uneertaine ondition est vraie.Dé�nition 3.8 (équation onditionnelle). Soient Σ = (S,F) une signature et V unensemble dénombrable de variables tels que F et V sont disjoints. Une équation ondi-tionnelle est le triplet de termes c, t et u, noté c ⇒ t = u, tels que c est de type booléenet t, u ∈ Ts(Σ,V), ave s ∈ S. Elle signi�e que pour toute substitution σ, si σ(c) = vraialors σ(t) = σ(u).Nous donnons enore la dé�nition d'une substitution qui met en évidene le r�le desvariables.Dé�nition 3.9 (substitution). Soient Σ = (S,F) une signature et V un ensembledénombrable de variables tels que F et V sont disjoints. Une substitution est une fontion
σ : V → T (Σ,V) telle que σ(x) = x sauf pour un ensemble �ni de variables noté Dom(σ).



42 Chapitre 3. Notions préliminairesNote 3.10. Une substitution σ est étendue en un endomorphisme σ̂ de T (Σ,V) par lesrègles :� si x ∈ V, alors σ̂(x) = σ(x) ;� si t = f(t1, . . . , tn), alors σ̂(t) = f(σ̂(t1), . . . , σ̂(tn)).Pour simpli�er la notation, nous érirons σ pour désigner indi�éremment σ ou son exten-sion σ̂.Dé�nition 3.11 (instane). Soient t et u ∈ T (Σ,V). t est une instane de u si etseulement si il existe une substitution σ telle que σ(u) = t.Dé�nition 3.12 (uni�ateur). Soient t et u ∈ T (Σ,V). t et u sont dits uni�ables s'ilexiste une substitution σ, appelée uni�ateur de t et u, telle que σ(t) = σ(u).De plus, σ s'appelle un uni�ateur le plus général de t et u, si pour tout uni�ateur θde t et u il existe une substitution δ telle que θ = δ ◦ σ.3.1.2 Règles d'inféreneLes équations peuvent être utilisées pour transformer des termes en d'autres termeséquivalents en remplaçant une instane du membre gauhe par l'instane orrespondantedu membre droit et vie versa. Cette substitution de termes égaux est le méanisme lé dela logique équationnelle, et non pas le modus ponens omme en logique du premier ordre.Ce méanisme dédutif onstitue un système de preuve au niveau syntaxique par lequelles nouvelles équations générées sont des théorèmes.Les axiomes et règles d'inférene de la logique équationnelle onditionnelle sont pré-sentés Figure 3.1 [Klop, 1992℄.Les règles, ou séquents, séparent par un trait horizontal les hypothèses, au-dessus,de la onlusion : si les hypothèses peuvent être dérivées par l'appliation des règlesd'inférene, alors la onlusion peut aussi être dérivée. L'ensemble des équations qu'ilest possible de déduire depuis un ensemble d'équations E par fermeture par les règlesd'inférene onstitue une théorie dont les équations de E sont les axiomes.Dé�nition 3.13 (théorie). Soit T (Σ,V) l'ensemble des termes engendré par l'ensemblede variables V sur la signature Σ. La théorie, dans la logique équationnelle, induite parl'ensemble d'équations E, appelées axiomes, est la relation =E dé�nie omme suit :
=E := {(t, u) ∈ T (Σ,V) × T (Σ,V) | E ⊢ t = u}.3.1.3 Liens ave la logique du premier ordreDans les hapitres suivants, nous utiliserons le langage de la logique équationnelle pourdonner une sémantique aux programmes impératifs. Cependant, il sera parfois néessaire,ou simplement plus ommode, de raisonner dans une logique plus générale telle que lalogique du premier ordre. Nous le ferons notamment lorsque nous utiliserons le systèmede preuve pvs qui est basé sur une logique lassique d'ordre supérieur (f. Partie III).



3.2. Systèmes de réériture 43
t = u, t′ = u′ ⇒ t = u

t = t

t = v, u = v ⇒ t = u

t1 = u1, · · · , tn = un ⇒ f(t1, . . . , tn) = f(u1, . . . , un)pour tout f d'arité n

F ⇒ t′ = u′, E, t′ = u′ ⇒ t = u

E, F ⇒ t = u

E ⇒ t = u

σ(E) ⇒ σ(t) = σ(u)pour toute substitution σAve E = {t1 = u1, . . . , tn = un}(n ≥ 0), σ(E) = {σ(t1) = σ(u1), . . . , σ(tn) = σ(un)},
F = {t′1 = u′

1, . . . , t
′
m = u′

m}(m ≥ 0).Fig. 3.1 � Axiomes et règles d'inférene de la logique équationnelle onditionnelleNous donnons ii un rapide aperçu de la logique du premier ordre que nous mettons enparallèle ave la logique équationnelle.La logique équationnelle admet pour seul prédiat l'égalité. La logique du premierordre étend la logique équationnelle en permettant la délaration d'un ensemble dénom-brable de symboles de prédiats qui dénotent des relations. Les équations de la logiqueéquationnelle sont impliitement universellement quanti�ées. La logique du premier ordreutilise expliitement les quanti�ateurs universel (∀) et existentiel (∃). De plus, la logiquedu premier ordre introduit aussi les onneteurs logiques de onjontion (∧), disjontion(∨), négation (¬) et impliation (⇒).Les règles d'inférene de la logique équationnelle peuvent être transformées en unshéma d'axiomes ayant la forme d'impliations sur lesquelles la règle modus ponens dela logique du premier ordre pourra être appliquée. Un résultat d'importane est que lesrègles de la logique équationnelle sont onsistantes (non ontraditoires) dans la logiquedu premier ordre.3.2 Systèmes de rééritureLe méanisme dédutif de la logique équationnelle présenté Setion 3.1.2 fournit uneméthode pour dériver les onséquenes logiques d'un ensemble d'équations, 'est-à-dire,pour montrer que deux termes sont égaux dans la théorie dé�nie par l'ensemble d'équa-tions. Cependant, ette méthode n'est pas e�ae. L'idée à l'origine des systèmes de ré-ériture est de pallier et inonvénient en restreignant les règles d'inférene de la logiqueéquationnelle.



44 Chapitre 3. Notions préliminaires3.2.1 RééritureLe prinipe de la réériture est d'orienter les équations t = u en des règles t → u defaçon à e que la substitution des termes égaux ne soit plus symétrique mais se fasse dansune diretion privilégiée : des instanes de t peuvent être remplaées par les instanesorrespondantes de u mais pas l'inverse.Dé�nition 3.14 (règle et système de réériture). Une règle de réériture est unouple de termes (l, r) ∈ Ts(Σ,V) × Ts(Σ,V), noté l → r, tel que l ne soit pas unevariable et que toute variable de r �gure également dans l. Un système de réériture estun ensemble de règles de réériture.Dé�nition 3.15 (relation de rédution). Soit R un système de réériture. La relationde rédution (ou de réériture) →R est la plus petite relation sur T (Σ,V) qui ontient Ret qui est� monotone : pour tout n ≥ 0, si f(t1, . . . , ti, l, ti+1, . . . , tn) ∈ T (Σ,V),
l →R r implique f(t1, . . . , ti, l, ti+1, . . . , tn) →R f(t1, . . . , ti, r, ti+1, . . . , tn) ;� stable par substitution : pour toute substitution σ, l →R r implique σ(l) →R σ(r).Ainsi, t se réérit en u selon R, noté t →R u, si t|o ≡ σ(l) et u ≡ t[σ(r)]o, pour uneourrene o du terme t, une substitution σ et une règle l → r ∈ R. Autrement dit, larègle de réériture l → r est appliquée à un terme t en remplaçant un sous-terme de t quiest une instane de l (e.g., σ(l)) par l'instane orrespondante de r (e.g., σ(r)).Note 3.16. Nous noterons ∗

→R la fermeture ré�exive et transitive de la relation binaire
→R.Le proessus de réériture est l'appliation répétée des règles d'un système de rééritureà un terme. La suite des appliations de règle est appelée une séquene de réériture.L'usage typique est de réérire un terme jusqu'à e qu'auune règle ne puisse plus êtreappliquée : nous dirons alors que le terme est en forme normale ou enore qu'il a éténormalisé.Dé�nition 3.17 (forme normale). Soit R un système de réériture. Un terme t est enforme normale pour R si et seulement si il n'existe auun terme u tel que t →R u. Unterme u est une forme normale de t pour R si et seulement si t

∗
→R u et u est en formenormale.L'implantation du proessus de réériture d'un terme néessite un algorithme d'appa-riement (mathing) ainsi qu'une stratégie de normalisation pour le hoix des règles àappliquer et des termes sur lesquels appliquer les règles.Un exemple de stratégie de normalisation est de parourir le terme à réérire en pro-fondeur d'abord en essayant d'appliquer les règles du système de réériture, l'une aprèsl'autre, à haque sous-terme.



3.2. Systèmes de réériture 45Le problème de l'appariement de deux termes t et u onsiste à trouver une substitution
σ telle que σ(t) = u. L'appariement peut être onsidéré omme un as partiulier, plussimple, de l'uni�ation syntaxique dans lequel l'un des deux termes à uni�er (u dansnotre exemple) est los : les éventuelles variables de e terme sont traitées omme desonstantes. Ce problème est déidable et il existe des algorithmes performants pour lerésoudre. Le r�le de l'algorithme d'appariement dans le proessus de réériture est detrouver une substitution, si elle existe, qui permette d'appliquer une règle de réériture àun terme donné.3.2.2 TerminaisonNous nous intéressons maintenant à quelques propriétés des systèmes de rééritureen relation ave la forme normale des termes. En partiulier, nous voudrions dans lasuite que le proessus de réériture termine, quels que soient le terme en entrée et l'ordred'appliation des règles, de sorte que tout terme ait au moins une forme normale.Dé�nition 3.18 (terminaison). Un système de rééritureR termine (ou est terminant)s'il n'existe pas de séquene de réériture in�nie t0 →R t1 →R · · ·Le problème de la terminaison d'un système de réériture est indéidable en général.En pratique, la terminaison d'un système de réériture se montre en exhibant un ordrede rédution sur l'ensemble des termes. Parmi les nombreux ordres de rédution qui ontété dé�nis, nous présentons l'ordre lexiographique des hemins (lexiographi path order).La première mention de et ordre apparaît dans [Kamin et Levy, 1980℄, mais son origineremonte aux travaux de N. Dershowitz sur les ordres de simpli�ation et l'ordre réursifdes hemins (f. l'artile réapitulant es travaux [Dershowitz, 1982℄).Dé�nition 3.19 (ordre de rédution). Une relation d'ordre strite > sur T (Σ,V) estappelée un ordre de réériture si et seulement si elle est� monotone : pour tout n ≥ 0, si f(t1, . . . , ti, l, ti+1, . . . , tn) ∈ T (Σ,V),

l > r implique f(t1, . . . , ti, l, ti+1, . . . , tn) > f(t1, . . . , ti, r, ti+1, . . . , tn) ;� stable par substitution : pour toute substitution σ, l > r implique σ(l) > σ(r).Un ordre de rédution est un ordre de réériture bien fondé (i.e., il n'existe pas de suitein�nie de termes t0 > t1 > · · · ).Le théorème suivant lie ordres de rédution et terminaison des systèmes de réériture :Théorème 3.20. Un système de réériture R termine si et seulement si il existe un ordrede rédution > qui satisfait l > r pour toute règle l → r ∈ R.Les ordres de simpli�ation forment une lasse partiulièrement utile d'ordres de ré-dution. Notamment, un ordre lexiographique des hemins est un ordre de simpli�ation.



46 Chapitre 3. Notions préliminairesDé�nition 3.21 (ordre de simpli�ation). Une relation d'ordre strite > sur T (Σ,V)est appelée un ordre de simpli�ation si et seulement si 'est un ordre de réériture quipossède la propriété de sous-terme (subterm property) :pour tout terme t ∈ T (Σ,V) et toute ourrene o ∈ Occ(t) − {ǫ}, t > t|o.Théorème 3.22. Tout ordre de simpli�ation sur T (Σ,V) est un ordre de rédution.Dé�nition 3.23 (ordre lexiographique des hemins). Soient Σ = (F ,S) une si-gnature et > une relation d'ordre strite sur F . L'ordre lexiographique des hemins >lposur T (Σ,V) induit par > est dé�ni omme suit : t >lpo u si et seulement si1. u est une variable qui �gure aussi dans t et t 6= u, ou2. t = f(t1, . . . , tm), u = g(u1, . . . , un) et(a) il existe i, 1 ≤ i ≤ m, tel que ti ≥lpo u, ou(b) f > g et t >lpo uj pour tout j, 1 ≤ j ≤ n, ou() f = g et� t >lpo uj pour tout j, 1 ≤ j ≤ n, et� il existe i, 1 ≤ i ≤ m, tel que t1 = u1, . . . ti−1 = ui−1 et ti >lpo ui.Note 3.24. Nous employons la notation t ≥lpo u ave le sens usuel de t >lpo u ∨ t = u.Théorème 3.25. Soit Σ = (F ,S) une signature. Pour toute relation d'ordre strite >sur F , l'ordre lexiographique des hemins induit >lpo est un ordre de simpli�ation sur
T (Σ,V).3.2.3 ConvergeneLa propriété de onvergene d'un système de réériture néessite l'introdution de ellede on�uene. Cette dernière garantit qu'un terme n'a qu'une seule forme normale.Dé�nition 3.26 (on�uene). Soit R un système de réériture. Pour deux termes t et
u, nous érivons t ↓R u pour dénoter qu'ils sont joignables, i.e., il existe un terme v telque t

∗
→R v et u

∗
→R v. Le système de réériture R est on�uent si et seulement si pourtout terme t tel que t

∗
→R u et t

∗
→R v, nous avons u ↓R v.Le problème de la on�uene d'un système de réériture est indéidable dans le asgénéral, mais s'avère déidable lorsque le système est terminant.Dé�nition 3.27 (paire ritique). Soient l1 → r1 et l2 → r2 deux règles, d'un système deréériture R, dont les variables ont éventuellement été renommées de façon à e qu'auunevariable ne soit ommune aux deux règles. Soit une ourrene o ∈ Occ(l1) telle que l1|one soit pas une variable. Soit θ un uni�ateur le plus général de l1|o et l2. La paire

(θ(r1), θ(l1)[θ(r2)]o) est une paire ritique de R pour les deux règles.



3.2. Systèmes de réériture 47Théorème 3.28. Un système de réériture terminant R est on�uent si et seulement si
t ↓R u pour toutes ses paires ritiques (t, u).La onjontion des propriétés de terminaison et de on�uene pour un système deréériture assure que tout terme possède par e système de réériture une et une seuleforme normale.Dé�nition 3.29 (onvergene). Un système de réériture est onvergent si et seulementsi il est on�uent et termine.3.2.4 Systèmes de réériture onditionnelleL'expressivité des systèmes de réériture peut être augmentée en onsidérant des équa-tions onditionnelles à la plae de l'ensemble d'équations onventionnel. Cette extension,appelée réériture onditionnelle (onditional term rewriting), oblige à réviser les ritèresde terminaison et de on�uene. En e�et, les résultats établis pour le as inonditionnelne sont pas diretement appliables à ette extension.Dé�nition 3.30 (règle et système de réériture onditionnelles). Une règle ondi-tionnelle est le triplet de termes c, l et r, noté c ⇒ l → r, ave l, r ∈ Ts(Σ,V) et c de laforme t1 = u1 ∧ · · · ∧ tn = un pour n ≥ 0. Un système de réériture onditionnelle est unensemble de règles de réériture.Une règle onditionnelle est utilisée pour réérire un terme en remplaçant une ins-tane du membre gauhe l par l'instane orrespondante du membre droit r pourvu quel'instane orrespondante de la ondition c soit satisfaite.Note 3.31.1. Nous simpli�erons parfois l'ériture des onditions P = vrai en P , et P = faux en

¬P , pour un prédiat P et les symboles de onstante de type booléen vrai et faux.2. Plusieurs sémantiques peuvent être attribuées aux systèmes de réériture ondition-nelle selon l'interprétation du symbole = dans les onditions. Par exemple, t = upeut être interprété omme t ↓ u et les onditions sont alors véri�ées ave le systèmede réériture lui-même. Mais il peut aussi s'agir de l'égalité au sens ourant et lesrègles du système de réériture sont utilisées dans les deux diretions pour véri�erla ondition.La question de la terminaison des système de réériture onditionnelle est ompliquéepar l'évaluation réursive des onditions à haque étape de réériture. Le onept desystème déroissant (dereasing) apture l'idée de la terminaison de l'évaluation réursivedes termes.Dé�nition 3.32 (système déroissant). Un système de réériture onditionnelle estdéroissant s'il existe un ordre bien fondé > ontenant la relation de réériture → et telque :



48 Chapitre 3. Notions préliminaires� l'ordre > possède la propriété de sous-terme (t > u si u est un sous-terme de t quin'est pas t) ;� pour haque règle t1 = u1 ∧ · · · ∧ tn = un ⇒ l → r ave n ≥ 0 et pour toutesubstitution σ, σ(l) > σ(t1), . . . , σ(l) > σ(un).Théorème 3.33. Un système de réériture déroissant est terminant.La notion de paire ritique est étendue à elle de paire ritique onditionnelle surlaquelle repose, similairement au as inonditionnel, les ritères de on�uene des systèmesde réériture onditionnelle.Dé�nition 3.34 (paire ritique onditionnelle). Soient c1 ⇒ l1 → r1 et c2 ⇒ l2 → r2deux règles, d'un système de réériture onditionnelle R, dont les variables ont éventuel-lement été renommées de façon à e qu'auune variable ne soit ommune aux deux règles.Soit une ourrene o ∈ Occ(l1) telle que l1|o ne soit pas une variable. Soit θ un uni�ateurle plus général de l1|o et l2. L'équation onditionnelle θ(c1 ∧ c2) ⇒ θ(r1) = θ(l1)[θ(r2)]o estune paire ritique onditionnelle de R pour les deux règles.Théorème 3.35. Un système déroissant R est on�uent (et don, onvergent) si pourtoutes ses paires ritiques c ⇒ t = u et pour toute substitution σ telle que la ondition
σ(c) est satisfaite, nous avons σ(t) ↓R σ(u).Note 3.36. Dans le as des systèmes déroissants, l'interprétation du symbole = dansles onditions omme le prédiat d'égalité ou omme la relation ↓ ne fait pas de di�érenerelativement à la on�uene (et don, à la onvergene) : la on�uene du système deréériture selon l'une des formulations entraîne la on�uene du système selon l'autre.



Deuxième partieLe système SOSSubC
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Chapitre 4SOSSubRCL'objetif du système SOSSubC est de réaliser automatiquement l'axiomatisation, dansla logique équationnelle, de programmes impératifs. Nous désignons par axiomatisation ladé�nition équationnelle de fontions de transfert des données en entrée vers les donnéesen sortie d'un programme.Le système SOSSubC se déline en deux versions : SOSSubRC et SOSSubextC . Chaque ver-sion se distingue par le langage de programmation qu'elle traite et par la méthode qu'ellemet en ÷uvre pour dé�nir et e�etuer l'axiomatisation des programmes soures. Bienque le système SOSSubext
C

aepte le langage le plus rihe des deux versions, le systèmeSOSSubRC présente un intérêt propre, de par son approhe originale basée sur un systèmede réériture et sa omplète automatisation de l'axiomatisation. En e�et, en ontrepartiede l'expressivité o�erte dans le langage de programmation de SOSSubextC , l'axiomatisationautomatique des programmes est onditionnée par la véri�ation en dehors du systèmede ertains prérequis sur les programmes.Le système SOSSubextC est dérit dans le Chapitre 5. L'objet du présent hapitre estd'exposer le fontionnement du système SOSSubRC . Nous entamons la présentation, Se-tion 4.1, par la dé�nition du langage de programmation impératif SubC, qui sert de supportà notre méthode. Nous poursuivons par la méthode d'axiomatisation en Setion 4.2. Nousmontrons que l'axiomatisation dans SOSSubRC s'artiule autour d'un système de réériturequi formalise la sémantique du langage SubC. Nous détaillons ensuite, Setion 4.3, ettesémantique et nous ommentons les règles de réériture qui la dé�nissent. La desriptionde la démonstration automatique de la propriété de onvergene du système de rééritureen Setion 4.4 onlut e hapitre sur SOSSubRC .4.1 Langage SubCLes langages informatiques sont souvent lassés selon le paradigme qui sous-tend leurinterprétation par le programmeur : fontionnel, logique ou impératif pour les plus las-siques. Il serait d'ailleurs plus exat de préiser que les langages de programmation sontsouvent multiparadigmes : orienté-objet et fontionnel, ou orienté-aspet, orienté-objet etimpératif, et. 51



52 Chapitre 4. SOSSubRCLes langages impératifs manipulent un état du programme, onstitué notamment desvaleurs des variables du programme. Ils expriment un alul par une séquene de modi-�ations de l'état du programme. Ces langages, de loin les plus utilisés en pratique, nedisposent pas d'un modèle mathématique aussi lairement dé�ni que le λ-alul pour leslangages fontionnels ou la logique des prédiats pour les langages logiques. De e fait,l'analyse des programmes érits dans un langage impératif est plus di�ile à formaliser.Une onséquene direte de ette di�ulté est que les méthodes de véri�ation de pro-grammes impératifs ne onsidèrent qu'un nombre restreint de onstrutions parmi elleso�ertes par les langages réels. D'ailleurs, pour la programmation des appliations ritiques,le langage hoisi est souvent très ontraignant (voir par exemple les sous-ensembles de lan-gage Cet Ada utilisés dans l'industrie : misra- [MISRA, 1998℄ ou spark [Barnes, 2003℄).Le langage SubC que nous avons dé�ni pour notre méthode n'éhappe pas à ette règle :il se limite à un petit ensemble de onstrutions, dont la sémantique est bien omprise,mais qui est tout de même su�samment rihe pour être aussi puissant qu'une mahinede Turing... en plus onvivial !Le langage SubC est un langage impératif typé, inspiré du C dont il onserve globale-ment la syntaxe. Les prinipales aratéristiques du langage sont les suivantes :� l'a�etation (=) ;� la notion de sous-programme : réursivité, appel par valeur, variables loales etvaleur de retour (instrution return) ;� des strutures de ontr�le : la séquene (symbole in�xe ;), les instrutions if . . .

else et while ;� deux types de données prédé�nis : les entiers (int) et les listes (list) ;� les opérateurs usuels du C :� arithmétiques ;� logiques (et (&&), ou (||), non (!) ;� relationnels (égal (==), di�érent (!=), ...) ;� des opérateurs sur les listes :� element(L) retourne le premier élément de la liste L (la tête de la liste) ;� next(L) retourne la liste L sans son premier élément (la queue de la liste) ;� add(elt, L) retourne une nouvelle liste dont la tête est l'élément elt et laqueue est la liste L ;� NULL représente une liste vide.Les strutures de ontr�le peuvent être emboîtées sans restrition. Une seule instru-tion return est autorisée par fontion : elle se trouve impérativement à la �n du orpsde la fontion.



4.1. Langage SubC 53Cependant, a�n de bien maîtriser la sémantique du langage et de la garder aussisimple que possible, plusieurs attributs ourants dans les langages impératifs ne sont pasdisponibles en SubC :� pas d'instrution de saut du type goto ;� pas de variable globale ;� pas de type dé�ni par le programmeur ;� pas de pointeur diretement aessible au programmeur (même si l'implantationdu type prédé�ni list peut reourir à des pointeurs, eux-i sont masqués auprogrammeur) ;� pas de onversion de type.Dans la famille des langages impératifs, les instrutions de saut, du type goto , sont unhéritage des premières générations. Leur utilisation inonsidérée a été assez vite dériée etle titre d'un artile de E. W. Dijkstra, Go To Statement Considered Harmful7 [Dijkstra,1968℄, a souvent été pris au pied de la lettre par les thuriféraires de la programmation stru-turée. Néanmoins, les instrutions de saut n'ont pas omplètement disparu des langages deprogrammation modernes et existent sous des formes spéialisées dont la sémantique estmieux ontr�lée (e.g., la gestion des exeptions). Puisque théoriquement les autres stru-tures de ontr�le permettent de se passer d'instrution goto [Böhm et Jaopini, 1966;Ashroft et Manna, 1972℄, et puisque dans le as général ette dernière rend plus di�ilela ompréhension des programmes, nous ne l'avons pas inluse dans le langage SubC.Les variables globales ont aussi été l'objet d'une ausation similaire8 par W. Wulf etM. Shaw (1973) et ne sont pas autorisées dans notre langage.L'absene de type dé�ni par le programmeur présente plusieurs inonvénients, e.g.,mauvaise lisibilité et faible réutilisabilité des programmes. Cependant, ei ne limite pasen théorie l'expressivité de SubC , ar un odage judiieux des autres types à partir destypes prédé�nis (entiers et listes) est toujours possible (f. les Setions 6.4.1 et 6.4.2 oùdes arbres et des graphes sont odés en SubC).En�n, le as des pointeurs et des autres méanismes suseptibles d'entraîner des e�etsde bord est disuté dans le adre du système SOSSubext
C

(f. Chapitre 5).La grammaire ebnf du langage SubC est donnée dans la Figure 4.1, pour les onstru-tions du langage, et dans la Figure 4.2, pour les expressions du langage. Un programmeest don une olletion de fontions, ou de proédures, puisque le type de retour void estadmis, même si dans e dernier as auune équation ne sera produite. Notre méthode doitpouvoir s'appliquer à des programmes inomplets, e.g., des bibliothèques de fontions,aussi, auune fontion partiulière ne dénote le point d'entrée dans le programme. La dé-�nition préise de haune des onstrutions du langage est donnée de façon inrémentaledans la suite de e hapitre.7Pour l'anedote, e titre fameux n'est d'ailleurs pas l'original de E. W. Dijkstra, qui avait plusmodérément intitulé son artile A ase against the goto statement, mais aurait été donné par le journaloù a paru l'artile (dont l'éditeur était alors Niklaus Wirth) selon les notes de E. W. Dijkstra (2001).8Au moins dans le titre de l'artile ité : Global variable onsidered harmful.



54 Chapitre 4. SOSSubRC
program ::= funtion∗funtion ::= returnType ident ’(’ (’void’ | argumentList)? ’)’ ( ’;’ | funtionBody)argumentList ::= argumentDelaration (’,’ argumentDelaration)∗argumentDelaration ::= varType identfuntionBody ::= ’{’ variableDelaration∗ statementList returnStatement? ’;’ ’}’variableDelaration ::= varType variableInitialisation (’,’ variableInitialisation)∗ ’;’variableInitialisation ::= ident (’=’ expression)?statementList ::= statement∗statement ::= assignStatement ’;’| whileStatement ’;’| branhStatement ’;’| ’{’ statementList ’}’assignStatement ::= ident ’=’ expressionreturnStatement ::= ’return’ expressionwhileStatement ::= ’while’ ’(’ ondition ’)’ statementbranhStatement ::= ’if’ ’(’ ondition ’)’ statement (’else’ statement)?returnType ::= ’void’ | varTypevarType ::= ’int’ | ’list’Fig. 4.1 � Grammaire ebnf des onstrutions de SubC



4.1. Langage SubC 55
ondition ::= andExpression (’||’ andExpression)∗andExpression ::= equalExpression (’&&’ equalExpression)∗equalExpression ::= relExpression ((’==’ | ’!=’) relExpression)∗relExpression ::= expression (relOperator expression)∗expression ::= mulExpression ((’+’ | ’−’) mulExpression)∗mulExpression ::= unExpression ((’∗’ | ’/’) unExpression)∗unExpression ::= unOperator? fatorfator ::= ’(’ expression ’)’ | de�nedName | integer | ’NULL’de�nedName ::= ident (’(’ e�etiveArgumentList? ’)’)?| ’add’ ’(’ expression ’,’ de�nedName ’)’| ’element’ ’(’ de�nedName ’)’| ’next’ ’(’ de�nedName ’)’e�etiveArgumentList ::= expression (’,’ expression)∗unOperator ::= ’!’ | ’−’ | ’+’relOperator ::= ’<’ | ’<=’ | ’>’ | ’>=’integer ::= un entierident ::= un identificateurFig. 4.2 � Grammaire ebnf des expressions de SubC



56 Chapitre 4. SOSSubRCLes expressions forment deux ensembles : elui des expressions onditionnelles (appeléondition dans la grammaire) et elui des expressions de listes et des expressions arith-métiques (appelé expression dans la grammaire), qui est un sous-ensemble du premier.4.2 AxiomatisationDans notre approhe, nous travaillons sur le ode soure érit par des programmeursdans le langage SubC. Le ode des programmes ne omporte pas d'annotations spéi�quesà notre approhe. Le système SOSSubC exprime la sémantique d'un programme P par unensemble d'équations onditionnelles EP qui sont la dé�nition de fontions de transfert f tdes données en entrée De de P vers ses données en sortie Ds. Chaque fontion de transfert
f t

ds
orrespond à une donnée en sortie ds de P .La dé�nition de f t

ds
est telle que le résultat, pour ds, de l'exéution de P sur les donnéesen entrée De est le même, à une tradution φ des symboles près, que le résultat obtenude la dédution équationnelle (i.e., la forme normale) dans Ep à partir de f t

ds
(φ(De)).Les équations EP forment les axiomes d'une théorie de P dans la logique équationnelle.De e fait, nous béné�ions, à la fois d'une sémantique dénotationnelle du programme,grâe au modèle des algèbres abstraites de la logique équationnelle, et d'une sémantiqueopérationnelle pour le programme, puisque la théorie de la réériture fournit une dé�nitionopératoire de l'évaluation du programme.Le r�le de SOSSubRC est de réaliser automatiquement l'axiomatisation qui traite leproblème suivant : AxiomatisationEntrée : Un programme SubC P .Sortie : Les axiomes d'une théorie équationnelle du programme <

∑

P , EP >.Ave ∑

P et EP , respetivement, la signature et la sémantique de P en logiqueéquationnelle.Le ÷ur de SOSSubRC est le système de réériture SOSR : les règles de SOSR dé�nissentla sémantique du langage SubC. Le hoix d'un système de réériture pour la spéi�ationde la sémantique d'un langage o�re deux avantages :� la sémantique laire de la réériture permet de formaliser la spéi�ation et aideainsi à la ompréhension et à la véri�ation de elle-i ;� la spéi�ation est exéutable puisque la réériture jouit d'une interprétation opéra-tionnelle.Nous montrerons, de plus, que le système de réériture SOSR possède la propriété deonvergene, qui le rend apte à évaluer les programmes SubC (f. Setion 4.4). La signature
Σsos et les règles du système de réériture SOSR se trouvent en Annexe A. Nous détaillons



4.2. Axiomatisation 57et expliitons les règles du système dans la Setion 4.3. La signature est introduite au �lde la desription de l'axiomatisation dans les Setions 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3.La sémantique du langage SubC est exprimée par les modi�ations des onstrutions dulangage sur un ensemble d'équations aratéristiques d'un programme : l'environnementdu programme (f. Setion 4.2.1). L'axiomatisation du ode soure des programmes SubCest fondée sur le onept d'environnement. Elle omprend trois étapes :1. haque sous-programme est tout d'abord traduit en un terme bien formé de Σsos :e terme onstitue une entrée onvenable pour la réériture par SOSR (f. Se-tion 4.2.2) ;2. ensuite, le terme obtenu à la première étape est normalisé par réériture ave SOSR :sa forme normale est l'environnement �nal du sous-programme (f. Setion 4.2.3) ;3. en�n, nous extrayons de l'environnement �nal les informations néessaires à la for-mulation des équations du sous-programme (f. Setion 4.2.4).Au �nal, l'évaluation d'un programme selon les règles de la sémantique du langage pro-duit un ensemble d'équations qui, interprété dans la logique équationnelle, onstitue lasémantique du programme.Avant d'approfondir le ontenu de haune de es étapes, nous introduisons le oneptd'environnement de sous-programme pour SOSSubRC .4.2.1 EnvironnementsL'environnement d'un sous-programme est, en substane, un état du sous-programmeau ours d'une évaluation symbolique des instrutions qui le omposent. L'évaluation estsymbolique pare que faite sur des entrées du sous-programme non dé�nies (i.e., dont lavaleur n'est pas onnue), et don enore manipulées sous forme de symboles, omme desabstrations des entrées réelles. C'est-à-dire, par exemple, que la valeur des variables d'unsous-programme SubC s'exprime par une fontion des entrées du sous-programme, et nonpar une valeur onstante.L'environnement d'un sous-programme ontient la valeur (symbolique) de toutes lesvariables et tous les paramètres du sous-programme pour haque hemin d'exéution danselui-i. Il peut ontenir, en plus, e que nous appelons une fermeture de boule (whilelosure) et qui orrespond à un nouveau sous-programme qui possède son propre environ-nement.Un hemin d'exéution dans un sous-programme est dé�ni omme la suite des ins-trutions exéutées pour des valeurs d'entrée données. Les instrutions de ontr�le de �ot(instrutions onditionnelles et itératives) déterminent les di�érents hemins possibles.Nous verrons par la suite que, dans notre méthode, les boules sont traitées omme desappels de sous-programme. De e fait, les instrutions de branhement onditionnelles sontles seules à sinder le sous-programme en hemins. Pour nous, ei a deux onséquenesfavorables :



58 Chapitre 4. SOSSubRC;;Types;;env = les environnements;;env_elt = les éléments d'environnement;;ond = les onditions;;exp = les expressions (exp ⊃ var);;var = les variables;;var_list = les listes de variables;;id = les identi�ateurs (id ⊃ var);;nat = les entiers naturels;;Construteurs des environnementsC_Env : env_elt × env → envC_Empty_Env : → envC_Choie : env × env → envC_Branh : ond × env → env;;Construteurs des éléments d'environnementC_Pair : id × exp → env_eltC_While_Closure : nat × ond × env × var_list → env_elt;;Construteurs des listes de variablesC_L_Var : var × var_list → var_listC_Empty_L_Var : → var_list;;Construteur des fontions de bouleC_Loop : nat × var × env → expFig. 4.3 � Signature des environnements de SOSSubR
C
dans Σsos� Le nombre des hemins possibles est �ni : un environnement pourra don failementtous les ontenir.� Nous pouvons assoier à haque hemin une ondition simple qui aratérise lesontraintes que les données d'entrée doivent respeter pour que e hemin soit exé-uté. Cette ondition sera formée de la onjontion (et logique) de toutes les ondi-tions des instrutions de branhement renontrées sur le hemin onsidéré.Nous dé�nissons maintenant formellement le onept d'environnement de SOSSubRC :un environnement est représenté par un terme de Σsos. Nous exhibons en Figure 4.3 lessymboles de Σsos qui sont les onstruteurs des termes du type des environnements.Dé�nition 4.1 (environnement). Un environnement est un terme bien formé de typeenv sur la signature dé�nie par la Figure 4.3.Dans l'environnement d'un sous-programme, un hemin d'exéution est représentépar un terme C_Branh qui réunit la ondition du hemin et son environnement spéi-



4.2. Axiomatisation 59env ::= hoie | env_elt_listenv_elt_list ::= ’C_Env’ ’(’ env_elt ’,’ env_elt_list ’)’ | ’C_Empty_Env’env_elt ::= while_losure | pairhoie ::= ’C_Choice’ ’(’ branh ’,’ branh ’)’branh ::= hoie | ’C_Branch’ ’(’ ond ’,’ env ’)’while_losure ::= ’C_While_Closure’ ’(’ nat ’,’ ond ’,’ env ’,’ var_list ’)’pair ::= ’C_Pair’ ’(’ var ’,’ exp ’)’var_list ::= ’C_L_Var’ ’(’ var ’,’ var_list ’)’ | ’C_Empty_L_Var’loop ::= ’C_Loop’ ’(’ nat ’,’ var ’,’ env ’)’exp ::= une expression SubC dans laquelle le terme loop
apparaît comme une alternative supplémentaire de fatorond ::= une condition pour Σsosvar ::= une variablenat ::= un entier naturelFig. 4.4 � Grammaire ebnf des environnements de SOSSubRC�que. Les di�érents hemins du sous-programme sont regroupés par les termes C_Choie.L'environnement spéi�que à un hemin peut ontenir une liste de paires (C_Pair), quireprésente l'état des variables dans e hemin, et des termes C_While_Closure, qui sontles fermetures des boules renontrées sur e hemin.Pour failiter la ompréhension de e que sont les environnements, nous en proposonsune autre desription sous la forme d'une grammaire ebnf en Figure 4.4. Cette grammairedé�nit les environnements lorsqu'ils sont en forme normale.4.2.2 Les programmes sont des termesUn programme, a�n de pouvoir être réérit par le système SOSR, doit être un termede la signature du système, à savoir Σsos. Nous avons prévu dans Σsos des symboles defontions et des types pour haque onstrution du langage SubC. Nous les réapitulonsdans la Figure 4.5.Les fontions et onstruteurs usuels des expressions ne sont pas ités dans ette�gure, ar nous ne leur donnons pas de sémantique partiulière dans SOSR. En e�et, nousdéléguons ette tâhe aux systèmes de preuve qui seront utilisés, in �ne, pour démontrerla orretion du programme et dans lesquels es symboles sont généralement prédé�nis



60 Chapitre 4. SOSSubRC;;Types;;stmt = les instrutions;;stmt_list = les listes d'instrutions;;Construteurs des listes d'instrutionsC_L_Stmt : stmt_list × stmt → stmt_listC_Empty_L_Stmt : → stmt_list;;Construteurs des instrutionsC_If : ond × stmt_list × stmt_list → stmtC_Assign : id × exp → stmtC_While : nat × ond × stmt_list → stmt;;Construteur des paramètres e�etifsC_EA : var → exp;;Construteurs des onditionsC_And : ond × ond → ondC_Not : ond → ondFig. 4.5 � Signature des onstrutions du langage SubC dans Σsos(f. Chapitres 6 et 7). Les onstruteurs C_And et C_Not ne sont pas onfondus avele && et le ! de SubC, a�n de permettre une dé�nition éventuellement di�érente, et leursémantique ne fait pas non plus partie de SOSR. Les autres symboles servent à représenterles onstrutions du langage SubC par des termes.L'objetif de ette première étape de l'axiomatisation est le suivant :Tradution en termeEntrée : Un programme SubC P omposé de sous-programmes fi.Sortie : Des termes T
fi

P sur la signature Σsos.L'analyse syntaxique du ode soure des programmes SubC produit un terme di�érentpour haque sous-programme. Le terme est onstruit ave les symboles de la signature
Σsos en séletionnant elui qui orrespond à la onstrution du langage SubC analysée.Les orrespondanes entre onstrutions SubC et symboles de Σsos sont dé�nies dans laFigure 4.6. La représentation des listes pour les termes de ette �gure, et dans la suitede e hapitre, est elle de la Note 1.7 (Page 12) : les éléments de la liste sont entredes aolades et séparés par des points . Les onstruteurs réellement employés par lesystème se déduisent du type des éléments, e.g., C_Env et C_Empty_Env pour leslistes de paires des environnements. Nous aurons l'oasion d'illustrer le fontionnementdes règles de orrespondane syntaxique dans la setion suivante, lorsque nous détailleronsle omportement de SOSSubRC pour haque onstrution du langage SubC (f. Setion 4.3et Exemple 4.7).
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stmts 7−→ stmt_list type t ∈ {int,list}

(Ft)
type 0 fct_name (type 1 p1, . . . , type n pn) {stmts} 7−→GE(stmt_list, {C_Pair(p1, C_EA(p1)) · . . . · C_Pair(pn, C_EA(pn))})

stmt 7−→ stmt′ stmts 7−→ stmt_list
(Seq)

stmt; stmts 7−→ {stmt′ · stmt_list}nom_ft = nom du sous-programme
(Ret)

return exp 7−→ C_Assign(nom_ft, exp)
(Assg)

x = y 7−→ C_Assign(x, y)
stmts 1 7−→ stmt_list1 stmts 2 7−→ stmt_list2

(Cond1)
if (c) stmts 1 else stmts 2 7−→ C_If(, stmt_list1, stmt_list2)

stmts 7−→ stmt_list
(Cond2)

if (c) stmts 7−→ C_If(, stmt_list, {})
stmts 7−→ stmt_list num = un numéro de boule inutilisé

(Iter)
while (cond) stmts 7−→ C_While(num, ond, stmt_list)

type ∈ {int,list}
(VarDel1)

type var = val 7−→ C_Assign(var, val)
(VarDel2)

int var 7−→ C_Assign(var, 0)
(VarDel3)

list var 7−→ C_Assign(var, NULL)Fig. 4.6 � Règles de orrespondane syntaxique



62 Chapitre 4. SOSSubRC4.2.3 Les termes sont réérits en des environnementsLe terme T
f
P obtenu de l'étape préédente pour le sous-programme f assoie la sé-quene d'instrutions de f à un environnement initial, dans lequel vont être évaluées lesinstrutions. L'évaluation onsiste à appliquer les règles de SOSR au terme T

f
P .La deuxième étape de l'axiomatisation est don la suivante :NormalisationEntrée : Un terme T

f
P sur Σsos.Sortie : Un terme normalisé, env

T
f
P
, appelé environnement �nal de f et tel que

T
f
P ↓SOSR

env
T

f
P
.Les règles du système de réériture SOSR dé�nissent plusieurs opérations dont ler�le est de donner une sémantique aux onstrutions du langage SubC . Ces opérationsinterprètent les onstrutions du langage omme des fontions des environnements versles environnements. La signature de es opérations est présentée dans la Figure 4.7.La dé�nition préise des opérations GE, Comp et GL est donnée par les règles, res-petivement, (1�2), (3�10) et (11�12) de SOSR en Annexe A. Leur sens est expliqué dansla Setion 4.3. La plupart des autres opérations dérivent des ations élémentaires sur lesenvironnements. Ainsi :� Update_Env, dé�nie par les règles (13�16), met à jour la valeur d'une variabledans la liste de paires d'un environnement donné ; si la paire orrespondant à lavariable mise à jour n'existe pas, elle est ajoutée à la liste. Dans le même temps,l'expression qui onstitue la valeur de la variable est aussi mise à jour pour re�éter lavaleur ourante des variables dans l'environnement, i.e., les variables que l'expressionontient sont remplaées par leur valeur dans l'environnement.� Update_Cond, dé�nie par les règles (17�19), met à jour une ondition pour re�éterdans la ondition la valeur ourante des variables dans un environnement donné.� GLOV, dé�nie par les règles (26�28), onstruit la liste des variables présentes dansla liste de paires d'un environnement donné.� Merge_Env et Insert_Pair, dé�nies par les règles (35�36) et (37�40), ajoutent lespaires d'un premier environnement à elles du seond. Si une variable donnée adéjà une paire dans le seond environnement, ette paire est remplaée par elledu premier environnement. Cette opération permet don de mettre à jour la valeurd'un ensemble de variables (ou d'une seule pour Insert_Pair), sans que l'expressionqui leur est assoiée soit, elle aussi, mise à jour (à la di�érene de Update_Env).� Merge_L_Var et Insert_Var, dé�nies par les règles (41�42) et (43�45), permettentde réaliser la fusion de deux listes de variables sans doublons.Les opérations GIE et GLOMV sont liées à la sémantique des boules et sont présen-tées ave elle-i dans la Setion 4.3.3. Quant aux opérations C_Substc(v, e1, e2) et



4.2. Axiomatisation 63;;Génération de l'environnement d'une liste d'instrutionsGE : stmt_list × env → env;;Opération d'évaluation d'une instrution dans un environnementComp : stmt × env → env;;Génération des appels aux fontions de bouleGL : nat × var_list × env → env;;Insertion et mise à jour d'une paire dans un environnementUpdate_Env : env_elt × env → env;;Mise à jour d'une ondition dans l'environnement ourantUpdate_Cond : ond × env → ond;;Génération de l'environnement initial d'une fontion de bouleGIE : env → env;;Génération de la liste des variables d'un environnementGLOV : env → var_list;;Génération de la liste des variables modi�ées d'un environnementGLOMV : env → var_list;;Fusion de deux environnementsMerge_Env : env × env → env;;Insertion sans mise à jour d'une paire dans un environnementInsert_Pair : env_elt × env → env;;Fusion de deux listes de variablesMerge_L_Var : var_list × var_list → var_list;;Insertion d'une variable dans une liste de variablesInsert_Var : var × var_list → var_list;;Opérations de substitutionC_Substc : var × ond × exp → ondC_Subste : var × exp × exp → expFig. 4.7 � Signature des opérations sur les environnements dans Σsos



64 Chapitre 4. SOSSubRCC_Subste(v, e1, e2), elles permettent de remplaer v par e2 dans, respetivement, laondition ou l'expression e1. Nous les utiliserons pour remplaer une variable par sa va-leur dans une ondition ou une expression. Ces opérations de substitution ne sont pasdé�nies dans le système de réériture SOSR et sont e�etuées une fois la réériture ter-minée.4.2.4 Les environnements sont des équationsDans SOSSubRC , un environnement est la représentation d'un ensemble d'équationsaratéristiques d'un programme. Le système de réériture SOSR dé�nit la sémantiquedu langage SubC par des modi�ations dans un tel environnement. Lors de la seondeétape, en réérivant par SOSR le terme T
f
P d'un sous-programme SubC f , nous avonsobtenu l'environnement �nal env

T
f
P
. Ce dernier est don l'expression de la sémantiquedu sous-programme f . Pour donner la dé�nition équationnelle de la sémantique de f ,la dernière étape onsiste à formuler les équations ontenues dans l'environnement �nal.Ainsi, le r�le de la troisième étape de l'axiomatisation est le suivant :Formulation des équationsEntrée : Un environnement �nal env

T
f
P
.Sortie : Un ensemble d'équations onditionnelles EP qui dé�nissent lasémantique du programme P .Les environnements �naux ontiennent trois éléments qui nous serviront à formulerles équations d'un sous-programme f :� Les listes de paires variable-valeur dérivent l'état des variables du sous-programmeà la �n de son évaluation symbolique. Parmi toutes les paires, seule elle ontenant lavaleur de retour du sous-programme produira une équation. Cette paire partiulièrese reonnaît à e que sa variable porte le nom du sous-programme (f. Setion 4.3.1).� Un terme de raine C_Branh représente un hemin d'exéution dans le sous-programme. Il assoie une ondition, elle que les données en entrée doivent remplirpour que le hemin onsidéré soit exéuté, et une liste de paires variable-valeur, quirend ompte de la valeur des variables après l'exéution des instrutions du heminonsidéré. L'équation formée à partir de la paire ontenant la valeur de retour de fomportera don en plus une ondition.� Les termes de raine C_While_Closure représentent des fermetures de boule. Ilsse trouvent dans la liste des paires d'une branhe donnée. Ces termes sont à l'origined'un ensemble d'équations onditionnelles qui dé�nissent une famille de fontions ré-ursives pour la boule onsidérée : une fontion pour haque variable modi�ée dansle orps de la boule. Ce omportement est dé�ni préisément dans la Setion 4.3.3.Dé�nition 4.2 (éléments générateurs d'équations). Soient f un sous-programmeSubC et P1, . . . Pn ses paramètres formels. Nous dé�nissons les éléments générateurs d'équa-tions de l'environnement �nal de f et leurs équations assoiées omme suit :
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int identité( int x) {
return x;

} Fig. 4.8 � La fontion identité en SubCC_Env La liste de paires, onstruite ave les onstruteurs C_Env et C_Empty_Env,{t1 · . . . · C_Pair(f, val) · . . . · tm}produit l'équation
f(P1, . . . , Pn) = val . (4.3)C_Branh Le termeC_Branh(Cond, {t1 · . . . · C_Pair(f, val)· . . . · tm})produit l'équation

Cond ⇒ f(P1, . . . , Pn) = val . (4.4)C_While_Closure Un terme C_While_Closure produit l'ensemble des équationsonditionnelles dé�ni par l'Équation (4.9) de la Dé�nition 4.8 (Page 76).La formulation des équations d'un sous-programme onsiste alors à parourir l'environ-nement �nal de e sous-programme et à former les équations orrespondant aux élémentsgénérateurs renontrés. La présene des termes C_Env et C_Choie à la raine du termede l'environnement distingue, respetivement, un sous-programme ne omportant qu'unhemin d'exéution, don inonditionnel, d'un sous-programme ave plusieurs heminsd'exéution.Dé�nition 4.5 (équations des sous-programmes et boules SubC). Soient f unsous-programme SubC et envf l'environnement �nal de f . Les équations formulées pourle sous-programme f sont les suivantes :1. Chaque ourrene d'un terme de raine C_While_Closure dans envf produit unensemble d'équations onditionnelles dé�ni par l'Équation (4.9) (Page 76).2. Si le symbole à la raine de envf est le onstruteur C_Env, une équation estformulée sur le modèle de l'Équation (4.3).3. Sinon, le symbole à la raine de envf est le onstruteur C_Choie et une équationsur le modèle de l'Équation (4.4) est formulée pour haque ourrene d'un termede raine C_Branh dans envf .Exemple 4.6 (identité). Nous prenons l'exemple minimal de la fontion identité dela Figure 4.8 pour détailler les trois étapes de l'axiomatisation.



66 Chapitre 4. SOSSubRC1. Lors de la première étape, la fontion identité est transformée en un terme surla signature Σsos. La fontion identité ne ontient que l'instrution return x .Pour ette instrution, nous onstruisons un terme qui assoie le nom de la fon-tion ave l'expression de retour de la fontion (règle de orrespondane syntaxique(Ret)) : C_Assign(identité, x).L'environnement initial d'un sous-programme est une liste de paires qui assoientparamètres formels et paramètres e�etifs du sous-programme (règle (Ft)). Tou-tefois, les paramètres e�etifs d'un sous-programme n'étant pas toujours onnus,le sous-programme est � symboliquement évalué � : en l'ourrene, nous représen-tons par le terme C_EA(x) le paramètre e�etif du paramètre formel x . La fon-tion identité ne prend qu'un paramètre ; nous représentons la liste ne ontenantqu'une seule paire par la notation : {C_Pair(x, C_EA(x))}.En�n, la fontion GE regroupe la séquene d'instrutions du orps de la fontion etl'environnement initial de la fontion :GE({C_Assign(identité, x)}, {C_Pair(x, C_EA(x))})2. Le terme préédent est prêt à être normalisé par le système de réériture SOSR (f.Annexe A). Les Règles (1) et (2) réérivent la fontion GE pour évaluer la première,et seule, instrution de la séquene d'instrutions, nous obtenons :Comp(C_Assign(identité, x), {C_Pair(x, C_EA(x))})puis les Règles (4), (14) et (15) expriment la sémantique de l'instrution returnomme l'insertion et la mise à jour de la valeur de retour de la fontion dans l'en-vironnement ourant. L'appliation des règles aboutit à l'environnement suivant :{C_Pair(x, C_EA(x)) ·C_Pair(identité, C_Subste(x, C_EA(x), C_EA(x)))}Nous obtenons, après substitution9, l'environnement �nal :{C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(identité, C_EA(x))}3. Ainsi, l'environnement �nal ontient deux paires. La première dénote la valeur de
x à la �n de l'exéution de la fontion. La seonde ontient le nom de la fontionanalysée et dénote, par onséquent, la valeur de retour de elle-i. Ces deux valeurssont égales au paramètre e�etif, 'est-à-dire, à la valeur de x au moment de l'appel.À la troisième étape de l'axiomatisation, nous ne nous intéressons qu'à la valeur deretour de la fontion. Cet environnement, omplété de l'information sur le prototypede la fontion identité , n'engendrera don qu'une seule équation :

identité(x) = xCette équation exprime la sémantique de la fontion identité en logique équationnelle.
�9Les substitutions n'a�etent pas les termes de raine C_EA (f. Setion 4.3.1).



4.3. Sémantique du langage SubC 674.3 Sémantique du langage SubCNous avons présenté dans la setion préédente les trois étapes de l'axiomatisation.Nous développons dans ette setion la sémantique des onstrutions du langage SubCtelle qu'elle est dé�nie par le système de réériture SOSR de l'Annexe A. Le proessusde réériture intervient lors de la deuxième étape ; il réalise l'évaluation symbolique d'unsous-programme, le résultat de laquelle est l'environnement �nal du sous-programme.Nous ommençons par les onstrutions dont la sémantique est la plus simple : lesonstrutions de base de la Setion 4.3.1. Nous abordons ensuite suessivement l'ins-trution onditionnelle, Setion 4.3.2, et l'instrution itérative, Setion 4.3.3. Nous seronsamenés à faire fréquemment référene aux règles de réériture : haque fois les numérosités renvoient aux règles orrespondantes de l'Annexe A (Page 163).4.3.1 Construtions de baseLe langage SubC est omposé du jeu de onstrutions élémentaires de tout langage deprogrammation impératif. Notamment, il aquiert son appartenane à e paradigme deslangages de programmation par son instrution d'a�etation. Cette dernière est en e�etl'instrution par exellene du hangement d'état, qui fonde la programmation impéra-tive. Pour ette raison, l'instrution d'a�etation débute logiquement la présentation desonstrutions de base de SubC. Nous énonçons ensuite la sémantique des types et expres-sions du langage, puis, de la séquene d'instrutions, avant de lore ette setion par lanotion de sous-programme.A�etationLorsqu'une instrution d'a�etation x = y est renontrée dans un programme, elle esttraduite en un terme C_Assign(x, y) selon la règle de orrespondane syntaxique (Assg)de la Figure 4.6 (Page 61). La sémantique de l'a�etation est donnée par les règles deréériture (3) et (4) que nous rappelons ii :(3) Comp(C_Assign(v_var, v_exp), C_Empty_Env) →C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), C_Empty_Env)(4) Comp(C_Assign(v_var, v_exp), C_Env(v_pair, v_env)) →Update_Env(C_Pair(v_var, v_exp), C_Env(v_pair, v_env))Le symbole Comp dénote la fontion hargée d'évaluer une instrution dans un en-vironnement ourant. Deux possibilités sont prises en ompte pour l'évaluation d'unea�etation :� règle (3), l'environnement ourant est vide (C_Empty_Env) : une paire formée dela variable et de sa valeur est ajoutée dans l'environnement ;� règle (4), l'environnement ourant n'est pas vide, il ontient une liste de paires :l'appel de la fontion Update_Env (f. Setion 4.2.3) met à jour, d'une part, l'ex-pression a�etée (y en l'ourrene), et d'autre part, l'environnement lui-même enmodi�ant la paire qui ontient la valeur de x.



68 Chapitre 4. SOSSubRCLa sémantique de l'a�etation est don de modi�er la liste de paires d'un environne-ment, de façon à e que la paire orrespondant à la variable a�etée re�ète la nouvellevaleur de la variable dans l'environnement ourant.Types et expressionsLes deux types de données dont disposent SubC sont les entiers et les listes. Les va-riables d'un programme sont typées statiquement et délarées en début de programme.La sémantique d'une délaration de variable est identique à elle d'une a�etation :règles (VarDel1), (VarDel2) et (VarDel3) de la Figure 4.6.Si la variable n'est pas expliitement initialisée, nous lui donnons une valeur par dé-faut : 0 pour les entiers, règle (VarDel2), et NULL pour les listes, règle (VarDel3).Expressions Les expressions, et par e terme nous inluons ii aussi les onditions, nesont pas interprétées par SOSSubRC . Nous nous ontentons d'y mettre à jour la valeur desvariables lorsque néessaire. Nous laissons le soin de la dé�nition des opérations interve-nant dans les expressions au système de preuve qui sera utilisé par la suite. Il est bienentendu que les opérations dans les expressions n'ont pas d'e�et de bord.Listes Le langage SubC est muni d'un type pour les listes. Il peut s'agir de listes d'entiers,mais aussi de listes de listes.Dans SubC , le type list désigne une représentation fontionnelle des listes, i.e., untype réursif dé�ni à l'aide de deux onstruteurs (la liste vide et l'ajout en tête d'un élé-ment). La onséquene de ette représentation est que les listes sont vues par l'a�etationomme des valeurs atomiques : si La et Lb sont des listes, La = Lb a pour e�et, selon lasémantique de l'a�etation, de dupliquer la valeur de Lb dans l'environnement ourant,a�n de former la valeur de la paire de La dans e même environnement.Il en va de même des expressions de liste que des autres expressions SubC : elles nesont pas interprétées par SOSSubR
C
. Les opérations sur les listes, i.e., element et next ,ne sont pas dé�nies dans SOSR. Ainsi, une expression de liste omme

next(add(1, NULL))n'est pas évaluée omme la liste NULL et reste sous sa forme initiale.Séquene d'instrutionsEn SubC , un point-virgule sépare deux instrutions dans une séquene d'instrutions.La règle (Seq) de la Figure 4.6 fait orrespondre à une séquene d'instrutions une listed'instrutions sous la forme d'un terme de Σsos.La sémantique de la séquene d'instrutions est donnée par la fontion GE dé�nie parles règles (1) et (2) du système de réériture SOSR :(1) GE(C_L_Stmt(v_l_stmt, v_stmt), v_env) →Comp(v_stmt, GE(v_l_stmt, v_env))(2) GE(C_Empty_L_Stmt, v_env) →v_env



4.3. Sémantique du langage SubC 69Ainsi, la signi�ation d'une séquene d'instrutions est d'évaluer (fontion Comp) ladernière instrution de la séquene dans l'environnement qui résulte de l'évaluation, dansl'environnement ourant, des instrutions préédentes de la séquene. Lorsque la listed'instrution est vide, l'environnement ourant n'est pas modi�é.Sous-programmeEn SubC , les sous-programmes peuvent avoir une valeur de retour ou pas. Cependant,lorsqu'ils n'en ont pas, SOSSubR
C
ne génèrera auune équation pour eux (f. Setion 4.2.4).En e�et, les sous-programmes n'ont pas d'e�ets de bord (e.g., auune instrution d'en-trée/sortie), don, s'ils n'ont pas non plus de valeur de retour, ils n'ont auune donnée ensortie.La règle (Ft) de la Figure 4.6 spéi�e le terme de Σsos onstruit pour un sous-programme. Ce terme dé�nit la sémantique d'un sous-programme omme l'environnementobtenu de l'évaluation de la séquene d'instrutions qui forme le orps du sous-programmedans un environnement initial. L'environnement initial est omposé d'une liste de pairesétablie en fontion des paramètres du sous-programme.Paramètres Le mode de passage des paramètres est par valeur. Cei implique que leslistes, omme lors d'une a�etation, sont dupliquées lorsqu'elles sont passées en paramètreà un sous-programme.Lorsque l'environnement initial d'un sous-programme est onstitué, haun de ses pa-ramètres ajoute une paire dans l'environnement. Chaque paire assoie un paramètre pave un terme C_EA(p). Ce terme dénote la valeur du paramètre e�etif orrespondantà p qui aura été passé au moment de l'appel du sous-programme. Nous avons reours à eterme ar l'évaluation des sous-programmes se fait hors de tout ontexte d'appel. C'esten e sens que l'évaluation est symbolique : nous ne manipulons pas la valeur réelle desparamètres e�etifs.L'ajout de es paires dans l'environnement traduit le fait que les paramètres formelssont onsidérés omme des variables loales initialisées à la valeur de leur paramètree�etif. Si la valeur d'un paramètre formel peut hanger au ours de l'évaluation dusous-programme, par ontre, la valeur d'un paramètre e�etif est onsidérée omme uneonstante par le sous-programme. Pour ette raison, les substitutions, qui font suite auxmises à jour de l'environnement, ne s'appliquent pas aux variables qui apparaissent dansdes termes de raine C_EA.Lors de la formulation des équations, une fois que toutes les substitutions ont été a-omplies, les termes C_EA(p) ne sont plus néessaires et sont remplaés par des variablesde la logique. En e�et, dans la logique équationnelle, seule la référene à la valeur du para-mètre e�etif sera néessaire pour dé�nir les fontions de transfert d'un sous-programmeSubC.Return La valeur de retour d'un sous-programme est désignée par l'expression atta-hée à l'instrution return . Cette instrution ne doit apparaître qu'une fois par sous-programme et elle ne peut être que la toute dernière instrution du sous-programme. Cesontraintes ne sont pas réellement une limitation puisque nous pouvons toujours mettre



70 Chapitre 4. SOSSubRCsous ette forme, en préservant la sémantique, un sous-programme omportant plusieursinstrutions return .Lorsqu'elle est renontrée dans un sous-programme, l'instrution return est traduiteen un terme de raine C_Assign (f. règle (Ret) de la Figure 4.6) qui est la fontion de
Σsos orrespondant aux a�etations. Ainsi, la sémantique de l'instrution return est lamême qu'une a�etation de l'expression de retour à une variable un peu spéiale qui estle nom du sous-programme10. Nous avons vu en Setion 4.2.4 que la paire qui résulte deette pseudo-a�etation sert à formuler les équations du sous-programme.4.3.2 Instrution onditionnelleLes instrutions onditionnelles du langage SubC sont de la forme if . . . else . Ellesdivisent un hemin d'exéution dans un sous-programme en deux nouveaux hemins,même lorsque la partie else de l'instrution est omise. Le premier hemin est omposé desinstrutions exéutées lorsque la ondition du if est vraie, alors que le seond omporteles instrutions exéutées lorsque la ondition est fausse.Un terme de raine C_If est assoié à une instrution if (f. les règles de orres-pondane syntaxique (Cond1) et (Cond2) en Page 61). Ce terme regroupe la onditiondu if , la séquene d'instrutions de la partie � alors � et elle de la partie � sinon �. Ladé�nition de la fontion C_If orrespond aux règles (5) et (6) de SOSR. Nous rappelonsii es règles :(5) Comp(C_If(v_ond, v_l_stmt1, v_l_stmt2), C_Empty_Env) →C_Choie(C_Branh(v_ond, GE(v_l_stmt1, C_Empty_Env)),C_Branh(C_Not(v_ond), GE(v_l_stmt2, C_Empty_Env)))(6) Comp(C_If(v_ond, v_l_stmt1, v_l_stmt2), C_Env(v_pair, v_env)) →C_Choie(C_Branh(Update_Cond(v_ond, C_Env(v_pair, v_env)),GE(v_l_stmt1, C_Env(v_pair, v_env))),C_Branh(C_Not(Update_Cond(v_ond,C_Env(v_pair, v_env))),GE(v_l_stmt2, C_Env(v_pair, v_env))))La sémantique d'une instrution onditionnelle est don de onstruire un terme deraine C_Choie qui représente une alternative entre deux hemins d'un sous-programme.Chaun des hemins d'un sous-programme est quant à lui symbolisé par un terme de raineC_Branh ontenant la ondition et l'environnement ourant assoiés à e hemin. Laondition du hemin orrespondant à la partie else d'une instrution if est simplementla négation, C_Not, de la ondition du if .Lorsque l'environnement dans lequel est évaluée l'instrution onditionnelle n'est pasvide, la ondition de l'instrution est mise à jour par la fontion Update_Cond (f.Setion 4.2.3).D'autre part, les règles de réériture (9) et (10) signi�ent que les instrutions quisuivent un if dans une séquene d'instrutions sont exéutées dans les deux hemins d'une10Cette façon de faire n'est pas sans rappeler e qui existe dans le langage pasal.



4.3. Sémantique du langage SubC 711 int comparer( int x, int y) {2 int ret;34 if(x > y) ret = −1;5 else if(x == y) ret = 0;6 else ret = 1;78 return ret;9 } Fig. 4.9 � Sous-programme compareralternative C_Choie. En�n, les règles (20) et (21) permettent de réaliser la onjontiondes onditions qui portent sur un même hemin d'exéution. Cette situation déoule de laprésene de plusieurs instrutions onditionnelles sur un même hemin d'exéution. Lesonditions sont regroupées dans un terme de raine C_And.Exemple 4.7 (omparaison d'entiers). Nous illustrons la sémantique des instrutionsonditionnelles ave l'exemple du sous-programme de la Figure 4.9. Lors de l'analysesyntaxique du sous-programme, le terme qui lui orrespond est onstruit par l'appliationdes règles suivantes (le symbole � dénote un sous-terme qui est le résultat de la suite del'analyse du sous-programme) :
int comparer( int x, int y){

(Fct)
7−→ GE(�1,{C_Pair(x, C_EA(x)) ·C_Pair(y, C_EA(y))})

int ret;
(V arDecl2)

7−→ t1 = C_Assign(ret, 0)
if(x > y)

(Cond1)
7−→ t2 = C_If(x>y, �2, �3)

ret = −1;
(Assg) et (Seq)

7−→ �2 = {C_Assign(ret, −1)}
else if(x == y)

(Cond1) et (Seq)
7−→ �3 = {C_If(x==y, �4, �5)}

ret = 0;
(Assg) et (Seq)

7−→ �4 = {C_Assign(ret, 0)}
else ret = 1;

(Assg) et (Seq)
7−→ �5 = {C_Assign(ret, 1)}

return ret;
(Ret)
7−→ t3 = C_Assign(omparer, ret)

}
(Seq)
7−→ �1 = { t1 · t2 · t3 }Finalement, le terme obtenu pour le sous-programme à la �n de la première étape del'axiomatisation est :GE({C_Assign(ret, 0) ·C_If(x>y,{C_Assign(ret, −1)},{C_If(x==y, {C_Assign(ret, 0)}, {C_Assign(ret, 1)})}) ·C_Assign(omparer, ret)}, {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y))})Lors de la seonde étape de l'axiomatisation, e terme est normalisé par SOSR. Nousne détaillons que quelques-unes des règles appliquées dans la séquene de réériture. Après



72 Chapitre 4. SOSSubRCplusieurs appliations des règles pour la fontion GE et l'appliation de la règle (4) pourle terme C_Assign(ret, 0), nous obtenons le terme suivant :Comp(C_Assign(omparer, ret),Comp(C_If(x>y,{C_Assign(ret, −1)},{C_If(x==y, {C_Assign(ret, 0)}, {C_Assign(ret, 1)})}),{C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) · C_Pair(ret, 0)}))Correspondant à l'instrution onditionnelle de la ligne 4, la règle (6) introduit une alter-native C_Choie omposée de deux hemins d'exéution C_Branh :Comp(C_Assign(omparer, ret),C_Choie(C_Branh(Update_Cond(x>y, env),GE({C_Assign(ret, −1)}, env)),C_Branh(C_Not(Update_Cond(x>y, env)),GE({C_If(x==y,{C_Assign(ret, 0)},{C_Assign(ret, 1)})}, env))))ave env = {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) · C_Pair(ret, 0)}.La mise à jour des onditions et l'évaluation de l'a�etation de la ligne 4 par les règlesorrespondantes de SOSR donne le terme :Comp(C_Assign(omparer, ret),C_Choie(C_Branh(C_EA(x)>C_EA(y), env'),C_Branh(C_Not(C_EA(x)>C_EA(y)),GE({C_If(x==y,{C_Assign(ret, 0)},{C_Assign(ret, 1)})}, env))))ave env' = {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) · C_Pair(ret, −1)}De nouveau, mais ette fois pour l'instrution onditionnelle de la ligne 5, la règle (6)introduit une alternative. Après mise à jour des onditions et évaluation de a�etations,nous obtenons :Comp(C_Assign(omparer, ret),C_Choie(C_Branh(C_EA(x)>C_EA(y), env'),C_Branh(C_Not(C_EA(x)>C_EA(y)),C_Choie(C_Branh(C_EA(x)==C_EA(y), env''),C_Branh(C_Not(C_EA(x)==C_EA(y)),env''')))))ave env'' = {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) · C_Pair(ret, 0)}et env''' = {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) · C_Pair(ret, 1)}.Les règles (20) et (21) s'appliquent alors à la deuxième ourrene de la fontionC_Branh a�n de réaliser la onjontion des onditions d'un même hemin d'exéution.Le terme qui en résulte est le suivant :



4.3. Sémantique du langage SubC 73Comp(C_Assign(omparer, ret),C_Choie(C_Branh(C_EA(x)>C_EA(y), env'),C_Choie(C_Branh(C_And(C_Not(C_EA(x)>C_EA(y)),C_EA(x)==C_EA(y)),env''),C_Branh(C_And(C_Not(C_EA(x)>C_EA(y)),C_Not(C_EA(x)==C_EA(y))),env'''))))En�n, les règles (9) et 10 propagent la dernière instrution du sous-programme danstous les hemins d'exéution. Ce qui onduit, après évaluation de ette dernière instrutionà l'environnement �nal :C_Choie(C_Branh(C_EA(x)>C_EA(y), env1),C_Choie(C_Branh(C_And(C_Not(C_EA(x)>C_EA(y)),C_EA(x)==C_EA(y)),env2),C_Branh(C_And(C_Not(C_EA(x)>C_EA(y)),C_Not(C_EA(x)==C_EA(y))),env3))))ave env1 = {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) ·C_Pair(ret, −1) · C_Pair(omparer, −1)}env2 = {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) ·C_Pair(ret, 0) · C_Pair(omparer, 0)}env3 = {C_Pair(x, C_EA(x)) · C_Pair(y, C_EA(y)) ·C_Pair(ret, 1) · C_Pair(omparer, 1)}.Pour onlure, lors de la dernière étape de l'axiomatisation, haque terme de raineC_Branh produit une équation onditionnelle (f. Setion 4.2.4). La valeur de retour dela fontion dé�nie par l'axiomatisation est lue dans la paire pour laquelle le nom de lavariable est le nom du sous-programme. Les équations produites sont les suivantes :
x > y ⇒ omparer(x, y) = −1

¬(x > y) ∧ x = y ⇒ omparer(x, y) = 0

¬(x > y) ∧ ¬(x = y) ⇒ omparer(x, y) = 1 �4.3.3 Instrution itérativeIntuitivement, l'idée qui sous-tend la sémantique de l'instrution itérative while estde remplaer l'itération par la réursivité. De fait, le prinipe d'itération n'existe pas entant que tel dans la logique équationnelle. En revanhe, la réursivité est un prinipenaturel dans ette logique. Par onséquent, nous traitons les boules omme des fontionsréursives terminales. Cependant, si nous onsidérons les boules omme des fontions,nous devons nous poser la question des données en entrée et en sortie de es fontions deboule.



74 Chapitre 4. SOSSubRCPrinipesDans la logique équationnelle, une fontion n'a qu'une valeur de retour. Or, dansune boule, les valeurs de plusieurs variables peuvent être modi�ées. Après l'exéutiond'une boule, une seule fontion de boule ne su�t don pas pour rendre ompte de tousles hangements dans l'état des variables d'un sous-programme. Pour surmonter ettedi�ulté, nous avons reours à une famille de fontions de boule. À haque variablemodi�ée dans la boule est attahé un membre de la famille qui renvoie la valeur de ettevariable spéi�quement. Chaque fontion de boule de la famille se omporte omme laprojetion de l'état des variables à la �n des itérations d'une boule pour la variable quilui est attahée.Le as des données en entrée des fontions de boule est onsidérablement plus simple.Potentiellement, une boule peut aéder à la valeur de n'importe quelle variable dusous-programme auquel elle appartient. L'ensemble des variables d'un sous-programmeomprend les variables délarées loalement dans le sous-programme, mais aussi ses pa-ramètres. Pour les données en entrée des fontions de boule, le hoix le plus simple estde prendre ate de ette possibilité d'aès à toutes les variables et de faire orrespondreà haque variable d'un sous-programme un paramètre de la fontion de boule. Ainsi, laleture de la valeur d'une variable d'un sous-programme dans le orps de la boule devientla leture de la valeur du paramètre orrespondant dans la fontion de boule.Ave es dé�nitions, une instrution itérative dans un sous-programme est remplaéepar des appels aux fontions de boule. Chaque variable modi�ée dans la boule prendpour nouvelle valeur le résultat de la fontion de boule qui lui orrespond.Formalisation de la sémantique dans SOSRLorsqu'une instrution itérative est renontrée dans un sous-programme, un terme deraine C_While est formé (règle de orrespondane syntaxique (Iter) de la Figure 4.6Page 61). Dans SOSR, les règles qui dé�nissent la sémantique des instrutions itérativessont les règles (7) et (8). Nous détaillons uniquement la règle (8), l'autre règle étant un aspartiulier de elle-i pour un environnement ourant vide. Nous rappelons ii la règle :(8)Comp(C_While(v_num, v_ond, v_l_stmt), C_Env(v_pair, v_l_pair)) →C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond,GE(v_l_stmt, GIE(C_Env(v_pair, v_l_pair))),GLOV(C_Env(v_pair, v_l_pair))),Merge_Env(GL(v_num,GLOMV(GE(v_l_stmt,GIE(C_Env(v_pair, v_l_pair)))),C_Env(v_pair, v_l_pair)),C_Env(v_pair, v_l_pair)))Dans ette règle, v_num fait référene à un numéro qui identi�e uniquement la bouledans le programme dont elle fait partie.



4.3. Sémantique du langage SubC 75Les modi�ations sur un environnement ourant (C_Env(v_pair, v_l_pair) dans larègle) qui résultent de l'évaluation d'une boule B dans un sous-programme f sont dedeux ordres :1. La liste d'instrutions v_l_stmt, qui orrespond au orps de la boule B, est évaluéedans un nouvel environnement. Cet environnement est produit par la fontion GIE,il onsiste en la liste des paires C_Pair(v, C_EA(v)), pour toute variable v présentedans l'environnement ourant de f . Nous obtenons ainsi l'équivalent de l'environ-nement initial d'un sous-programme qui prendrait en paramètre toutes les variablesde f . Le résultat de la fontion GE pour la liste v_l_stmt est don identique àl'environnement �nal envB d'un sous-programme qui a pour orps la séquene d'ins-trutions de la boule B et pour paramètres toutes les variables qui apparaissentdans le sous-programme f .Une fermeture de boule (symbole C_While_Closure) ontenant envB est ajoutéedans l'environnement ourant de f . Elle omporte aussi la liste de toutes les variablesde f (produite par la fontionGLOV). Ces informations nous serviront à la troisièmeétape de l'axiomatisation pour formuler les équations dé�nissant les fontions deboule de B (voir la setion suivante).2. Le r�le de la fontion GL est de générer une liste de paires qui assoient haquevariable modi�ée dans le orps de la boule B ave un appel à sa fontion de boulespéi�que. Ces paires remplaent l'anienne valeur des variables onsidérées dansl'environnement ourant (fontion Merge_env). Les appels aux fontions de boulesont représentés par une fontion C_Loop.Pour trouver la liste des variables modi�ées par B, la fontion GLOMV évalue leorps de B dans un nouvel environnement initial et ompare la valeur des variablesdans l'environnement �nal obtenu ave leur valeur dans l'environnement initial.Nous retrouvons don dans ette règle la sémantique des instrutions itératives quenous avons dérite dans la setion préédente : une boule est remplaée par des appels àdes fontions de boule. Ces appels deviennent la nouvelle valeur, dans l'environnementourant, des variables modi�ées par la boule.Fermeture de bouleLors de la dernière étape de l'axiomatisation, di�érents éléments de l'environnement�nal d'un sous-programme sont utilisés pour formuler les équations qui dé�nissent lasémantique algébrique de e sous-programme. La Dé�nition 4.2 (Page 64) énumère eséléments générateurs d'équations. Parmi eux, nous trouvons les fermetures de boule(C_While_Closure).Une fermeture de boule génère une famille de fontions de boule : une fontion parvariable modi�ée dans la boule orrespondante. Une fontion de boule spéi�que à unevariable v est dé�nie par deux équations :� Une première équation est un appel réursif à la fontion de boule, ave pournouvelle valeur des paramètres elle qui résulte de l'évaluation du orps de la boule



76 Chapitre 4. SOSSubRCpour es paramètres. Elle traduit la sémantique de la répétition d'une séquened'instrutions lorsque la ondition de boule est vraie.� La seonde équation orrespond à l'arrêt de la réurrene, lorsque la ondition deboule est fausse. La valeur renvoyée par la fontion de boule est alors elle duparamètre orrespondant à la variable v.Nous pouvons maintenant dé�nir plus formellement les équations formulées pour unefermeture de boule.Dé�nition 4.8 (équations des fermetures de boule). Soit la fermeture d'une boule
B en forme normale suivante :C_While_Closure(num, ond, {C_Pair(v1, e1) · . . . · C_Pair(vn, en)}, {v1 · . . . · vn})ave num un numéro qui identi�e uniquement la fermeture dans le programme et ond laondition assoiée à la fermeture.Les équations formulées pour ette fermeture de boule sont les suivantes :

⋃

i∈Vmod { ond ⇒ loopnum
vi

(v1, . . . , vn) = loopnum
vi

(e1, . . . , en)
¬(ond) ⇒ loopnum

vi
(v1, . . . , vn) = vi

} (4.9)ave Vmod l'ensemble des variables v ∈ {v1, . . . , vn} tel que v est une variable modi�ée parla boule B.Exemple 4.10 (somme des n premiers entiers). Dans la Setion 1.2.1, Exemple 1.10(Page 13), nous avons illustré le déroulement de l'axiomatisation ave le programme dealul de la somme des n premiers entiers. Nous ne disposions pas enore de toutes lesnotions néessaires pour expliquer préisément la formulation des équations. Nous nousproposons dans e nouvel exemple de détailler e que nous avions alors tu.Nous repartons de l'environnement �nal du programme :{C_While_Closure(1, n 6= 0, {C_Pair(n, n−1) · C_Pair(sum, sum+n)}) ·C_Pair(n, C_Loop(1, n, {C_Pair(n, C_EA(n)) · C_Pair(sum, 0)})) ·C_Pair(sum, C_Loop(1, sum, {C_Pair(n, C_EA(n)) · C_Pair(sum, 0)})) ·C_Pair(somme, C_Loop(1, sum, {C_Pair(n, C_EA(n)) · C_Pair(sum, 0)}))}Selon la Dé�nition 4.5, les éléments générateurs d'équations de et environnement sontla fermeture de boule et la liste de paires qui la suit.1. Le terme de la fermeture de boule est :C_While_Closure(1, n 6= 0, {C_Pair(n, n−1) · C_Pair(sum, sum+n)})Le programme ne omporte qu'une seule boule : la fermeture a don reçu le nu-méro 1. L'environnement {C_Pair(n, n−1) · C_Pair(sum, sum+n)}, ontenu parla fermeture, nous permet de déduire que les deux variables du programme, n et sum,ont été modi�ées par la boule. En e�et, auune des deux variables n'a onservé sa



4.4. Convergene du système de réériture SOSR 77valeur initiale, qui pour une variable v serait représentée par une paire C_Pair(v, v).Deux fontions de boule seront don générées : loop1
n, pour la variable n, et loop1sum,pour la variable sum.Les équations générées pour les deux fontions de boule sont les suivantes (Dé�ni-tion 4.8) :

n 6= 0 ⇒ loop1
n(n, sum) = loop1

n(n − 1, sum + n)

¬(n 6= 0) ⇒ loop1
n(n, sum) = n

n 6= 0 ⇒ loop1sum(n, sum) = loop1sum(n − 1, sum + n)

¬(n 6= 0) ⇒ loop1sum(n, sum) = sumL'équation réursive est la même pour les deux fontions de boule, seule la valeurrenvoyée sur le as d'arrêt hange : haque fontion de boule renvoie la valeur dela variable qui lui est attahée.2. Dans le sous-programme sommeontenant la boule, elle-i a été remplaée pardes appels aux fontions de boule : les termes de raine C_Loop. La valeur desparamètres e�etifs de es appels est la valeur des variables dans l'environnementourant du sous-programme au moment de l'instrution itérative. Lors de la formula-tion des équations, un terme C_Loop(num, v_i, {(v1, e1) · . . . · (vn, en}) devientl'appel de fontion loopnum
vi

(e1, . . . , en).Le sous-programme sommene omporte qu'un seul hemin d'exéution (une foisla boule remplaée par des appels de fontion), son environnement �nal est donseulement omposé d'une liste de paires. Dans e as, l'équation générée est :somme(n) = loop1sum(n, 0)Par la suite, les équations de la fontion loop1
n ne sont pas onservées pare queette fontion ne fait pas partie du graphe d'appel de la fontion somme. �4.4 Convergene du système de réériture SOSRDans la Setion 3.2.3, nous avons dé�ni la onvergene d'un système de rééritureomme la onjontion des propriétés de terminaison et de on�uene. La onvergene dusystème de réériture SOSR est la preuve que le proessus de réériture dans SOSSubRCtermine et produit une forme normale unique pour haque terme de programme. Elle ga-rantit que, pour tout programme SubC , SOSSubRC fournit toujours une unique formulationéquationnelle de la sémantique du programme.Nous détaillons dans ette setion la preuve de onvergene de SOSR, qui a été ef-fetuée à l'aide de l'atelier de réériture et démonstrateur de théorèmes rrl [Kapur etZhang, 1988℄.



78 Chapitre 4. SOSSubRC4.4.1 TerminaisonLa terminaison de SOSR nous erti�e que tout terme de Σsos possède au moins uneforme normale dans SOSR. Dans le as de la réériture onditionnelle, le Théorème 3.33(Page 48) a�rme qu'il su�t que le système soit déroissant pour qu'il termine. Pourmontrer que notre système est déroissant, nous devons exhiber un ordre de simpli�ationqui ontienne la relation de réériture →SOSR
et tel que la partie gauhe des règlesonditionnelles de SOSR soit supérieure, au sens de et ordre, à tous les termes quiapparaissent dans la ondition de la règle.À ette �n, nous dé�nissons un ordre lexiographique des hemins qui, par le Théo-rème 3.25, est un ordre de simpli�ation. Nous donnons dans la Figure 4.10 l'ordre depréédene > sur les symboles de Σsos qui induit notre ordre lexiographique des hemins

>lpo (f. Dé�nition 3.23).L'atelier RRL dispose d'un algorithme (ommande makerule) pour orienter automa-tiquement un ensemble d'équations en règles. L'orientation des règles respete l'ordrelexiographique des hemins que l'utilisateur fournit à l'atelier. Nous avons utilisé et al-gorithme, ave >lpo, sur les règles de SOSR transformées en équations, i.e., en remplaçantla relation de réériture par l'égalité. Le résultat produit par l'algorithme de RRL, sansauune intervention de notre part, est le système de règles de SOSR. Cei assure que >lpoontient la relation de réériture →SOSR
.Il nous reste alors à montrer que pour les règles onditionnelles du système (i.e., lesrègles (14), (31), (39) et (44)) la partie gauhe de la règle est supérieure aux termesapparaissant dans la ondition. La démonstration peut être faite dans rrl en présentanthaque ouple de termes dont nous voulons véri�er l'appartenane à >lpo omme uneéquation. Nous ontr�lons alors que l'orientation proposée par rrl est elle que noussouhaitons.4.4.2 Con�ueneNous venons de démontrer que SOSR est terminant. Pour sa onvergene, il nous resteà montrer qu'il est on�uent. La on�uene d'un système de réériture erti�e que la formenormale d'un terme pour e système est unique, si elle existe. Grâe au Théorème 3.35(Page 48), la on�uene d'un système de réériture onditionnelle déroissant est assuréedès lors que toutes ses paires ritiques sont joignables.L'atelier rrl omporte un algorithme de omplétion d'un système de réériture (om-mande kb), dit de Knuth-Bendix [Knuth et Bendix, 1970℄, dont il su�ra pour nous desavoir qu'il génère une nouvelle règle haque fois qu'une paire ritique du système n'estpas joignable. L'algorithme de omplétion appliqué à SOSR ne génère auune nouvellerègle, prouvant ainsi la on�uene de SOSR.



4.4. Convergene du système de réériture SOSR 79
GE et Comp sont équivalents.Pour GE le hemin lexiographique est de gauhe à droite.Pour C_And le hemin lexiographique est de gauhe à droite.Pour Update_Env le hemin lexiographique est de droite à gauhe.Pour Update_Cond le hemin lexiographique est de droite à gauhe.Pour C_Branh le hemin lexiographique est de droite à gauhe.Comp > Update_Env Comp > Update_CondComp > C_Branh Comp > C_NotComp > GLOV Comp > Merge_EnvComp > GL Comp > GLOMVComp > GIEUpdate_Cond > C_SubstUpdate_Env > C_Pair Update_Env > C_SubstUpdate_Env > C_EnvC_Branh > C_Choie C_Branh > C_AndGIE > C_Env GIE > C_PairGIE > C_EAGLOV > C_L_VarGLOMV > C_EA GLOMV > Merge_L_VarMerge_L_Var > Insert_Var Insert_Var > C_L_VarGL > C_Env GL > C_PairGL > C_LoopMerge_Env > Insert_Pair Insert_Pair > C_EnvInsert_Pair > C_While_Closure Insert_Pair > C_PairFig. 4.10 � Ordre partiel sur les symboles de fontion de Σsos
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Chapitre 5SOSSubextCDans SOSSubRC , la sémantique d'un programme est une théorie de la logique équation-nelle dont une axiomatisation est obtenue automatiquement par l'analyse statique du odesoure du programme. Cette approhe originale s'applique à une lasse de programmesqui n'emploient que les onstrutions basiques des langages impératifs, parmi lesquels :� le séquenement (ou la omposition) des instrutions ;� les instrutions d'a�etation, onditionnelles et itératives ;� la notion de sous-programme et d'appel par valeur ;� des types de données entier et liste.Les e�ets de bord sont une aratéristique onstitutive des langages impératifs. Le plusfondamental est sans nul doute l'a�etation. Néanmoins, nous avons vu à la Setion 1.1.2,ave l'exemple du programme de tri par fusion, que d'autres e�ets de bord sont usuellementdisponibles dans les langages impératifs a�n d'en aroître l'expressivité et de permettrel'ériture d'algorithmes plus e�aes. Nous proposons ave SOSSubextC d'étendre le langageSubC dans le but de prendre en ompte ertains e�ets de bord absents de SOSSubRC , àsavoir les listes mutables et l'appel par référene.Nous débutons le hapitre par une présentation des prinipes à l'÷uvre dans SOSSubextCaompagnée d'une brève omparaison ave les approhes existantes. Les setions sui-vantes exposent la syntaxe et la sémantique du langage Subext
C
, qui n'est autre que lelangage SubC augmenté des listes mutables, Setion 5.2, et de l'appel par référene, Se-tion 5.3. En�n, la dernière setion, Setion 5.4, dérit l'étape de formulation des équationsà partir de la sémantique des sous-programmes SubextC .5.1 Raisonner sur les e�ets de bordUne expression ave e�et de bord est une expression qui modi�e l'état global d'unprogramme. Certaines de es expressions ne sont d'ailleurs souvent évaluées que pourleur e�et de bord et non pour leur valeur. C'est typiquement le as de l'a�etation dont81



82 Chapitre 5. SOSSubextCla valeur, elle de son membre droit en langage C, n'est utilisée que dans ertains shé-mas de programmation spéi�ques (e.g., l'initialisation de plusieurs variables à la mêmevaleur : i = j = 0 ). Ordinairement, les langages impératifs o�rent, au-delà de l'a�e-tation, d'autres méanismes produisant des e�ets de bord. Il s'agit notamment des opéra-teurs d'inrément et de dérément (e.g., en C : les opérateurs ++ et −−), des instrutionsd'entrées-sorties, du passage de paramètre par référene, et.En langage C, de nombreux e�ets de bord sont réalisés par l'intermédiaire de pointeurs.Un pointeur est une variable ontenant l'adresse d'une autre variable. L'emploi raisonnédes pointeurs onduit généralement à une diminution substantielle de la omplexité desalgorithmes, en espae mémoire et en temps d'exéution, notamment en évitant d'inutileset oûteuses reopies de valeurs. En revanhe, les pointeurs rendent plus ardue l'analysestatique des programmes (e point est détaillé dans la Setion 5.1.1 qui suit).Les pointeurs permettent ainsi de onstruire le type de données réursif des listessimplement haînées. Un des avantages de ette implantation des listes réside dans lapossibilité de modi�er la liste sur plae, sans reopie, par réarrangement des liens oumodi�ation de l'information d'un maillon ; nous parlerons de listemutable par oppositionà un modèle fontionnel des listes (f. Setion 5.2).En langage C, les pointeurs sont aussi utilisés pour réaliser l'équivalent d'un appelpar référene. Celui-i est obtenu par la ombinaison d'un appel par valeur , seul modede passage des paramètres en C, et d'un pointeur qui ontient l'adresse de la variablepassée par référene. L'appel par référene permet à un sous-programme de modi�er lesparamètres e�etifs qui lui sont passés.Exemple 5.1 (passage par adresse en langage C). Dans le programme C suivant :
void swap( int ∗a, int ∗b) {
int tmp = ∗a;
∗a = ∗b;
∗b = tmp;

}

int main( void) {
int i = 0, j = 1;
swap( &i, &j);

}l'appel de swap dans la fontion main se fait en passant les adresses des variables i et j ,grâe à l'opérateur d'adresse &. Dans la fontion swap, es adresses sont manipulées parl'intermédiaire des pointeurs a et b. Chaque modi�ation de ∗a et ∗b est en réalité unemodi�ation de i et j , respetivement. Si bien que dans la fontion main , après l'appelde swap, les valeurs de i et j ont été éhangées : i vaut 1 et j vaut 0. �Ce sont es deux derniers méanismes, liste mutable et appel par référene, que nousavons déidé d'ajouter au langage SubC pour obtenir le langage SubextC
. Ils nous permettentde béné�ier dans le langage de l'e�aité et de la onision d'ériture des pointeurs, touten onservant un ontr�le sur leur emploi : pas de pointeurs pour le type entier, pasd'arithmétique des pointeurs, pas de pointeur de pointeur, et.



5.1. Raisonner sur les e�ets de bord 83Cette setion omporte une première partie sur les obstales qui s'opposent à l'analysestatique des programmes ave pointeurs et e�ets de bord. Nous donnons ensuite une vued'ensemble des travaux qui entreprennent d'apporter une réponse, même partielle, à eproblème. En�n, nous esquissons les prinipes de la méthode implantée dans SOSSubextCet qui sera détaillée dans les Setions 5.2 et 5.3.5.1.1 Pointeurs, e�ets de bord et intraitables aliasE�aes, les pointeurs sont aussi réputés pour leur propension à induire des pro-grammes erronés et illisibles. En e�et, leur emploi requiert de véri�er préautionneuse-ment l'absene de fuite de mémoire (memory leak), l'absene de pointeurs sur des adressesinvalides (dangling pointer), l'absene de déréférenement invalide de pointeurs, l'absenede dépassement de apaité de la mémoire aessible au programme (heap over�ow) ; ela,bien entendu, en plus des propriétés spéi�ques à haque programme.De surroît, raisonner sur des programmes manipulant des pointeurs, ou des struturesde données utilisant des pointeurs, est notoirement di�ile. Les raisons en sont les possi-bilités d'alloation dynamique de mémoire, la mise à jour � destrutive � des strutureset, de façon prépondérante, les alias, 'est-à-dire, la apaité d'un objet d'être onnu sousplusieurs noms di�érents pare que plusieurs référenes pointent sur lui11. Par exemple,du fait des alias, l'habitude de onsidérer omme distints des objets de noms di�érentsn'est plus valide, et une propriété portant sur une variable v1 peut n'être plus vraie aprèsune opération sur une variable v2.Nous prendrons pour dé�nition des alias elle de W. Landi (1992) :Dé�nition 5.2 (alias). Un alias est réé au ours de l'exéution d'un programme lorsquedeux noms ou plus dans le programme (e.g., des variables) désignent la même zone demémoire.Nous verrons par la suite qu'en SubC , l'ajout des listes mutables et de l'appel parréférene fournira deux manières de réer des alias :� soit expliitement, par l'intermédiaire des variables de type list qui seront despointeurs, e.g., après l'a�etation liste1 = liste2 , les variables liste1 et
liste2 sont des alias ;� soit impliitement,� quand la même variable de type liste est passée plusieurs fois en paramètred'un sous-programme, e.g., après l'appel f(liste1, liste1) , les deux pa-ramètres formels du sous-programme f sont des alias ;11Dans une tentative humoristique de dédouaner les pointeurs de di�ultés qui lui semblent de pré-férene imputables à la faulté humaine de donner plusieurs noms à une même hose, B. Meyer (2003)raonte ombien la leture d'Anna Karenine de Tolstoï a pu dérouter plus d'un amateur de littératurerusse, lorsqu'il s'agit de se souvenir en page 467 que � Darya Alexandrovna � n'est autre que la � omtesseOblonsky � de la page 5, aussi appelée � Dounia � page 35 et simplement � Dolly � partout ailleurs.



84 Chapitre 5. SOSSubextC� à travers l'appel par référene : quand la même variable est passée plusieursfois selon e mode lors d'un appel de sous-programme, tous les paramètresformels orrespondants sont alias dans le orps du sous-programme appelé (f.Setion 5.3 et l'Exemple 5.36 Page 116).Lorsque nous raisonnons sur un programme, alias et e�ets de bord sont étroitementliés par la néessité de � propager � à tous les alias d'un même objet le résultat de haquee�et de bord sur et objet.Exemple 5.3. Prenons l'exemple du fragment de programme C suivant :
int i = 0;
int ∗j = &i;
i = 1;
suite( ∗j);Après les initialisations, la variable j est un pointeur sur l'entier i ; don, ∗j vaut 0.L'a�etation de 1 à i hange l'état de la variable i , et don de ∗j . Lorsque nous raisonnonssur le programme, l'a�etation de la nouvelle valeur à i doit aussi être � propagée � à ∗jqui vaut don maintenant 1 dans l'appel suite( ∗j) . �Un prérequis à et objetif est de déeler tous les alias d'un objet en tout point d'unprogramme. Malheureusement, e problème est indéidable pour les langages, tels SubextC ,qui disposent de l'a�etation, d'instrutions onditionnelles et itératives et de mémoiredynamique.Plus préisément, l'analyse d'alias dans un programme onsiste généralement à déter-miner s'il existe une exéution du programme telle que deux noms x et y sont des aliasd'un même objet en un point partiulier du programme12. Le problème de déterminerquels sont les hemins exéutables d'un programme étant lui-même indéidable, il est tra-ditionnel en analyse statique d'ignorer les onditions des instrutions de ontr�le de �otet don de onsidérer que tout hemin dans un programme est exéutable. Malgré ela,W. Landi (1992) a montré que l'analyse d'alias ainsi dé�nie, pour un programme, mêmeréduit à un seul sous-programme non réursif, érit dans un langage disposant d'alloationde mémoire dynamique, de strutures de données réursives et des instrutions ondition-nelles et itératives, est indéidable13. Plus tard, V. T. Chakaravarthy (2003) a étendu erésultat aux langages omportant uniquement des variables salaires, i.e., dépourvus destrutures et de tableaux14.Par onséquent, en pratique, les analyses d'alias automatiques se bornent à approxi-mer les ensembles réels d'alias. Les méthodes existantes herhent un ompromis entree�aité et préision. De même que la omplexité des analyses varie de linéaire à dou-blement exponentielle, leur préision dépend de nombreux fateurs qui peuvent aider à12Une variante de l'analyse d'alias est de déterminer si deux noms x et y sont alias en un point partiulierdu programme pour toutes les exéutions de elui-i. Ce problème est onnu pour être plus di�ile.13La démonstration repose sur une rédution du problème de l'analyse d'alias au � problème de l'arrêt �.14L'auteur réduit le problème de l'analyse d'alias à elui, indéidable, de savoir si un polyn�me àplusieurs variables ave oe�ients entiers possède des raines entières (e problème est aussi onnuomme le dixième problème de Hilbert).



5.1. Raisonner sur les e�ets de bord 85lasser la profusion de méthodes hétérolites à la terminologie onfuse. À titre d'exemple(voir [Hind, 2001℄ pour un panorama plus omplet), les méthodes d'analyse d'alias peuventtenir ompte des instrutions de ontr�le de �ot (e.g., [Choi et al., 1993℄), ou ne pas entenir ompte, puis se partager entre elles qui traitent l'a�etation omme étant bidire-tionnelle (e.g., [Steensgaard, 1996℄) et elles pour qui l'a�etation est unidiretionnelle(e.g., [Andersen, 1994℄), et.Souvent utilisée à des �ns d'optimisation des programmes par les ompilateurs, l'ana-lyse d'alias, pour être valide, doit être onservative (safe) du point de vue de la ompila-tion, 'est-à-dire qu'elle ne doit pas onduire à des optimisations erronées. Très souvent,e ritère se traduit onrètement par une approximation qui surestime l'ensemble réeldes alias. Cependant, dans notre as, nous ne pouvons pas nous ontenter d'une approxi-mation : la onnaissane exate des alias dans un programme nous est néessaire pourdéterminer préisément quelles sont les variables a�etées par un e�et de bord. Nous at-tendons d'une analyse d'alias qu'elle nous indique si, pour une exéution donnée, deuxnoms dans un programme sont alias en un point partiulier du programme. En e�et, ilserait tout aussi inorret d'ignorer un e�et de bord sur une variable v pare que nousignorons que v est un alias de l'objet dont l'état a hangé, que de modi�er la valeur de vpare que nous royons à tort que ette variable est liée à l'objet modi�é. Dans les deuxas, par sous-estimation ou surestimation de l'ensemble réel des alias, la tradution enéquations des programmes pourrait être erronée.5.1.2 Approhes existantes : raisonner malgré toutFae au onstat dressé dans la setion préédente, il n'est pas étonnant que les pro-grammes manipulant des pointeurs dé�ent l'analyse statique depuis des déennies. Laformalisation du raisonnement sur les pointeurs est toujours l'objet d'atives reherhes.Une façon de restreindre quelque peu le problème, tout en gardant un intérêt pra-tique manifeste, est de onentrer les e�orts sur les strutures de données ave pointeurs.Néanmoins, même dans e adre limité, les strutures de données réursives représententun nombre potentiellement in�ni d'objets. Par onséquent, l'automatisation des analysesrélame une approximation �nie du nombre de es objets. Deux voies sont prinipalementexplorées dans e sens, haune apportant son ontingent de situations d'éhe :� Les strutures de données peuvent être limitées à une profondeur arbitrairement�xée (k-limiting). Cependant, lorsqu'un élément de la struture au-delà de la limitedevient un alias, tous les éléments suivants le deviennent aussi et il s'en suit uneanalyse erronée du programme.� Plusieurs objets, éventuellement une in�nité d'objets, peuvent être fusionnés en unseul. Cette tehnique onduit à des strutures de données dont la préision de lareprésentation est morelée. Elle a ainsi tendane à introduire de faux yles et nepermet pas, par exemple, de distinguer entre une liste linéaire et une liste ylique.D'autres approhes ont renoné à l'automatisation pour proposer des méthodes exatessouvent plus expressives dans les propriétés de programmes qu'elles permettent de formu-ler. Outre l'automatisation et la préision, les approhes de la véri�ation de programmes



86 Chapitre 5. SOSSubextCmanipulant des pointeurs di�èrent par leurs domaines d'appliation et leur apaité d'ex-tension.Logique des listes haînéesCette logique (Linked Lists Logi [Ranise et Zarba, 2005℄ ou LLL) est on�née au rai-sonnement sur les programmes manipulant des listes haînées. Elle permet d'exprimer despropriétés sur la struture des listes (e.g., existene d'un yle, aessibilité des ellules)ainsi que sur les données ontenues dans les listes. La modularité de LLL lui permet d'êtreétendue par d'autres logiques.LLL manipule des � on�gurations de mémoire � (i.e., des fontions assoiant desadresses à des ellules de la mémoire) qui apparaissent expliitement dans les formules dela logique. Les auteurs montrent que le problème de la satisfaisabilité d'une formule de lalogique est déidable. L'algorithme de déision suggéré est NP-omplet.Cette logique peut être utilisée pour annoter dans le style de la logique de Floyd-Hoare, notamment ave des invariants de boule, des programmes érits dans un langageimpératif simpli�é a�n d'en montrer la orretion partielle.Logique des assertions sur pointeursA. Møller et M. I. Shwartzbah (2001) utilisent la notation formelle PAL (PointerAssertion Logi) pour annoter un programme impératif. Le programme et ses annota-tions sont transformés en un automate. La orretion du programme est ensuite véri�éeautomatiquement ave l'outil PALE (Pointer Assertion Logi Engine). Si la véri�ationéhoue, un ontre-exemple est exhibé. Toutefois, l'algorithme de déision n'est pas � élé-mentairement réursif �, i.e., auune puissane d'exponentielles de hauteur �nie ne peuten borner la omplexité. En onséquene, ertains programmes ne peuvent pas être véri�ésen un temps raisonnable.Le domaine d'appliation reouvre une intéressante lasse de strutures de données in-luant, entre autres, les listes doublement haînées et di�érentes sortes d'arbres. Des pro-priétés sur les données ontenues dans les strutures (e.g., la liste est-elle triée ?) peuventaussi être formulées, au prix de modi�ations peu naturelles dans les strutures de données.Pour pallier les di�ultés qu'introduisent les boules et la réursivité, la méthode requiertla spéi�ation d'invariants détaillés. Cei rend la méthode inappropriée pour de grandsprogrammes et la réserve pour la véri�ation de types de données dont l'implantation estritique.Analyse des formesLes questions auxquelles l'analyse des formes (shape analysis) herhe à répondreonernent prinipalement le omportement struturel des strutures de données (e.g.,l'arbre en entrée du programme est-il enore un arbre en sortie ?) et plus généralement lespropriétés qui néessitent de savoir quels éléments d'une struture sont aessibles depuisun élément donné. Subsidiairement, e type d'analyse peut véri�er ertaines propriétéssur les alias et le partage d'éléments entre struture de données allouées dynamiquement.



5.1. Raisonner sur les e�ets de bord 87L'algorithme présenté dans [Sagiv et al., 1998℄ assoie à haque état d'un programmeun graphe des on�gurations de la mémoire. Pour que l'analyse termine, le nombre den÷uds du graphe doit être �ni. En présene de boules, l'analyse ne rélame pas d'invariantmais e�etue une approximation : les ellules de la mémoire qui ne sont pas pointées pardes variables sont fusionnées en un même n÷ud. Cette approximation peut onduire à defaux rejets.Dans [Sagiv et al., 2002℄, les auteurs présentent une analyse des formes paramétrableselon la struture de données observée ou le niveau de préision désiré. En prinipe, lalasse de strutures de données analysable est très rihe, e.g., plus rihe que elle dela logique des assertions sur pointeurs. Cependant, haque nouvelle struture de donnéesexige la dé�nition, et la preuve de orretion, d'un ensemble d'ations élémentaires propresà la méthode. Le raisonnement sur les données des strutures est astreint au même typede ontraintes. L'analyse est fondée sur la représentation de la mémoire par des struturesdans une logique à trois états. L'avantage de disposer d'une logique à trois états est delairement distinguer le vrai et le faux de l'indéterminé.Logique des e�etsCette branhe des reherhes pour raisonner sur les programmes impératifs ave e�etsremonte aux premiers travaux de Ian A. Mason sur les données mutables en Lisp. Lalogique des e�ets (Variable Typed Logi of E�ets ou VTLoE) axiomatise une relationd'équivalene opérationnelle pour des programmes fontionnels ave des traits impéra-tifs [Honsell et al., 1995; Mason, 1997℄. Cette logique, onçue pour montrer la divergened'un programme ou bien son équivalene ave un autre, permet aussi d'exprimer une rihevariété de propriétés. La logique est omplète dans sa variante du premier ordre.La logique, enore en phase de développement, ne esse d'évoluer et plusieurs pro-blèmes restent ouverts. Parmi eux-i, les auteurs posent elui d'inlure des quanti�a-teurs permettant de raisonner de façon moins globale sur la mémoire pour ne désignerque les ellules � loales � au ontexte ourant.Raisonnement loalUne partie des di�ultés renontrées par les préédentes méthodes vient de l'obligationde raisonner sur la totalité de la mémoire. Le raisonnement loal (appelé aussi separationlogi [O'Hearn et al., 2001; Reynolds, 2002℄) est une extension de la logique de Floyd-Hoare pour raisonner sur les pointeurs. Dans ette dernière, la règle de l'a�etation,notamment, n'est plus valide en présene d'alias. Le prinipal apport de la logique deséparation est l'introdution d'une � onjontion de séparation � qui déoupe une formuleen plusieurs sous-formules vraies pour des parties disjointes d'une struture de données.Cette solution permet de raisonner � loalement � sur des segments indépendants de lamémoire et permet ainsi des preuves souvent suintes.La logique de séparation peut représenter tout type de struture de données, l'arith-métique des pointeurs, la libération expliite de mémoire et le partage des variables dansun adre onurrent. L'expressivité de la logique est néanmoins jugulée par son auto-matisation. Pour l'instant, seuls des sous-ensembles de la logique, e.g., soit spéi�ques



88 Chapitre 5. SOSSubextCaux listes haînées [Berdine et al., 2004℄, soit restreints à des programmes sans boulespour une lasse réduite d'assertions [Berdine et al., 2005℄, se sont avérés déidables. Parl'intermédiaire d'une tradution vers la logique du premier ordre [Calagno et al., 2005℄,le sous-ensemble spéi�que aux listes haînées peut tirer pro�t des démonstrateurs dethéorèmes existants.Logique d'ordre supérieurUne famille de travaux, dont un desendant est exposé dans [Mehta et Nipkow, 2003℄,reourent à une logique d'ordre supérieur pour modéliser la mémoire omme un ensemblede fontions des adresses vers les valeurs. Cette approhe n'est pas limitée à des struturesde données partiulières et peut s'appliquer à toutes les propriétés d'un programme, i.e.,pas uniquement aux propriétés liées aux pointeurs. Le programme à véri�er est annotédans ette logique et un générateur de onditions de véri�ation produit un ensemble� d'obligations de preuve � à destination d'un système de preuve générique (e.g.,HOL). Ledegré d'automatisation de es preuves est très variable et la question de la satisfaisabilitédes formules de la logique est peu abordée.5.1.3 Relever le dé� dans SOSSubext
CAve le langage SubextC , nous avons introduit la possibilité de former des alias dansles programmes. De e fait, nous sommes onfrontés au problème de l'indéidabilité del'analyse statique des relations d'alias. Pourtant, nous souhaitons dé�nir une axiomatisa-tion exate de la sémantique des programmes SubextC dans la logique équationnelle. Cetteontrainte élimine d'emblée les analyses d'alias fondées sur des approximations : leurniveau de préision limiterait par trop la lasse de programmes aeptée ou les proprié-tés qu'il serait possible de montrer. Les autres approhes dont nous avons onnaissaneontournent le problème de l'indéidabilité d'une analyse statique des alias et de l'es-pae non borné de reherhe en le déplaçant dans la logique onstitutive de la méthode,elle-même indéidable. Prinipalement, deux situations se renontrent :� Dans les logiques de type Floyd-Hoare, l'obligation de fournir des invariants permetde raisonner sur les programmes ave boule et réursivité omme si les programmesn'en omportaient pas15. En e�et, dans le as d'une boule, par exemple, il su�t deprouver que l'invariant de boule est vrai après une exéution du orps de la bouleen supposant qu'il est vrai juste avant la boule. Une boule est ainsi ramenée à unfragment de programme sans itération.� Les autres logiques, e.g., la logique de séparation, la logique des e�ets, les logiquesd'ordre supérieur, sont des logiques non standard omportant des règles d'inféreneet des axiomes ad ho pour raisonner sur les pointeurs et la mémoire.Pour SOSSubextC , nous avons dû éarter les solutions mises en ÷uvre dans les autresméthodes ar elles ne orrespondent pas aux objetifs que nous nous sommes �xés :15Cei à ondition de ne onsidérer que la orretion partielle d'un programme. La terminaison duprogramme doit être montrée en sus.



5.1. Raisonner sur les e�ets de bord 89� La logique ible de l'axiomatisation des programmes demeure la logique équation-nelle. Sans revenir sur les raisons initiales du hoix de la logique équationnelle,exposées en Setion 2.5.5, nous soulignons que ette logique ne ironsrit pas lespropriétés de programmes qu'il est possible d'exprimer à la question des struturesde données, omme peuvent le faire des logiques plus spéialisées, e.g., la logiquedes listes haînées. Cependant, à la di�érene des logiques spéi�ques, la logiqueéquationnelle ne possède pas, en propre, les nouveaux méanismes que nous in-troduisons dans le langage Subext
C
. Par exemple, auparavant, la notion d'appel parvaleur trouvait un équivalent naturel dans la logique équationnelle en l'appliationd'un symbole de fontion. L'équivalene ne sera pas aussi direte ave l'appel parréférene et les e�ets de bord sur les listes : nous devrons les simuler en ombinantles méanismes existants, plus fondamentaux, de la logique équationnelle.� Les programmes ne sont pas annotés. L'annotation d'un programme, en raison dela reherhe des invariants, est une tâhe souvent aussi di�ile que la preuve de laorretion du programme elle-même. Dans notre approhe, nous travaillons direte-ment sur le ode soure a�n d'automatiser la tradution en équations du programme.De plus, ei permet de mieux distinguer l'ativité de programmation de elle de lapreuve.� La mémoire n'est pas modélisée dans la logique. La majorité des approhes est assor-tie d'un modèle de la mémoire des programmes qui sert de support au raisonnementsur les pointeurs. Dès lors, la mémoire apparaît expliitement dans les formules etles règles d'inférene de la logique. Bien qu'une modélisation de la mémoire soit en-visageable en logique équationnelle, omme l'attestent, par exemple, J. A. Goguenet G. Malolm (1996) qui édi�ent leur méthode pour la preuve de programme surune abstration de la mémoire (appelée store et qui assoie des entiers à des ex-pressions de leur langage de programmation), e proédé omplique la théorie danslaquelle les preuves de programme sont onduites. La néessité de quanti�er sur lamémoire obsurit l'énoné des équations du programme et de ses propriétés. Enoutre, les shémas d'indution sur les listes ne sont plus aussi intuitifs que lorsqu'ilsse déduisent de la dé�nition usuelle du type de données réursif pour les listes.� Les programmes ne sont pas omplets. La plupart du temps, SOSSubextC sera appliquéà des olletions de sous-programmes plut�t qu'à un programme omplet, i.e., unprogramme ave un sous-programme prinipal servant de point d'entrée dans leprogramme (e.g., la fontion main en langage C). En onséquene, au ours del'analyse statique, nous ne onnaissons pas tous les ontextes d'appel des sous-programmes. Le programme de tri par fusion de la Figure 1.6 (Page 19) est unexemple de programme inomplet, pour lequel nous ne savons pas dans quel ontextesera appelé le sous-programme mergeSort .Parmi les ontraintes que nous venons d'énumérer, nous renonçons à modéliser lamémoire expliitement dans l'axiomatisation de la théorie des programmes. Pourtant, aveles listes et l'opérateur de réation de maillon add , le langage SubextC dispose d'alloationdynamique de mémoire. Or, omme l'a�rment S. Horwitz et al. (1989), l'analyse statique



90 Chapitre 5. SOSSubextCd'un programme ave alloation dynamique de mémoire rélame la notion de ellule dela mémoire. En e�et, les variables du programme ne su�sent plus à nommer tous lesemplaements de la mémoire aessibles au programme. Pour résoudre e problème, nousadoptons un shéma de nommage pour les ellules de la mémoire dynamiquement allouées.Cette tehnique nous permet de nommer tous les objets aessibles à un programme etde leur assoier des variables de la logique pour les désigner dans les équations produitespar l'axiomatisation du programme (f. Setion 5.2.1). Ainsi, nous serons apables defaire apparaître les maillons des listes au fur et à mesure que le programme y aède (f.Setion 5.2.2).Le hoix d'exprimer, sans modèle de la mémoire, les sous-programmes SubextC ommedes fontions de transfert, des données en entrée vers les données en sortie, implique quenous ne modéliserons pas non plus dans la logique ible les méanismes de réation etde modi�ation des alias. Par onséquent, 'est pendant l'axiomatisation que l'analysedes alias sera onduite. A�n qu'elle soit automatique, nous serons amenés à poser desprérequis sur l'existene et la formation des alias dans les programmes SubextC (l'Annexe Bo�re une synthèse des prérequis présentés au �l du texte).D'autre part, nous souhaitons aussi traiter les programmes inomplets. Cei nousinterdit de mener une analyse interproédurale16 signi�ative puisque, dans es onditions,le ontexte d'appel d'un sous-programme peut ne pas être onnu. Nous avons don déidédans SOSSubC d'analyser haque sous-programme indépendamment des autres. Ce pointde vue était valide dans SOSSubRC étant donné que le langage SubC ne omportait quedes fontions ave appel par valeur. Ainsi, les fontions étaient insensibles au ontextede l'appel, i.e., le résultat était entièrement déterminé par les valeurs des paramètres aumoment de l'appel de la fontion. En raison des possibilités d'alias, la situation est hangéeave SOSSubextC : les alias dans le ontexte d'appel peuvent in�uer sur le omportementd'un sous-programme relativement à des entrées de mêmes valeurs17 (f. Exemple 5.4).Or, en l'absene du ontexte d'appel, les ombinaisons d'alias sont trop nombreuses (voirenon bornées dans le as des listes) pour être systématiquement prises en ompte lors del'analyse d'un sous-programme. Pour ontourner ette impossibilité et mener une analyseintraproédurale exate, nous imposerons des restritions sur les alias qui portent sur lesparamètres des sous-programmes SubextC avant un appel (f. Setions 5.2.2 et 5.3.2). Nousverrons aussi, Setion 5.2.2, que le même type de prérequis sera néessaire, en présenede boules, sur les variables d'un sous-programme.Exemple 5.4 (in�uene des alias du ontexte d'appel). Soit le sous-programme Csuivant :
int modifierTete(LIST La, LIST Lb) {

La->element = 1;
Lb->element = 2;
return La->element;

}16Type d'analyse qui reoupe les informations olletées sur l'ensemble des sous-programmes exami-nés ; par opposition aux analyses intraproédurales qui examinent haque sous-programme séparément enabstrayant les ontextes d'appel, e qui implique généralement une perte de préision.17La valeur d'une liste se omprend ii omme la séquene des valeurs des éléments qui la omposent.



5.2. Listes mutables 91
La

Lb

0

0(a) Lb 0

La (b)Fig. 5.1 � In�uene du ontexte d'appelLe type LIST est dé�ni omme à la Figure 1.2 de la Page 7. Les deux premières instru-tions du sous-programme modifierTete a�etent 1, respetivement 2, au ontenu dupremier élément de La , respetivement Lb. Considérons les deux ontextes d'appel de laFigure 5.1, ave une représentation � boîtes et �èhes � des pointeurs.Dans les deux ontextes, la valeur des listes est : La = 0 · null et Lb = 0 · null.Ave le ontexte (a), après l'appel modifierTete(La, Lb) , les nouvelles valeurs sont :
La = 1 · null et Lb = 2 · null. La valeur renvoyée par le sous-programme est don 1.Par ontre, ave le ontexte (b), après le même appel modifierTete(La, Lb) ,les nouvelles valeurs sont : La = 2 · null et Lb = 2 · null. La fontion renvoie don lavaleur 2.La di�érene de omportement du sous-programme sur des entrées de � même valeur �s'explique par l'existene d'un alias entre La et Lb dans le ontexte (b). Sans ette infor-mation, la valeur de retour du sous-programme ne peut être déterminée. C'est préisémentette information qui manque lorsque le programme à analyser est inomplet. �Cette présentation de SOSSubext

C
ne serait pas omplète sans mentionner l'abandon dela réériture dans le système SOSSubextC . La dé�nition du système n'est plus donnée sousla forme d'un système de réériture. Le plus grand nombre et la plus grande omplexitédes strutures de données et algorithmes néessaires à l'expression de SOSSubextC auraientrendu le système de réériture peu ompréhensible et peu pratique à manipuler ; sansmême mentionner les performanes d'exéution médiores que nous aurions obtenues enimplantant SOSSubextC sous ette forme.Suite à l'abandon de la réériture, les étapes de transformation des programmes SubCen terme et de réériture des termes sont fusionnées dans la nouvelle implantation deSOSSubext

C
. L'étape de génération des équations à partir des environnements des sous-programmes subsiste.5.2 Listes mutablesDans SOSSubRC , le type liste se omporte similairement aux listes des langages deprogrammation fontionnels. Bien que les listes soient des séquenes d'éléments, ellesonstituent un type � atomique � : i.e., l'ensemble de la séquene est une unique valeur.Par exemple, le langage ne permet pas de modi�er la valeur d'un élément partiulier sansonstruire une nouvelle liste, ou enore, l'a�etation d'une liste à une autre implique lareopie de tous les éléments de la liste a�etée, il en va de même lorsqu'une liste est passéeen paramètre d'une fontion.



92 Chapitre 5. SOSSubextCLes objets mutables d'un programme sont les objets qui peuvent hanger d'état auours du programme. Nous avons souligné les béné�es qu'apporte l'introdution d'un typede liste mutable dans un langage de programmation (f. Setion 5.1) et nous avons illustrépar l'exemple du tri par fusion l'emploi de e type de données (f. Setion 1.1.2). Miseà part leur indéniable e�aité, e type d'objets mutables est ommunément disponibledans les langages impératifs et présente à e titre un intérêt pour notre méthode.Nous présentons dans ette setion les ajouts faits au langage SubC a�n d'inlure leslistes mutables. Nous ommençons par les aspets syntaxiques à la Setion 5.2.1. Nouspoursuivons ave la sémantique des nouvelles onstrutions du langage en Setion 5.2.2où nous détaillons aussi les prérequis qu'elles imposent. En�n, la Setion 5.4 dérit ladernière étape de l'axiomatisation des programmes érits en SubextC : la formulation deséquations.5.2.1 Représentation des listes mutablesNous introduisons ave SOSSubextC les listes mutables. Il s'agit d'une struture dedonnées réursive ave pointeur suivant le modèle du type LIST (en langage C) de laFigure 1.2 (Page 7). Ainsi, une liste est un pointeur, nous dirons aussi une référene, surun maillon de liste. Un maillon est omposé d'un hamp element et d'un hamp next .Le hamp element aepte indi�éremment un objet de type liste ou de type entier. Lehamp next est une liste. Un maillon n'est pas en soi un type du langage : seuls seshamps element et next sont aessibles par l'intermédiaire d'une référene sur unmaillon, i.e., un objet de type liste.Le langage Subext
CLe langage SubextC est une extension du langage SubC dans laquelle le type list estmodi�é a�n de orrespondre aux listes mutables des langages impératifs et dans laquellenous disposons d'un passage des paramètres par référene (et ajout au langage SubC esttraité séparément dans la Setion 5.3). Exepté es extensions, le langage est inhangé.Nous retrouvons les trois opérations spéi�ques aux listes du langage SubC, mais aveune sémantique di�érente (nous supposons que L est une liste) :� Comme attendu, element(L) renvoie la valeur du hamp element du maillonréférené par L, 'est-à-dire la tête de la liste L. Notons que dans le as où la têteest elle-même une liste, 'est une référene qui est renvoyée.� Sur le même prinipe, next(L) renvoie la valeur du hamp next du maillon réfé-rené par L, 'est-à-dire la queue de la liste L. Cette fois enore, la valeur renvoyéeest une référene sur une liste.� En�n, add(elt, L) permet d'allouer dynamiquement un nouveau maillon et ren-voie une référene sur elui-i. Les hamps element et next du nouveau maillonsont initialisés, respetivement, à elt et L.Nous poursuivons l'inventaire ave les deux nouveaux opérateurs de mutation sur leslistes :



5.2. Listes mutables 93� L'opérateur ->element est appliqué à un objet de type liste en membre gauhed'une a�etation. Il permet d'a�eter une nouvelle valeur au hamp element dumaillon référené par la liste à laquelle il s'applique. Par exemple, pour modi�er lavaleur de l'élément en tête de la liste L, nous érirons : L->element = valeur .Autre exemple, L->element ->element permet d'aéder à l'élément en tête dela liste L->element qui est elle-même le premier élément de la liste L (L est donune liste de listes).� De même, l'opérateur ->next permet d'a�eter une nouvelle valeur au hamp nextdu maillon référené par la liste à laquelle il s'applique. Par exemple, pour modi�erla liste en queue de L, nous érirons : L->next = valeur .Bien sûr, les deux opérateurs peuvent être ombinés pour modi�er le hamp souhaité d'unmaillon quelonque d'une liste, e.g., L->next ->element permet de hanger la valeurdu deuxième élément de la liste L.En�n, nous omplétons par l'a�etation entre listes qui est maintenant l'a�etationd'une référene à un pointeur : il n'y a don plus de reopie de la liste a�etée omme'était le as dans SOSSubRC . Le membre gauhe d'une a�etation entre listes est toujoursune variable du programme ; éventuellement, une ombinaison des opérateurs de mutationa pu être appliquée à la variable. Ainsi, une a�etation telle que f() = L , où f est unefontion renvoyant une liste, n'est pas orrete.Note 5.5. D'une manière générale, nous imposons que les listes renvoyées par des sous-programmes soient toujours a�etées avant d'être utilisées. Notamment, nous n'aeptonspas que la valeur de retour d'un sous-programme, lorsqu'elle est de type liste, soit di-retement passée en paramètre d'un autre sous-programme, omme dans g(f()) , ave
g un sous-programme ou un opérateur du langage prenant une liste en paramètre. Ceomportement n'est pas restritif puisqu'il est toujours possible d'employer une variableloale omme intermédiaire : e.g., L = f(); g(L) .Shéma de nommageAve l'introdution des pointeurs pour les listes mutables et en présene d'alloationdynamique (ave l'opérateur add ), toutes les valeurs aessibles à un programme ne sontplus désignées uniquement par les variables du programme. A�n de raisonner sur lesellules mémoires réées dynamiquement et d'être en mesure de les omparer pour déteterles alias potentiels, nous donnons un nom à es objets anonymes. Le r�le du shéma denommage est double :� nommer de manière unique les éléments des listes manipulés par un sous-programme(voir l'Exemple 5.6 as 1) ;� nommer de manière unique toutes les référenes aessibles à un sous-programme(voir l'Exemple 5.6 as 2).Exemple 5.6 (nommer les anonymes). Soit le sous-programme anonymes suivant :



94 Chapitre 5. SOSSubextC1 list anonymes( list L) {2 list La;3 int i;45 i = element(L);6 L = add(1, add(2, NULL));7 La = next(L);8 L = NULL;9 ...10 }Le sous-programme anonymes illustre deux situations dans lesquelles apparaissent desobjets anonymes.1. En ligne 5 du sous-programme, la variable i prend la valeur de l'élément en tête de laliste L. Or, ette liste étant passée en paramètre de anonymes , nous ne onnaissonsdon pas la valeur a�etée. Pour poursuivre l'analyse, nous ne pouvons pas onserverl'information i = element(L) telle quelle. En e�et, ette assertion serait déjàfausse à la ligne suivante puisque la valeur de L est modi�ée. Notre solution onsisteà donner un nom, unique et invariable, aux éléments des listes passées en paramètre.Dans et exemple, nous aurions nommé e1L
l'élément onsidéré, et e, du début àla �n du sous-programme. L'analyse se poursuit alors ave i = e1L

. Le nom e1L
estonstruit à partir du nom de la liste (ii, L) et du rang de l'élément dans la liste(ii, il s'agit du premier élément de la liste L).2. En ligne 6 du sous-programme, deux nouveaux maillons sont réés. Ces objets n'ontpas de nom propre et doivent, pour l'instant, être manipulés par l'intermédiaire dela variable L. Lorsqu'à la ligne suivante, La pointe sur la queue de L, entre autres,nous pouvons envisager de :� donner pour valeur à La elle du maillon pointé (e.g., La = (2,null)), maisnous perdons alors la relation qui existe entre L et La ;� garder l'information sous la forme d'une expression de pointeur telle qu'elleapparaît dans le sous-programme (La = next(L)) : il faudra alors la mettreà jour si L est modi�ée (en e�et, à la ligne 8 par exemple, l'expression neserait plus orrete) et manipuler des expressions de pointeur de plus en plusomplexes dans la suite de l'analyse.Notre solution est de faire apparaître expliitement au ours de l'analyse les ré-férenes sur les maillons ainsi réés. Dans et exemple, nous aurions nommé lesréférenes sur les maillons : ref1 = (2,null) et ref2 = (1, ref1). Cela permet d'as-soier à La un nom plut�t qu'une expression de pointeur (i.e., La = ref1) et degarder la relation d'alias qui lie next(L) et La (en e�et, L = ref2 = (1, ref1) etdon next(L) = ref1 = La). �Plusieurs shémas de nommage des objets anonymes ont déjà été proposés, provenantnotamment des travaux sur l'analyse des alias ou l'analyse des formes [Larus et Hil�nger,



5.2. Listes mutables 951988; Choi et al., 1993℄. Chaque fois, le shéma est étroitement lié à l'analyse à laquelleil sert de support. L'objetif est souvent de pouvoir modéliser n'importe quel type destruture de données dynamiquement allouée. De e fait, leurs shémas de nommage sontonçus pour aompagner la représentation statique de toutes les on�gurations mémoireproduites par un programme donné. Comme dans le as de l'analyse d'alias, se pose leproblème des strutures de données potentiellement non bornées, e qui omplique lasémantique des shémas de nommage.Pour e qui nous onerne, deux partiularités de notre méthode ontribuent favora-blement à l'élaboration d'un shéma de nommage simple :� Dans SubextC , la seule struture de données allouée dynamiquement est le type deslistes mutables. Le shéma de nommage sera don restreint à la représentation dee type. Néanmoins, les listes sont su�samment expressives, à défaut d'être lesplus appropriées, pour oder toutes les autres strutures de données (e.g, arbres,graphes).� L'impossibilité de borner la taille des strutures de données manipulées par lesprogrammes provient des méanismes d'itération et de réursivité des langages deprogrammation. Or, nous disposons des mêmes méanismes (l'itération étant vueomme une forme partiulière de réursivité) dans la logique équationnelle. Alors queles autres méthodes herhent à représenter les strutures de données en extension,i.e., en énumérant tous leurs éléments, la réursivité nous libère de ette obligation.Nous donnons maintenant la dé�nition de notre shéma de nommage pour les élémentsdes listes et les référenes allouées dynamiquement.Éléments nommés de listeDé�nition 5.7 (rang). Soient l une liste non vide dans laquelle tous les éléments sontidenti�és de manière unique et e un élément de la liste l. Le rang de e dans la liste l est
rang(e, l, 1), où rang est réursivement dé�ni omme suit :� rang(e, e · l, r) = r ;� si e1 est un élément de type entier tel que e et e1 ne soient pas les mêmes éléments,alors rang(e, e1 · l, r) = rang(e, l, r + 1) ;� si e1 est une liste telle que e soit di�érent de e1 et e ne soit pas un élément de e1,alors rang(e, e1 · l, r) = rang(e, l, r + 1) ;� si e1 est une liste telle que e soit di�érent de e1 et e soit un élément de e1, alors

rang(e, e1 · l, r) = r : rang(e, e1, 1).De la dé�nition, il déoule que le rang d'un élément est unique. Pour identi�er leséléments d'une liste L, nous leur donnons un nom qui dépend de leur rang dans L.Dé�nition 5.8 (éléments nommés d'une liste). Soit L une liste. Nous nommons erLl'élément de rang r dans la liste L. Nous nommons lrL
la sous-liste de L dont le premierélément a pour rang r. Nous appelons erL

et lrL
des éléments nommés de liste et Eltnoml'ensemble de tous les éléments nommés d'un sous-programme.
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eL1
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L (a)
eL′
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L′

eL′

1:2:1
eL′

1:2:2

eL′

1:1
lL′

1:3(b)Fig. 5.2 � Éléments nommésCe shéma de nommage permet de représenter toutes les listes ayliques en énuméranttous les éléments nommés de la liste selon l'ordre lexiographique de leur rang.Dé�nition 5.9 (liste nommée). Une liste nommée est réursivement dé�nie à partirde la notion d'élément nommé omme suit :liste nommée ::= null | élément nommé | élément nommé · liste nomméeExemple 5.10 (éléments et listes nommés). Nous donnons en Figure 5.2 deuxexemples de listes, L et L′, représentées dans le format boîtes et �èhes. Boîtes et �èhessont étiquetées par les éléments nommés qui leur orrespondent.Dans (a), la valeur de la liste L sous une forme fontionnelle est : L = e1L
· e2L

·null.Il s'agit don d'une liste omportant deux éléments, e1L
et e2L

, qui sont soit des entiers,soit des listes. L'élément nommé l3L
orrespondrait ii à la liste vide du dernier maillonde L.Dans (b), la valeur de la liste L′ sous une forme fontionnelle est :

L′ = (e1:1L′
·(e1:2:1L′

· e1:2:2L′
·null) · l1:3L′

) · e2L′
·nullPar ommodité, nous avons mis entre parenthèses les sous-listes. Le nom des élémentsserait ependant su�sant pour déduire ette information. L'élément nommé l1:3L′

repré-sente une sous-liste de L′, éventuellement vide. Les deux éléments de L′ qui sont aussi deslistes sont :
e1L′

= l1:1L′
= e1:1L′

·(e1:2:1L′
· e1:2:2L′

·null) · l1:3L′et
e1:2L′

= l1:2:1L′
= e1:2:1L′

· e1:2:2L′
·null .

�Référenes nommées de maillon de liste Un maillon de liste est un ouple ompor-tant un élément de liste et une référene sur le maillon suivant. Chaque fois qu'un nouveaumaillon sera aessible au programme, notamment suite à une alloation dynamique parl'opérateur add , nous lui assoierons une référene nommée.Dé�nition 5.11 (référene nommée et maillon de liste). Une référene nommée estun nom onstruit sur le modèle de refn, ave n ∈ �∗. Référenes de liste et maillons sont



5.2. Listes mutables 97dé�nis omme suit :référene de liste ::= null | référene nomméemaillon ::= référene de liste · référene de liste
| entier · référene de liste
| null
| élément nomméExemple 5.12 (référenes nommées et maillons). La représentation d'une liste parun haînage de maillons fournit un modèle de la mémoire dynamique manipulée par lesprogrammes. Dans e modèle, la mémoire est un ensemble de ellules identi�ées par leuradresse. Les maillons des listes sont les ellules de la mémoire. Chaque maillon est identi�épar une référene nommée. La mémoire dynamique d'un programme sera don pour nousun ensemble de ouples référene-maillon.Nous onsidérons à nouveau les deux listes de la Figure 5.2 et nous donnons leurreprésentation sous forme de référenes nommées de maillon :(a) {(ref1, ref2 · ref3), (ref2, e1L

), (ref3, ref4 ·null), (ref4, e2L
)} ave L = ref1 ;(b) {(ref1, ref2 · ref3), (ref2, ref4 · ref5), (ref3, ref6 ·null), (ref4, e1:1L′

), (ref5, ref7 · ref8),
(ref6, e2L′

), (ref7, ref9 · ref10), (ref8, l1:3L′
), (ref9, e1:2:1L′

), (ref10, ref11 ·null),
(ref11, e1:2:2L′

)} ave L′ = ref1 .Les ensembles de ouples i-dessus représentent des mémoires ontenant les listes L et L′,respetivement. Les référenes nommées sont ii notées ref1 jusqu'à ref11. �Nous disposons ainsi, ave les listes nommées et les référenes nommées de maillonde liste, de deux représentations des listes. La première, dite des listes nommées, serautile pour manipuler la valeur d'une liste sous forme fontionnelle (f. Exemple 5.10). Laseonde, dite des référenes nommées, permet de modéliser les listes telles que les pro-grammes les manipulent dans la mémoire : un ensemble d'adresses, i.e, les référenes nom-mées, assoiées à des ellules de la mémoire, i.e., les maillons de liste (f. Exemple 5.12).Une opération de reonstitution de la valeur d'une liste nous permet de passer de lareprésentation par référenes nommées à la représentation par listes nommées (f. Dé�ni-tion 5.20 Page 100).5.2.2 Sémantique de Subext
C : listes mutablesDans SOSSubRC , la sémantique de SubC est dé�nie par les modi�ations qu'entraînentles onstrutions du langage dans un environnement. Ce dernier est une représentation,ompate et appropriée à la réériture, d'un ensemble d'équations. Pour SubextC , nousenrihissons la notion d'environnement a�n de donner un sens aux nouvelles onstrutions.En e�et, elles-i néessitent de pouvoir représenter et manipuler la notion de référene surun maillon de liste. La sémantique des onstrutions ommunes à SubC et SubextC ne hangepas et se transpose aisément dans les environnements étendus. Nous ne nous attarderons



98 Chapitre 5. SOSSubextCdon que sur les onstrutions partiulières à SubextC . Nous traitons dans ette setion deslistes mutables. Les appels par référene sont étudiés dans la Setion 5.3.Nous ommençons par donner la dé�nition des environnements qui serviront à exprimerla sémantique du langage SubextC . Nous dé�nissons aussi les opérations fondamentalessur es environnements étendus. Dans la Setion 5.2.2, nous donnons la sémantique desonstrutions ayant trait aux listes mutables dans des programmes dépourvus de boules etde réursivité. Nous verrons alors quels aménagements sont néessaires pour réintroduirees méanismes.Environnements étendusLes environnements étendus que nous dé�nissons pour SubextC ajoutent prinipalementtrois ensembles à elui des paires variable-valeur qui était déjà disponible dans les envi-ronnements de SOSSubR
C
.Dé�nition 5.13 (environnement étendu). Nous notons :� Vp l'ensemble des paramètres formels d'un sous-programme ;� Vlo l'ensemble des variables loales d'un sous-programme ;� Vf l'ensemble des variables fraîhes (i.e., non déjà utilisées) introduites pour servirde onstantes ;� Vref l'ensemble des référenes nommées utilisées.Un environnement étendu d'un sous-programme est le sextuplet < E ,M,D, F,Vf ,Vref >tel que :� E ⊂ {(var, val) | var ∈ Vlo ∪ Vp et val ∈ Z ∪ Vref}� M ⊂ {(ref , m) | ref ∈ Vref et m est un maillon}� D ⊂ {(var, l) | var ∈ Vp ∪ Vf et l est une liste nommée}� F ⊂ {(var, val) | var ∈ Vf}Nous désignons par Env

ext l'ensemble de tous les environnements étendus.Note 5.14. Pour alléger la notation, nous pourrons omettre de iter Vf et Vref. Nousérirons alors un environnement étendu sous la forme du quadruplet < E ,M,D, F >.L'ensemble E est don l'équivalent de la liste des valeurs des variables d'un sous-programme qui existait dans les environnements de SOSSubRC . C'est l'état des variablesdu sous-programme.L'ensemble M est elui des maillons de liste manipulés par un sous-programme. Ilontiendra non seulement les maillons alloués dynamiquement, mais aussi les maillons deslistes passées en paramètre auxquels aède le sous-programme. Dans M, les listes sont



5.2. Listes mutables 99représentées sous la forme de référenes nommées de maillon. Cet ensemble permet desuivre l'évolution de la mémoire dynamique d'un sous-programme18.L'ensemble D permettra de représenter les listes onstruites hors du sous-programmeet dont la struture est don inonnue. Cet ensemble tient à jour la valeur des listestelles qu'elles sont appréhendées par le sous-programme : n'apparaissent que les élémentsauxquels le sous-programme a aédé par une opération de leture ou d'ériture dans laliste. Dans D, les listes sont représentées par des listes nommées.En�n, F est l'ensemble qui onserve les valeurs des variables fraîhes introduites auours de l'axiomatisation pour servir de onstantes. Elles seront néessaires pour identi�erune liste obtenue suite à un appel de sous-programme (f. Dé�nition 5.31 Page 110).L'interprétation sémantique du orps d'un sous-programme se déroule dans un envi-ronnement étendu initial qui résulte de l'analyse du prototype du sous-programme.Dé�nition 5.15 (environnement étendu initial).Soit {v1, . . . , vn} = {v | v ∈ Vp ∧ type(v) = list }. L'environnement étendu initial d'unsous-programme est le sextuplet < E ,M,D, F,Vf ,Vref > tel que :� E := {(vi, refi) | i = 1 · · ·n} ∪ {(v, ve) | v ∈ Vp ∧ type(v) = int }� M := {(refi, l1vi
) | i = 1 · · ·n}� D := {(vi, l1vi

) | i = 1 · · ·n}� F := ∅� Vf := ∅� Vref := {refi | i = 1 · · ·n}Note 5.16. Nous utilisons la notation ve pour représenter la valeur e�etive de v. Elleest l'équivalent des termes C_EA que nous utilisions dans SOSSubRC .Opérations fondamentales Nous présentons maintenant les opérations fondamentalessur les ensembles qui omposent les environnements étendus. Elles nous serviront dansl'expression de la sémantique des onstrutions de SubextC . Nous ommençons par dé�nirune relation d'appartenane dans les ensembles de ouple qui ne porte que sur le premierélément du ouple (la lé).Dé�nition 5.17 (relation d'appartenane de lé). Soit E un ensemble quelonquede ouples E1×E2, ave E1 et E2 des ensembles quelonques. Soit e ∈ E1, nous dé�nissonsla relation d'appartenane de lé, ∝, omme :
e ∝ E si et seulement si ∃!v ∈ E2 tel que (e, v) ∈ ENous notons 6∝ la négation de ette relation.18L'ensemble M fournit don un modèle pour la mémoire. Cei n'est pas en ontradition ave notreobjetif qui est de ne pas user d'un modèle de la mémoire dans l'axiomatisation des programmes, maisne nous interdit pas de le faire pendant le proessus d'axiomatisation.



100 Chapitre 5. SOSSubextCNous dé�nissons ensuite les opérations qui permettent d'obtenir la valeur assoiée àune variable (ou une référene) dans haun des ensembles d'un environnement étendu,'est-à-dire que, onnaissant le premier élément d'un ouple, nous obtenons le seond.Dé�nition 5.18 (opérations de leture de valeur). Soit var ∈ Vlo ∪ Vp, nous dé�-nissons l'opération de leture de valeur, ValE , telle que :
ValE(< E ,M,D, F >, var) = val si et seulement si var ∝ E et (var, val) ∈ ENous dé�nissons similairement ValM, ValD et ValF . Pour ValM et ValE , nous demandonsen outre que ValM(env,null) = null et ∀n ∈ Z, ValE(env, n) = n et ValM(env, n) = n,pour tout env ∈ Env

ext.Nous aurons aussi besoin de mettre à jour le ontenu des ensembles onstitutifs d'unenvironnement étendu : soit en ajoutant un nouveau ouple, soit en modi�ant la valeurd'une variable (ou d'une référene) d'un ouple déjà présent.Dé�nition 5.19 (opération de mise à jour). Soit E un ensemble quelonque deouples tel que var 6∝ E. L'opération assoiative à gauhe de mise à jour, ⊕, est dé�nieomme suit :� E ⊕ (var, val) := E ∪ {(var, val)} ;� (

E ∪ {(var, v)}
)

⊕ (var, val) := E ∪ {(var, val)}.Nous étendons la dé�nition à la mise à jour de plusieurs ouples vi :
E ⊕ {v1, . . . , vn} := E ⊕ v1 ⊕ . . . ⊕ vnEn�n, nous dé�nissons une opération qui permet de reonstituer la valeur d'une listeà partir d'une référene sur le maillon en tête de la liste. Il su�t de reproduire le haînagedes éléments des maillons présents dans M (l'ensemble des maillons ) en suivant les liensde référene en référene.Dé�nition 5.20 (opération de reonstitution d'une valeur de liste).Soient env = < E ,M,D, F,Vf,Vref > et r ∈ Vref. Nous dé�nissons l'opération de reons-titution de la valeur d'une liste, recons, omme suit :

recons(env, r) :=







































null si ValM(env, r) = null
e

si ValM(env, r) = e ete est un élément nommé
i · recons(env, ref ) si ValM(env, r) = i · ref eti est un entier
recons(env, g) · recons(env, d) si ValM(env, r) = g · d



5.2. Listes mutables 101Exemple 5.21. Pour exempli�er l'utilisation de l'opération recons, nous proédons àla reonstitution de la valeur de la liste L′ de l'Exemple 5.12(b). Nous supposons pouret exemple que l'environnement qui ontient la représentation sous forme de référenesnommées de L′ est le suivant :env =<{(L′, ref1)},

{(ref1, ref2 · ref3), (ref2, ref4 · ref5), (ref3, ref6 ·null), (ref4, e1:1L′
), (ref5, ref7 · ref8),

(ref6, e2L′
), (ref7, ref9 · ref10), (ref8, l1:3L′

), (ref9, e1:2:1L′
), (ref10, ref11 ·null),

(ref11, e1:2:2L′
)},

∅, ∅, ∅, {ref1, . . . , ref11} >L'appel de l'opération se déroule don omme suit :
recons(env, ref1) = recons(env, ref2) · recons(env, ref3)

= recons(env, ref4) · recons(env, ref5) ·
recons(env, ref6) · recons(env,null)

= e1:1L′
· recons(env, ref7) · recons(env, ref8) · e2L′

·null
= e1:1L′

· recons(env, ref9) · recons(env, ref10) · l1:3L′
· e2L′

·null
= e1:1L′

· e1:2:1L′
· recons(env, ref11) · recons(env,null) · l1:3L′

·
e2L′

·null
= e1:1L′

· e1:2:1L′
· e1:2:2L′

·null · l1:3L′
· e2L′

·nullNous retrouvons bien, au parenthésage près, la liste nommée de l'Exemple 5.10(b). �Déomposition des listes Nous introduisons ii deux opérations sur les éléments nom-més de liste et les listes nommées. Le r�le de es opérations est de nommer les élémentsd'une liste, selon le shéma de nommage de la Setion 5.2.1, au fur et à mesure du par-ours de ette liste par un sous-programme. L'idée est don de ne rendre visible que leséléments de la liste réellement aédés par le sous-programme, autrement dit, d'a�neret de limiter, en fontion des besoins de l'analyse, la onnaissane que elle-i possèdede la liste. Cette idée d'approximations de plus en plus �nes des strutures de donnéesparamétrées par les besoins de l'analyse se retrouve dans d'autres travaux, e.g., elle prendle nom de � matérialisation � dans [Sagiv et al., 1998℄.Dé�nition 5.22 (opérations de déomposition). Soit L une liste. L'opération dedéomposition d'un élément nommé, e, de L est dé�nie omme suit :
decomp(e) :=

{

er:1L
· lr:2L

si e = erL

erL
· lr+1L

si e = lrLave r + 1 étant dé�ni omme l'ajout de un à l'entier le plus à droite du rang r.Soient Ln une liste nommée et e un élément nommé. Nous dé�nissons la déompositiondans une liste nommée omme suit :
decompln(e, Ln) :=



















null si Ln = null
decomp(e) si Ln = e

decomp(e) · l si Ln = e · l

e1 · decompln(e, l) si Ln = e1 · l et e 6= e1
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eL′

2

eL′

1:2:1

L′

eL′

1:2:2

eL′

1:1
lL′

1:4
eL′

1:3Fig. 5.3 � Exemple de déomposition dans une liste nomméeExemple 5.23 (déompositions). Nous illustrons la déomposition d'éléments nommésd'une liste L′ par deux exemples :
decomp(e2L′

) = e2:1L′
· l2:2L′

decomp(l1:3L′
) = e1:3L′

· l1:4L′La déomposition dans une liste nommée est simplement le remplaement d'un élémentnommé de la liste par sa déomposition. Par exemple, ave la liste de la Figure 5.2(b) :
decompln(l1:3L′

,e1:1L′
· e1:2:1L′

· e1:2:2L′
·null · l1:3L′

· e2L′
·null) =

e1:1L′
· e1:2:1L′

· e1:2:2L′
·null · e1:3L′

· l1:4L′
· e2L′

·nullCe qui donne la nouvelle représentation de la Figure 5.3. �Opérations auxiliaires Les opérations que nous dérivons sous e nom sont des opé-rations qui s'expriment à partir des opérations plus primitives dé�nies préédemment. Enplus d'aérer l'ériture des règles sémantiques à venir, les opérations auxiliaires lassent lestransformations de l'environnement en opérations signi�antes.Les opérations relatives à l'alloation de maillon interviennent lors d'une alloationdynamique expliite (allouer) ou impliite (allouerelt et allouernext). Une alloation expli-ite orrespond à l'emploi de l'opérateur add de SubextC , alors qu'une alloation impliiteintervient lorsque le parours d'une liste fait apparaître de nouveaux éléments de la listepar déomposition. Le propre de es opérations est d'ajouter de nouveaux maillons dansl'ensemble des maillons M.Lorsque l'alloation intervient dans le adre de la déomposition d'une liste existante,elle fait apparaître une nouvelle paire d'éléments nommés. Il faut alors aussi mettre àjour la liste nommée orrespondante onservée dans D. La di�érene entre allouerelt et
allouernext tient uniquement en e que la première renvoie la référene sur la tête de lapaire et la seonde sur la queue de la paire.Dé�nition 5.24 (opérations d'alloation de maillon).Soient env =< E ,M,D, F, Vf , Vref >∈ Env

ext, v ∈ Z ∪ Vref ∪ {null} et ref ∈ Vref. Soient
ref ′ et ref ′′ des référenes nommées fraîhes (i.e., telles que ref ′, ref ′′ 6∈ Vref∪Vf ∪Vlo∪Vp).Nous dé�nissons les opérations d'alloation suivantes :

allouer(env, v, ref) := (< E ,M⊕ (ref ′, v · ref ),D, F,Vf ,Vref ∪ {ref ′} >, ref ′)



5.2. Listes mutables 103Soit ValM(env, ref) = elrL
∈ Eltnom, ave el ∈ {e, l}. Soit decomp(elrL

) = g · d.
allouerelt(env, ref ) := (<E ,M⊕ (ref ′, g) ⊕ (ref ′′, d) ⊕ (ref , ref ′ · ref ′′),

D ⊕ (L, decompln(elLr
, ValD(env, L))),

F,Vf ,Vref ∪ {ref ′, ref ′′} >, ref ′)

allouernext(env, ref ) := (<E ,M⊕ (ref ′, g) ⊕ (ref ′′, d) ⊕ (ref , ref ′ · ref ′′),

D ⊕ (L, decompln(elrL
, ValD(env, L))),

F,Vf ,Vref ∪ {ref ′, ref ′′} >, ref ′′)Nous sommes à présent prêts pour dé�nir les opérations qui permettent de parourirune liste. L'opération elementm aède à la tête d'une liste. Si la liste est su�sammentdéomposée, il su�t de renvoyer l'élément orrespondant, sinon il faut la déomposer pourfaire apparaître l'élément reherhé. L'opération nextm se omporte de la même façon maispour la queue d'une liste.Dé�nition 5.25 (opération de leture de l'élément d'un maillon).Soient env =< E ,M, D, F,Vf ,Vref >∈ Env
ext et r ∈ Vref.

elementm(env, r) :=

{

(env, v) si ValM(env, r) = v · ref

allouerelt(env, r) si ValM(env, r) ∈ EltnomDé�nition 5.26 (opération de leture du suivant d'un maillon).Soient env =< E ,M,D, F,Vf ,Vref >∈ Env
ext et r ∈ Vref.

nextm(env, r) :=

{

(env, ref ) si ValM(env, r) = v · ref

allouernext(env, r) si ValM(env, r) ∈ EltnomSous-programmes sans boules ni réursivitéNous débutons la desription de la sémantique des onstrutions nouvelles de Subext
Cen nous plaçant dans le ontexte d'un sous-programme non réursif et ne omportant pasde boule. Cette simpli�ation permet de dévoiler progressivement les prérequis à l'axio-matisation par SOSSubextC . Le réapitulatif de tous les prérequis est donné en Annexe B.Les méanismes ii omis réintègrent le langage dès la setion suivante.Prérequis En l'absene de boules et de réursivité, l'analyse des alias dans un sous-programme SubextC sans paramètres est déidable : nous pouvons savoir en tout point dusous-programme quels objets du sous-programme ont des alias. En e�et, le nombre de telsobjets et les opérations sur eux-i sont �nis. Cependant, si le sous-programme prend desparamètres de type liste, nous ne onnaissons pas les relations d'alias préexistantes entrees strutures de données puisque, dans le as général, nous ignorons le ontexte d'appelpréis du sous-programme. Les deux raisons de ette méonnaissane sont, d'une part,l'analyse d'un programme inomplet, i.e., le sous-programme fait partie d'une bibliothèqueet est vouée à être appelée dans di�érents programmes, et d'autre part, l'indéidabilité



104 Chapitre 5. SOSSubextCde l'analyse d'alias, qui interdit de déterminer préisément le ontexte d'appel lorsquel'appelante dispose, elle, de boules et de réursivité.Nous avons montré sur l'Exemple 5.4 que le omportement d'un sous-programme vis-à-vis des valeurs de ses entrées peut varier selon les relations d'alias qui lient les paramètresdu sous-programme. Nous avons aussi disuté dans la Setion 5.1.3 de la di�ulté enpratique d'énumérer toutes es relations. Par onséquent, nous imposons en prérequis del'axiomatisation que les listes passées en paramètre des sous-programmes SubextC soientexemptes de toute relation d'alias sur une quelonque de leurs sous-listes, à l'exeptionéventuellement de la liste entière, et que la même liste ne soit pas passée à deux paramètresdi�érents. Dans le as ontraire, les alias ne doivent pas être utilisés de façon ambiguë dansle sous-programme appelé. Nous entendons par usage ambigu, l'appliation d'un e�et debord par l'intermédiaire d'un alias, y ompris l'a�etation, suivie de la leture de la valeurd'un autre alias du même objet (ei omprend l'appliation d'un opérateur de mutation).En partiulier, e prérequis implique qu'une liste passée en paramètre est aylique.Un autre prérequis porte sur la réation d'alias dans le orps des sous-programmes. Ene�et, notre approhe onsidère les sous-programmes omme des fontions de transfert desvaleurs en entrée vers les valeurs en sortie. Ces valeurs n'expriment pas les relations d'aliasqui pouvaient lier les variables assoiées à es valeurs. Cette information étant perdue,le omportement de la fontion équationnelle ne traduit pas orretement elui du sous-programme dans tous les ontextes d'appel de elle-i. Pour empêher e phénomène, nousdevons imposer que les sous-programmes ne réent pas des alias qui existent enore unefois que le sous-programme termine. Dans le as ontraire, il faut montrer que les appelsau sous-programme n'utilisent pas de façon ambiguë les alias réés par elle-i.Nous verrons ependant dans la Setion 5.2.2 que notre méthode n'est pas seule enause dans ette restrition : elle nous aurait été imposée de toute façon par l'indéidabilitédes relations d'alias en présene de boules et de réursivité.Sémantique A�n de failiter la leture, nous introduisons une notation ommode pourl'interprétation sémantique des nouvelles onstrutions du langage SubextC . Nous adopte-rons onjointement une présentation sous forme de séquents.Dé�nition 5.27 (interprétation sémantique). Soient C l'ensemble des onstrutionsdu langage SubextC et V = Z∪ Vref l'ensemble des valeurs possibles pour les variables d'unsous-programme. La sémantique des onstrutions du langage SubextC est exprimée ommeune fontion : Env
ext × C → Env

ext × V , notée env[c] ⊲ (env′, v), ave env, env′ ∈ Env
ext,

c ∈ C et v ∈ V .L'interprétation sémantique des onstrutions du langage spéi�ques à SOSSubextC estdonnée par la Figure 5.4. Les onstrutions du langage qui n'apparaissent pas dans es�gures se omportent omme dans SOSSubRC en faisant orrespondre la liste des valeursdes variables des environnements de SOSSubR
C
à l'ensemble E des environnements éten-dus < E ,M,D, F >. Il nous su�ra de rappeler que nous assoions à haque hemind'exéution d'un sous-programme une ondition et un environnement. La ondition d'unhemin d'exéution est la onjontion des onditions des instrutions de branhement. En



5.2. Listes mutables 105env[L] ⊲ (< E ,M,D, F,Vf ,Vref >, r) r ∈ Vref
(next)env[next(L) ] ⊲ nextm(< E ,M,D, F,Vf ,Vref >, r)env[L] ⊲ (< E ,M,D, F,Vf ,Vref >, r) r ∈ Vref

(element)env[element(L) ] ⊲ elementm(< E ,M,D, F,Vf ,Vref >, r)env[v ] ⊲ (env′, v′) env′[L](< E ,M,D, F,Vf ,Vref >, r) r ∈ Vref
(add)env[add(v,L) ] ⊲ allouer(< E ,M,D, F,Vf ,Vref >, v′, r)

(→next)env[L->next ] ⊲ env[next(L) ]

(→element)env[L->element ] ⊲ env[element(L) ](a) opérations spéi�ques aux listes
v ∈ Vlo ∪ Vp ∪ Z ∪ {null}

(ValE)env[v ] ⊲ (env, ValE(env, v))

env[x ]⊲(env′, v)env′[y ]⊲(env′′, v′) op un opérateur
(op_exp)env[x op y ] ⊲ (env′′, v op v′)env[val ] ⊲ (< E ,M,D, F >, v′) var ∈ Vlo ∪ Vp ∧ type(var ) = int
(=_int)env[var = val ] ⊲ (< E ⊕ (var , ValM(< E ,M,D, F >, v′)),M,D, F >, v′)env[val ] ⊲ (< E ,M,D, F >, v′) var ∈ Vlo ∪ Vp ∧ type(var ) = list

(=_list)env[var = val ] ⊲ (< E ⊕ (var , v′),M,D, F >, v′)env[val ] ⊲ (env′, v′) env′[var ] ⊲ (< E ,M,D, F,Vf ,Vref >, r)
r ∈ Vref∧
var 6∈ Vlo ∪ Vp

(=_ref)env[var = val ] ⊲ (< E ,M⊕ (r, v′),D, F,Vf ,Vref >, v′)(b) a�etationenv =< E ,M,D, F,Vf ,Vref > r 6∈ Vref
(del_list)env[list L ] ⊲ (< E ⊕ (L, r),M∪ (r,null),D, F,Vf ,Vref ∪ {r} >, r)env[p1] ⊲ (env1, p1) . . . envn−1[pn] ⊲ (envn, pn)

(appel)env[f(p 1, . . . , pn)] ⊲ appel(envn, f , < p1, . . . , pn >)() onstrutions de base pour les listesFig. 5.4 � Sémantique des onstrutions spéi�ques à Subext
C



106 Chapitre 5. SOSSubextCl'absene de boules, les hemins d'exéution dans un sous-programme sont en nombre�ni.Les règles de la Figure 5.4(a) onernent les opérateurs de liste. Les règles (next) et(element), lorsqu'elles ne se réduisent pas simplement à renvoyer le hamp orrespondantd'un maillon, sont des appels aux opérations d'alloation et de déomposition de maillons.Ces dernières ont la responsabilité de reonstituer dans l'environnement le haînage deséléments d'une liste auxquels le programme essaye d'aéder. Les éléments nommés quisont réés à et e�et respetent le shéma de nommage dé�ni dans la Setion 5.2.1.L'opération d'alloation dynamique de la règle (add) se traduit diretement par l'al-loation d'un nouveau maillon dans l'environnement.La représentation hoisie pour les listes dans l'environnement permet d'exprimer trèsnaturellement les e�ets de bord dans les règles (→next) et (→element) omme la reherhede la référene à modi�er. La modi�ation elle-même se fait par la règle (=_ref) déritei-après, ar la syntaxe de SubextC impose que es opérateurs soient en membre gauhed'une a�etation.Les règles de la Figure 5.4(b) dé�nissent le omportement de l'a�etation. Le as où lemembre gauhe de l'a�etation est une variable de type liste (=_list) ne présente pas denouveauté, si e n'est que v′, résultat de l'évaluation du membre droit, sera une référene.La règle (=_int) est plus intéressante du fait de son appel à l'opération ValM. Celui-i s'explique par le traitement des listes de listes. Lorsque, par exemple, les opérateurs
element et next parourent une liste et la déomposent pour faire apparaître de nou-veaux maillons ave allouerelt et allouernext, les maillons réés sont du type refg · refd, plut�tque entier · refd, ar nous ne pouvons pas savoir si la tête du maillon est un entier ou uneliste. Or, s'il s'agit d'une liste, l'utilisation d'une référene est obligatoire pour orrete-ment représenter d'éventuelles relations d'alias et simpli�er la sémantique des opérateursd'e�et de bord sur les listes. De plus, s'il s'agit d'un entier, nous pouvons simplementgérer e niveau d'indiretion en faisant un appel à ValM au moment d'une a�etation.En�n, la règle (=_ref) est elle qui réalise les e�ets de bord sur les listes. En e�et,l'appliation des opérateurs ->element et ->next fournit la référene du maillon àmodi�er en membre gauhe d'une a�etation. Cette règle se harge de la modi�ation dumaillon orrespondant.Exemple 5.28 (règles sémantiques). Nous illustrons le fontionnement des règles deette setion sur l'exemple du sous-programme suivant :1 void f( list L, int i) {2 L = add(1,L);3 L->next->element = 2;4 i = element( next(L));5 ...6 }L'environnement initial de e sous-programme est :env =< {(L, ref1), (i, i

e)}, {(ref1, l1L
)}, {(L, l1L

)}, ∅, ∅, {ref1} >



5.2. Listes mutables 107La règle (=_list) ommande d'abord l'évaluation de l'opération add(1, L) . Celle-ise traduit par les règles (add) et (ValE) en l'appel de allouer(env, 1, ref1) qui ajoute unnouveau maillon et produit la paire :
(< {(L, ref1), (i, i

e)}, {(ref1, l1L
), (ref2, 1 · ref1)}, {(L, l1L

)}, ∅, ∅, {ref1, ref2} >, ref2)La �n de la règle (=_list) peut alors être e�etuée, nous obtenons :env =< {(L, ref2), (i, i
e)}, {(ref1, l1L

), (ref2, 1 · ref1)}, {(L, l1L
)}, ∅, ∅, {ref1, ref2} >L'instrution de la ligne 3 orrespond à la règle (=_ref). L'évaluation débute parla règle (ValE) puisque le membre droit de l'a�etation est prioritaire. Pour le membregauhe, 'est d'abord la règle (→element), puis (→next). Cei revient à évaluer :

element(next(L))La règle (next) s'applique alors en premier et produit l'appel nextm(env, ref2). La listeétant su�samment déomposée, l'environnement n'est pas modi�é et la règle (element)produit l'appel elementm(env, ref1). Cette fois, la valeur assoiée à ref1 ne fait pas appa-raître la tête du maillon et ela entraîne l'appel allouerelt(env, ref1). Par ette opération,deux nouveaux maillons sont réés et la liste L est déomposée en deux éléments nommés :
(< {(L, ref2), (i, i

e)},

{(ref1, ref3 · ref4), (ref2, 1 · ref1), (ref3, e1L
), (ref4, l2L

)},

{(L, e1L
· l2L

)}, ∅, ∅, {ref1, ref2, ref3, ref3} >, ref3)Cette paire permet de terminer la règle (=_ref) et nous obtenons le nouvel environnementoù la valeur de ref3 hange :env =< {(L, ref2), (i, i
e)},

{(ref1, ref3 · ref4), (ref2, 1 · ref1), (ref3, 2), (ref4, l2L
)},

{(L, e1L
· l2L

)}, ∅, ∅, {ref1, ref2, ref3, ref3} >En�n, l'instrution de la ligne 4 orrespond à la règle (=_int). Nous nous retrouvonsde nouveau à devoir évaluer element(next(L)) , mais ette fois, la liste L est su�sam-ment déomposée dans l'environnement ourant pour ne pas avoir à réer de nouveauxéléments nommés. L'évaluation du membre droit de l'a�etation produit don la paire :
(env, ref3). La règle (=_ref) termine orretement en � déréférençant � ref3 par l'opé-ration ValM(env, ref3). Notons que si le membre droit s'était évalué en un entier, ValMaurait renvoyé et entier, par dé�nition de l'opération ValM. L'environnement à la ligne 5voit la valeur de i hanger et est �nalement :

< {(L, ref2), (i, 2)},

{(ref1, ref3 · ref4), (ref2, 1 · ref1), (ref3, 2), (ref4, l2L
)},

{(L, e1L
· l2L

)}, ∅, ∅, {ref1, ref2, ref3, ref3} > �



108 Chapitre 5. SOSSubextCNous terminons la présentation des règles sémantiques ave elles de la Figure 5.4().Elles onernent des onstrutions déjà présentes dans SubC mais dont la sémantique aévolué dans SOSSubextC . Il s'agit d'abord de la règle (del_list) qui va modi�er l'environ-nement initial d'un sous-programme en lui ajoutant un nouveau maillon de valeur nullpour haque délaration de variable de type liste.Beauoup plus intéressante est la règle (appel) pour les appels de sous-programme.Dans SOSSubRC , un sous-programme qui a une valeur de retour entraîne la dé�nition d'unefontion de la logique équationnelle, ave le as partiulier des boules qui produisent desfamilles de fontions réursives. Dans SOSSubextC , les sous-programmes peuvent avoir dese�ets de bord : il est permis de modi�er, à l'aide des opérateurs de mutation, les maillonsd'une liste passée en paramètre (omme dans les Exemples 5.29 et 5.30). Par onséquent,dans SOSSubextC , la génération d'une seule fontion équationnelle n'est plus su�sante pourrendre ompte de l'ensemble des valeurs que modi�e un sous-programme s'il a des e�etsde bord sur diverses listes passées en paramètre.Exemple 5.29 (Sous-programme ave e�et de bord). Soient les sous-programmesSubext
C

suivants :
void f() {
list L;

L = add(1, NULL);
g(L);

}

void g( list Lg) {
Lg->element = 2;
Lg = NULL;

}Dans le sous-programme f , juste avant l'appel g(L) , nous avons L = 1 ·null. Le sous-programme g utilise un opérateur de mutation pour modi�er la valeur de la tête de la listepassée en paramètre. Ainsi, dans f , après l'appel g(L) , la liste L vaut 2 ·null ar parl'intermédiaire de Lg , le sous-programme g a aès aux maillons de L. Notons ependantque l'a�etation Lg = NULL n'a pas d'inidene sur L ar le passage du paramètre estpar valeur. �Le prinipe de la solution est le même que pour les boules dans SOSSubRC : pro-duire une famille de fontions pour tous les objets suseptibles d'être modi�és. Ainsi surl'Exemple 5.29, nous dé�nirions une fontion gLg(t · q) = 2 · q. Dans f , nous saurions alorsqu'après l'appel g(L) , L vaut gLg(L).Cependant, la génération d'une seule fontion par paramètre de type liste n'est passu�sante lorsque la modi�ation porte sur la struture même de la liste, ave l'opérationde mutation→next (f. Exemple 5.30). La généralisation de e proédé onduirait à déno-ter par une fontion équationnelle distinte la nouvelle valeur de haque maillon des listespassées en paramètre d'un sous-programme. Cei s'apparente à modéliser omplètementla mémoire, e que nous souhaitons éviter.



5.2. Listes mutables 109Heureusement, le prérequis qu'auun alias ne porte sur une liste passée en paramètre,hormis éventuellement sur la tête de la liste, nous dispense de ette généralisation. Ene�et, si la struture de la liste hange de telle façon que ertains de ses maillons ne sontplus aessibles à partir de la tête de la liste, alors es mêmes maillons ne sont plusaessibles au programme dans son entier puisque le prérequis impose qu'auun alias nedésigne es maillons. De e fait, nous pouvons omettre de rendre ompte de leur nouvellevaleur. Cette omission est valide attendu que la lasse des propriétés de programmes quevise notre méthode ne onerne pas l'usage de la mémoire. La situation serait di�érentesi nous nous intéressions, par exemple, à la mémoire onsommée par le programme.Exemple 5.30 (sous-programme modi�ant la struture d'une liste). Prenonsl'exemple des sous-programmes suivants :
void f() {
list La, Lb;

La = add(1, add(2, NULL));
Lb = next(La);
g(La);

}

void g( list Lg) {
Lg->next->element = 3;
Lg->next = add(4, NULL);

}Dans le sous-programme f , avant l'appel g(La) , La = 1 · 2 ·null et Lb est un alias pourla queue de La (Lb = 2 ·null).Suite à l'appel g(La) , dans g, la première instrution donne à La la valeur 1 · 3 ·null ;
Lb reste un alias pour la queue de La, sa valeur est don 3 ·null.À la ligne suivante, par l'intermédiaire de Lg , la struture de la liste La hange.L'instrution a deux impliations : la valeur de La est maintenant 1 · 4 ·null, mais surtout
Lb n'est plus un alias pour la queue de La ar Lb ontinue de pointer sur le même maillonde valeur 3 ·null qui ne fait plus partie du haînage de La .En langage C, du fait des alias, l'appel g(La) produit deux listes distintes à partird'une seule passée en paramètre. Pour traduire et état de fait, nous serions amenés àassoier deux fontions équationnelles à g, haune rapportant la valeur d'une des deuxlistes produites. Toutefois, l'impossibilité de toujours onnaître les relations d'alias rendla généralisation de ette approhe inappliable. �Nous sommes maintenant en mesure d'expliiter l'opération appel d'appel de sous-programme de la règle (appel). Le traitement des sous-programmes par SOSSubextC onsisteà générer la dé�nition équationnelle d'une fontion par paramètre de type liste (en plus dela fontion pour la valeur de retour, si le sous-programme en a une). Ces fontions rendentompte des e�ets de bord e�etués sur les listes passées en paramètre du sous-programmeet serviront à mettre à jour la valeur de la référene idoine dans l'appelante.Il est néessaire de di�érenier les appels de sous-programme selon que la valeur deretour du sous-programme est de type entier ou de type liste. En e�et, dans e dernier as,



110 Chapitre 5. SOSSubextCle traitement doit être le même que pour les paramètres de type liste : a�etation de lavaleur renvoyée par la fontion équationnelle orrespondante à une variable fraîhe, ettedernière permet l'introdution d'un élément nommé qui servira à représenter d'éventuellesdéompositions ultérieures sur ette liste.Dé�nition 5.31 (opérations d'appel de sous-programme). Soient f le nom d'unsous-programme et < p1, . . . , pn > la séquene des valeurs des paramètres e�etifs d'unappel du sous-programme f . Soient env =< E ,M,D, F,Vf ,Vref >∈ Env
ext, {P1, . . . , Pm}l'ensemble des paramètres formels de f de type liste et pji

, pour i = 1 . . .m, tel que pjisoit la valeur dans l'environnement env du paramètre e�etif orrespondant au paramètreformel Pi. En�n, soit < p′1, . . . , p
′
n > la séquene < p1, . . . , pn > où les pji

ont été remplaéspar recons(env, pji
).

appel(env, f, < p1, . . . , pn >) :=































appelint(env, f, < p1, . . . , pn >) si le type de retourde f est int ou
void

appellist(env, f, < p1, . . . , pn >) si le type de retourde f est list

appelint(env, f, < p1, . . . , pn >) :=
(

< E ,M⊕ {(pji
, l1vi

) | i = 1 . . .m},
D ∪ {(vi, l1vi

) | i = 1 . . .m},
F ∪ {(vi, fPi

(< p′1, . . . , p
′
n >)) | i = 1 . . .m},

Vf ∪ {vi | i = 1 . . .m},Vref >,

fP0
(< p′1, . . . , p

′

n >)
)

appellist(env, f, < p1, . . . , pn >) :=
(

< E ,M⊕ {(pji
, l1vi

) | i = 0 . . .m},
D ∪ {(vi, l1vi

) | i = 0 . . .m},
F ∪ {(vi, fPi

(< p′1, . . . , p
′
n >)) | i = 0 . . .m}

Vf ∪ {vi | i = 0 . . .m},Vref ∪ {pj0} >,

pj0

)Ave v0, v1, . . . , vn et pj0 des variables fraîhes. De plus, fPi
dénote la fontion équationnellegénérée pour le paramètre de type liste Pi et fP0

dénote la fontion équationnelle généréepour la valeur de retour du sous-programme ou bien la fontion nulle si le type de retourest void .Exemple 5.32 (appel de sous-programme). Nous illustrons le fontionnement de larègle (appel) par l'exemple des sous-programmes SubextC suivants :



5.2. Listes mutables 1111 list g( list Lg) { . . . }23 void f( list L) {4 list La;56 La = g(L);7 L = next(L);8 ...9 }Le système SOSSubextC va produire pour le sous-programme g les dé�nitions de deuxfontions équationnelles : g pour la valeur de retour et gLg pour les e�ets de bord sur laliste passée en paramètre.L'environnement initial du sous-programme f , après appliation de la règle (del_list)pour la délaration de La , est :env =< {(L, ref1), (La, ref2)}, {(ref1, l1L
), (ref2,null)}, {(L, l1L

)}, ∅, ∅, {ref1, ref2} >Lors de l'a�etation de la ligne 6, la règle (=_list) entraîne l'évaluation par la règle (appel)de g(L) . Cette dernière se réduit en appellist(env, g, < ref1 >), où ref1 est don la valeure�etive du paramètre formel Lg. Cette opération produit la paire suivante :
(<{(L, ref1), (La, ref2)},

{(ref1, l1v1
), (ref2,null), (ref3, l1v0

)},

{(L, l1L
), (v0, l1v0

), (v1, l1v1
)},

{(v0, g(< l1L
>)), (v1, gLg(< l1L

>))},

{v0, v1}, {ref1, ref2, ref3} >, ref3)Nous voyons que dans ette paire, suite à l'appel de g, la valeur de la variable L n'a pashangé, 'est toujours la même référene ref1, mais le maillon assoié à ette référene,lui, a été modi�é pour re�éter un possible e�et de bord dû au sous-programme g.La règle (=_list) termine de mettre à jour la valeur de La et donne l'environnement :env =<{(L, ref1), (La, ref3)},

{(ref1, l1v1
), (ref2,null), (ref3, l1v0

)},

{(L, l1L
), (v0, l1v0

), (v1, l1v1
)},

{(v0, g(< l1L
>)), (v1, gLg(< l1L

>))},

{v0, v1}, {ref1, ref2, ref3} >Nous ne détaillons pas omplètement la dernière instrution de f à la ligne 7. Notreintention est uniquement de faire remarquer que l'ajout des listes nommées dans l'en-vironnement, en l'ourrene l1v0
et l1v1

, onjointement à elui des onstantes v0 et v1,permet de déomposer, si besoin est, les listes modi�ées par un appel de sous-programme.Dans notre exemple, next(La) produirait dans l'ensemble orrespondant à D une paire
(v0, e1v0

· l2v0
), alors que par ailleurs nous onservons le fait que v0 = g(< l1L

>) dansl'ensemble orrespondant à F . �



112 Chapitre 5. SOSSubextCSous-programmes ave boules et réursivitéLes prinipales opérations de la méthode ont été dérites dans les setions préédentes.Nous onsidérons dans ette setion le as partiulier des boules qui exige d'examiner lesonséquenes des méanismes d'itération et de réursivité sur l'analyse des alias.Prérequis Des résultats très forts d'indéidabilité sont onnus sur les analyses d'aliasen présene de boules et de strutures de données dynamiques : même dans un langagequi ne disposerait pas de sous-programmes, l'analyse est indéidable (f. Setion 5.1.1).Conrètement, ela se traduit pour nous par la perte des relations sur les alias au oursd'une boule ou dans un appel à un sous-programme réursif.En onséquene, pour que l'analyse des alias que nous e�etuons pendant l'axioma-tisation reste orrete après une boule ou un appel à un sous-programme réursif, nousimposons en prérequis de l'axiomatisation que les boules ne réent auune relation d'aliasentre les listes du sous-programme telle que la relation ontinue à exister à la �n du orpsde la boule. Dans le as ontraire, les alias ne doivent pas être utilisés de façon ambiguëdans le orps de la boule et dans le reste du sous-programme ontenant la boule.De même, nous imposons que les sous-programmes ne réent auune relation d'aliasentre les listes du sous-programme telle que la relation ontinue à exister à la �n du orpsdu sous-programme19. Dans le as ontraire, les alias ne doivent pas être utilisés de façonambiguë après un appel du sous-programme.Le omportement d'une boule, omme elui d'un sous-programme (f. l'Exemple 5.4),est soumis à l'in�uene des relations d'alias qui existent au moment où débute la boule.Par onséquent, pour des raisons similaires à elles que nous avons développées dans leadre des sous-programmes sans boules ni réursivité, nous imposons en prérequis del'axiomatisation qu'auune relation d'alias ne porte sur les listes modi�ées par une bouleavant la boule. Dans le as ontraire, les alias ne doivent pas être utilisés de façon ambiguëdans la boule et la suite du sous-programme.Sémantique La seule onstrution non enore expliitée qu'ajoute la réintrodutiondes méanismes d'itération et de réursivité est elle que permet l'instrution while .L'interprétation sémantique de ette instrution dans SOSSubextC est la même que dansSOSSubRC , à savoir qu'une boule donne lieu à la dé�nition d'une famille de fontionsréursives loopv, une pour haque variable v a�etée dans le orps de la boule. Cesfontions prennent en paramètre toutes les variables loales, ainsi que les paramètres, dusous-programme ontenant la boule. Dans e sous-programme, la valeur de la variable vdevient un appel à la fontion loopv.Dans SOSSubextC , toutefois, ette famille de fontions est omplétée par une seondefamille de fontions réursives loopr
v, une pour haque variable v du sous-programmede type liste. Chaque fontion loopr
v renvoie la valeur de la liste référenée par v etrend ainsi ompte des mutations subies par ette liste. De plus, la valeur de v n'est pas19Ce prérequis a déjà été posé, lorsque nous avons exlu les boules, ave d'autres justi�ations inhé-rentes à notre approhe. Ces justi�ations s'appliquent aussi aux boules que nous traitons omme desfontions réursives terminales.



5.2. Listes mutables 113
∀v ∈ Vlo ∪ Vp modi�ée dans corps , la fontion loopv a été générée
∀v ∈ {u | u ∈ Vlo ∪ Vp ∧ type(u) = list }, la fontion loopr

v a été générée
(boule)env[while(cond) corps ] ⊲ appelloop(env)Fig. 5.5 � Sémantique de l'instrution d'itérationdiretement l'appel à la fontion loopr

v orrespondante. Nous introduisons une onstantepour mémoriser ette valeur ainsi qu'une nouvelle liste nommée pour la représenter dansla suite du programme : ei, omme à haque fois ave les listes, a�n de permettred'éventuelles déompositions de la liste dans la suite du sous-programme.La génération des deux familles de fontions loop est dérite dans la Setion 5.4.3 aveles autres éléments de la tradution en équations. L'interprétation sémantique de l'ins-trution while est donnée dans la Figure 5.5. L'opération sur les environnements qui luiest assoiée se omporte essentiellement omme les opérations d'appel de sous-programmede la Dé�nition 5.31. En e�et, les boules sont traduites omme des fontions réursiveset remplaées par des appels à es fontions. La partiularité des boules est, omme dansSOSSubRC , qu'elles peuvent modi�er la valeur des variables du sous-programme (variablesloales et paramètres). Cei se traduit par la mise à jour des ouples dans l'ensemble E .Dé�nition 5.33 (opération d'appel de fontion de boule). Soit une boule Bdans un sous-programme f . Soit env =< E ,M,D, F, Vf , Vref >∈ Env
ext. Soient Vpro,l'ensemble des variables loales et paramètres de f , et Vmod ⊂ Vpro, l'ensemble des va-riables a�etées dans le orps de B. Pour toute variable var ∈ Vmod, loopvar est la fontiongénérée pour la boule et la variable var onsidérées.Soit Vlist = {var1, . . . , varm} = {var | var ∈ Vpro ∧ type(var) = list }. Pour i =

1 . . .m, looprvari
est la fontion générée pour la boule onsidérée et la liste référenée parla variable vari.En�n, à haque variable var ∈ Vpro nous assoions une valeur pj telle que pj =

recons(env, ValE(env, var)), si var ∈ Vlist, et pj = ValE(env, var), sinon.La dé�nition de l'opération d'appel pour fontions de boule, appelloop, est la suivante :
appelloop(env) :=

(

<E ⊕{(var, loopvar(< p1, . . . , pn >)) | var ∈ Vmod \ Vlist}
⊕{(vari, refi+m) | i = 1 . . .m},

M⊕{(ValE(env, vari), l1vi
) | i = 1 . . .m}

∪{(refi, l1vi
) | i = m + 1 . . . 2m},

D ∪ {(vi, l1vi
) | i = 1 . . . 2m},

F ∪{(vi, looprvari
(< p1, . . . , pn >)) | i = 1 . . .m}

∪{(vi+m, loopvari
(< p1, . . . , pn >)) | i = 1 . . .m},

Vf ∪ {vi | i = 1 . . . 2m},Vref ∪ {refm+1, . . . , ref2m} >, 0
)ave v0, . . . , v2m, refm+1, . . . , ref2m des variables fraîhes et n le ardinal de Vpro.Exemple 5.34. Nous illustrons le fontionnement de la règle (boule) sur l'exempled'un sous-programme f qui hange la valeur de tous les éléments d'une liste passée en



114 Chapitre 5. SOSSubextCparamètre. La liste en paramètre de f aura e�etivement hangé dans le sous-programmeappelant. 1 void f( list L) {23 while(L != NULL) {4 L->element = 0;5 L = next(L);6 }7 }L'environnement initial de e sous-programme est :env =< {(L, ref1)}, {(ref1, l1L
)}, {(L, l1L

)}, ∅, ∅, {ref1} >L'analyse de la boule aura généré par ailleurs les dé�nitions des fontions suivantes :
loopL et loopr

L. La fontion loopL donne la valeur de L, 'est-à-dire, une référene sur unmaillon, après la boule. Quant à la fontion loopr
L, elle indique le nouveau haînage desmaillons que la boule a réé à partir du maillon que référençait L avant la boule. Larègle (boule) se réduit à appelloop(env) et produit l'environnement suivant :

<{(L, ref2)}, {(ref1, l1v1
), (ref2, l1v2

)}, {(L, l1L
), (v1, l1v1

), (v2, l1v2
)},

{(v1, loopr
L(l1L

)), (v2, loopL(l1L
))}, {v1, v2}, {ref1, ref2} >Le seond élément du ouple renvoyé par appelloop, 0 en l'ourrene, est sans importanear il n'est jamais utilisé. �5.3 Appel par référeneL'appel par référene est un mode de passage des paramètres dans lequel l'adresse desparamètres e�etifs, au lieu de leur valeur, est passée à un sous-programme. Ce mode depassage autorise ainsi un sous-programme à avoir un e�et de bord sur les paramètres ef-fetifs du sous-programme appelant, auxquels il aède par l'intermédiaire de leur adresse.Pour ertains langages, e.g., fortran, l'appel par référene est le seul mode de passagedisponible ; pour d'autres, e.g., Pasal, C++, 'est un des modes disponibles généralementdénoté par des onstrutions syntaxiques partiulières ; en�n, pour la dernière atégoriede langages, e.g., C, e mode de passage n'existe pas en soi, mais peut parfois être simulépar le truhement d'autres méanismes (notamment les pointeurs).5.3.1 Représentation de l'appel par référeneDans SubC , le mode de passage par défaut est par valeur. Nous souhaitons que SubextCdispose de l'appel par référene. Pourtant, pour être exat, nous disposons déjà ave leslistes mutables d'une forme d'appel par référene. E�etivement, la valeur des variablesde type liste est une référene : par son intermédiaire, un sous-programme a la possibilitéde modi�er la struture de données visible par l'appelant. Néanmoins, la référene elle-même ne peut être modi�ée, pour pointer sur une autre liste, que dans le sous-programme
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void swap( int &a, int &b) {
int tmp;

tmp = a;
a = b;
b = tmp;

} Fig. 5.6 � Sous-programme swapappelé. La modi�ation n'a pas d'inidene dans l'appelant, ar dans les faits, SubC n'o�requ'une ombinaison de passage par valeur et de pointeur similaire à elle qui existe enlangage C.Nous ajoutons ave Subext
C

un mode de passage par référene des paramètres de typeentier ou liste, dénoté par une perluète (symbole &) plaée avant le nom du paramètreonerné dans le prototype d'un sous-programme. Bien que e symbole soit le même quel'opérateur d'adresse du langage C, leurs r�les ne doivent pas être onfondus : il n'existepas d'opérateur d'adresse en SubextC . De plus, nous interdisons syntaxiquement que soitpassée par référene la valeur de retour d'un sous-programme ou des opérateurs element,
next, ou add uniquement, de sorte que les paramètres e�etifs passés par référene seronttoujours des variables.Exemple 5.35 (permutation de valeur). Nous présentons en Figure 5.6 l'exemplelassique d'un sous-programme swap qui permute la valeur de ses deux paramètres. Cesous-programme est érit en SubextC . Soit un sous-programme p qui appelle swap :

int p() {
int x = 1;
int y = 2;

swap(x, y);
...

}Après l'appel swap(x, y) , les valeurs de x et y ont été modi�ées dans p : x vaut 2 et
y vaut 1. �5.3.2 Sémantique de Subext

C : appel par référeneLa sémantique du mode de passage des paramètres par référene dans SubextC s'exprimeà deux niveaux :� au niveau des sous-programmes disposant de paramètres passés par référene ;� au niveau de l'appel d'un tel sous-programme.Avant de détailler haun des niveaux, nous disutons de l'in�uene de e méanismesur les relations d'alias et par onséquent sur les prérequis de l'axiomatisation.



116 Chapitre 5. SOSSubextCPrérequisL'introdution du mode de passage par référene o�re une possibilité supplémentairede réer des alias en SubextC . En e�et, si la même référene est passée à plusieurs paramètres,les paramètres formels orrespondants deviennent des alias du même objet dans le sous-programme appelé. Comme l'Exemple 5.36 le met en lumière, la situation est semblableà elle renontrée lorsque nous passons des paramètres de type liste qui sont alias d'unmême objet : le omportement du sous-programme en est a�eté. Néanmoins, ette fois,les alias portent sur les référenes elles-mêmes, e qui ne limite plus aux opérations demutation sur maillon les instrutions sensibles aux alias.Exemple 5.36 (alias et paramètres par référene). Nous exempli�ons la réationd'alias par le passage de paramètres par référene ave les sous-programmes suivants :1 int p( int &a, int &b) {2 a = 0;3 return b;4 }56 void p2( void) {7 int i, j, x, y;89 x = 1; y = 2;10 i = p(x, y);1112 x = 1; y = 2;13 j = p(x, x);14 }Le sous-programme p met son premier paramètre à 0 et renvoie la valeur de son seond.À la ligne 10, l'appel p(x, y) produit bien le omportement attendu dans p2 : x vaut
0 et i vaut 2 (la valeur de y au moment de l'appel).En revanhe, à la ligne 13, l'appel p(x, x) entraîne que a et b sont alias dans p.Ainsi, l'instrution a = 0 a pour e�et de positionner b à 0 aussi. En onlusion, j reçoitla valeur 0 au lieu de la valeur 1 attendue. �Nous avons abordé les ontraintes imposées dans SOSSubextC par le passage en para-mètre de référenes à l'oasion des listes mutables (f. Setion 5.2.2). Une des raisons alorsavanées était que les listes, en tant que strutures de données allouées dynamiquementet en présene de réursivité, empêhent l'analyse exate des relations d'alias.En revanhe, en Subext

C
, la notion de référene sur les entiers n'existe pas. Cette a-ratéristique a l'avantage de rendre déidable le problème de déterminer statiquement lesalias réés par le passage par référene de paramètres de type entier. Une telle analysenéessite tout de même de onnaître les appels des sous-programmes prenant des para-mètres par référene. Or, en e qui onerne SOSSubextC , l'analyse doit pouvoir se fairesans auun ontexte d'appel.Nous imposons don omme prérequis de l'axiomatisation que les paramètres formelsd'un sous-programme ne soient pas alias l'un de l'autre, même lorsqu'ils sont de typeentier.



5.3. Appel par référene 117SémantiqueLe passage de paramètres par référene est vu omme la possibilité pour un sous-programme f de modi�er la valeur des paramètres e�etifs de son sous-programme ap-pelant Proc . Nous traduisons ela dans l'appelant en a�etant au paramètre e�etifla valeur, à la �n de f , du paramètre formel de f orrespondant. Dans e but, le sous-programme appelé est représenté dans la logique équationnelle par une famille de fontionsrenvoyant haune la valeur de l'un des paramètres passé par référene. Ce proédé estsemblable à elui que nous employons pour les boules et les sous-programmes prenantdes listes en paramètre.Sous-programme appelé Sous l'hypothèse que les paramètres formels ne sont pas desalias les uns des autres, l'axiomatisation d'un sous-programme prenant des paramètrespar référene se déroule de la même façon que pour les autres sous-programmes, jusqu'aumoment de la formulation en équations de l'environnement �nal. Lors de ette étape, unefontion équationnelle supplémentaire est générée pour haque paramètre passé par réfé-rene. La valeur renvoyée par es fontions est elle des paramètres orrespondants dansl'environnement �nal de l'appelé. Ces fontions rendent ainsi ompte des modi�ationssurvenues sur les valeurs des paramètres e�etifs.Sous-programme appelant Dans Proc , l'appel de f entraîne, en plus de la séman-tique d'un appel de sous-programme omme dérite par la Dé�nition 5.31 (Page 110), unesérie de modi�ations de la valeur des paramètres e�etifs passés par référene à f . Lesparamètres e�etifs sont toujours des variables de Proc (variables loales et paramètres).Soient P un paramètre formel de f passé par référene et f r
P la fontion équationnellegénérée pour dénoter la valeur de e paramètre après l'exéution de f . Soit p le para-mètre e�etif de Proc orrespondant au paramètre P de f . L'e�et de bord de f dansl'environnement de Proc pour p est la mise à jour de p à la valeur de retour de f r

P .Dans le as d'un paramètre P de type liste passé par référene, deux mises à jourseront don opérées :1. elle e�etuée pour tout paramètre de type liste (f. Dé�nition 5.31) qui rend omptedes modi�ations sur la liste qui était pointée par son paramètre e�etif p avantl'appel ;2. elle spéi�que aux paramètres passés par référene.Nous reformulons l'opération d'appel de sous-programme préédente (Page 110) pourprendre en ompte les e�ets de bord dus au passage par référene de paramètres. La nou-velle règle d'interprétation sémantique se trouve en Figure 5.7. Un exemple d'utilisationde ette opération est donné dans la setion suivante (f. Exemple 5.44).Dé�nition 5.37 (opérations d'appel de sous-programme ave passage par ré-férene). Soient env =< E ,M,D, F,Vf , Vref >∈ Env
ext, f le nom d'un sous-programmetel que, sans perte de généralité, < P1, . . . , Pq > soit la séquene des paramètres formelsde f , ave :



118 Chapitre 5. SOSSubextCenv[p1] ⊲ (env1, p1) . . . envn−1[pn] ⊲ (envn, pn)
(appel_ref)env[f(p 1, . . . , pn)] ⊲ appel(envn, f , < p1, . . . , pn >, < p1, . . . , pn >)Fig. 5.7 � Sémantique des appels de sous-programme ave passage par référene� < P1, . . . , Pm > les paramètres de type entier non passés par référene,� < Pm+1, . . . , Pn > les paramètres de type entier passés par référene,� < Pn+1, . . . , Po > les paramètres de type liste non passés par référene et,� < Po+1, . . . , Pq > les paramètres de type liste passés par référene.Pour i = 1 . . . q, soient pi le paramètre e�etif orrespondant à Pi et pi la valeur de eparamètre dans l'environnement env. Soit < p′1, . . . , p

′
q > la séquene < p1, . . . , pq > oùles pi ont été remplaés par recons(env, pi) pour i = n + 1 . . . q (i.e., pour les paramètresde type liste).En�n, soient :� f r

pi
, pour i = m + 1 . . . n, o + 1 . . . q, la fontion générée pour le paramètre passé parréférene Pi ;� fpi
, pour i = n + 1 . . . q, la fontion générée pour le paramètre de type liste Pi.� fp0
, la fontion générée pour la valeur de retour du sous-programme f ou bien lafontion nulle si le type de retour est void .Les opérations d'appel de sous-programme ave passage par référene sont dé�niesomme suit :

appel(env, f, < p1, . . . , pq >, < p1, . . . , pq >) :=


















appelint(env, f, < p1, . . . , pq >, < p1, . . . , pq >) si le type de retourde f est int ou void

appellist(env, f, < p1, . . . , pq >, < p1, . . . , pq >) si le type de retourde f est list
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appelint(env, f, < p1, . . . , pq >, < p1, . . . , pq >) :=

(

< E ⊕{(pi, refq+i) | i = o + 1 . . . q}
⊕{(pi, f

r
Pi

(< p′1, . . . , p
′
q >)) | i = m + 1 . . . n},

(M⊕ {(pi, l1vi
) | i = n + 1 . . . q}) ∪ {(refq+i, l1vq+i

) | i = o + 1 . . . q},

D ∪ {(vi, l1vi
) | i = n + 1 . . . q} ∪ {(vq+i, l1vq+i

) | i = o + 1 . . . q},

F ∪{(vi, fPi
(< p′1, . . . , p

′
q >)) | i = n + 1 . . . q}

∪{(vq+i, f
r
Pi

(< p′1, . . . , p
′
q >)) | i = o + 1 . . . q},

Vf ∪ {vi | i = n + 1 . . . q} ∪ {vq+i | i = o + 1 . . . q},
Vref ∪ {refq+i | i = o + 1 . . . q} >,

fP0
(< p′1, . . . , p

′

q >)
)

appellist(env, f, < p1, . . . , pq >, < p1, . . . , pq >) :=
(

< E ⊕{(pi, refq+i) | i = o + 1 . . . q}
⊕{(pi, f

r
Pi

(< p′1, . . . , p
′
q >)) | i = m + 1 . . . n},

(M⊕ {(pi, l1vi
) | i = n + 1 . . . q})

∪{(refq+i, l1vq+i
) | i = o + 1 . . . q}

∪{(ref0, l1v0
)},

D∪{(vi, l1vi
) | i = n + 1 . . . q}

∪{(vq+i, l1vq+i
) | i = o + 1 . . . q}

∪{(v0, l1v0
)},

F ∪{(vi, fPi
(< p′1, . . . , p

′
q >)) | i = n + 1 . . . q}

∪{(vq+i, f
r
Pi

(< p′1, . . . , p
′
q >)) | i = o + 1 . . . q}

∪{(v0, fP0
(< p′1, . . . , p

′
q >))},

Vf ∪ {vi | i = n + 1 . . . q} ∪ {vq+i | i = o + 1 . . . q} ∪ {v0},
Vref ∪ {refq+i | i = o + 1 . . . q} ∪ {ref0} >,

ref0
)Ave v0, vi, pour i = n + 1 . . . q, q + o + 1 . . . 2q et ref0 des variables fraîhes.Exemple 5.38 (appel du sous-programme swap). Nous illustrons le fontionnementde ette opération sur l'exemple de l'appel du sous-programme swap (Figure 5.6) dans lesous-programme p de l'Exemple 5.35 que nous rappelons ii :

int p() {
int x = 1;
int y = 2;

swap(x, y);
...

}Le sous-programme p omporte deux variables loales de type entier, son environnementinitial est don le suivant :
< {(x, 1), (y, 2)}, ∅, ∅, ∅ >



120 Chapitre 5. SOSSubextCL'axiomatisation du sous-programme swap produit la dé�nition d'une fontion pourhaque paramètre passé par référene, à savoir : swapr
a et swapr

b. Chaque fontion renvoiela valeur à la �n de l'évaluation de swap du paramètre qui lui est assoié. Dans le as de
swap, nous aurons (f. Setion 5.4) :

swapr
a(a, b) = b

swapr
b(a, b) = aLors de l'évaluation de l'appel de swap dans p, la règle (appel_ref) de la Figure 5.7 estappliquée. Puisque le type de retour de swap est void , l'environnement de p est modi�épar l'opération appelint. Les variables x et y , étant passées par référene, sont modi�éespar l'appel de swap : leur nouvelle valeur est elle renvoyée par la fontion produite pourle paramètre formel de swap orrespondant à la variable, à savoir : swapr

a pour x et swapr
bpour y . L'environnement obtenu est don le suivant :

< {(x, swapr
a(1, 2)), (y, swapr

b(1, 2))}, ∅, ∅, ∅ > �Exemple 5.39 (appel ave un paramètre de type liste passé par référene).Nous donnons enore un exemple d'emploi des opérations d'appel de sous-programmeave passage par référene dans lequel nous envisageons le passage d'un paramètre detype liste. Soit le programme suivant :
void ajouterTete( list &L, int tete) {

L = add(tete, L);
}

list creerListe( int i) {
list La;

ajouterTete(La, i);
return La;

}Le sous-programme creerListe omporte un paramètre de type entier et une variableloale de type liste, son environnement initial est don le suivant :
< {(i, ie), (La, ref1)}, {(ref1,null)}, ∅, ∅, ∅, {ref1} >Nous verrons en Setion 5.4 que le sous-programme ajouterTete donne lieu à la dé-�nition équationnelle de deux fontions, une première pour le paramètre de type liste etune seonde pare que e paramètre est passé par référene :

ajouterTeteL(L, tete) = L

ajouterTeter
L(L, tete) = tete ·LL'appel de ajouterTete dans creerListe entraîne l'exéution de l'opération appelint,qui modi�e l'environnement du dernier sous-programme de deux façons :



5.4. Formulation en équations 1211. Comme 'était déjà le as avant d'introduire l'appel par référene (f. Dé�nition 5.31Page 110), l'appel d'un sous-programme ave un paramètre de type liste modi�el'environnement pour rendre ompte des e�ets de bord qui ont pu a�eter la listepassée en paramètre. Dans notre exemple, l'environnement de creerListe devientdon :
<{(i, ie), (La, ref1)}, {(ref1, l1v1

)}, {(v1, l1v1
)},

{(v1, ajouterTeteL(null, ie))}, {v1}, {ref1} >2. La nouveauté ave le passage par référene est que la valeur du paramètre e�etif estmodi�ée par l'appel d'un sous-programme. Puisque dans notre exemple le paramètree�etif est une variable de type liste, en l'ourrene La, nous introduisons uneonstante (v2) pour la nouvelle valeur de La et nous lui assoions une liste nommée(l1v2
) qui nous servira à représenter la struture de la liste que référene dorénavant

La. L'environnement de creerListe après l'appel de ajouterTete est don�nalement :
<{(i, ie), (La, ref2)}, {(ref1, l1v1

), (ref2, l1v2
)}, {(v1, l1v1

), (v2, l1v2
)},

{(v1, ajouterTeteL(null, ie)), (v2, ajouterTeter
L(null, ie))}, {v1, v2}, {ref1, ref2} >

�5.4 Formulation en équationsL'objetif de l'axiomatisation est de donner une dé�nition équationnelle de haquesous-programme d'un programme sous la forme d'une fontion de transfert des valeursen entrée du sous-programme vers les valeurs en sortie du sous-programme. Les valeursauxquelles nous nous intéressons omprennent les listes, en tant que séquene d'entiers oude listes, et les entiers.Ave SOSSubextC , la validité de l'axiomatisation est onditionnée par des prérequis surl'existene et la formation des alias dans les programmes SubextC (les prérequis sont ré-apitulés dans l'Annexe B). Malheureusement, des résultats d'indéidabilité et la naturemême du problème que prétend résoudre notre système (analyse statique de programmesinomplets) s'opposent à l'automatisation de la véri�ation des prérequis. Par onséquent,la démonstration qu'un programme Subext
C

satisfait les prérequis est majoritairement a-omplie à la main, éventuellement interativement dans un système de preuve, selon uneapprohe di�érente de la n�tre.Cette setion dérit la dernière étape de l'axiomatisation. Cette étape onsiste à formu-ler les équations orrespondant aux sous-programmes SubextC à partir des environnementsétendus de elles-i. Les environnements sont le produit de l'évaluation symbolique dessous-programmes par la fontion d'interprétation sémantique dé�nie dans les Setions 5.2et 5.3.Nous donnons tout d'abord les prinipes de la formulation des équations dans la Se-tion 5.4.1. Nous détaillons ensuite, Setion 5.4.2, la dé�nition des fontions assoiées auxsous-programmes, et, Setion 5.4.3, la dé�nition de elles assoiées aux boules.



122 Chapitre 5. SOSSubextC5.4.1 PrinipesLa formulation des équations logiques à partir des environnements étendus se fait se-lon les mêmes prinipes dans SOSSubextC que dans SOSSubRC . Chaque sous-programme estdéoupé en hemins d'exéution. Chaque hemin d'exéution est assoié à une ondition
Conde. Cette ondition est la onjontion des onditions des instrutions de branhementdu hemin d'exéution, i.e., les instrutions if , évaluées dans l'environnement orrespon-dant au point du sous-programme auquel elles apparaissent. L'évaluation des onditionspeut d'ailleurs avoir un e�et de bord sur l'environnement puisque les opérateurs elementet next sont autorisés dans les onditions, ainsi que les appels de sous-programme.Les boules étant remplaées par des appels de fontion, le nombre des hemins d'exé-ution dans un sous-programme est �ni. Les instrutions d'un hemin d'exéution sontévaluées par la fontion d'interprétation sémantique dans l'environnement initial du sous-programme. Cette évaluation produit un environnement étendu �nal enve pour le hemind'exéution. De plus, les listes nommées de la ondition Conde sont mises à jour au furet à mesure des déompositions dans l'évaluation du hemin.Dans SOSSubRC , haque ouple (Conde, enve) donne lieu à la dé�nition d'une équationlogique qui lie la ondition du hemin d'exéution et la valeur de retour du sous-programmeSubC lue dans l'environnement. Dans SOSSubextC , pour haque hemin d'exéution, unefamille d'équations est générée sur le modèle des familles d'équations pour les boulesdans SOSSubR

C
(f. Setion 5.4.2). Les boules dans SOSSubext

C
sont traitées de la mêmemanière que dans SOSSubRC , à la di�érene qu'une famille d'équations supplémentaire estgénérée pour les variables de type liste du sous-programme (f. Setion 5.4.3).5.4.2 Équations pour les sous-programmesUn sous-programme SubextC entraîne la dé�nition de plusieurs fontions équationnelles.Le nombre de es fontions dépend du type et du mode de passage des paramètres dusous-programme ainsi que de l'existene ou non d'une valeur de retour. Chaque hemind'exéution dans le sous-programme produit exatement une équation onditionnelle pourhaune des fontions équationnelles en ours de dé�nition.La formulation des équations onditionnelles d'un sous-programme f pour un hemind'exéution (Conde, enve) se fait en deux temps : d'abord la onstrution de la onditionommune à toutes les équations, puis la génération de l'équation omplète pour haquefontion équationnelle.Constrution de la onditionNous donnons dans ette setion la dé�nition des onditions formées pour les équationsproduites par SOSSubext

C
.Dé�nition 5.40 (ondition des équations de SOSSubext

C
). Soit un hemin d'exé-ution (Conde, enve) d'un sous-programme, ave enve =< E ,M,D, F >. La ondition,

Conde, de toutes les équations formulées pour e hemin est :
Conde := Conde ∧

l∝D

l = ValD(l)
∧

c∝F

c = ValF (c)



5.4. Formulation en équations 123La première série de ontraintes ajoutée à Conde indique quelle a été la déompositionde la variable de type liste l dans le sous-programme pour e hemin d'exéution. Ainsi,les fontions équationnelles produites ne pourront pas être appliquées à des listes quine omporteraient pas au moins autant d'éléments que eux qui seront aédés dans leshemins onernés du sous-programme.Exemple 5.41. Soit le sous-programme suivant :
void f( list &L) {

L = next(L);
}Ce sous-programme ne omporte qu'un hemin d'exéution dans lequel la liste L estdéomposée en e1L
· l2L

. La ondition des équations générées pour f omporteront donla ontrainte : L = e1L
· l2L

. Ainsi, un appel f(NULL) ne serait pas dé�ni. �La seonde série de ontraintes ajoutée à Conde indique la valeur des onstantes quiont été dé�nies pour représenter la valeur des listes après une boule ou un appel desous-programme.Exemple 5.42. Soit le sous-programme suivant :
void f( list &L) {

L = g();
L = next(L);

}Dans e sous-programme, l'appel g() introduit une onstante c = g(). Nous introduisonsaussi la liste nommée orrespondant à c : c = l1c
. Dans l'environnement, la liste L prendla valeur de l1c

. Lors de l'instrution suivante, l1c
est déomposée en c = e1c

· l2c
. Noustrouverons don dans la ondition des équations générées pour f la ontrainte :

c = g() ∧ c = e1c
· l2cLa signi�ation de ette ontrainte est que l'appel de la fontion équationnelle g renvoieune liste qui omporte au moins deux éléments. �Formulation des équations omplètesChaque sous-programme SubextC f peut engendrer la dé�nition de trois types de fon-tions équationnelles :� la fontion f qui orrespond à la valeur de retour de f , si elle existe ;� les fontions fp, pour tout paramètre p de f de type liste, qui orrespondent auxe�ets de bord survenus sur les têtes des listes référenées par les paramètres p aumoment de l'appel de f ;� les fontions f r

p , pour tout paramètre p de f passé par référene, qui orrespondentaux valeurs des paramètres p à la �n de f ;



124 Chapitre 5. SOSSubextCDé�nition 5.43 (équations des sous-programmes Subext
C ). Soient un hemin d'exé-ution d'un sous-programme f , (Conde, enve), ave enve =< E ,M,D, F >, et Condela ondition onstruite pour les équations de e hemin selon la Dé�nition 5.40. Soit

< P1, . . . , Pn > la séquene des paramètres formels du sous-programme.Les équations formulées pour e hemin du sous-programme f sont les suivantes :� Conde ⇒ f(P1, . . . , Pn) = ret, ave ret la valeur de l'expression de retour de f dansenve, si f a une valeur de retour ;� Conde ⇒ fPi
(P1, . . . , Pn) = recons(enve, refPi

), pour 1 ≤ i ≤ n tel que type(Pi) =
list , ave refPi

la référene nommée assoié à Pi dans l'environnement initial de
f ;� Conde ⇒ f r

Pi
(P1, . . . , Pn) = recons(enve, ValE(enve, Pi)), pour 1 ≤ i ≤ n tel que Pisoit passé par référene.Exemple 5.44 (split). Nous développons dans et exemple l'axiomatisation du sous-programme split du programme de tri MergeSort de la Figure 1.6 (Page 19). Lasatisfation des prérequis de l'axiomatisation pour le programme MergeSort est disutéedans la Setion 7.1. Pour failiter la leture de l'exemple, nous en redonnons le ode soure :1 list split( list L)2 {3 list pSC;45 if(L == NULL) return NULL;6 else if( next(L) == NULL) return NULL;7 else {8 pSC = next(L);9 L->next = next(pSC);10 pSC->next = split( next(pSC));11 return pSC;12 }13 }L'environnement initial du sous-programme, après l'appliation de la règle (del_list)pour la délaration de pSC, est :envini =<{(L, ref1), (pSC, ref2)}, {(ref1, l1L

), (ref2,null)},
{(L, l1L

)}, ∅, ∅, {ref1, ref2} >La délaration du sous-programme split annone une valeur de retour de type listeet un paramètre de type liste. Son axiomatisation génèrera don deux fontions équa-tionnelles, respetivement : split et splitL. Le sous-programme omporte trois heminsd'exéution :1. Le premier orrespond à la ligne 5 et a pour ondition assoiée l1L
= null. L'en-vironnement �nal de e hemin est le même que l'environnement initial. La valeur



5.4. Formulation en équations 125de l'expression de retour est null et pour la liste initialement référenée par L :
recons(envini, ref1) = l1L

. La formulation des deux équations de e hemin est don :
L = null∧L = l1L

⇒ split(L) = null
L = null∧L = l1L

⇒ splitL(L) = l1L2. Le deuxième hemin d'exéution orrespond à la ligne 5 du programme. Du fait del'opérateur next dans la ondition du if , l'environnement inital est devenu :envf =<{(L, ref1), (pSC, ref2)},

{(ref1, ref3 · ref4), (ref2,null), (ref3, e1L
), (ref4, l2L

)},

{(l, e1L
· l2L

)}, ∅, ∅, {ref1, ref2, ref3, ref4} >Sa ondition assoiée est e1L
· l2L

6= null∧l2L
= null. La valeur de l'expression deretour est null et pour la liste initialement référenée par L : recons(envf, ref1) =

e1L
· l2L

. La formulation des deux équations de e hemin est don :
e1L

· l2L
6= null∧l2L

= null∧L = e1L
· l2L

⇒ split(L) = null
e1L

· l2L
6= null∧l2L

= null∧L = e1L
· l2L

⇒ splitL(L) = e1L
· l2L3. En�n, le troisième hemin ontient les instrutions qui vont de la ligne 8 à la ligne 11.Après la ligne 9, l'environnement initial est devenu :

<{(L, ref1), (pSC, ref4)},

{(ref1, ref3 · ref6), (ref2,null), (ref3, e1L
), (ref4, ref5 · ref6), (ref5, e2L

), (ref6, l3L
)},

{(l, e1L
· e2L

· l3L
)}, ∅, ∅, {ref1, . . . , ref6} >L'environnement �nal, suite à l'appel réursif de split , est :envf =<{(L, ref1), (pSC, ref4)}, {(ref1, ref3 · ref6), (ref2,null),

(ref3, e1L
), (ref4, ref5 · ref7), (ref5, e2L

), (ref6, l1v1
), (ref6, l1v1

)},

{(l, e1L
· e2L

· l3L
), (v1, l1v1

), (v2, l1v2
)},

{(v1, splitL(l3L
), (v2, split(l3L

)}, {v1, v2}, {ref1, . . . , ref7} >La ondition assoiée à et environnement est e1L
· e2L

· l3L
6= null∧e2L

· l3L
6=null. La valeur de l'expression de retour est recons(envf, ref4) = e2L

· l1v2
et pourla liste initialement référenée par L : recons(envf, ref1) = e1L

· l1v1
. La formulationdes deux équations de e hemin est don :

e1L
· e2L

· l3L
6= null∧e2L

· l3L
6= null∧

L = e1L
· e2L

· l3L
∧ v1 = l1v1

∧ v2 = l1v2
∧

v1 = splitL(l3L
) ∧ v2 = split(l3L

) ⇒ split(L) = e2L
· l1v2

e1L
· e2L

· l3L
6= null∧e2L

· l3L
6= null∧

L = e1L
· e2L

· l3L
∧ v1 = l1v1

∧ v2 = l1v2
∧

v1 = splitL(l3L
) ∧ v2 = split(l3L

) ⇒ splitL(L) = e1L
· l1v1Les équations �nales de split en Figure 1.9 (Page 23) s'obtiennent simplement en sub-stituant aux noms des variables leur valeur dans la ondition et en supprimant les égalitéstrivialement vraies. Cei peut être fait automatiquement. �



126 Chapitre 5. SOSSubextC5.4.3 Équations pour les boulesDans SOSSubext
C
, une boule est interprétée omme un sous-programme réursif termi-nal. Les variables modi�ées dans le orps de la boule sont passées par référene. Un nomde sous-programme unique dans tout le programme est assoié à haque boule. Le orpsd'un sous-programme assoié à une boule donnée est onstitué du orps de la boulesuivi d'un appel réursif au sous-programme. Les équations générées pour une boule sontainsi elles générées pour le sous-programme réursif assoié à la boule, omme déritdans la setion préédente.Dé�nition 5.45 (équations des boules Subext

C ). Soit une boule B de ondition
CondB et de orps corps dans un sous-programme f . Soient Vpro, l'ensemble des variablesloales et paramètres de f , et Vmod ⊂ Vpro, l'ensemble des variables a�etées dans corps .Soient {P1, . . . , Pm} = Vmod, {Pm+1, . . . , Pn} = Vpro \ Vmod et ti le type SubextC de Pi pour
i = 1 . . . n.Soit loop un nom de sous-programme non utilisé dans le programme. Les équations pro-duites pour la boule B sont elles obtenues par la Dé�nition 5.43 pour le sous-programmeSubextC suivant :

void loop( t1 &P1, . . ., tm &Pm, tm+1 Pm+1, . . ., tn Pn) {
if( CondB) {

corps;
loop( P1, . . ., Pn);

}
}Exemple 5.46. Nous exempli�ons la dé�nition des équations formulées pour les boulespar le sous-programme suivant :
void f( list L) {
list La;
int i;

while(L != NULL) {
L->element = 0;
L = next(L);
i = i + 1;

}
...

}Les variables modi�ées dans le orps de la boule sont L et i ; elles seront don passéespar référene dans le sous-programme loop assoié à la boule. Voii e sous-programme :
void loop( list &L, int &i, list La) {
if(L != NULL) {

L->element = 0;
L = next(L);
i = i + 1;
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loop(L, i, La);

}
}Compte tenu de la Dé�nition 5.43 des équations produites pour les sous-programmesSubextC , la famille des fontions générées pour la boule omprend : loopr

L, loopL, loopr
iet loopLa. Le sous-programme loop ne omporte que deux hemins d'exéution dont lesonditions sont L 6= null et ¬(L 6= null), respetivement. Les fontions de ette familleseront don dé�nies par deux équations, une pour haque hemin d'exéution.Pour les variables modi�ées dans le orps de la boule, nous obtiendrons les équationssuivantes :

L 6= null∧L = e1L
· l2L

⇒ loopr
L(L, i, La) = loopr

L(l2L
, i + 1, La)

¬(L 6= null) ⇒ loopr
L(L, i, La) = L

L 6= null∧L = e1L
· l2L

⇒ loopr
i (L, i, La) = loopr

i (l2L
, i + 1, La)

¬(L 6= null) ⇒ loopr
i (L, i, La) = iEn�n, pour les variables de type liste du sous-programme f , nous obtiendrons leséquations suivantes, qui rendent ompte des e�ets de bord de la boule sur les maillonsdes listes :

L 6= null∧L = e1L
· l2L

⇒ loopL(L, i, La) = 0 · loopL(l2L
, i + 1, La)

¬(L 6= null) ⇒ loopL(L, i, La) = L

L 6= null∧L = e1L
· l2L

⇒ loopLa(L, i, La) = loopLa(l2L
, i + 1, La)

¬(L 6= null) ⇒ loopLa(L, i, La) = La

�
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Chapitre 6Preuve de propriétés de programmes etSOSSubRCDans e hapitre, nous rapportons une série d'expérimentations menées ave notresystème SOSSubRC . Nous avons érit en SubC plusieurs algorithmes typiques du domaine dela véri�ation de programme et de la démonstration automatique. Nous avons alors utiliséSOSSubRC pour produire leur sémantique algébrique. Cei permet d'évaluer la qualité deséquations produites, qui sont prohes de e que nous aurions pu obtenir manuellement.Pour ertains des programmes, nous présentons de surroît la preuve de plusieursde leurs propriétés. Les démonstrations des propriétés sont e�etuées dans des systèmesde preuve, pvs et rrl, à partir de la sémantique algébrique des programmes généréepar SOSSubRC . Cei permet d'évaluer plus globalement notre approhe et de montrerl'e�etivité de la preuve de propriétés de programmes ave la sémantique des programmesque produit notre système.6.1 Plus grand ommun diviseurNous touhons �nalement au but que nous nous étions �xé dans les premières pagesde e manusrit, Setion 1.1.1, où nous avions introduit le programme du alul du pgcdomme l'inarnation de la problématique de la preuve de programme. Nous montrons iiomment notre approhe propose une réponse aux questions alors soulevées.Nous rappelons par ommodité le programme SubC du pgcd en Figure 6.1(a) et leséquations produites par SOSSubRC en Figure 6.1(b). Les preuves des propriétés que nousavions énonées pour le programme pgcd ont été onduites dans le système de preuvepvs. Nous donnons en Figure 6.1() la théorie pvs ontenant l'axiomatisation SOSSubR
Cdu programme pgcd (les trois axiomes de la théorie). L'Annexe C.1 omporte le détaildes démonstrations onduites dans pvs pour référene.Les théorèmes th1, th2 et th3 onstituent la spéi�ation du programme pgcd . La dé-monstration que es théorèmes sont des onséquenes logiques des axiomes du programmeassure la orretion du programme. Les preuves des di�érents théorèmes et lemmes se fonten raisonnant par as sur la valeur du deuxième argument de la fontion pgcd, de façon à131
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int pgcd( int a, int b)
{
int r;

while(b != 0)
{

r = b;
b = a % b;
a = r;

}
return a;

} (a) programme pgcd

b 6= 0 ⇒ loopa(a, b, r) = loopa(b, a mod b, b)

loopa(a, 0, r) = a

pgcd(a, b) = loopa(a, b, 0)(b) axiomatisation par SOSSubR
C

de pgcdpgd: theorybegin
a, b, r: var natpgd: [nat, nat → nat℄loop: [nat, nat, nat → nat℄pgd1: axiom b 6= 0 ⇒ loop_a(a, b, r) = loop_a(b, rem(b)(a), b)pgd2: axiom b = 0 ⇒ loop_a(a, b, r) = apgd3: axiom pgd(a, b) = loop_a(a, b, 0)lemma1: lemma b 6= 0 ⇒ rem(b)(a) = rem(b)(a − b)th1: theorem a > b ⇒ pgd(a, b) = pgd(a − b, b)lemma2: lemma loop_a(a, b, r) = loop_a(a, b, 0)th2: theorem pgd(a, b) = pgd(b, a)th3: theorem pgd(a, a) = aend pgd () théorie pvs du programme pgcdFig. 6.1 � Du programme pgcd aux preuves de ses propriétés
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list inverser( list L) {
list W = NULL;
while (L != NULL) {

W = add( element(L), W);
L = next(L);

}
return W;

} (a) le programme inverser

L = null⇒ loopW (L, W ) = W

L 6= null⇒ loopW (L, W ) = loopW (next(L), add(element(L), W ))

inverser(L) = loopW (L,null)(b) axiomatisation par SOSSubR
C

de inverserFig. 6.2 � Axiomatisation du programme inverserpouvoir réérire les termes de l'égalité à prouver ave l'un ou l'autre des axiomes pgd1et pgd2. Deux lemmes ont été introduits pour failiter la démonstration, dont un quiporte sur la fontion rem. Cette fontion est l'équivalent dans pvs de l'opérateur modulodu langage SubC (rem(b)(a) = a % b).La fontion rem est une des nombreuses fontions dé�nies dans le prélude du systèmepvs. Ce prélude, omposé aussi de dé�nitions de types, de prédiats et de théorèmesusuels, fonde le sole ommun à toutes les théories développées ensuite par l'utilisateur.La plupart des systèmes de preuve proposent de telles bibliothèques logiques standard.C'est pourquoi nous avons omis de spéi�er, dans SOSSubC même, les opérateurs desexpressions et onditions du langage SubC . Notons, toutefois, que si nous désirions �gerla sémantique de es opérateurs et la rendre indépendante de �utuations éventuellesd'un système de preuve à l'autre, nous pourrions très simplement fournir notre proprebibliothèque de dé�nitions en � prélude � des axiomes produits par SOSSubC.6.2 Inversion des éléments dans une listeNous illustrons maintenant notre approhe ave un exemple de programme manipulantune liste. La Figure 6.2(a) ontient un programme SubC supposé renvoyer une liste dontles éléments sont dans l'ordre inverse des éléments de la liste passée en paramètre. Unedes propriétés que doit posséder un tel programme est la suivante :
inverser(inverser(L)) = LA�n de démontrer ette propriété pour le programme inverser , nous l'axiomatisonsave SOSSubRC . Nous obtenons les équations de la Figure 6.2(b). Cette fois, nous utilisons



134 Chapitre 6. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubRCle démonstrateur de théorèmes rrl (version 4.1). Ce système est apable de réaliserautomatiquement des preuves par réurrene, en revanhe, il n'o�re pas de bibliothèquede théories prédé�nies. Nous devons don dé�nir nous-mêmes le type liste, les opérationssur les listes et la fontion de onaténation de listes, append, qui nous sera utile au oursde la démonstration. Ces dé�nitions ont la forme suivante dans rrl :[C_Null : list℄[C_Cons : univ, list -> list℄[Cdr : list -> list℄Cdr(C_Cons(v_e, v_L)) := v_L[Car : list -> univ℄Car(C_Cons(v_e, v_L)) := v_e[Append : list, list -> list℄Append(C_Null, v_L) := v_LAppend(v_L, C_Null) := v_LAppend(C_Cons(v_La, v_Lb), v_L) := C_Cons(v_La, Append(v_Lb, v_L))Append(Append(v_La, v_Lb), v_L) == Append(v_La, Append(v_Lb, v_L))Ensuite, nous ajoutons les équations de SOSSubRC pour le programme inverser ,en Figure 6.2(b), et nous essayons d'orienter toutes les équations en règles de façon à equ'elles servent de proédure de déision pour la théorie qu'elles dé�nissent. Nous avonsvu en Setion 4.4.1 omment réaliser ette étape dans rrl et nous obtenons le systèmede réériture suivant :[1℄ CDR(C_CONS(V_E, V_L)) ---> V_L [DEF, 1℄[2℄ CAR(C_CONS(V_E, V_L)) ---> V_E [DEF, 2℄[3℄ APPEND(C_NULL, V_Y) ---> V_Y [DEF, 3℄[4℄ APPEND(V_X, C_NULL) ---> V_X [DEF, 4℄[5℄ APPEND(C_CONS(V_X, V_Y), V_Z) --->C_CONS(V_X, APPEND(V_Y, V_Z)) [DEF, 5℄[6℄ LOOPW(C_NULL, V_W) ---> V_W [DEF, 6℄[7℄ LOOPW(C_CONS(V_E, V_L), V_W) --->LOOPW(V_L, C_CONS(V_E, V_W)) [DEF, 7℄[8℄ REVERSE(V_L) ---> LOOPW(V_L, C_NULL) [DEF, 8℄[9℄ APPEND(APPEND(V_LA, V_LB), V_LC) --->APPEND(V_LA, APPEND(V_LB, V_LC)) [USER, 9℄Les opérations Car et Cdr ne sont que partiellement dé�nies mais le as absent, lorsquela liste est vide, orrespond à un as d'erreur. Aussi, il n'a pas lieu d'intervenir dans lapreuve. D'ailleurs, si le as était renontré, la preuve ne pourrait pas aboutir et nousaurions une bonne indiation de l'origine de l'erreur dans le programme.Nous hoisissons ensuite de mener la démonstration par une méthode de réurreneexpliite (over set method). Cette méthode n'exige pas que le système de réériture



6.3. Tri par insertion 135soit onvergent ou que les dé�nitions soient omplètes. Pour mener à bien la preuveautomatique de notre propriété, nous reourons à deux lemmes. Le premier rend apparentle r�le d'aumulateur de la variable Wdans la boule du programme :proveLoopw(v_La, C_Cons(v_e, v_Lb)) ==Append(Loopw(v_La, C_Null), C_Cons(v_e, v_Lb))...restarthypothesishypothesisontinue...[USER, 10℄ is an indutive theorem in the urrent system.Les démonstrations dans rrl sont onsidérablement automatisées, ependant, pour elemme, le système éhoue à appliquer l'hypothèse de réurrene et nous devons inter-venir à deux oasions pour ommander au système de réérire les termes de la preuveen ours ave l'hypothèse de réurrene. La ause de e omportement semble être unegénéralisation insu�sante de l'hypothèse de réurrene par le système.Le seond lemme établit la distributivité de Loopw sur Append. Cette fois, nous n'in-tervenons pas dans la preuve :proveLoopw(Append(v_La, v_Lb), C_Null) ==Append(Loopw(v_Lb, C_Null), Loopw(v_La, C_Null))...[USER, 11℄ is an indutive theorem in the urrent system.Pour terminer, nous prouvons sans autre intervention la propriété désirée du pro-gramme inverser :proveinverser(inverser(v_L)) == v_L...[USER, 12℄ is an indutive theorem in the urrent system.L'axiomatisation du programme inverser produite par SOSSubR
C
a ainsi permis demontrer une propriété générique du programme néessitant une preuve par réurrene.La démonstration, guidée par deux lemmes, ne rélame que très peu d'interventions de lapart de l'utilisateur.6.3 Tri par insertionNous ontinuons à explorer la preuve de propriétés de programmes ave SOSSubRC surun exemple plus omplexe. La Figure 6.3(a) présente la version SubC d'un programme detri par insertion. Ce programme omporte deux fontions :



136 Chapitre 6. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubRC� La fontion ins prend en entrée un entier e et une liste triée L. La fontion renvoiela liste L augmentée de e triée.� La fontion ISort prend en entrée une liste L et renvoie une version triée de L. Elleproède en insérant à sa plae, par un appel à la fontion ins , le premier élémentde L dans la queue réursivement triée de la liste L.L'axiomatisation de es fontions par SOSSubRC génère les équations des Figures 6.3(b)et 6.3().Nous souhaitons prouver que la fontion ISort permet e�etivement de trier une listed'entiers. Cela néessite de montrer deux propriétés du programme :1. la liste renvoyée par le programme ISort est une permutation de la liste passée enparamètre, i.e., les deux listes ontiennent exatement les mêmes éléments, éven-tuellement dans un ordre di�érent ;2. la liste renvoyée par le programme ISort n'est pas n'importe quelle permutation :elle est ordonnée.Nous utilisons de nouveau le système de preuve pvs, qui prédé�nit avantageusementun type des listes paramétrique et un prédiat member pour l'appartenane à une liste.Nous délarons don un type des listes d'entiers et nous utilisons les équations générées parnotre système pour dé�nir la théorie du programme de tri par insertion, omme illustrépar la Figure 6.4. L'Annexe C.2 omporte le détail des démonstrations onduites danspvs pour référene.6.3.1 Propriété de permutationNous nous attahons d'abord à prouver que isort(L) est une permutation de la liste
L. Pour ela, nous dé�nissons la notion de permutation : nous dirons qu'une liste L′ estune permutation de L, si, après avoir retiré de L′ tous les éléments de L, L′ est vide. Nousajoutons don les deux fontions de la Figure 6.5 à la théorie du tri par insertion.Nous introduisons aussi deux lemmes qui portent sur la fontion ins. Le premier,ins_member, garantit qu'après l'insertion par la fontion ins d'un élément dans une liste,et élément appartient e�etivement à la liste. Le seond lemme nous dit que l'insertiond'un élément dans une liste ave ins, suivie du retrait de l'élément laisse la liste inhangée.Les étapes importantes de la preuve de es lemmes sont l'emploi de la réurrenestruturelle sur les listes et un raisonnement par as a�n de pouvoir appliquer les axiomesins_le ou ins_gt de la fontion ins. Le théorème isort_perm peut alors être démontrépar réurrene sur l.6.3.2 Propriété de liste triéeIl nous reste maintenant à prouver que la liste isort(L) est triée, 'est-à-dire, queses éléments sont ordonnés. Nous dé�nissons ette notion par le prédiat sorted de laFigure 6.6. Nous donnons aussi quatre propriétés de sorted sous la forme des lemmes
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list ISort ( list L) {
list ret = NULL;
if (L == NULL)

ret = NULL;
else

ret = ins( element(L), ISort( next(L)));
return ret;

}

list ins ( int e, list L) {
list ret = NULL;
if (L == NULL)

ret = add(e, NULL);
else if (e <= element(L))

ret = add(e, L);
else {

ret = ins(e, next(L));
ret = add( element(L), ret);

}
return ret;

} (a) le programme de tri par insertion
L = null⇒ ISort(L) = null
L 6= null⇒ ISort(L) = ins(element(L), ISort(next(L)))(b) axiomatisation par SOSSubR

C
de ISort

L = null⇒ ins(e, L) = add(e,null)
L 6= null∧e ≤ element(L) ⇒ ins(e, L) = add(e, L)

L 6= null∧e > element(L) ⇒ ins(e, L) = add(element(L), ins(e, next(L)))() axiomatisation par SOSSubR
C

de insFig. 6.3 � Axiomatisation du programme de tri par insertion



138 Chapitre 6. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubRCinsertion_sort: theorybeginlists: type = list[nat℄
x, y: var nat
l, l1, l2: var listsins: [nat, lists → lists℄ins_empty: axiom ins(x, null) = ons(x, null)ins_le: axiom x ≤ y ⇒ ins(x, ons(y, l)) = ons(x, ons(y, l))ins_gt: axiom ¬ (x ≤ y) ⇒ ins(x, ons(y, l)) = ons(y, ins(x, l))isort: [lists → lists℄isort_empty: axiom isort(null) = nullisort_re: axiom isort(ons(x, l)) = ins(x, isort(l))end insertion_sortFig. 6.4 � Théorie pvs du programme de tri par insertion
del: [nat, lists → lists℄del_empty: axiom del(x, null) = nulldel_eq: axiom x = y ⇒ del(x, ons(y, l)) = ldel_diff: axiom x 6= y ⇒ del(x, ons(y, l)) = ons(y, del(x, l))perm: [lists, lists → bool℄perm_empty1: axiom perm(null, ons(x, l)) = falseperm_empty2: axiom perm(null, null) = trueperm_not: axiom ¬ (member(x, l2)) ⇒ perm(ons(x, l1), l2) = falseperm_re: axiommember(x, l2) ⇒ perm(ons(x, l1), l2) = perm(l1, del(x, l2))ins_member: lemma ins(x, l1) = l2 ⇒ member(x, l2)del_ins: lemma del(x, ins(x, l)) = lisort_perm: theorem perm(l, isort(l))Fig. 6.5 � Propriété de permutation de ISort



6.4. Autres exemples 139sorted: [lists → bool℄sorted_empty: axiom sorted(null) = truesorted_one: axiom sorted(ons(x, null)) = truesorted_le: axiom
x ≤ y ⇒ sorted(ons(x, ons(y, l))) = sorted(ons(y, l))sorted_gt: axiom ¬ (x ≤ y) ⇒ sorted(ons(x, ons(y, l))) = falselemma_sorted1: lemma sorted(ons(x, l)) ⇒ sorted(l)lemma_sorted2: lemmasorted(ons(x, ons(y, l))) ⇒ x ≤ y ∧ sorted(ons(y, l))lemma_sorted3: lemma sorted(ons(x, ons(y, l))) ⇒ sorted(ons(x, l))lemma_sorted4: lemma sorted(ons(x, l)) ∧ member(y, l) ⇒ x ≤ yins_not_empty: lemma ∃ (y: nat, l2: lists): ins(x, l1) = ons(y, l2)ins_member2: lemma x 6= y ∧ ins(x, l1) = ons(y, l2) ⇒ member(y, l1)lemma_ins: lemma sorted(l) ⇒ sorted(ins(x, l))isort_sorted: theorem sorted(isort(l))Fig. 6.6 � Propriété de liste triée de ISortlemma_sorted1 à lemma_sorted4. Bien que es propriétés se déduisent des axiomes desorted, nous aurions pu nous ontenter de les ajouter à la dé�nition du prédiat. Parexemple, le quatrième lemme énone seulement que le premier élément d'une liste triéedans l'ordre roissant de ses éléments est aussi le plus petit des éléments de la liste.Viennent ensuite trois nouveaux lemmes préisant des propriétés de la fontion ins.Parmi eux, lemma_ins est le plus important : il a�rme que l'insertion par la fontionins d'un élément dans une liste ordonnée produit une liste ordonnée. Le théorème �nal,isort_sorted, déoule diretement de e dernier lemme.6.4 Autres exemplesNous présentons dans ette setion deux exemples supplémentaires de programmesSubC axiomatisés par SOSSubRC . Les exemples hoisis sont des algorithmes lassiquesmettant en ÷uvre des types de données struturées, à savoir les arbres et les graphes,plus omplexes que eux vus jusqu'à présent. Nous utilisons les listes du langage SubCpour oder es nouveaux types de données. A�n de rendre les équations plus lisibles,les onditions des équations ont été partiellement évaluées et les omposantes trivialeséliminées.6.4.1 Arbres binaires de reherheLa Figure 6.7(a) ontient un programme SubC qui indique si un élément e donnéappartient à un arbre binaire de reherhe tree donné. La fontion bs retourne 1 si



140 Chapitre 6. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubRCl'élément e se trouve dans l'arbre tree et 0 sinon. Nous modélisons les n÷uds d'un arbrebinaire par une liste à trois éléments :1. un entier pour la valeur du n÷ud ;2. un n÷ud pour le �ls gauhe ;3. un autre n÷ud pour le �ls droit.Un aesseur est dé�ni pour haun de es éléments (fontions root , lc et rc , res-petivement). Les équations produites par l'axiomatisation du programme sont dans laFigure 6.7(b).6.4.2 Parours en profondeur d'abordEn�n, nous terminons e hapitre ave l'exemple du parours en profondeur d'abordd'un graphe. Le programme SubC implantant et algorithme est dans les Figures 6.8(a)et 6.9(a) (Pages 142 et 143). Les sommets du graphe sont simplement représentés par desentiers. Le graphe lui-même est dé�ni par les listes d'adjaene de ses sommets. Toutesles listes d'adjaene sont regroupées dans une liste de listes telle que le vième élément deette liste orrespond à la liste de tous les sommets onnetés au sommet v.La fontion member fait ette fois partie du programme et non pas de sa spéi�ationomme dans l'exemple préédent du tri par insertion. La fontion renvoie 1 si un élément
e donné est dans une liste L donnée, et 0 sinon. Le r�le de la fontion adj est de renvoyerla liste d'adjaene d'un sommet v donné dans la liste des listes d'adjaene adjlist .Le point d'entrée du programme de parours en profondeur d'abord est la fontion
dfs . Cette fontion est appelée ave la liste de tous les sommets, une liste des sommetsvisités initialement vide et la liste des listes d'adjaene du graphe. Cette fontion laneun parours en profondeur d'abord pour tous les sommets non déjà visités de la liste dessommets. Le parours est e�etué par des appels mutuellement réursifs à la fontion
depth qui s'assure que tous les adjaents d'un sommet donné seront visités. La valeurde retour de es deux fontions est arti�iellement introduite pour que le système génèree�etivement leur sémantique, ar les sous-programmes sans valeur de retour ne produisentpas d'équations dans SOSSubRC .Les équations produites pour le programme de parours en profondeur d'abord sontdonnées dans les Figures 6.8(b) et 6.9(b).
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int root ( list tree) { return element(tree); }

list lc ( list tree) { return element( next(tree)); }

list rc ( list tree) { return element( next( next(tree))); }

int bs ( int e, list tree) {
int ret;
if (tree == NULL)

ret = 0;
else if (e == root(tree))

ret = 1;
else if (e < root(tree))

ret = bs(e, lc(tree));
else

ret = bs(e, rc(tree));
return ret;

} (a) le programme de reherhe dihotomique
root(t) = element(t)

lc(t) = element(next(t))

rc(t) = element(next(next(t)))

bs(e,null) = 0

bs(e, e · L) = 1

e < r ⇒ bs(e, r · L) = bs(e, lc(r · L))

e > r ⇒ bs(e, r · L) = bs(e, rc(r · L))(b) axiomatisation par SOSSubR
C

de bsFig. 6.7 � Axiomatisation du programme de reherhe dihotomique
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int depth ( list vertices, list adjacents, list marked,

list adjlist) {
int ret, v;
if (adjacents == NULL)

ret = dfs( next(vertices), marked, adjlist);
else {

v = element(adjacents);
if (member(v, marked) == 1)

ret = depth(vertices, next(adjacents),
marked, adjlist);

else
ret = dfs( add(v, vertices), marked, adjlist);

}
return ret;

}

int dfs ( list vertices, list marked, list adjlist) {
int ret, v;
if (vertices == NULL) ret = 1;
else {

v = element(vertices);
ret = depth(vertices, adj(v, adjlist),

add(v, marked), adjlist);
}
return ret;

} (a) les fontions SubC depth et dfs

depth(v · L,null, M, A) = dfs(L, M, A)

member(v, M) = 1 ⇒ depth(L, v · L′, M, A) = depth(L, L′, M, A)

member(v, M) = 0 ⇒ depth(L, v · L′, M, A) = dfs(v · L′, M, A)

dfs(null, M, A) = 1

dfs(v · L, M, A) = depth(v · L, adj(v, A), v · M, A)(b) axiomatisation par SOSSubR
C

de depth et dfsFig. 6.8 � Axiomatisation du programme de parours en profondeur d'abord (partie 1)
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int member ( int e, list L) {
int ret;
if (L == NULL)

ret = 0;
else if (e == element(L))

ret = 1;
else

ret = member(e, next(L));
return ret;

}

list adj ( int v, list adjlist) {
list ret;
if (v == 1)

ret = element(adjlist);
else

ret = adj(v −1, next(adjlist));
return ret;

} (a) les fontions SubC member et adj

member(e,null) = 0

member(e, e · L) = 1

e 6= c ⇒ member(e, c · L) = member(e, L)

adj(1, L′ · L) = L′

adj(n + 1, L′ · L) = adj(n, L)(b) axiomatisation par SOSSubR
C

de member et adjFig. 6.9 � Axiomatisation du programme de parours en profondeur d'abord (partie 2)



144 Chapitre 6. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubRC



Chapitre 7Preuve de propriétés de programmes etSOSSubextCCe hapitre fait pendant au préédent en proposant l'exemple du tri par fusion pourillustrer les aspets spéi�ques du système SOSSubextC . Nous présentons aussi une version� en plae � de l'algorithme d'inversion de l'ordre des éléments dans une liste. Nous verronsà ette oasion, par omparaison ave le résultat obtenu pour la version ave dupliationdu hapitre préédent, que l'axiomatisation par SOSSubC parvient à apturer le prinipeommun des deux versions de l'algorithme.Ave SOSSubextC , l'axiomatisation des programmes est assujettie à la satisfation par lesprogrammes de prérequis. Il s'agit notamment de montrer ave les exemples développés iique la lasse de programmes dé�nie par les prérequis est su�samment rihe pour ontenirdes instanes intéressant la véri�ation de programme.7.1 Tri par fusionNous reprenons l'exemple du programme de tri par fusion qui avait motivé, en Se-tion 1.1.2, les extensions au système SOSSubRC que omporte le système SOSSubextC . Leode soure du programme est elui de la Figure 1.6 (Page 19). Les équations de l'axio-matisation de e programme par SOSSubextC sont données par la �gure 1.9 (Page 23).Notre ambition est de démontrer pour le programme MergeSort les mêmes propriétésque pour le tri par fusion :� la liste renvoyée par le sous-programme mergeSort est une permutation de la listequ'il prend en paramètre : perm(l,mergesort(l)) = true ;� la liste renvoyée par le sous-programme mergeSort est une liste triée par ordreroissant des éléments : sorted(mergesort(l)) = true.Toutefois, avant de véri�er es propriétés, nous devons nous assurer que l'axiomatisa-tion du programme par SOSSubextC est valide. Nous ommenerons don par montrer queles prérequis de l'axiomatisation ne sont pas violés par le programme mergeSort .145



146 Chapitre 7. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubextCDe même que dans le hapitre préédent, nous ne développons pas la preuve de haquelemme ou théorème démontré ave le système de preuve pvs (le détail est tout de mêmefourni pour référene en Annexe C.3). Ils sont en e�et au nombre de quarante et un. Nousessayons plut�t d'esquisser le shéma des démonstrations des propriétés du programme.À ette �n, nous ne présenterons que les lemmes les plus importants.7.1.1 Véri�ation des prérequisNous faisons dans ette setion la démonstration que le programme MergeSort satis-fait les prérequis de l'axiomatisation par SOSSubextC . Nous itons les prérequis en suivantleur numérotation dans l'Annexe B.Le programme ne omporte pas d'instrutions d'itération, nous n'avons don à nouspréouper que des prérequis no 1, 2, et 3. La preuve de es prérequis néessite que nousintroduisions les deux lemmes suivants :Lemme 7.1. Soit L une liste d'entiers aylique. Soient Lr la liste renvoyée par un appel
split(L) et Lm la liste L après le même appel. Lr et Lm sont deux listes distintes.Démonstration. Nous proédons par réurrene sur la longueur de la liste L. L'hypothèsede réurrene est que pour toute liste L′ dont la longueur est inférieure à elle de L, L′

r et
L′

m ne partagent auun maillon. Nous ontinuons par analyse de as pour la liste L. Pardé�nition du type des listes :� Soit L = null. Alors, la valeur renvoyée par split(L) est null et le lemme esttrivialement vrai.� Soit L = e1 · l2, ave e1 un entier et l2 une liste. À nouveau, par analyse de as pour
l2 :� Soit L = e1 · null. Alors, la valeur renvoyée par split(L) est null et lelemme est trivialement vrai.� Soit L = e1 ·e2 ·l3, ave e2 un entier et l3 une liste. Cette situation orrespond audernier else du sous-programme split . Juste avant l'appel réursif à split ,nous avons : pSeondCell = e2 · l3 et L = e1 · l3. L'appel est don : split( l3) .Après l'appel et l'a�etation qui s'ensuit, nous avons : pSeondCell = e2 · l3ret L = e1 · l3m

. La longueur de la liste l3 est stritement inférieure à elle de
L par onstrution, don l'hypothèse de réurrene s'applique et nous avonsque l3r

et l3m
ne partagent auun maillon. Par onséquent, pSeondCell et Lsont aussi deux listes distintes. La liste renvoyée par split est pSeondCell,don, quand split termine, Lr = pSeondCell et Lm = L sont deux listesdistintes.Lemme 7.2. Dans le adre du programme MergeSort, le sous-programme merge esttoujours appelé ave des listes distintes en paramètre.Démonstration. Dans le adre de la preuve de propriété du sous-programme mergeSort ,les appels de merge sont tous onnus. Nous pouvons don véri�er que le lemme est vrai



7.1. Tri par fusion 147pour haun de es appels. Il y a trois ontextes d'appel, dont deux sont des appelsréursifs. Pour les appels réursifs, nous supposons que les paramètres formels sont deslistes distintes et nous montrons alors que les appels suivants se font ave des listesdistintes. Nous montrons ensuite que le seul appel non réursif de merge est fait avedes listes distintes.� Dans le as des appels réursifs de merge , nous avons posé omme hypothèse que
La et Lb étaient distintes. Par onséquent, au moment des appels réursifs, nousavons next(La) distinte de Lb, dans un as, et La distinte de next(Lb) , dansl'autre as.� Le seul appel non réursif de merge est dans le sous-programme mergeSort .Par le Lemme 7.1, secondList et L sont distintes après l'appel de split dans
mergeSort , par suite, La et Lb sont distintes au moment de l'appel de merge .Nous montrons maintenant la validité de l'axiomatisation du programmeMergeSort :Théorème 7.3. Le programme MergeSort satisfait les prérequis de l'axiomatisation parSOSSubext

C
.Démonstration. Nous montrons les trois premiers prérequis :1. Seul le sous-programme merge est suseptible de violer le prérequis no 1. En e�et,les autres sous-programmes ne prennent qu'un seul paramètre. Le Lemme 7.2 nousassure ependant que e ne sera jamais le as, puisque les deux paramètres sonttoujours des listes distintes.2. Nous détaillons le prérequis no 2 pour haque sous-programme :mergeSort Par le Lemme 7.1, les appels réursifs de mergeSort se font tous deuxsur des listes sans alias.merge Par le Lemme 7.2, le as des appels réursifs est traité. En revanhe, lors del'appel de merge dans mergeSort , si La et Lb sont distintes, L et La , d'unepart, et, secondList et Lb , d'autre part, peuvent partager des maillons.Cependant, il n'y a pas d'usage ambigu de es alias ar mergeSort termineimmédiatement après l'appel de merge .split L'appel de split dans mergeSort véri�e le prérequis trivialement. En re-vanhe, lors de l'appel réursif de split , next(pSecondCell) est un aliasde next(L) . Cependant, et alias porte sur la tête de la liste passée en para-mètre de split et satisfait don le prérequis no 2.3. Nous détaillons le prérequis no 3 pour haque sous-programme :mergeSort La liste renvoyée par le sous-programme mergeSort peut être enrelation d'alias ave la liste passée en paramètre : il su�t de onsidérer le asoù next(L) == NULL . Cependant, il n'y a dans le programme MergeSortauune utilisation ambiguë de es alias ar il n'y a auun appel de mergeSort .



148 Chapitre 7. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubextCmerge De même, des relations d'alias existent entre les paramètres et la listerenvoyée dans le sous-programme merge . Cependant, il n'y a auune utili-sation ambiguë de es alias après les appels de merge dans le programme
MergeSort .split Le Lemme 7.1 orrespond exatement à e prérequis pour split .Puisque la validité de l'axiomatisation est véri�ée, nous pouvons maintenant faire lapreuve de la orretion du programme MergeSort .7.1.2 Propriété de permutationNous ommençons par présenter en Figure 7.1, la théorie pvs pour le programme

MergeSort . Nous ne dé�nissons pas de nouveau le prédiat de permutation perm quiest le même qu'à la Figure 6.5 du hapitre préédent.L'idée entrale qui va permettre de prouver la orretion du programme MergeSortest que le sous-programme split réalise une partition de la liste passée en paramètre. Àette �n, nous donnons la dé�nition de la partition d'une liste, dans la Figure 7.2, sous laforme d'un prédiat part(l1, l2, l) qui est vrai si et seulement si les listes l1 et l2 formentune partition de la liste l.La liste passée en paramètre du sous-programme split est modi�ée par e�et de bordde l'appel de split . Nous prouvons que ette liste ainsi modi�ée forme ave la liste ren-voyée par split une partition de la liste initialement passée en paramètre (split_lemma).La preuve de e lemme est faite par réurrene sur la longueur de la liste l, puis par assur le type des listes.Nous montrons ensuite, ave merge_lemma, que l'opération de fusion réalisée par lesous-programme merge s'apparente à une onaténation de listes partiulière. La preuvede e lemme est faite par réurrene sur la somme des longueurs des listes l1 et l2, puispar as sur la relation d'ordre qui existe entre les premiers éléments des deux listes.Nous introduisons alors deux lemmes qui relient les notions de permutation et departition : e sont les lemmes perm_part_append et perm_part. Ils nous permettent,ave split_lemma et merge_lemma, de démontrer la propriété de permutation du sous-programme mergeSort : mergesort_perm. La preuve de e théorème est faite par réur-rene sur la longueur de la liste l.7.1.3 Propriété de liste triéeLe prédiat sorted pour les listes triées a été dé�ni à la Figure 6.6. La démons-tration du théorème mergesort_sorted, en Figure 7.3 déoule prinipalement du lemmemerge_sorted. En e�et, 'est dans le sous-programme merge que s'opère onrètement letri par omparaison des éléments. La démonstration de ette propriété de merge se faitde nouveau par réurrene sur la somme des longueurs de listes l1 et l2.
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merge_sort: theorybeginimporting listlists: type = list[nat℄

x, y: var nat
l, l1, l2, l3, l4: var listssplit: [lists → lists℄split_empty: axiom split(null) = nullsplit_un: axiom split(ons(x, null)) = nullsplit_re: axiom split(ons(x, ons(y, l))) = ons(y, split(l))splitl: [lists → lists℄splitl_empty: axiom splitl(null) = nullsplitl_un: axiom splitl(ons(x, null)) = ons(x, null)splitl_re: axiom splitl(ons(x, ons(y, l))) = ons(x, splitl(l))merge: [lists, lists → lists℄merge_empty1: axiom merge(null, l) = lmerge_empty2: axiom ¬ null?(l) ⇒ merge(l, null) = lmerge_inf: axiom

x ≤ y ⇒merge(ons(x, l1), ons(y, l2)) = ons(x, merge(l1, ons(y, l2)))merge_sup: axiom
x > y ⇒merge(ons(x, l1), ons(y, l2)) = ons(y, merge(ons(x, l1), l2))mergesort: [lists → lists℄mergesort_empty: axiom mergesort(null) = nullmergesort_un: axiom mergesort(ons(x, null)) = ons(x, null)mergesort_re: axiom
¬ l = null ⇒mergesort(ons(x, l)) =merge(mergesort(splitl(ons(x, l))), mergesort(split(ons(x, l))))end merge_sortFig. 7.1 � Théorie pvs du programme de tri par fusion
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part: [lists, lists, lists → bool℄part_empty: axiom part(null, null, null) = truepart_false1: axiom part(ons(x, l1), l2, null) = falsepart_false2: axiom part(l1, ons(x, l2), null) = falsepart_false3: axiom
¬ (member(x, l1)) ∧ ¬ (member(x, l2)) ⇒part(l1, l2, ons(x, l)) = falsepart_re1: axiommember(x, l1) ⇒ part(l1, l2, ons(x, l)) = part(del(x, l1), l2, l)part_re2: axiommember(x, l2) ⇒ part(l1, l2, ons(x, l)) = part(l1, del(x, l2), l)split_lemma: lemma part(splitl(l), split(l), l)merge_lemma: lemma perm(merge(l1, l2), append(l1, l2))perm_part_append: lemma part(l1, l2, l) ⇒ perm(l, append(l1, l2))perm_part: lemmaperm(l1, l2) ∧ perm(l3, l4) ∧ part(l1, l3, l) ⇒ part(l2, l4, l)mergesort_perm: theorem perm(l, mergesort(l))Fig. 7.2 � Propriété de permutation de mergeSort

merge_sorted: lemma sorted(l1) ∧ sorted(l2) ⇒ sorted(merge(l1, l2))mergesort_sorted: theorem sorted(mergesort(l))Fig. 7.3 � Propriété de liste triée de mergeSort
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void inverserIter( list &L) {
list pre, ptr;

while(L != NULL) {
ptr = L;
L = next(L);
ptr ->next = pre;
pre = ptr;
ptr = NULL;

}
L = pre;

} (a) sous-programme inverserIter

inverserIterr
L(L) = looprpre(L,null,null)

looprpre(e ·L, ptr, pre) = looprpre(L,null, e · pre)
looprpre(null, ptr, pre) = pre

inverserIterL(L) = loopL(L,null,null)
loopL(e ·L, ptr, pre) = e · pre

loopL(null, ptr, pre) = null(b) axiomatisation par SOSSubext
C

de inverserIterFig. 7.4 � Axiomatisation de l'inversion en plae d'une liste7.2 Inversion en plae des éléments dans une listeNous présentons dans ette setion un seond exemple d'axiomatisation ave le sys-tème SOSSubextC pour un sous-programme d'inversion de l'ordre des éléments dans uneliste. Contrairement à l'exemple développé dans la Setion 6.2, le sous-programme de laFigure 7.4(a) inverse l'ordre des éléments d'une liste � en plae �, i.e., sans dupliquerauun maillon de la liste et ave une quantité �nie de mémoire supplémentaire (en l'o-urrene, deux variables loales). En e�et, le sous-programme inverserIter proèdeuniquement par réarrangement des liens entre les maillons, et e, sans réursivité.7.2.1 Véri�ation des prérequisPour que l'axiomatisation par SOSSubextC du sous-programme inverserIter soitvalide, nous devons montrer que le sous-programme satisfait les prérequis de l'Annexe B.Nous prenons pour hypothèse que la liste passée en paramètre du sous-programme estune liste d'entiers aylique. La véri�ation des prérequis est beauoup plus simple quepour le programme MergeSort .



152 Chapitre 7. Preuve de propriétés de programmes et SOSSubextCNous montrons tout d'abord un lemme qui nous permettra d'a�rmer que l'instrutiond'itération de inverserIter ne rée pas d'alias.Lemme 7.4. Si auune relation d'alias n'existe avant le orps de la boule du sous-programme inverserIter, alors auune relation d'alias n'existe après une exéutiondu orps de ette boule.Démonstration. Par hypothèse, il n'y a initialement auune relation d'alias. Dans le orpsde la boule, après les deux premières a�etations, L et ptr ->next sont devenus desalias. Cependant, l'a�etation qui suit (ptr ->next = pre ) supprime ette relation eten rée une nouvelle entre ptr ->next et pre . Cette relation est à nouveau suppriméepar l'a�etation pre = ptr . À e point de la boule, la seule relation d'alias qui existelie don pre et ptr . En�n, la dernière instrution de la boule supprime toute relationd'alias entre les listes du sous-programme en a�etant la liste vide à ptr .Théorème 7.5. L'axiomatisation du sous-programme inverserIter par SOSSubextCest valide.Démonstration. Nous montrons que inverserIter véri�e les inq prérequis de l'An-nexe B :1. Le prérequis no 1 est trivialement vrai puisque le sous-programme inverserIterne prend qu'un seul paramètre.2. Le prérequis no 2 est trivialement vrai puisque le programme à axiomatiser ne om-porte auun appel de inverserIter .3. De nouveau, le prérequis no 3 est trivialement vrai puisque inverserIter neprend qu'un seul paramètre.4. Avant l'instrution d'itération, auune relation d'alias ne lie les variables de type listedu sous-programme : en e�et, pre et ptr sont initialisées à NULL. Le prérequis no 4est don trivialement vrai.5. Nous avons vu pour le prérequis préédent qu'auune relation d'alias n'existe avantl'instrution d'itération. Par le Lemme 7.4, nous déduisons don que le prérequisno 5 est véri�é.7.2.2 ÉquationsLes équations de l'axiomatisation du sous-programme inverserIter sont donnéesdans la Figure 7.4(b). Deux fontions sont dé�nies : inverserIterr
L(L) et inverserIterL(L).La fontion inverserIterL(L) renvoie la valeur de la liste qui était référenée par Lavant l'appel de inverserIter . Les maillons de ette liste sont modi�és par un e�etde bord de l'appel du sous-programme inverserIter .La fontion inverserIterr

L(L), quant à elle, renvoie la valeur de la liste qui est référen-ée par L après l'appel de inverserIter . En e�et, s'agissant d'un paramètre passé parréférene, le paramètre e�etif est modi�é. Nous trouvons pour ette valeur des équations



7.2. Inversion en plae des éléments dans une liste 153très semblables à elles de la version ave dupliation de maillons du programme d'in-version des éléments d'une liste (f. Figure 6.2(b)). La propriété démontrée pour ettepréédente version dans la Setion 6.2 pourrait don l'être tout aussi failement pour laversion en plae.En�n, les fontions looprpre et loopL font partie de la famille de fontions dé�nies parl'axiomatisation pour l'instrution d'itération. Ne �gurent ii que les fontions néessairesà la dé�nition équationnelle de inverserIter .La omparaison des équations obtenues pour les versions ave dupliation des maillonset en plae met en relief l'abstration des algorithmes que réalise l'axiomatisation parSOSSubC. Ainsi, les prinipes de l'algorithme sont lairement exposés : une itérationave une variable jouant le r�le d'aumulateur dans lequel se onstruit le résultat. Enrevanhe, les détails de l'implantation sont masqués. Par exemple, il ne serait pas possiblede montrer à l'aide des équations produites par l'axiomatisation que l'inversion de la listese fait e�etivement en plae et qu'il n'y a don pas de dupliation de maillons.
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ConlusionLe domaine de la véri�ation des programmes informatiques est le théâtre de l'a�ron-tement de deux paradigmes : validation par jeux de tests et méthodes formelles y sontrégulièrement opposées. Confrontés à ette alternative, les programmeurs, dans leur im-posante majorité, optent pour les tests. Fore est de onstater qu'en dépit d'un réentessor, l'emploi des méthodes formelles dans le monde industriel est toujours on�né à desusages spéi�ques et rares. Cette situation est prinipalement due au oût de l'intégra-tion des méthodes formelles dans le métier d'une entreprise : méthodologie inadaptée auxontraintes du développement logiiel tel que pratiqué dans l'industrie, mise en ÷uvredi�ile néessitant une expertise, et.Pourtant, l'alternative est arti�ielle : les deux paradigmes ne se reouvrent pas. Lestests ont la prérogative de la validation fontionnelle d'un système logiiel, notammenten s'appuyant sur un ensemble de as d'utilisations typiques. En revanhe, le privilège degarantir la orretion d'un programme revient aux méthodes formelles. Dans l'idéal, l'unomplète l'autre. La réalisation de et objetif ommande que les méthodes formelles serapprohent de leurs utilisateurs potentiels.La thèse défendue dans e manusrit est que la logique équationnelle est un supportadéquat pour la véri�ation de la orretion de programmes impératifs. La logique équa-tionnelle, ave la larté de sa sémantique et la simpliité de sa syntaxe, ave les nombreuxalgorithmes qui automatisent les raisonnements possibles dans ette logique, ave la quan-tité d'outils qui l'intègrent déjà, peut prétendre à vainre les rétienes des programmeurset à surmonter les obstales au déploiement d'une méthode formelle dans l'industrie. En-ore faut-il que ette méthode fondée sur la logique équationnelle ne remette pas en ausedes yles de développement bien établis. Nous proposons, à et e�et, une approhe de lavéri�ation des programmes qui ne requiert auune mise en ÷uvre partiulière au oursdu développement des programmes et qui s'applique diretement au ode soure des pro-grammes sans auune annotation. Notre approhe peut don être utilisée dans le adrede la maintenane d'appliations existantes. De plus, nous nous sommes intéressé auxlangages de programmation impératifs ar, bien que notoirement plus di�iles à analyserstatiquement, ils sont les plus répandus en pratique.Dans notre approhe, la preuve qu'un programme est orret au regard de ses spéi�a-tions se déroule en trois temps. Tout d'abord, la spéi�ation du programme est formaliséepar des propriétés dans une logique ohérente ave la logique équationnelle, e.g., la logiquedu premier ordre. Ensuite, l'analyse automatique du ode soure du programme extraitla sémantique algébrique du programme, 'est-à-dire, un ensemble d'équations ondition-155



156 Conlusionnelles qui dé�nissent une théorie du programme dans la logique équationnelle. Dans undernier temps, un des multiples systèmes de preuve disponibles pour la logique équation-nelle est utilisé pour démontrer que les propriétés de la spéi�ation sont des théorèmesdans la théorie du programme.Synthèse des travaux aomplisNotre ontribution dans ette thèse a onsisté à onevoir et développer un système,nommé SOSSubC, pour l'analyse automatique du ode soure de programmes impératifs,dans le but de formuler la sémantique des programmes dans la logique équationnelle.Cette analyse est appelée l'axiomatisation des programmes.Nous avons dé�ni un langage impératif pour servir de support à notre approhe. Celangage omporte tous les prinipaux attributs du paradigme impératif, e.g., a�etation,séquene, itération, onditionnelle, sous-programme.Nous avons dé�ni la sémantique du langage en dérivant l'interprétation des onstru-tions de e langage par des modi�ations dans un ensemble d'équations aratéristiquesdes programmes. La formulation automatique des équations de la sémantique des pro-grammes repose essentiellement sur l'évaluation symbolique des programmes onformé-ment à la sémantique du langage.Nous avons développé deux versions du système SOSSubC qui di�èrent par la lassedes programmes à laquelle haque version s'applique et par la méthode employée pourl'évaluation symbolique.� SOSSubRC est une version du système dans laquelle le langage impératif, nomméSubC , ne omporte pas d'autre e�et de bord que l'a�etation. En outre, le typeliste de SubC orrespond à un modèle fontionnel des listes. La pierre angulaire deSOSSubR
C
est un système de réériture dont la fontion est double : il formalise lasémantique du langage et opère l'évaluation symbolique des programmes.Nous avons prouvé que le système de réériture est terminant et on�uent. Cespropriétés garantissent la terminaison de notre analyse des programmes ainsi quel'uniité de son résultat. De plus, la démonstration de es propriétés a été menéeautomatiquement à l'aide d'un démonstrateur de théorèmes.� SOSSubext

C
onsidère une extension du langage SubC, nommée Subext

C
, dans laquelleles listes sont mutables et le mode de passage des paramètres est par valeur ou parréférene. L'introdution de es onepts dans le langage oblige à onsidérer uneplus grande variété d'e�ets de bord que dans SOSSubR

C
.La méthode proposée pour l'axiomatisation ne repose plus sur un système de ré-ériture. Il nous a en e�et semblé que les avantages du formalisme de la réérituren'étaient plus aussi évidents dans SOSSubextC que dans SOSSubRC , prinipalementdu fait de la sémantique plus omplexe du langage.Le traitement des listes se fait par des approximations de plus en plus �nes de leurstruture, selon les besoins de l'analyse, en suivant un shéma de nommage deséléments de la liste.



157Bien que le langage dispose d'alloation dynamique de mémoire et d'un type desréférenes sur des éléments de la mémoire, nous avons dé�ni un ensemble de prérequisqui permettent l'axiomatisation automatique des programmes, sans avoir reours àun modèle de la mémoire dans la théorie du programme. Cette thèse est, à notreonnaissane, la première à traiter la sémantique des programmes omportant desdonnées struturées mutables dans la logique équationnelle, sans lui adjoindre unmodèle de la mémoire.Ces aratéristiques onfèrent à notre analyse une qualité de � raisonnement lo-al � sur les strutures de données qui explique la tournure naturelle des équationsformulées par notre système.En�n, nous avons réalisé un ensemble d'expérimentations sur mahine, ave haunedes deux versions du système, pour valider fontionnellement notre approhe de la véri-�ation des programmes. En e�et, nous avons illustré, sur un ensemble de programmesnon triviaux, les trois temps de la véri�ation suggérés par notre approhe : nous prou-vons, à l'aide de systèmes de preuve largement di�usés, des propriétés génériques de esprogrammes. La preuve est réalisée à partir de l'axiomatisation de es programmes parnotre système.Toutefois, l'approhe que nous proposons onnaît plusieurs limitations :� En premier lieu, les propriétés de programmes qui peuvent être montrées ave notreapprohe onernent uniquement les relations qui existent entre les données en entréeet en sortie des programmes. Par exemple, il n'est pas possible de montrer despropriétés onernant l'utilisation de la mémoire en partiulier, ou la onsommationdes ressoures en général (si e n'est une approximation du temps d'exéution).E�etivement, la sémantique que nous donnons à un programme est un ensemblede fontions de transfert des données en entrée vers les données en sortie. Ceimasque en partie les détails des aluls qui onduisent des entrées aux sorties d'unprogramme.� L'automatisation de l'axiomatisation ave SOSSubextC est onditionnée par la véri-�ation que les programmes respetent des prérequis sur la réation et l'utilisationdes alias. Trois fateurs ontribuent à ette restrition sur la lasse des programmesque nous pouvons traiter :1. Notre méthode permet de traiter des programmes inomplets, de façon à er-ti�er, par exemple, des bibliothèques de sous-programmes. De e fait, noussommes dans l'ignorane des relations d'alias qui préexistent à l'appel d'unsous-programme.2. Quand bien même nous disposerions de programmes omplets, des résultatsd'indéidabilité de l'analyse statique des alias interdisent de onnaître préisé-ment toutes les relations d'alias qui existent dans un programme.3. Les programmes sont interprétés par des fontions de transfert des valeurs enentrée et en sortie des programmes, sans modèle de la mémoire. Par onséquent,



158 Conlusionun e�et de bord sur un objet du programme doit être propagé à tous ses aliaspour modi�er leur valeur. Ce qui impliquerait de onnaître tous les alias del'objet.En plus de restreindre la lasse des programmes qui peut être axiomatisée par notreméthode, les prérequis ne peuvent pas toujours être véri�és automatiquement dansle as général, du fait de l'indéidabilité de l'analyse des alias. Cei ne rend pas notreméthode aduque. En e�et, sous la forme de es prérequis ou sous une autre forme,toute méthode de véri�ation de programme en présene d'alias est onfrontée auproblème de démontrer des propriétés sur les alias du programme. Nous pensons queles prérequis énonés orrespondent à des pratiques de programmation raisonnableset que leur véri�ation est aisée dans la plupart des as. Nous pensons en outre queles avantages de pouvoir raisonner ensuite dans la logique équationnelle surpassentles inonvénients qui résultent de devoir faire la preuve des prérequis par un autremoyen.PerspetivesLes travaux dérits dans e manusrit ont montré qu'une rihe lasse de programmesimpératifs pouvaient être axiomatisée dans la logique équationnelle, a�n de véri�er despropriétés pertinentes de es programmes. Nous avons montré que l'axiomatisation desprogrammes est automatique, moyennant la preuve, éventuellement manuelle, que les pro-grammes respetent ertains prérequis. Toutefois, plusieurs prolongements de es travauxpeuvent être envisagés.L'analyse des alias e�etuée au ours de l'axiomatisation est le prinipal frein à sonautomatisation omplète. Elle est aussi la diretion de reherhe la plus rihe en pistes àexplorer. Par exemple, l'analyse que nous e�etuons est intraproédurale ar la vision quenous avons des programmes est plut�t elle d'une bibliothèque de sous-programmes. Ce-pendant, dans ertains as où les ontextes d'appel d'un sous-programme sont onnus, uneanalyse interproédurale peut su�re pour véri�er automatiquement les prérequis. D'unemanière générale, les prérequis peuvent être a�nés a�n d'éviter de devoir les véri�er pourun ensemble de as d'usages des alias ompatibles ave l'axiomatisation et identi�ablesstatiquement.Une autre diretion de reherhe onsiste à intégrer les restritions sur la formation desalias au niveau du langage lui-même. Il onvient pour ela de limiter volontairement lespossibilités de formation des alias dans le langage de programmation, e.g., en agissant surles onstrutions disponibles ou le typage des expressions, a�n que l'analyse d'alias restedéidable. La di�ulté de e projet est évidemment de trouver le juste équilibre entreautomatisation et expressivité. Nous pourrons à ette �n nous inspirer des travaux sur leslangages de programmation onurrente, pour lesquels les problèmes d'alias inontr�léssur les ressoures d'un programme sont enore plus aigus.Dans la diretion opposée, nous pouvons étudier omment étendre notre approheà un langage plus rihe. Notamment, il serait intéressant de proposer d'autres types de



159données struturées, e.g., les tableaux, d'inlure les listes yliques ou enore de onsidérerla libération expliite de la mémoire.En�n, il serait intéressant d'aroître la portée de notre travail en montrant l'équi-valene de la sémantique de notre langage ave elle du langage C, pour la partie enommun. En e�et, le langage C est un standard de fait auprès des programmeurs et nousnous en sommes inspiré pour onevoir le langage SubC . Notre approhe serait ainsi plusprohe des préoupations des programmeurs.
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Annexe ARègles du système de réériture SOSRCette annexe ontient toutes les règles du système de réériture SOSR. La signi�ationde es règles a été disutée dans le adre de la sémantique du langage SubC en Setion 4.3.Note A.1.1. Les opérateurs des expressions du langage SubC (e.g., add , +, et.) n'apparaissentpas dans es règles ar ils ne sont pas interprétés par notre système au ours del'axiomatisation des programmes. De plus, es opérateurs sont en général prédé�nisdans les systèmes de preuve.2. La syntaxe hoisie pour la présentation des règles est elle du système rrl. Comptetenu des ontraintes de ette syntaxe et dans le but d'une notation homogène, nousavons pré�xé le nom des variables dans les règles par v_ et le nom des onstruteurspar C_. Tous les autres symboles représentent des fontions si leur première lettreest une majusule, ou des types sinon. Le type des symboles est donné à titre indiatifar il n'est pas pris en ompte par le proessus de réériture. Dans les faits, SOSRn'est pas typé.;; ; ; types;; stmt : les instrutions;; stmt_list : les listes d'instrutions;; var : les variables;; var_list : les listes de variables;; id : les identi�ateurs;; exp : les expressions;; ond : les expressions onditionnelles;; nat : les entiers naturels;; env : les environnements;; env_elt : les éléments d'environnement;; Construteurs des listes d'instrutions[ C_L_Stmt : stmt_list, stmt →stmt_list ℄[ C_Empty_L_Stmt : stmt_list ℄ 163



164 Annexe A. Règles du système de réériture SOSR;; Construteurs des instrutions[ C_If : ond, stmt_list, stmt_list →stmt ℄[ C_Assign : id, exp →stmt ℄[ C_While : nat, ond, stmt_list →stmt ℄;; Construteurs des environnements[ C_Env : env_elt, env →env ℄[ C_Empty_Env : env ℄[ C_Choie : env, env →env ℄[ C_Branh : ond, env →env ℄;; Construteurs des éléments d'environnement[ C_Pair : id, exp →env_elt ℄[ C_While_Closure : nat, ond, env, var_list →env_elt ℄;; Construteurs des listes de variables[ C_L_Var : var, var_list →var_list ℄[ C_Empty_L_Var : var_list ℄;; Construteurs des onditions[ C_And : ond, ond →ond ℄[ C_Not : ond →ond ℄;; Construteurs des expressions[ C_EA : var →exp ℄[ C_Loop : nat, var, env →exp ℄[ C_Subst : var, ond, exp →ond ℄;; une expression est une expression onditionnelle[ exp < ond ℄;; une variable est une expression[ var < exp ℄;; une variable est un identi�ateur[ var < id ℄;; Opération d'évaluation d'une liste d'instrutions dans un environnement[ GE : stmt_list, env →env ℄(1) GE(C_L_Stmt(v_l_stmt, v_stmt), v_env) →Comp(v_stmt, GE(v_l_stmt, v_env))(2) GE(C_Empty_L_Stmt, v_env) →v_env



165;; Opération d'évaluation d'une instrution dans un environnement[ Comp : stmt, env →env ℄(3) Comp(C_Assign(v_var, v_exp), C_Empty_Env) →C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), C_Empty_Env)(4) Comp(C_Assign(v_var, v_exp), C_Env(v_pair, v_env)) →Update_Env(C_Pair(v_var, v_exp), C_Env(v_pair, v_env))(5) Comp(C_If(v_ond, v_l_stmt1, v_l_stmt2), C_Empty_Env) →C_Choie(C_Branh(v_ond, GE(v_l_stmt1, C_Empty_Env)),C_Branh(C_Not(v_ond), GE(v_l_stmt2, C_Empty_Env)))(6) Comp(C_If(v_ond, v_l_stmt1, v_l_stmt2), C_Env(v_pair, v_env)) →C_Choie(C_Branh(Update_Cond(v_ond, C_Env(v_pair, v_env)),GE(v_l_stmt1, C_Env(v_pair, v_env))),C_Branh(C_Not(Update_Cond(v_ond, C_Env(v_pair, v_env))),GE(v_l_stmt2, C_Env(v_pair, v_env))))(7) Comp(C_While(v_num, v_ond, v_l_stmt), C_Empty_Env) →C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond, GE(v_l_stmt, C_Empty_Env),C_Empty_L_Var),GL(v_num, GLOMV(GE(v_l_stmt, C_Empty_Env)),C_Empty_Env))(8) Comp(C_While(v_num, v_ond, v_l_stmt), C_Env(v_pair, v_l_pair)) →C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond,GE(v_l_stmt, GIE(C_Env(v_pair, v_l_pair))),GLOV(C_Env(v_pair, v_l_pair))),Merge_Env(GL(v_num,GLOMV(GE(v_l_stmt,GIE(C_Env(v_pair, v_l_pair)))),C_Env(v_pair, v_l_pair)),C_Env(v_pair, v_l_pair)))(9) Comp(stmt, C_Choie(v_exp1, v_exp2)) →C_Choie(Comp(stmt, v_exp1), Comp(stmt, v_exp2))(10) Comp(stmt, C_Branh(v_ond, v_env)) →C_Branh(v_ond, Comp(stmt, v_env))



166 Annexe A. Règles du système de réériture SOSR;; Génération des appels aux fontions de boule[ GL : nat, var_list , env →env ℄(11) GL(v_num, C_L_Var(v_var, v_l_var), v_env) →C_Env(C_Pair(v_var, C_Loop(v_num, v_var, v_env)),GL(v_num, v_l_var, v_env))(12) GL(v_num, C_Empty_L_Var, v_env) →C_Empty_Env;; Insertion et mise à jour d'une paire dans un environnement[ Update_Env : env_elt, env →env ℄(13) Update_Env(C_Pair(v_var, v_exp1),C_Env(C_Pair(v_var, v_exp2), v_env)) →Update_Env(C_Pair(v_var, C_Subst(v_var, v_exp1, v_exp2)), v_env)(14) Update_Env(C_Pair(v_var1, v_exp1),C_Env(C_Pair(v_var2, v_exp2), v_env)) →C_Env(C_Pair(v_var2, v_exp2),Update_Env(C_Pair(v_var1,C_Subst(v_var2, v_exp1, v_exp2)), v_env))if not equal(v_var1, v_var2)(15) Update_Env(C_Pair(v_var, v_exp), C_Empty_Env) →C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), C_Empty_Env)(16) Update_Env(C_Pair(v_var, v_exp1),C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond,v_env, v_l_var), v_env)) →C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond, v_env, v_l_var),Update_Env(C_Pair(v_var, v_exp1), v_env));; Mise à jour d'une ondition dans un environnement[ Update_Cond : ond, env →ond ℄(17) Update_Cond(v_ond, C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), v_env)) →Update_Cond(C_Subst(v_var, v_ond, v_exp), v_env)(18) Update_Cond(v_ond, C_Empty_Env) →v_ond(19) Update_Cond(v_ond,C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond, v_env, v_l_var), v_env)) →Update_Cond(v_ond, v_env)



167(20) C_Branh(v_ond, C_Choie(v_env1, v_env2)) →C_Choie(C_Branh(v_ond, v_env1), C_Branh(v_ond, v_env2))(21) C_Branh(v_ond1, C_Branh(v_ond2, v_env)) →C_Branh(C_And(v_ond1, v_ond2), v_env)(22) C_And(C_And(v_ond1, v_ond2), v_ond3) →C_And(v_ond1, C_And(v_ond2, v_ond3));; Génération de l'environnement initial d'une fontion de boule[ GIE : env →env ℄(23) GIE(C_Empty_Env) →C_Empty_Env(24) GIE(C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), v_env)) →C_Env(C_Pair(v_var, C_EA(v_var)), GIE(v_env))(25) GIE(C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond, v_env, v_l_var), v_env)) →GIE(v_env);; Génération de la liste des variables d'un environnement[ GLOV : env →var_list ℄(26) GLOV(C_Empty_Env) →C_Empty_L_Var(27) GLOV(C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), v_env)) →C_L_Var(v_var, GLOV(v_env))(28) GLOV(C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond,v_env, v_l_var), v_env)) →GLOV(v_env);; Génération de la liste des variables modi�ées d'un environnement[ GLOMV : env →var_list ℄(29) GLOMV(C_Empty_Env) →C_Empty_L_Var(30) GLOMV(C_Env(C_Pair(v_var, C_EA(v_var)), v_env)) →GLOMV(v_env)(31) GLOMV(C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), v_env)) →C_L_Var(v_var, GLOMV(v_env))if not equal(C_EA(v_var), v_exp)



168 Annexe A. Règles du système de réériture SOSR(32) GLOMV(C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond,v_env, v_l_var), v_env)) →GLOMV(v_env)(33) GLOMV(C_Branh(v_ond, v_env)) →GLOMV(v_env)(34) GLOMV(C_Choie(v_env1, v_env2)) →Merge_L_Var(GLOMV(v_env1), GLOMV(v_env2));; Fusion de deux environnements[ Merge_Env : env, env →env ℄(35) Merge_Env(C_Env(v_pair, v_l_pair), v_env) →Insert_Pair(v_pair, Merge_Env(v_l_pair, v_env))(36) Merge_Env(C_Empty_Env, v_env) →v_env;; Insertion sans mise à jour d'une paire dans un environnement[ Insert_Pair : env_elt, env →env ℄(37) Insert_Pair(C_Pair(v_var, v_exp),C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond,v_env, v_l_var), v_env)) →C_Env(C_While_Closure(v_num, v_ond, v_env, v_l_var),Insert_Pair(C_Pair(v_var, v_exp), v_env))(38) Insert_Pair(C_Pair(v_var, v_exp1),C_Env(C_Pair(v_var, v_exp2), v_env)) →C_Env(C_Pair(v_var, v_exp1), v_env)(39) Insert_Pair(C_Pair(v_var1, v_exp1),C_Env(C_Pair(v_var2, v_exp2), v_env)) →C_Env(C_Pair(v_var2, v_exp2),Insert_Pair(C_Pair(v_var1, v_exp1), v_env))if not equal(v_var1, v_var2)(40) Insert_Pair(C_Pair(v_var, v_exp), C_Empty_Env) →C_Env(C_Pair(v_var, v_exp), C_Empty_Env);; Fusion de deux listes de variables[ Merge_L_Var : var_list, var_list →var_list ℄(41) Merge_L_Var(C_L_Var(v_var, v_l_var1), v_l_var2) →Insert_Var(v_var, Merge_L_Var(v_l_var1, v_l_var2))



169(42) Merge_L_Var(C_Empty_L_Var, v_l_var) →v_l_var;; Insertion d'une variable dans une liste de variables[ Insert_Var : var, var_list →var_list ℄(43) Insert_Var(v_var, C_L_Var(v_var, v_l_var)) →C_L_Var(v_var, v_l_var)(44) Insert_Var(v_var1, C_L_Var(v_var2, v_l_var)) →C_L_Var(v_var2, Insert_Var(v_var1, v_l_var))if not equal(v_var1, v_var2)(45) Insert_Var(v_var, C_Empty_L_Var) →C_L_Var(v_var, C_Empty_L_Var)
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Annexe BPrérequis de SOSSubextCNous réapitulons dans ette annexe, les inq prérequis que doivent véri�er les sous-programmes érits dans le langage SubextC a�n de garantir la validité de leur axiomatisationpar SOSSubextC .L'origine de es prérequis réside, d'une part, dans le fait que notre méthode ne restitueauune information sur les objets manipulés par les programmes autre que leur valeur,et d'autre part, dans le fait que le langage SubextC est su�samment expressif pour que lavaleur de es objets dépende de relations d'alias dont nous ne pouvons déider l'existenestatiquement. Il est don entendu que es prérequis ne peuvent être véri�és automatique-ment dans le as général, ependant, des méthodes d'analyse d'alias automatiques peuventy parvenir dans des as partiuliers.L'objetif de es prérequis est de garantir que haque fois que dans notre méthodenous réduisons le ontenu informatif d'un objet du programme (i.e., essentiellement leslistes pour nous) à sa valeur, ette perte d'information n'entraîne pas d'impréisions pourla suite de l'analyse. Le lieu de es approximations est la fontion de transfert, des valeursen entrée vers les valeurs en sortie, à laquelle nous assimilons les sous-programmes et lesinstrutions d'itérations (boules) du langage impératif soure. Les prérequis nous assurentdon que, en entrée et en sortie des sous-programmes et des instrutions d'itérations, lesdonnées du programme sont rédutibles à leur valeur ou alors que la perte d'informationqui en déoule n'a pas d'inidene sur la suite de l'analyse.Les inq prérequis sur les programmes SubextC énonés au ours du Chapitre 5 sont lessuivants :1. L'appel d'un sous-programme ne rée pas de relations d'alias entre ses paramètresformels.2. Auune relation d'alias ne porte sur les listes passées en paramètre d'un sous-programme, à l'exeption éventuellement d'un alias sur la tête de la liste. Dansle as ontraire, les alias qui sont alors dé�nis ne doivent pas être utilisés de façonambiguë dans le sous-programme appelé et dans la suite du programme.3. Auune relation d'alias ne lie les paramètres d'un sous-programme entre eux, ou lesparamètres et la valeur de retour, lorsque le sous-programme termine. Dans le as171



172 Annexe B. Prérequis de SOSSubextContraire, il faut montrer qu'après un appel au sous-programme les alias ne sont pasutilisés de façon ambiguë.4. Auune relation d'alias ne porte sur les listes modi�ées par une instrution d'itéra-tion avant ette instrution. Dans le as ontraire, les alias ne doivent pas être utilisésde façon ambiguë dans l'instrution d'itération et dans la suite du sous-programmeontenant l'instrution.5. Les boules ne réent auune relation d'alias entre les listes du sous-programme quiles ontient, telle que la relation ontinue à exister à la �n du orps de la boule.Dans le as ontraire, les alias ne doivent pas être utilisés de façon ambiguë dans leorps de la boule et dans le reste du sous-programme qui la ontient.Nous entendons par usage ambigu, l'appliation d'un e�et de bord par l'intermédiaire d'unalias, y ompris l'a�etation, suivie de la leture de la valeur d'un autre alias du mêmeobjet (ei omprend l'appliation d'un opérateur de mutation).



Annexe CDétails des preuves mahineNous donnons dans ette annexe les preuves des lemmes et des théorèmes des Cha-pitres 6 et 7, lorsque es preuves ont été onduites dans le système pvs. Le détail despreuves onsiste en la trae des interations ave le système. La syntaxe est elle dusystème pvs dans sa version 3.1 pour Linux. En�n, nous ne fournissons pas les démons-trations des ontraintes sur les types des variables que le système a lui-même générées etvéri�ées.C.1 Plus grand ommun diviseurlemma1(""(skolem!)(ase "b!1 = 0")(("1" (replae -1) (simplify) (propax))("2"(use same_remainder)(("1" (simplify) (rewrite divides_reflexive) (simplify) (propax))("2"(typepred "b!1")(expand ">=")(expand "<=")(prop)(("1" (rewrite >)) ("2" (rewrite -1 2))))))))th1(""(skolem!)(flatten)(ase "b!1 = 0")(("1" (replae -1) (simplify) (propax))("2"(rewrite pgd3)(rewrite pgd3)(rewrite pgd1)(rewrite pgd1 2 ("b" "b!1"))(rewrite lemma1)))) 173



174 Annexe C. Détails des preuves mahinelemma2(""(indut b)(("1" (skolem!) (rewrite pgd2) (rewrite pgd2))("2"(skolem!)(prop)(skolem!)(rewrite pgd1)(rewrite pgd1 1 ("a" "a!1")))))th2(""(skolem!)(ase "b!1=0")(("1"(replae -1)(rewrite pgd3)(rewrite pgd2)(ase "a!1=0")(("1" (replae -1) (rewrite pgd3) (rewrite pgd2))("2"(rewrite pgd3)(rewrite pgd1)(rewrite rem_zero)(rewrite pgd2))))("2"(ase "a!1 = 0")(("1"(replae -1)(rewrite pgd3)(rewrite pgd3)(rewrite pgd1)(rewrite rem_zero)(rewrite pgd2)(rewrite pgd2))("2"(ase "a!1 < b!1")(("1"(rewrite pgd3)(rewrite pgd1)(rewrite rem_mod2)(rewrite pgd3)(rewrite lemma2))("2"(rewrite pgd3)(rewrite pgd3)(ase "a!1 = b!1")(("1" (replae -1) (propax))("2"(ase "a!1 > b!1")(("1"(rewrite pgd1 5 ("a" "b!1"))(rewrite rem_mod2)(rewrite lemma2 5 ("r" "a!1")))("2" (grind))))))))))))th3(""(skolem!)(ase "a!1=0")(("1" (replae -1) (rewrite pgd3) (rewrite pgd2))("2"



C.2. Tri par insertion 175(rewrite pgd3)(rewrite pgd1)(rewrite rem_self)(rewrite pgd2))))C.2 Tri par insertionins_member(""(indut "l1")(("1"(skolem 1 ("l2" "x"))(rewrite "ins_empty")(flatten)(replae -1 (1) rl)(grind))("2"(skolem 1 ("y" "l1"))(flatten)(skolem 1 ("l2" "x"))(flatten)(ase "x <= y")(("1" (rewrite "ins_le") (replae -3 (1) rl) (grind))("2"(rewrite "ins_gt")(inst -1 "ins(x, l1)" "x")(replae -2 (2) rl)(grind))))))del_ins(""(indut "l")(("1" (skolem 1 ("x")) (rewrite "ins_empty") (rewrite "del_eq"))("2"(skolem 1 ("y" "l2"))(flatten)(skolem 1 ("x"))(ase "x <= y")(("1" (rewrite "ins_le") (rewrite "del_eq"))("2" (rewrite "ins_gt") (rewrite "del_diff") (grind))))))isort_perm(""(indut "l")(("1" (rewrite "isort_empty") (rewrite "perm_empty2"))("2"(skolem 1 ("y" "l2"))(flatten)(rewrite "isort_re")(rewrite "perm_re")(("1" (rewrite "del_ins")) ("2" (use "ins_member"))))))lemma_sorted1(""(indut "l")(("1" (grind) (rewrite "sorted_empty"))("2"(skolem!)



176 Annexe C. Détails des preuves mahine(grind)(use "exluded_middle" ("A" "x!1 <= ons1_var!1"))(split -1)(("1" (rewrite "sorted_le")) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))lemma_sorted2(""(indut "l")(("1"(skolem 1 ("x" "y"))(flatten)(use "exluded_middle" ("A" "x <= y"))(split -1)(("1" (rewrite "sorted_le") (assert)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))("2"(skolem!)(flatten)(skolem!)(flatten)(use "exluded_middle" ("A" "x!1 <= y!1"))(split -1)(("1" (rewrite "sorted_le") (prop)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))lemma_sorted3(""(indut "l")(("1" (skolem!) (rewrite "sorted_one"))("2"(skolem!)(flatten)(skolem!)(flatten)(ase "x!1 <= ons1_var!1")(("1"(rewrite "sorted_le" 1)(use "lemma_sorted1")(assert)(use "lemma_sorted1")(assert))("2"(use "lemma_sorted2")(prop)(use "lemma_sorted2")(assert))))))lemma_sorted4(""(indut "l")(("1" (grind))("2"(skolem!)(flatten)(skolem!)(flatten)(use "exluded_middle" ("A" "y!1 = ons1_var!1"))(split -1)(("1" (use "lemma_sorted2") (assert))("2"(rewrite "member")(split -3)(("1" (propax))("2" (use "lemma_sorted3") (assert) (inst? -3) (assert))))))))



C.2. Tri par insertion 177ins_not_empty(""(skolem 1 (_ "x"))(indut "l1")(("1" (rewrite "ins_empty") (instantiate 1 ("x" "null")) (propax))("2"(skolem 1 ("z" "l3"))(flatten)(ase "x <= z")(("1"(rewrite "ins_le")(instantiate 1 ("x" "ons(z, l3)"))(propax))("2"(rewrite "ins_gt")(skolem -1 ("n" "l"))(replae -1)(instantiate 2 ("z" "ons(n, l)"))(propax))))))ins_member2(""(skolem 1 (_ "l2" "x" "y"))(indut "l1")(("1" (flatten) (rewrite "ins_empty") (deompose-equality))("2"(skolem 1 ("z" "l3"))(flatten)(ase "x <= z")(("1" (rewrite "ins_le") (deompose-equality))("2" (rewrite "ins_gt") (deompose-equality) (grind))))))lemma_ins(""(auto-rewrite ("ins_empty""ins_le""ins_gt""sorted_empty""sorted_one""sorted_le""sorted_gt"))(indut "l")(("1" (grind))("2"(skolem 1 ("y" "l2"))(flatten)(skolem 1 "x")(flatten)(ase "x <= y")(("1" (grind))("2"(assert)(inst -1 "x")(use "lemma_sorted1")(assert)(ase "exists (z: nat, l3: lists): ins(x, l2) = ons(z, l3)")(("1"(skolem -1 ("z" "l3"))(replae -1)(ase "z=x")(("1" (grind))("2"(use "ins_member2")



178 Annexe C. Détails des preuves mahineappend_lemma: lemma ons(x, append(l1, l2)) = append(ons(x, l1), l2)member_append: lemma member(x, l1) ⇒ member(x, append(l1, l2))Fig. C.1 � Lemmes de append(assert)(use "lemma_sorted4" ("x" "y" "y" "z" "l" "l2"))(assert)(rewrite "sorted_le"))))("2" (use "ins_not_empty"))))))))isort_sorted(""(auto-rewrite ("ins_empty""ins_le""ins_gt""sorted_empty""sorted_one""sorted_le""sorted_gt""isort_empty""isort_re"))(indut "l")(("1" (grind))("2" (skolem 1 ("x" "l")) (grind) (rewrite "lemma_ins"))))C.3 Tri par fusionNous partageons ette annexe en groupant les lemmes selon la fontion à laquelle ilsse rapportent. Nous donnons aussi le ontenu des lemmes qui ne sont pas déjà présentésdans la Setion 7.1. Les prédiats del, perm et sorted ont la même dé�nition que pour letri par insertion de la Setion 6.3. Les fontions append, member et length sont prédé�niesdans le �hier de prélude du système pvs.C.3.1 appendLes preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.1.append_lemma("" (grind))member_append(""(indut l1)(("1" (grind))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1=ons1_var!1")(("1" (expand append) (grind)) ("2" (expand member -2) (grind))))))



C.3. Tri par fusion 179del_lemma: lemma del(x, del(y, l)) = del(y, del(x, l))del_length: lemma length(del(x, l)) ≤ length(l)del_member: lemma member(x, l) ∧ x 6= y ⇒ member(x, del(y, l))del_member2: lemma member(x, del(y, l)) ⇒ member(x, l)del_append: lemmamember(x, l1) ⇒ del(x, append(l1, l2)) = append(del(x, l1), l2)Fig. C.2 � Lemmes de delC.3.2 delLes preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.2.del_lemma(""(indut l)(("1"(skosimp)(rewrite del_empty)(rewrite del_empty)(rewrite del_empty))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "y!1 = ons1_var!1")(("1"(ase "x!1 = y!1")(("1" (replae -1) (propax))("2"(replae -1)(rewrite del_eq)(rewrite del_diff)(rewrite del_eq))))("2"(ase "x!1 = ons1_var!1")(("1"(replae -1)(rewrite del_diff)(rewrite del_eq)(rewrite del_eq))("2"(rewrite del_diff)(rewrite del_diff)(rewrite del_diff)(rewrite del_diff)(grind))))))))del_length(""(indut l)(("1" (skosimp) (rewrite del_empty) (grind))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1 = ons1_var!1")(("1" (replae -1) (rewrite del_eq) (grind))("2" (rewrite del_diff) (grind))))))



180 Annexe C. Détails des preuves mahinedel_member(""(indut l)(("1" (skosimp) (grind))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1 = ons1_var!1")(("1" (replae -1) (rewrite del_diff) (grind))("2"(expand member -2)(prop)(ase "y!1 = ons1_var!1")(("1" (replae -1) (rewrite del_eq))("2" (rewrite del_diff) (grind))))))))del_member2(""(indut l)(("1" (skosimp) (rewrite del_empty))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "y!1=ons1_var!1")(("1"(replae -1)(rewrite del_eq)(ase "x!1 = ons1_var!1")(("1" (grind)) ("2" (grind))))("2"(rewrite del_diff)(ase "x!1 = ons1_var!1")(("1" (grind)) ("2" (expand member -2) (grind))))))))del_append(""(indut l1)(("1" (grind))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1=ons1_var!1")(("1"(replae -1)(rewrite del_eq)(expand append 1 1)(rewrite del_eq))("2"(rewrite del_diff)(expand append 2 2)(expand append 2 1)(rewrite del_diff)(apply-extensionality 2)(inst? -1)(grind))))))C.3.3 permLes preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.3.



C.3. Tri par fusion 181perm_re�exive: lemma perm(l, l) = trueperm_null: lemma perm(null, l) ⇒ l = nullperm_lemma1: lemma perm(l1, l2) = perm(ons(x, l1), ons(x, l2))perm_lemma3: lemma member(x, l1) ∧ perm(l1, l2) ⇒ member(x, l2)perm_del: lemma perm(l1, l2) ⇒ perm(del(x, l1), del(x, l2))perm_transitivity: lemma perm(l, l1) ∧ perm(l1, l2) ⇒ perm(l, l2)perm_del2: lemmamember(x, l1) ⇒ perm(del(x, l1), l2) = perm(l1, ons(x, l2))perm_ommut: lemma perm(l1, l2) ⇒ perm(l2, l1)perm_ommutativity: lemma perm(l1, l2) = perm(l2, l1)perm_lemma2: lemma member(x, l) ⇒ perm(ons(x, del(x, l)), l)perm_append: lemma perm(l, l1) ⇒ perm(append(l, l2), append(l1, l2))perm_append1: lemmaperm(append(ons(x, l1), l2), append(l1, ons(x, l2)))perm_append2: lemma perm(append(l1, l2), append(l2, l1))Fig. C.3 � Lemmes de permperm_re�exive(""(indut l)(("1" (rewrite perm_empty2))("2"(skosimp)(rewrite perm_re)(("1" (rewrite del_eq)) ("2" (grind))))))perm_null(""(indut l)(skosimp)(prop)(("1" (replae -1) (rewrite perm_empty1)) ("2" (rewrite perm_empty1))))perm_lemma1(""(skolem!)(flatten)(rewrite perm_re)(("1" (rewrite del_eq)) ("2" (grind))))perm_lemma3(""(indut l1)(("1" (skosimp) (use perm_null) (grind))("2"(skosimp)(indut l2)(("1" (skosimp) (rewrite perm_not -2) (grind))("2"(skosimp)



182 Annexe C. Détails des preuves mahine(skosimp)(ase "x!1 = ons1_var!1")(("1" (replae -1 -4 :dir rl) (rewrite perm_not -4))("2"(expand member -2)(prop)(opy -3)(hide -1)(rewrite perm_re -3)(("1"(inst -4 "del(ons1_var!1, ons(ons1_var!2, ons2_var!2))""x!1")(prop)(ase "ons1_var!1 = ons1_var!2")(("1" (replae -1) (rewrite del_eq) (expand member) (grind))("2"(rewrite del_diff)(ase "x!1 = ons1_var!2")(("1" (replae -1) (expand member) (propax))("2"(expand member)(split)(("1" (propax))("2" (flatten) (use del_member2) (grind))))))))("2" (rewrite perm_not -3))))))))))perm_del(""(measure-indut+ "length(l1) + length(l2)" ("l1" "l2"))(skosimp)(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")(("1"(split)(("1"(ase "x!1 = null")(("1"(replae -1)(use perm_null ("l" "x!2"))(prop)(replae -1)(rewrite del_empty))("2" (grind))))("2"(ase "(exists (x:nat),(l:lists):x!1=ons(x,l))")(("1"(skosimp)(replae -1)(ase "null?(x!2) OR ons?(x!2)")(("1"(split)(("1"(ase "x!2 = null")(("1" (replae -1) (rewrite perm_not -6) (grind))("2" (grind))))("2"(ase "(exists (x:nat),(l:lists):x!2=ons(x,l))")(("1"(skosimp)(replae -1)(hide -1 -2 -3 -4)(ase "x!3 = x!4")(("1"(replae -1)(rewrite del_eq)(ase "x!4 = x!5")(("1"



C.3. Tri par fusion 183(replae -1)(rewrite del_eq)(use perm_lemma1)(grind))("2"(rewrite del_diff)(rewrite perm_re -3)(("1" (rewrite del_diff -3))("2" (rewrite perm_not -3))))))("2"(ase "x!3 = x!5")(("1"(replae -1)(rewrite del_eq 2 ("y" "x!5"))(rewrite del_diff)(rewrite perm_re 2)(("1"(rewrite perm_re -3)(("1"(rewrite del_diff -3)(inst -2 "l!1" "ons(x!5, del(x!4, l!2))" "x!5")(prop)(("1" (rewrite del_eq -1))("2" (grind) (use del_length) (grind))))("2" (rewrite perm_not -3))))("2" (rewrite perm_not -3) (grind))))("2"(rewrite del_diff)(rewrite del_diff)(opy -2)(hide -1)(rewrite perm_re -2)(("1"(rewrite perm_re 3)(("1"(ase "x!4 = x!5")(("1"(replae -1)(rewrite del_eq)(rewrite del_eq)(inst -2 "l!1" "l!2" "x!3")(grind))("2"(rewrite del_diff)(rewrite del_diff)(inst -1 "l!1" "ons(x!5, del(x!4, l!2))" "x!3")(grind)(("1" (rewrite del_diff) (rewrite del_lemma))("2" (use del_length) (grind))))))("2"(rewrite perm_re -2 :dir rl)(("1"(rewrite perm_not -2)(expand member)(split)(("1" (prop))("2" (flatten) (use del_member) (grind))))("2" (reveal -1) (rewrite perm_not -1))))))("2" (rewrite perm_not -2))))))))("2"(inst 1 "ar(x!2)" "dr(x!2)")(("1"(apply-extensionality)(("1" (typepred "x!2") (grind))("2" (typepred "x!2") (grind))))("2" (typepred "x!2") (grind))("3" (typepred "x!2") (grind))))))))("2" (grind))))



184 Annexe C. Détails des preuves mahine("2"(inst 1 "ar(x!1)" "dr(x!1)")(("1"(apply-extensionality)(("1" (typepred x!1) (grind)) ("2" (typepred x!1) (grind))))("2" (typepred x!1) (grind)) ("3" (typepred x!1) (grind))))))))("2" (grind))))perm_transitivity(""(indut l)(("1" (skosimp) (use perm_null) (prop) (replae -1) (propax))("2"(skosimp)(indut l1)(("1" (skosimp) (use perm_null) (prop) (replae -1) (propax))("2"(skosimp)(indut l2)(("1" (flatten) (rewrite perm_not -2) (grind))("2"(skosimp)(ase "member(ons1_var!1, ons(ons1_var!2, ons2_var!2))")(("1"(hide -2)(use perm_lemma3("x""ons1_var!1""l1""ons(ons1_var!2, ons2_var!2)""l2""ons(ons1_var!3, ons2_var!3)"))(prop)(rewrite perm_re 1)(rewrite perm_re -3)(use perm_del("x""ons1_var!1""l1""ons(ons1_var!2, ons2_var!2)""l2""ons(ons1_var!3, ons2_var!3)"))(prop)(inst -7 "del(ons1_var!1, ons(ons1_var!2, ons2_var!2))""del(ons1_var!1, ons(ons1_var!3, ons2_var!3))")(grind))("2" (rewrite perm_not -2))))))))))perm_del2(""(indut l1)(("1" (grind))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1=ons1_var!1")(("1"(replae -1)(rewrite del_eq)(rewrite perm_re)(("1" (rewrite del_eq)) ("2" (expand member 1) (propax))))("2"(expand member -2)(split)



C.3. Tri par fusion 185(("1" (propax))("2"(inst -2 "del(ons1_var!1, l2!1)" "x!1")(prop)(rewrite del_diff 2)(iff)(split)(("1"(flatten)(lemma perm_del)(inst -1 "ons(ons1_var!1, del(x!1, ons2_var!1))" "l2!1""ons1_var!1")(prop)(("1"(rewrite perm_re 1)(("1" (rewrite del_diff 1))("2" (rewrite perm_not -4) (expand member 1) (propax))))("2" (opy -2) (rewrite perm_re -3) (rewrite perm_not -1))))("2"(flatten)(opy -1)(hide -1)(rewrite perm_re -1)(("1"(prop)(("1"(rewrite perm_re 1)(reveal -1)(rewrite perm_not -1)(expand member -1)(propax))("2" (rewrite del_diff -1))))("2" (rewrite perm_not -1))))))))))))perm_ommut(""(indut l1)(("1"(indut l2)(("1" (grind))("2"(skosimp)(rewrite perm_not 1)(("1" (rewrite perm_empty1)) ("2" (grind))))))("2"(skosimp)(skosimp)(opy -2)(hide -1)(rewrite perm_re -2)(("1"(inst? -1)(prop)(lemma perm_del2)(inst -1 "l2!1" "ons2_var!1" "ons1_var!1")(grind)(reveal -3)(rewrite perm_not -1))("2" (rewrite perm_not -2))))))perm_ommutativity(""(indut l1)(("1"



186 Annexe C. Détails des preuves mahine(indut l2)(skosimp)(rewrite perm_empty1)(rewrite perm_not)(grind))("2"(skosimp)(skosimp)(iff)(split)(("1"(flatten)(lemma perm_ommut)(inst -1 "ons(ons1_var!1, ons2_var!1)" "l2!1")(grind))("2"(flatten)(lemma perm_ommut)(inst -1 "l2!1" "ons(ons1_var!1, ons2_var!1)")(grind))))))perm_lemma2(""(indut l)(("1" (grind))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1 = ons1_var!1")(("1" (replae -1) (rewrite del_eq) (rewrite perm_reflexive))("2"(expand member -2)(prop)(inst? -2)(prop)(rewrite del_diff)(use perm_lemma1 ("x" "ons1_var!1"))(replae -1 -2)(ase "perm(ons(ons1_var!1, ons(x!1, del(x!1, ons2_var!1))),ons(x!1, ons(ons1_var!1, del(x!1, ons2_var!1))))")(("1"(rewrite perm_ommutativity -1)(use perm_transitivity("l""ons(x!1, ons(ons1_var!1, del(x!1, ons2_var!1)))""l1""ons(ons1_var!1, ons(x!1, del(x!1, ons2_var!1)))""l2""ons(ons1_var!1, ons2_var!1)"))(prop))("2"(rewrite perm_re 1)(("1"(rewrite del_diff 1)(rewrite del_eq 1)(rewrite perm_reflexive 1))("2" (grind))))))))))perm_append(""(indut l)(("1"(indut l1)(("1" (skosimp) (expand append) (rewrite perm_reflexive 1))



C.3. Tri par fusion 187("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite perm_empty1 -2))))("2"(skosimp)(skosimp)(expand append 1 1)(opy -2)(hide -1)(rewrite perm_re)(("1"(rewrite perm_re)(("1"(inst -1 "del(ons1_var!1, l1!1)" "l2!1")(prop)(lemma del_append)(inst -1 "l1!1" "l2!1" "ons1_var!1")(prop)(("1" (replae -1 1) (propax))("2" (reveal -3) (rewrite perm_not -1))))("2"(reveal -1)(rewrite perm_not -1)(lemma member_append)(inst -1 "l1!1" "l2!1" "ons1_var!1")(grind))))("2" (rewrite perm_not -2))))))perm_append1(""(indut l1)(("1" (grind) (rewrite perm_reflexive))("2"(skosimp)(skosimp)(inst -1 "l2!1" " x!1")(lemma perm_lemma1)(inst -1 "append(ons(x!1, ons2_var!1), l2!1)""append(ons2_var!1, ons(x!1, l2!1))" "ons1_var!1")(replae -1 -2)(hide -1)(rewrite append_lemma -1)(rewrite append_lemma -1)(ase "perm(ons(ons1_var!1, ons(x!1, ons2_var!1)),ons(x!1, ons(ons1_var!1, ons2_var!1)))")(("1"(lemma perm_append)(inst -1 "ons(ons1_var!1, ons(x!1, ons2_var!1))""ons(x!1, ons(ons1_var!1, ons2_var!1))" "l2!1")(prop)(rewrite perm_ommutativity -1)(lemma perm_transitivity)(inst -1 "append(ons(x!1, ons(ons1_var!1, ons2_var!1)), l2!1)""append(ons(ons1_var!1, ons(x!1, ons2_var!1)), l2!1)""append(ons(ons1_var!1, ons2_var!1), ons(x!1, l2!1))")(prop))("2"(rewrite perm_re 1)(("1"(ase "x!1=ons1_var!1")(("1" (replae -1) (propax))("2"(rewrite del_diff)(rewrite del_eq)(rewrite perm_reflexive))))("2" (grind))))))))



188 Annexe C. Détails des preuves mahinepart_member: lemma member(x, l2) ∧ part(l1, l2, l3) ⇒ member(x, l3)part_lemma1: lemmamember(x, l2) ⇒ (part(l1, l2, l3) ⇒ part(l1, del(x, l2), del(x, l3)))perm_part_null1: lemma part(null, l1, l2) = perm(l1, l2)perm_part_null2: lemma part(l1, null, l2) = perm(l1, l2)part_null: lemma part(l1, l2, null) ⇒ l1 = null ∧ l2 = nullperm_part_append: lemma part(l1, l2, l) ⇒ perm(l, append(l1, l2))perm_part: lemmaperm(l1, l2) ∧ perm(l3, l4) ∧ part(l1, l3, l) ⇒ part(l2, l4, l)Fig. C.4 � Lemmes de partperm_append2(""(indut l1)(("1"(skosimp)(grind)(rewrite append_null)(rewrite perm_reflexive))("2"(skosimp)(skosimp)(expand append 1 1)(inst -1 "l2!1")(lemma perm_ommut)(inst -1 "append(ons2_var!1, l2!1)" "append(l2!1, ons2_var!1)")(prop)(use perm_lemma1 ("x" "ons1_var!1"))(replae -1 -2)(hide -1 -3)(rewrite append_lemma -1)(rewrite perm_ommutativity -1)(lemma perm_append1)(inst -1 "l2!1" "ons2_var!1" "ons1_var!1")(lemma perm_transitivity)(inst -1 "ons(ons1_var!1, append(ons2_var!1, l2!1))""append(ons(ons1_var!1, l2!1), ons2_var!1)""append(l2!1, ons(ons1_var!1, ons2_var!1))")(prop))))C.3.4 partLes preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.4.part_member(""(indut l3)(("1"(indut l2)(("1" (skosimp)) ("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_false2))))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1=ons1_var!1")(("1" (grind))



C.3. Tri par fusion 189("2"(ase "member(ons1_var!1, l1!1) OR member(ons1_var!1, l2!1)")(("1"(split)(("1"(rewrite part_re1)(inst -2 "del(ons1_var!1, l1!1)" "l2!1" "x!1")(prop)(grind))("2"(rewrite part_re2)(inst -2 "l1!1" "del(ons1_var!1, l2!1)" "x!1")(grind)(rewrite del_member))))("2" (flatten) (rewrite part_false3))))))))part_lemma1(""(indut l3)(("1"(indut l2)(("1" (skosimp) (grind))("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_false2))))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "x!1=ons1_var!1")(("1" (rewrite del_eq) (replae -1) (rewrite part_re2))("2"(rewrite del_diff)(opy -3)(hide -1)(ase "member(ons1_var!1, l2!1) OR member(ons1_var!1, l1!1)")(("1"(split)(("1"(rewrite part_re2)(rewrite part_re2)(("1"(rewrite del_lemma)(inst? -2)(split)(("1" (propax)) ("2" (propax)) ("3" (rewrite del_member))))("2" (rewrite del_member))))("2"(rewrite part_re1)(rewrite part_re1)(inst? -2)(split)(("1" (propax)) ("2" (propax)) ("3" (propax))))))("2" (rewrite part_false3 -3))))))))perm_part_null1(""(indut l2)(("1"(indut l1)(("1" (rewrite part_empty) (rewrite perm_empty2))("2" (skosimp) (rewrite part_false2) (rewrite perm_not) (grind))))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "member(ons1_var!1, l1!1)")(("1"



190 Annexe C. Détails des preuves mahine(rewrite part_re2)(inst? -2)(replae -2)(rewrite perm_del2))("2"(rewrite part_false3)(("1" (rewrite perm_ommutativity) (rewrite perm_not))("2" (grind))))))))perm_part_null2(""(indut l2)(("1"(indut l1)(("1" (rewrite part_empty) (rewrite perm_empty2))("2" (skosimp) (rewrite part_false1) (rewrite perm_not) (grind))))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "member(ons1_var!1, l1!1)")(("1"(rewrite part_re1)(rewrite perm_ommutativity)(rewrite perm_re)(inst? -2)(rewrite perm_ommutativity))("2"(rewrite part_false3)(("1" (rewrite perm_ommutativity) (rewrite perm_not))("2" (grind))))))))part_null(""(skosimp)(split)(("1"(ase "null?(l1!1) OR ons?(l1!1)")(("1"(split)(("1" (grind))("2"(ase "l1!1=ons(ar(l1!1), dr(l1!1))")(("1" (replae -1) (rewrite part_false1))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))("2"(ase "null?(l2!1) OR ons?(l2!1)")(("1"(split)(("1" (grind))("2"(ase "l2!1=ons(ar(l2!1), dr(l2!1))")(("1" (replae -1) (rewrite part_false2))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))))perm_part_append(""(measure-indut+ "length(l)" ("l"))(skosimp)(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")



C.3. Tri par fusion 191(("1"(split)(("1"(ase "x!1 = null")(("1"(replae -1)(use part_null)(prop)(replae -1)(replae -2)(grind)(rewrite perm_reflexive))("2" (grind))))("2"(ase "(exists (x:nat),(l:lists):x!1=ons(x,l))")(("1"(skosimp)(replae -1)(hide -1 -2)(ase "member(x!2, l1!1)")(("1"(rewrite part_re1 -3)(inst -2 "l!1" "del(x!2, l1!1)" "l2!1")(prop)(("1"(use perm_lemma1 ("x" "x!2"))(replae -1 -2)(use perm_lemma2)(prop)(use perm_append("l""ons(x!2, del(x!2, l1!1))""l1""l1!1""l2""l2!1"))(prop)(rewrite append_lemma -3)(use perm_transitivity("l""ons(x!2, l!1)""l1""append(ons(x!2, del(x!2, l1!1)), l2!1)""l2""append(l1!1, l2!1)"))(prop))("2" (grind))))("2"(ase "member(x!2, l2!1)")(("1"(rewrite part_re2 -3)(inst -2 "l!1" "l1!1" "del(x!2, l2!1)")(prop)(("1"(use perm_append2)(use perm_transitivity("l""l!1""l1""append(l1!1, del(x!2, l2!1))""l2""append(del(x!2, l2!1), l1!1)"))(prop)(use perm_lemma1("x""x!2""l1""l!1"



192 Annexe C. Détails des preuves mahine"l2""append(del(x!2, l2!1), l1!1)"))(replae -1 -2)(rewrite append_lemma -2)(hide -1 -3 -5 -6)(use perm_lemma2)(prop)(("1"(use perm_append("l""ons(x!2, del(x!2, l2!1))""l1""l2!1""l2""l1!1"))(prop)(use perm_transitivity("l""ons(x!2, l!1)""l1""append(ons(x!2, del(x!2, l2!1)), l1!1)""l2""append(l2!1, l1!1)"))(prop)(use perm_append2)(use perm_transitivity("l""ons(x!2, l!1)""l1""append(l2!1, l1!1)""l2""append(l1!1, l2!1)"))(prop))("2" (reveal -4) (propax))))("2" (grind))))("2" (rewrite part_false3))))))("2" (inst 1 "ar(x!1)" "dr(x!1)") (apply-extensionality))))))("2" (grind))))perm_part(""(indut l)(("1"(indut l1)(("1"(indut l3)(("1"(indut l2)(("1"(indut l4)(("1" (grind)) ("2" (skosimp) (rewrite perm_empty1))))("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite perm_empty1))))("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_false2))))("2" (skosimp) (skosimp) (rewrite part_false1))))("2"(skosimp)(indut l1)(("1"(indut l3)(("1"(skosimp)(rewrite part_false3)(("1" (grind)) ("2" (grind))))("2"(skosimp)(skosimp)



C.3. Tri par fusion 193(ase "member(ons1_var!1, l4!1)")(("1"(use perm_part_null1 ("l1" "ons(ons1_var!2, ons2_var!2)"))(replae -1 -6)(rewrite perm_ommutativity -6)(use perm_transitivity("l""ons(ons1_var!1, ons2_var!1)""l1""ons(ons1_var!2, ons2_var!2)""l2""l4!1"))(prop)(ase "l2!1 = null")(("1"(replae -1)(lemma perm_part_null1)(inst -1 "l4!1" "ons(ons1_var!1, ons2_var!1)")(rewrite perm_ommutativity -3)(grind))("2" (use perm_null ("l" "l2!1")) (prop))))("2"(rewrite perm_part_null1 -4)(rewrite perm_ommutativity -4)(use perm_transitivity("l""ons(ons1_var!1, ons2_var!1)""l1""ons(ons1_var!2, ons2_var!2)""l2""l4!1"))(prop)(use perm_not("x" "ons1_var!1" "l2" "l4!1" "l1" "ons2_var!1"))(grind))))))("2"(skosimp)(skosimp)(hide -1)(ase "member(ons1_var!1, ons(ons1_var!2, ons2_var!2))")(("1"(rewrite part_re1 -4)(lemma perm_del)(inst -1 "ons(ons1_var!2, ons2_var!2)" "l2!1" "ons1_var!1")(prop)(lemma perm_lemma3)(inst -1 "ons(ons1_var!2, ons2_var!2)" "l2!1" "ons1_var!1")(prop)(rewrite part_re1 1)(inst -7 "del(ons1_var!1, ons(ons1_var!2, ons2_var!2))""del(ons1_var!1, l2!1)" "l3!1" "l4!1")(prop))("2"(ase "member(ons1_var!1, l3!1)")(("1"(rewrite part_re2 -4)(lemma perm_del)(inst -1 "l3!1" "l4!1" "ons1_var!1")(prop)(lemma perm_lemma3)(inst -1 "l3!1" "l4!1" "ons1_var!1")(prop)(rewrite part_re2 2)(inst -7 "ons(ons1_var!2, ons2_var!2)" "l2!1""del(ons1_var!1, l3!1)" "del(ons1_var!1, l4!1)")(prop))("2" (rewrite part_false3 -3))))))))))



194 Annexe C. Détails des preuves mahinesplit_lemma: lemma part(splitl(l), split(l), l)split_length1: lemma length(l) ≤ 1 ⇒ length(split(l)) = 0split_length: lemma length(l) > 1 ⇒ length(split(l)) < length(l)splitl_length1: lemma length(l) ≤ 1 ⇒ length(splitl(l)) = length(l)splitl_length: lemma length(l) > 1 ⇒ length(splitl(l)) < length(l)Fig. C.5 � Lemmes de splitC.3.5 splitLes preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.5.split_lemma(""(measure-indut+ "length(l)" ("l"))(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")(("1"(split)(("1"(ase "x!1 = null")(("1"(replae -1 1)(rewrite splitl_empty)(rewrite split_empty)(rewrite part_empty))("2" (assert))))("2"(ase "(exists (:nat), (l:lists) : x!1 = ons(, l))")(("1"(skosimp)(replae -1 1)(ase "null?(l!1) OR ons?(l!1)")(("1"(split)(("1"(ase "l!1 = null")(("1"(replae -1 1)(rewrite splitl_un)(rewrite split_un)(rewrite part_re1)(("1" (rewrite del_eq) (rewrite part_empty))("2" (grind))))("2" (grind))))("2"(ase "(exists (:nat),(l:lists) : l!1 = ons(,l))")(("1"(skosimp)(replae -1)(rewrite splitl_re)(rewrite split_re)(rewrite part_re1)(("1"(rewrite del_eq)(rewrite part_re2)(("1" (rewrite del_eq) (inst? -5) (grind))("2" (grind))))("2" (grind))))("2"(inst 1 "ar(l!1)" "dr(l!1)")(apply-extensionality 1))))))



C.3. Tri par fusion 195("2" (assert) (grind))))("2" (inst 1 "ar(x!1)" "dr(x!1)") (apply-extensionality 1))))))("2" (grind))))split_length1(""(indut l)(("1" (flatten) (rewrite split_empty) (grind))("2"(skosimp)(ase "null?(ons2_var!1) OR ons?(ons2_var!1)")(("1"(split)(("1"(ase "ons2_var!1=null")(("1" (replae -1) (rewrite split_un) (grind)) ("2" (grind))))("2"(ase "ons2_var!1=ons(ar(ons2_var!1), dr(ons2_var!1))")(("1" (replae -1) (grind)) ("2" (apply-extensionality 1))("3" (propax))))))("2" (grind))))))split_length(""(measure-indut+ "length(l)" ("l"))(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")(("1"(split)(("1" (ase "x!1=null") (("1" (replae -1) (grind)) ("2" (grind))))("2"(ase "x!1=ons(ar(x!1), dr(x!1))")(("1"(replae -1)(name "l" "dr(x!1)")(replae -1)(ase "null?(l) OR ons?(l)")(("1"(split)(("1"(ase "l=null")(("1" (replae -1) (grind)) ("2" (grind))))("2"(ase "l=ons(ar(l), dr(l))")(("1"(replae -1)(rewrite split_re)(inst? -6)(("1"(prop)(("1" (grind))("2"(ase "length(dr(l)) <= 1")(("1"(lemma split_length1)(inst -1 "dr(l)")(("1" (grind)) ("2" (grind))))("2" (grind))))("3" (grind))))("2" (typepred l) (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))



196 Annexe C. Détails des preuves mahinesplitl_length1(""(indut l)(("1" (flatten) (rewrite splitl_empty))("2"(skosimp)(ase "null?(ons2_var!1) OR ons?(ons2_var!1)")(("1"(split)(("1"(ase "ons2_var!1=null")(("1" (replae -1) (rewrite splitl_un)) ("2" (grind))))("2"(ase "ons2_var!1=ons(ar(ons2_var!1), dr(ons2_var!1))")(("1" (replae -1) (grind)) ("2" (apply-extensionality 1))("3" (propax))))))("2" (grind))))))splitl_length(""(measure-indut+ "length(l)" ("l"))(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")(("1"(split)(("1"(ase "x!1=null")(("1" (replae -1) (rewrite splitl_empty) (grind)) ("2" (grind))))("2"(ase "x!1=ons(ar(x!1), dr(x!1))")(("1"(replae -1)(name "l" "dr(x!1)")(replae -1)(ase "null?(l) OR ons?(l)")(("1"(split)(("1"(ase "l=null")(("1" (replae -1) (rewrite splitl_un) (grind))("2" (grind))))("2"(ase "l=ons(ar(l),dr(l))")(("1"(replae -1)(rewrite splitl_re)(inst? -6)(("1"(prop)(("1" (grind))("2"(ase "length(dr(l)) <= 1")(("1"(lemma splitl_length1)(inst -1 "dr(l)")(("1" (grind)) ("2" (grind))))("2" (grind))))("3" (grind))))("2" (typepred l) (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))



C.3. Tri par fusion 197merge_lemma: lemma perm(merge(l1, l2), append(l1, l2))lemma_sorted1: lemma sorted(ons(x, l)) ⇒ sorted(l)lemma_sorted2: lemmasorted(ons(x, ons(y, l))) ⇒ x ≤ y ∧ sorted(ons(y, l))lemma_sorted3: lemma sorted(ons(x, ons(y, l))) ⇒ sorted(ons(x, l))lemma_sorted4: lemma sorted(ons(x, l)) ∧ member(y, l) ⇒ x ≤ ymerge_member: lemmamerge(l1, l2) = ons(x, l3) ⇒ member(x, l1) ∨ member(x, l2)merge_sorted: lemma sorted(l1) ∧ sorted(l2) ⇒ sorted(merge(l1, l2))Fig. C.6 � Lemmes de merge et sortedC.3.6 mergeLes preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.6.merge_lemma(""(measure-indut+ "length(l1) + length(l2)" ("l1" "l2"))(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")(("1"(split)(("1"(ase "x!1 = null")(("1"(replae -1 1)(rewrite merge_empty1)(expand append)(rewrite perm_reflexive))("2" (grind))))("2"(ase "(exists (:nat),(l:lists):x!1=ons(,l))")(("1"(skosimp)(replae -1 1)(ase "null?(x!2) OR ons?(x!2)")(("1"(split)(("1"(ase "x!2 = null")(("1"(replae -1 1)(rewrite merge_empty2)(rewrite append_null)(rewrite perm_reflexive))("2" (grind))))("2"(ase "(exists (:nat),(l:lists):x!2=ons(,l))")(("1"(skosimp)(replae -1 1)(ase "!1 <= !2")(("1"(rewrite merge_inf)(expand append 1)(use perm_lemma1)(replae -1 1 :dir rl)(inst -7 "l!1" "ons(!2, l!2)")(grind))



198 Annexe C. Détails des preuves mahine("2"(hide -1 -2 -3 -4 1)(inst -1 "ons(!1, l!1)" "l!2")(split)(("1"(use perm_append2)(lemma perm_transitivity)(inst -1 "merge(ons(!1, l!1), l!2)""append(ons(!1, l!1), l!2)""append(l!2, ons(!1, l!1))")(prop)(use perm_lemma1("x""!2""l1""merge(ons(!1, l!1), l!2)""l2""append(l!2, ons(!1, l!1))"))(replae -1 -2)(ase "ons(!2, append(l!2, ons(!1, l!1))) = append(ons(!2, l!2), ons(!1, l!1))")(("1"(replae -1 -3)(lemma perm_append2)(inst -1 "ons(!2, l!2)" "ons(!1, l!1)")(use perm_transitivity("l""ons(!2, merge(ons(!1, l!1), l!2))""l1""append(ons(!2, l!2), ons(!1, l!1))""l2""append(ons(!1, l!1), ons(!2, l!2))"))(prop)(reveal 1)(rewrite merge_sup))("2" (expand append 1 2) (propax))))("2" (reveal -2 -4) (grind))))))("2"(inst 1 "ar(x!2)" "dr(x!2)")(("1"(grind)(apply-extensionality 1)(typepred "x!2")(grind))("2" (typepred "x!2") (grind))("3" (typepred "x!2") (grind))))))))("2" (grind))))("2"(inst 1 "ar(x!1)" "dr(x!1)")(("1"(apply-extensionality 1)(("1" (typepred "x!1") (grind))("2" (typepred "x!1") (grind))))("2" (typepred "x!1") (grind))("3" (typepred "x!1") (grind))))))))("2" (grind))))lemma_sorted1(""(indut "l")(("1" (grind) (rewrite "sorted_empty"))("2"(skolem!)(grind)(use "exluded_middle" ("A" "x!1 <= ons1_var!1"))(split -1)(("1" (rewrite "sorted_le")) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))



C.3. Tri par fusion 199lemma_sorted2(""(indut "l")(("1"(skolem 1 ("x" "y"))(flatten)(use "exluded_middle" ("A" "x <= y"))(split -1)(("1" (rewrite "sorted_le") (assert)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))("2"(skolem!)(flatten)(skolem!)(flatten)(use "exluded_middle" ("A" "x!1 <= y!1"))(split -1)(("1" (rewrite "sorted_le") (prop)) ("2" (rewrite "sorted_gt"))))))lemma_sorted3(""(indut "l")(("1" (skolem!) (rewrite "sorted_one"))("2"(skolem!)(flatten)(skolem!)(flatten)(ase "x!1 <= ons1_var!1")(("1"(rewrite "sorted_le" 1)(use "lemma_sorted1")(assert)(use "lemma_sorted1")(assert))("2"(use "lemma_sorted2")(prop)(use "lemma_sorted2")(assert))))))lemma_sorted4(""(indut "l")(("1" (grind))("2"(skolem!)(flatten)(skolem!)(flatten)(use "exluded_middle" ("A" "y!1 = ons1_var!1"))(split -1)(("1" (use "lemma_sorted2") (assert))("2"(rewrite "member")(split -3)(("1" (propax))("2" (use "lemma_sorted3") (assert) (inst? -3) (assert))))))))merge_member(""(indut l1)



200 Annexe C. Détails des preuves mahine(("1" (skosimp) (rewrite merge_empty1) (replae -1) (grind))("2"(skosimp)(indut l2)(("1" (skosimp) (rewrite merge_empty2) (replae -1) (grind))("2"(skosimp)(skosimp)(ase "ons1_var!1 <= ons1_var!2")(("1"(rewrite merge_inf)(ase "ons1_var!1=x!1")(("1" (replae -1) (grind)) ("2" (deompose-equality -3))))("2"(rewrite merge_sup)(deompose-equality -2)(replae -1)(grind))))))))merge_sorted(""(measure-indut+ "length(l1) + length(l2)" ("l1" "l2"))(ase "null?(x!1) or ons?(x!1)")(("1"(split)(("1"(ase "x!1=null")(("1" (replae -1) (rewrite merge_empty1)) ("2" (grind))))("2"(ase "x!1=ons(ar(x!1), dr(x!1))")(("1"(replae -1)(ase "null?(x!2) or ons?(x!2)")(("1"(split)(("1"(ase "x!2=null")(("1" (replae -1) (rewrite merge_empty2)) ("2" (grind))))("2"(ase "x!2=ons(ar(x!2), dr(x!2))")(("1"(replae -1)(name "1" "ar(x!1)")(replae -1)(name "2" "ar(x!2)")(replae -1)(ase "1 <= 2 OR 1 > 2")(("1"(split)(("1"(rewrite merge_inf)(("1"(hide -2 -3 -4 -5 -6 -7)(inst -2 "dr(x!1)" "ons(2, dr(x!2))")(("1"(prop)(("1"(name "lm""merge(dr(x!1), ons(2, dr(x!2)))")(("1"(replae -1)(ase "null?(lm) OR ons?(lm)")(("1"(split)(("1"(ase "lm=null")



C.3. Tri par fusion 201(("1"(replae -1)(rewrite sorted_one)(reveal -2 -3 -4 -5 -6 -7)(replae -2 :dir rl)(typepred "x!1")(grind))("2" (grind))))("2"(ase "lm=ons(ar(lm), dr(lm))")(("1"(replae -1)(use merge_member)(("1"(prop)(("1"(lemma lemma_sorted4)(inst -1 "dr(x!1)" "1" "ar(lm)")(("1"(prop)(rewrite sorted_le 1)(reveal -4 -5 -6 -7 -8 -9)(replae -2 :dir rl)(hide 2)(typepred "x!1")(grind))("2" (grind))("3"(reveal -4 -5 -6 -7 -8)(replae -2 :dir rl)(hide 2)(typepred "x!1")(grind))("4"(reveal -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))("5"(reveal -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))))("2"(lemma lemma_sorted4)(reveal -4 -5 -6 -7 -8 -9)(ase "ar(lm)=2")(("1"(replae -1)(rewrite sorted_le)(replae -2 :dir rl)(typepred "x!1")(grind))("2"(expand member -8)(prop)(inst-8"dr(x!2)""2""ar(lm)")(("1"(prop)(rewrite sorted_le)(replae -3 :dir rl)(typepred "x!1")(grind))("2" (grind))("3"(reveal -4)



202 Annexe C. Détails des preuves mahine(replae -1 :dir rl)(typepred "x!2")(grind))("4"(reveal -4)(typepred "x!2")(grind))("5"(typepred "x!2")(grind))))))))("2"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(grind))("3"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!2")(grind))("4"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))("5"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))))("2" (apply-extensionality 1))("3" (propax))))))("2" (grind))))("2"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))))("2"(use lemma_sorted1)(("1" (prop))("2"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(replae -2 :dir rl)(typepred "x!1")(grind))("3"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))("4"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))))("3" (grind))))("2"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!2")(grind))("3"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))("4"(reveal -3 -4 -5 -6 -7 -8)(typepred "x!1")(grind))))("2" (replae -2 :dir rl) (typepred "x!2") (grind))("3" (replae -3 :dir rl) (typepred "x!1") (grind))("4" (typepred "x!2") (grind))("5" (typepred "x!1") (grind))))("2"(rewrite merge_sup)(("1"



C.3. Tri par fusion 203(inst? -8)(("1"(prop)(("1"(name "lm""merge(ons(1, dr(x!1)), dr(x!2))")(("1"(replae -1)(ase "null?(lm) OR ons?(lm)")(("1"(split)(("1"(ase "lm=null")(("1"(replae -1)(rewrite sorted_one)(replae -6 :dir rl)(typepred "x!2")(grind))("2" (grind))))("2"(ase "lm=ons(ar(lm), dr(lm))")(("1"(replae -1)(use merge_member)(("1"(split)(("1"(ase "ar(lm)=1")(("1"(replae -1)(lemma sorted_le)(inst -1 "dr(lm)" "2" "1")(("1"(prop)(("1"(replae -1 -7 :dir rl)(propax))("2" (grind))))("2"(replae -9 :dir rl)(typepred "x!1")(grind))("3"(replae -8 :dir rl)(typepred "x!2")(grind))("4" (grind))))("2"(expand member -1)(split)(("1" (propax))("2"(lemma lemma_sorted4)(inst-1"dr(x!1)""1""ar(lm)")(("1"(prop)(lemma sorted_le)(inst-1"dr(lm)""2""ar(lm)")(("1"



204 Annexe C. Détails des preuves mahine(prop)(("1"(replae -1 :dir rl)(propax))("2" (hide 3) (grind))))("2"(replae -8 :dir rl)(typepred "x!2")(grind))("3" (grind))))("2" (grind))("3"(replae -8 :dir rl)(typepred "x!1")(grind))("4" (typepred "x!1") (grind))("5"(typepred "x!1")(grind))))))))("2"(lemma lemma_sorted4)(inst -1 "dr(x!2)" "2" "ar(lm)")(("1"(prop)(rewrite sorted_le)(replae -8 :dir rl)(typepred "x!2")(grind))("2" (grind))("3"(replae -7 :dir rl)(typepred "x!2")(grind))("4" (typepred "x!2") (grind))("5" (typepred "x!2") (grind))))("3" (propax))))("2" (grind))("3" (typepred "x!2") (grind))("4" (typepred "x!2") (grind))("5" (typepred "x!1") (grind))))("2" (apply-extensionality 1))("3" (propax))))))("2" (grind))))("2" (typepred "x!2") (grind))))("2"(lemma lemma_sorted1)(inst -1 "dr(x!2)" "2")(("1" (prop))("2"(replae -2 :dir rl)(typepred "x!2")(grind))("3" (typepred "x!2") (grind))("4" (typepred "x!2") (grind))))("3" (grind))))("2" (typepred "x!2") (grind))("3" (typepred "x!2") (grind))("4" (typepred "x!1") (grind))("5" (typepred "x!1") (grind))("6"(replae -3 :dir rl)(typepred "x!1")(grind))))("2" (replae -2 :dir rl) (typepred "x!2") (grind))("3" (replae -3 :dir rl) (typepred "x!1") (grind))("4" (typepred "x!2") (grind))("5" (typepred "x!1") (grind))))))("2" (grind)) ("3" (flatten) (typepred "x!2") (grind))



C.3. Tri par fusion 205mergesort_perm: lemma perm(l, mergesort(l))mergesort_sorted: lemma sorted(mergesort(l))Fig. C.7 � Propriétés de mergesort("4" (typepred "x!1") (grind))("5" (typepred "x!2") (grind))("6" (typepred "x!1") (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))C.3.7 mergesortLes preuves qui suivent se rapportent aux lemmes de la Figure C.7.mergesort_perm(""(measure-indut+ "length(l)" ("l"))(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")(("1"(split)(("1"(ase "x!1 = null")(("1"(replae -1)(rewrite mergesort_empty)(rewrite perm_reflexive))("2" (grind))))("2"(ase "(exists (x:nat),(l:lists):x!1=ons(x,l))")(("1"(skosimp)(replae -1)(hide -1)(hide -1)(ase "null?(l!1) OR ons?(l!1)")(("1"(split)(("1"(ase "l!1 = null")(("1"(replae -1)(rewrite mergesort_un)(rewrite perm_reflexive))("2" (grind))))("2"(rewrite mergesort_re)(use merge_lemma)(opy -3)(inst -1 "splitl(ons(x!2, l!1))")(prop)(("1"(inst -4 "split(ons(x!2, l!1))")(prop)(("1"(use split_lemma ("l" "ons(x!2, l!1)"))(use perm_part("l3""split(ons(x!2, l!1))"



206 Annexe C. Détails des preuves mahine"l4""mergesort(split(ons(x!2, l!1)))""l1""splitl(ons(x!2, l!1))""l2""mergesort(splitl(ons(x!2, l!1)))""l""ons(x!2, l!1)"))(prop)(use perm_part_append("l1""mergesort(splitl(ons(x!2, l!1)))""l2""mergesort(split(ons(x!2, l!1)))""l""ons(x!2, l!1)"))(prop)(rewrite perm_ommutativity -6)(use perm_transitivity("l""ons(x!2, l!1)""l1""append(mergesort(splitl(ons(x!2, l!1))), mergesort(split(ons(x!2, l!1))))""l2""merge(mergesort(splitl(ons(x!2, l!1))), mergesort(split(ons(x!2, l!1))))"))(prop))("2" (rewrite split_length) (grind))))("2" (rewrite splitl_length) (grind))))))("2" (grind))))("2" (inst 1 "ar(x!1)" "dr(x!1)") (apply-extensionality))))))("2" (grind))))mergesort_sorted(""(measure-indut+ "length(l)" ("l"))(ase "null?(x!1) OR ons?(x!1)")(("1"(split)(("1"(ase "x!1=null")(("1"(replae -1)(rewrite mergesort_empty)(rewrite sorted_empty))("2" (grind))))("2"(ase "x!1=ons(ar(x!1), dr(x!1))")(("1"(replae -1)(name "l" "dr(x!1)")(replae -1)(ase "null?(l) OR ons?(l)")(("1"(split)(("1"(ase "l=null")(("1"(replae -1)(rewrite mergesort_un)(rewrite sorted_one))("2" (grind))))("2"(ase "l=ons(ar(l), dr(l))")(("1"(replae -1)(rewrite mergesort_re)



C.3. Tri par fusion 207(opy -6)(inst? -1)(("1"(use splitl_length)(prop)(("1"(inst -8"split(ons(ar(x!1), ons(ar(l), dr(l))))")(("1"(lemma split_length)(inst -1 "x!1")(prop)(("1"(use merge_sorted)(("1" (prop)) ("2" (typepred l) (grind))("3" (grind))))("2" (grind)) ("3" (grind)) ("4" (grind))))("2" (grind)) ("3" (grind))))("2" (grind)) ("3" (grind)) ("4" (grind))))("2" (grind)) ("3" (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))("2" (apply-extensionality 1)) ("3" (propax))))))("2" (grind))))
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