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Premiére approche de la densité d'un opérateur de Perron Frobenius.
I. formule de la densité invariante

Guy Cirier”

Abstract
First approach of invariant densities of a Perron Frobenius operator. Let p = p; an invariant density

of Perron Frobenius opérator défined by p, =X, po £ " where f is a polynomial application of

a compact C of RY in itself. Under this hypothesis with Laplace transform, the solution is given by
the asymptotic distribution of the zeros of €;(a,y)=0" [ey“ — e}f(”)]/aa" when n — oo at the fixed

point a=0 of f.That are the polynomials y" — H (y) withH (y)=09"e”'" /da" |, _, . If theses

zeros have an asymptotic distribution with a derivable d -dimensionnal density q, the invariant

density is :

l=d
p(a)= (Hﬁ(—a(,)adq(a) / da,..0a,..0a,

Résumé

£

ou f est une application polynomiale d’un compact C de R dans lui-méme. Sous cette hypothése et

Soit la densité invariante p=p, de I'opérateur de Perron Frobenius défini par p, = . pof!

via la transformation de Laplace, la solution est obtenue a partir la distribution asymptotique des

zéros réels de  ef(a,y)=0" [ey“ —e}f(”)il/aa" au point fixe a=0quand n— o , donc des

polynémes  y"—H (y) avec H, (y)=0"e""/da" Si ces zéros ont une distribution

a=0 *
asymptotique de densité dérivable q d -dimensionnelle, la densité invariante sera de la forme sous

réserve de convergence:

l=d
p(a)= (Hﬁ(—a(,)adq(a) / da,..0a,..0a,

Mots cléfs : Equation de Perron Frobenius, Résolvante de Laplace, Itération logistique et de Julia
Key words: Perron Frobenius equation , Résolvante of Laplace, Julia’s and logistical Itérations

Introduction
La plupart des auteurs qui s’intéressent aux chaos présentent 1’équation de Perron Frobenius sans la

£ " [6] peu facile a

manipuler. Les mathématiciens passent rapidement, aprés quelques résultats théoriques, a des

traiter a fond, car il s’agit de résoudre 1’équation fonctionnelle p, =X po fv_1

méthodes héritées de Poincaré : points homoclines, bifurcations [6] . Pourtant la donnée de la mesure

invariante d’un systéme dynamique, méme inconnue, permet de construire 1’espace des fonctions de
carré intégrable et de disposer alors de la théorie spectrale, comme I’avait remarqué Koopman en 1931

[9] . Des développements importants ont été obtenus depuis quelques dizaines d’années dans le
domaine des dynamiques complexes [9] et [2] . Les physiciens, pour leur part, s’orientent davantage
vers des résumés d’information du type Lyapounov ou dimension fractale. Toutefois, deux directions
importantes émergent : les calculs sur les chaos quantiques [3] et la thermodynamique[7].
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S’agissant de la résolution proprement dite de 1’équation de Perron Frobenius, peu de progres ont été
faits depuis le célebre résultat de Ulam et Von Neuman [8] dans le cas particulier de la logistique pour
le paramétre A =4 . Sa généralisation pour un paramétre quelconque a été obtenue récemment par
Kawamura [5] a I’aide des C* algeégres de Kunzt.

Si de nombreux travaux concernent le cas unidimensionnel|[7], et en dehors des dynamiques

complexes[4] ou de divers exercices sur ordinateur, la théorie reste mince. L’étude faite sur des

difféomorphismes ne donne guére de résultats pratiques opérationnels [1] .

Cet article est le premier d’une série de quatre qui se propose de prouver, via le théoréme de densité
énoncé ici, que les solutions de 1’équation de Perron Frobenius donnent la géométrie de ce qui se

passe. La formule est ici appliquée sur deux exemples : la logistique déja extrémement étudiée [6] , et

I’itération de Julia. Mais cette présentation donne le sens profond de cette théorie qui permet de mieux
comprendre les chaos. Il sera suivi de trois articles traitant :

1- de I’approximation et de la dégénérescence des hessiennes donnant Les distributions des zéros ;

2- des applications qui semblent nombreuses. Certaines EDO ou EDP comme celle de Navier-Stokes
ou de Lorenz, peuvent avoir des solutions aléatoires parfaitement définies ;

3- de la résonance.

I - Transformation de Laplace de I’équation de Perron Frobenius
1 — Notations, hypothéses, définitions et rappel de résultats connus

Hypothéses et notations sur I’application polynomiale f

HO- Soit | une application polynomiale d’un compact C de R* (Cdconside’re’ comme R**) dans lui-
méme. De classe C~ , elle n’a qu’un nombreV fini d’images réciproques et au moins un point fixe
o =0 bienisolé dans C : f(0)=0.

On note Fix(f) cet ensemble de points fixes. Il peut y avoir des cycles d’ordre n pour I’itération
f™'=fof"": les points de ces cycles f™ (o) =aavec fX(x)=a, #a pour k=1,.n—1
peuvent d’ailleurs étre considérés comme points fixes de f™. On note Fix(f"’) cet ensemble de

points et I'on pose F o Fix(f)=U, . Fix(f") .

Hypothéses et notations des valeurs propres de la partie linéaire de f au point fixe O
Les valeurs propres A de la partie linéaire de f au point fixe O jouent un réle essentiel pour établir

la convergence vers des invariants: points fixes, cycles ou vers des supports de distributions
invariantes. Les cas de valeurs propres complexes ou ceux de leur multiplicité ne présentent pas de
grandes difficultés théoriques, mais nous écartent du sujet principal, et ne seront donc pas étudiés ici.

Il y a résonance lorsqu’il existe des entiers n € N ! tels que A" =1.

2- Définitions de 1'opérateur de Perron Frobenius et de sa transformation de Laplace (rappels)

Soit p une densité de probabilité rapport la mesure de Lebesgue de RY et f une application

£
-1

mesurable arbitraires. Sa transformée par I’opérateur de Perron Frobenius est p, =X po fv_1

Définition 1 (rappel)

£
1%

Si f mesurable applique un compact dans lui-méme, cette densité invariante existe[6]. L’équation

Une densité p est dite invariante pour l'opérateur de Perron Frobenius si p=p, =X po £

fonctionnelle a alors une solution, mais se traite mal directement sous cette forme. Pour 1’étudier, on
préféere avoir recours a la transformation de Laplace plutdt qu’a celle de Fourier pour des raisons de
notation malgré les avantages de généralité que présente cette derniere en calcul des probabilités.



La transformée de Laplace d’une densité de probabilité p a support contenu dans un compact C,
s’écrit(y) = J e” p(s)ds ou I’on note a gauche le transposé d’un vecteur dans tout produit scalaire.

Soit @ f(y) la transformée de Laplace de Py définie pour f polynomiale et p arbitraires. Son

existence est assurée par la compacité de C qui rend I’ensemble
Q= ()’| J p(s)e”Vds < oo J e’ p(s)ds < o) non vide.
Lemme 1

Sous HO, q)f(y) associée a Uitération [ et a la densité p arbitraires est : ¢ (y) = J p(s)e’Vds
Par définition de p,, ¢ (y) s€crit : ¢ (y)= Jr e py(u)du = ZVJ. epo £ '(u)|du

avec T, =f"(R') et T=U,,. Le changement de variables u = f(s) et le recollement des
images réciproques donnent la formule. D’ou, sous HO:

ry=f"(R")

Définition 2
L’équation de Perron Frobenius se traduit par ’équation résolvante 9f(¢) =¢0,(»)-0(y)=0

De plus, puisque le support de la distribution est contenu dans le compact C, ¢()) peut étre
représentée par une série analytique dans un poly-disque de convergence non vide. Donc
@(y)=2,b,y" aun sens pour toute distribution arbitraire de densité p surC. Encore faut-il traduire

I’incidence de l'itération f sur cette série pour obtenir @ f(y)

N 2~ e . 2, _an _yf(a) n_—yf(a)
3- Hypothéses sur la répartition asymptotique des zéros de H, (y)=0"¢”"'" /da"e "' _,

On va montrer ici que la densité invariante p dépend de la distribution asymptotique des zéros réels

y, de e;(y)=y"—H, (y) ot H,(y)= 2"e"” | da"e™' | _, au point fixe 0 quand 7 —> oo . Selon

un jeu de bascule entre y"et H,(y) dépendant de A" coefficient du terme de plus haut degré de y
dans H (), il faudra considérer asymptotiquement deux solutions : soit le point fixe O pour y=0,
soit la distribution asymptotique des zéros de H,(y). Ceci étant, on doit formuler comme hypothéses

des résultats de 1’article suivant (on donnera quelques justifications au chapitre IV):
H1- Les indices nde dérivations de H, (y) tendent vers linfini en respectant des directions

asymptotiques C, = limn n,. C est déeterminée par la maniere dont on itere les composantes de | .
ymptotiq , =1 /X, tdét parl dont on itére | D tes d
n—>co 4 N

Sous HI, les hypotheéses qui suivent présentent, en les simplifiant, les résultats du second article
concernant les zéros réels 'y de H (y) :

H2- Aprés pondération dey par n :s,=y,/n, {=12,..d, noté y(a=y/n) , les ensembles
S = {sn =y /n eR" |Hn )= 0} ont une adhérence S compacte et mesurable quand n — oo .
H3- il existe une densité q(S)par rapport @ la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle de la
répartition limite des s, € S, quand n —> oo : dans un élément de volume dy = n'ds de R ona

asymptotiquement ndq(s)ds Z€ros y,.
IT — Résultat principal : théoréeme de la densité

Théoréme
1- Sous HO et sans résonance, la densité invariante de Perron Frobenius p par rapport da la mesure

de Lebesgue d -dimensionnelle devra étre recherchée parmi les points réels 'y, qui annulent I’écart

e;(y)=y"—H, (y) au point fixe 0 quand n — oo



2- Sous HO, si Q(y)est solution de I’équation 9f (@) =O0pour la densité q(a) et p(a) la densité

(=d
invariante de Perron-Frobenius, alors p(a)= }_[ (—a(,)adq(a) / da,..0a,..0a,
(=1

3- Sous HO et H2, chaque itération de la coordonnée f, de f agit asymptotiquement comme une
dérivation d/0a, sur ’écart e;(a,y) quand n — oo . La fréquence des indices de dérivation n, de

n z,=n,/Xn,doit alors tendre vers une direction asymptotique §, =1limz, correspondant a la
) ¢ n—oo
fréquence (z,) = (n,)/Z(n,) des itérations de la coordonnée f,. Le cas traditionnel est celui ou
~n, /
chaque coordonnée f, est itérée un méme nombre de fois : £, =1/d,

& .
4- Sous HO, HI et H2, Sous réserve de non résonance, si 11, ‘l[‘ <1 p(a)= 8 Dirac en 0.

. ¢ . . . .
si 11, ‘l[‘ " >1 alors, le processus peut tendre vers tout autre point attractif de F o Fix(f) . Sinon,

Sous HO, HI, H2 et H3 il existe une solution asymptotique q(a) répartition asymptotique des zéros
(=d

v, | n, et sous réserve de convergence, p(a)= /H (—a(,)adq(a) / da,..0a,..0a,
(=1

Le cas général est celui de Iitération traditionnelle on , =1/d, la condition devient T1, |/’Lk| >1.

Le point 1 du théoréme résulte du lemme 2, le point 2 résulte de la proposition 2, le point 3 résulte de
la proposition 4, le point 4 résulte de la proposition 5.
Mais avant tout, il convient de trouver I’expression analytique de la transformée de Laplace de ¢ f(y) .

I11- Effet d’un changement d’origine sur I’expression analytique de ¢ .(y)

1- Notations
Observons les effets d’un changement d’origine défini par un vecteur a: s = u + a : I’itération

f devient f,w)=f(u+a)—a,

p(s) devient pu)=p(s—a), p;(s) devient pi(s—a),
9(y) devient 0,(0)=000.0)= (). 9 devient  ,(r.a).
9f(¢) devient ef((pa): q)f(y,a)—q)(y,a).

Par analogie aux polynomes d’Hermite, on choisit la notation : H,(y,a)= "€’ / da"e ™" et au
point fixe a=0, H, (y)=H (v,0)=d"e"” / da"e ™'

a=0 *

Proposition 1

- Soit (y) =2 b, y" la transformée de Laplace d’une distribution arbitraire p. Sous HO, l'itération
f transforme alors chaque terme y"e* de ¢ (y)=¢(y)e’ en H (y,a)e’'” =d"e"'” /da".

La transformée de Laplace de I’opérateur de Perron Frobenius associée a f polynomiale et a p est :

¢,(v,a)=X%,b,0"e"” /a"

- La densité invariante a pour équation résolvante: 6,(¢) =X, b, (y" — H () =0 et, quelque soit

aeC, 0,(9,)=2,0b,0"(e" - e’ /da" =0.8i a e Fix(f) , 9(y)=Z,b,H, (y,0).

Comme ¢ .(y,a) = I p(s—a)e’Pds et que la densité p(s—a) peut étre considérée comme
C+ioco

Iinverse de Laplace de ¢(x,a),ona: ¢ (y,a)= J ﬁjﬁlm o(x,a)e” " dxds

Or, I’expression @(x,a) = @(x)e™ =X b d"e™ / da" implique :

¢f(y,a) — znbnan(J' {(27;)‘1J'c-+ioc ex(as)dx} e}’f(s)ds) / aan

c—ioo



On reconnait entre les crochets du milieu 1la distribution de Dirac JO(a—s).
0,(0.0)=2,b,0"(| 8(a=s)e""ds)/da" =,b,0"e" | da" .

D’ol, I’équation résolvante: 0,.(9,)=¢(y,a)—¢ ,(y,a)=2X b,0"(e" - e’/ 0a" = 0 qui
s’écriten a=0,0,(¢)=X b,(y" — H,(y)) = 0. On observe également que 6,(¢,) =0 implique
o(y)=(Z,b,H (y,a))e’’ " Onale dernier résultat si a = & € Fix(f).

Corollaire 1
Les polynémes H , (y,a) vérifient les équations de récurrence matricielles :

- H, (y,a)=0dH (y,a)/ da+ H (y,a)ydf(a)/ da
- 0H (y,a)/ dy=2_iC*H _ (v,a)d" f(a)/ da" (en nombre fini de termes car f est de degré fini).

-En a=0, le terme de plus haut degré de H, (y) est (Ay)" et le polynéme A™"H (y)peut donc étre
considéré comme « unitaire » en 'y .

La premiere relation de récurrence découle de la définition des polynémes H  (y,a).

La dérivée dH , (y,a)/dy par rapport 2 y s'obtient en appliquant la formule de Leibniz d -
dimensionnelle & f(a)e” ' dans : 90"e”“ /da"dy = 9"de”” / dyda" = 9" f(a)e’' ™ / da" .
2 - Exemple de calcul pour la logistique dans R : f(a)= A(a— a’)

Au voisinage du point fixe O, limage réciproque de f(a) a 2 branches

f. (t)=1/2%4/(1/2)’ =t/ A . L’intégration donne pour toute distribution arbitraire ayant une

transformée de Laplace ¢(y): ¢,(y)= 7;7ij e @(oy +ity)2000)dt . En outre :
H, (y)= lin(} H, (a,y)e”” =H, (JAy/2)J2Ay)" ot H, (lu « H droit »pour le distinguer) est le

polynéme d'Hermite d'ordre n défini par les probabilistes : Hn()c)e_xz/2 =d"e""? [ dx".

3- Relation entre la solution de la résolvante et celle de la densité invariante
Soient ((y)la solution de I’équation O(¢)=0 de densitéq(s), et @(y) celle de 1’équation de

Perron-Frobenius de densité p(s). Allégeons les notations en posant : 9' /dy' =9 /dy,..dy,..dy, ,
0'9' /9y'da' =0 /dy'da', y' =y,.y,.y,et s' =s,.5,.5,.

Proposition 2

Sous HO, ¢(y,a)=0@(y,a)/dy'.da' =9'(y'@(y,a))/dy" , donc, p(s)=(—5)'9'q(s)/0s'
Supposons connue une solution @(y) de 9f ()=0 ; les b, sont donc fixés et I’on peut construire
@, =@(y,a)et 9f((pa)= 0. Mais, pour que @, soit solution de Perron Frobenius, 9f((pa)= 0
devra étre une identité quelque soient y et a, donc toutes les dérivées devront €tre nulles. In fine :

00, /dy'da')=0 et 6(3°¢, /dy'da') = 0°0(¢,)/ dy'da' =0 . Donc ¢(y,a) =0, /dy'.da".
Comme @(y,a)= e""j q(s)e’ds ,ona ¢(y,a)=0"( @(y))/dy'.0a' = 93'(y'¢(y,a))/dy".

IV- Estimation de la solution g(s)

1- Définitions et justification des hypotheses

Définition 3
On appelle écart résolvant la quantité e} (y,a)=d"(e" — e’/ da" calculée au point fixe a=0,

c’est-a-dire ey (y) = €;(y,0)=y" — H (y) qui est un polynéme en y de degré n.



Lemme 2

Sous HO et sans résonance (1# A" ), la condition 6(¢) =0 ne peut étre réalisée que pour les points

Y, annulant I’écart résolvant €;(a,y)|,., = €;(y)=y" — H,,(y) quand n — o . Et inversement.

Pour toute fonction analytique arbitraire Y/(y), on peut toujours former la fonction O(y) =y -y,
ou ¥ (y)est la transformée par f obtenue en remplacant y" par H, (y) dans le développement
analytique de ¥ . Mais la solution de la résolvante ¢ doit vérifier 8(¢) = 0. Prenons au voisinage de
la solution ¢, une fonction analytique arbitraire de la forme ¥, (y) = @(y)+ 6b,y" perturbée par le

mondéme Ob,y". La transformée Y, par f s’écrira avec la modification 0b,y" par rapport a la
solution @: W, =@, +06b,H, (y) et O(y)=0b,(y" —H, (). S’il 1’y a pas de résonance, le

coefficient du terme de plus haut degré de y" — H, (y) est 6b,(1-A")#0.
k=n'
On ne pourra pas annuler ce coefficient avec des polynémes de la forme u, (y)= /Eo d.y* avec

k=n'
n'<n car leurs transformés par f seront tous u,(y)= X d.H(y) de degré n'<n. On ne peut
k=0

I’annuler qu’en prenant un polynéme de degré supérieur a 7. Mais 1a encore, le terme de plus degré
de ce polynéme ne peut étre annulé que par un polynémes de degré supérieur, et ainsi de suite. Par

induction, seuls conviendront les y annulant y" — H (y) quand n — eo.

Inversement, supposons que la condition y"—H, (y)=0soit réalisée pour n —>eo. Posons
k=n

Hn(y):kgocn’kyk . On peut alors construire une suite de polyndmes de degré décroissant en

éliminant le terme de degré n—1 avec a’nfly"_]pour que le terme de plus haut degré y”_1 de

d_(O""'=H, (y) vérifie: d,_ (1-A"")+ C, 1 =0.0n recommence en n— 2 et ainsi de suite.
k=n-1
En théorie, @, (y) = /Eo dkyk répond a la question quand 77 — oo pour les y, annulant y* — H, (y).

Remarques

-Tout polyndme de degré quelconque au lieu de 6b,y" méne a la méme impossibilité d’identification.
-Dans le cas résonant, il existe des n €, = {n| I=A" } ou le terme de plus haut degré de H () est

y"et I'on peut appliquer la méthode d’identification pour tous les n €{, et construire des b,
annulant I’écart résolvant. Mais on verra des méthodes plus performantes dans le quatrieéme article.

Hypothéses H1, H2 et H3 des zéros réels de H, (y)=0d"e”'” / da"e ™"

.o (ustifications)

Hormis le cas résonant, cet écart résolvant s’annule selon que A" est supérieur ou inférieur a 1 dans la
direction { : si cette quantité est plus petite que 1, y =0 et on a le point fixe, sinon la solution de la
résolvante nécessite une connaissance de I’ensemble limite des zéros réels de H,(y) quand n—> oo

Ce sera I’objet de I’article suivant. Si I’on pondére convenablement ces zéros y de H, (y)=0par n,
précisément: s,=y,/n,l=12,..,d, not¢ (s, =y, /n), on verra que ces pondérés tendent en
général vers un ensemble compact avec une bonne densité d’un aléa p -dimensionnel. Autrement dit,

on a des variétés aléatoires. Or, les techniques utilisées pour étudier ces zéros n’ont rien a voir avec la
problématique de la densité invariante de 1’opérateur de Perron Frobenius et, avec le recul, cette
question aurait due €tre traitée en premier. Pour ne pas embrouiller la démonstration de considérations
secondaires, on prend un aléa d-dimensionnel, quitte élargir ensuite le champ d’investigation. La
nature des raisonnements de la présente étude ne semble pas modifiée si ’on prend une distribution
p ou d-dimensionnelle. Pour cette raison, on utilisera ici comme hypothése des résultats

simplifiés en dimension d . On s’inspire des propriétés des zéros des polyndmes d’Hermite.



2- Construction d’un estimateur ¢ (y) de ¢(y)
1 :

On aalors n’ points y,. Soit @,(y)=—X%,e""
n

Proposition 3
Sous I’hypothese HO, H1, H2 et H3, la densité de Perron Frobénius est asymptotiquement

l=d
p(a)= (Hﬁ(—a(,)adq(a) / da,..0a,..0a,

on q(S)est la densité par rapport a la mesure de Lebesgue d- dimensionnelle de la répartition limite

des s, verifiant H (ns,)=0 quand n — oo,
1 . ,
Posons ¢ = y/n . Sous HO, H1, H2 et H3, @, (tn) = —dZne”"ndq(sn Yds, — @(t) = j e"q(s)ds
n

VI- Ergodisme multidimensionnel et itération traditionnelle

L’itération f d - dimensionnelle, de R dansRY, = foses fies fy) se traduit concrétement par
d applications f, de R* dans R : a,, = f,(a),/=1,2,.d . Litération est notée " = fo f"V.
Traditionnellement, cela signifie que chaque coordonnée de f est itérée un méme nombre de fois dans
le méme ordre d’application. A ma connaissance, personne ne se pose la question de savoir laquelle
des fonctions ﬁ de f choisir en premier, puis, celle en second, etc., et si tout cela commute.

Si la question ne se pose pas en dimension 1, le probléme apparait deés la dimension 2 . Par exemple,
soit f=(f,f,) :sil’onitére f sans itérer f,,on a une distribution asymptotique relative a f; . Faut-

il itérer f, avant f,,ou l'inverse ? Que se passe-t-il si on itére (p) fois f” pour (g) fois f£,? ?
Soit (z,) =(n,)/(n) la fréquence de I’itération f,. La notion de direction de I’itération () définie
par({,) = (}gr_)ll(zﬁ)oﬁ est (n)’indice d’itération prend un sens précis. De méme, les dérivations de
I’écart résolvantz, = n, /(Zné respectent ici des fréquences asymptotiques{, = li_{rinf /;nz dans la
direction { . On se propose ici d’établir que asymptotiquement § = ({) s’il n’y a pas résonance.

On distingue ici les mots: itération et application. Soit I’application f, de R%dans R :

at a,, = f,(a).Posons a=(a,,a',) ou a', désigne les coordonnées fixées autres que a, .
Définition 4

On appelle itération partielle f,(a),!{=1,2,.d, notée encore f,, I'injection canonique f, de R*
dans R" associée a Uapplication f, de R%dans R, on les a', restent fixées. Une itération

traditionnelle f sera donc la composée des d itérations partielles f, .

Proposition 4
- Sous HO et H2, l'itération partielle a,, = f,(a) agit asymptotiquement, en général, comme une

dérivation  partielle 9/ da, sur  lécart  résolvantey(nt,a) :  quand  n,—>oo:
. + .. .

}glge?(nt,fp(a)) I(1=A)a” = ;™" (nt,0) pour tout multi indice p = (py,...0,.» Py) - =@).

- L’itération traditionnelle se traduit en fin de compte par une fréquence £, =1/d.

L’itération partielle a,, = f,(a)va transformer la densité p en P;, Py en p,. et I'écart

résolvant e} (y,a) = 2" (e — eV Y/ da" en e (y,a). Si a=(a,a')), ot les a',sont fixées,

appliquons la formule de la moyenne a I’écart en posant y = ns :

é1(ns, @)~ h(ns.c= [

ap

def(ns,x,a',)/ da,dx = (f,(a)— a,)de}(ns,x,,a',)/ da,

ou x, €(a,, f,(a)).



Choisissons s €S. Si Sest I’adhérence des S

n’

étant donné £ >0, pour tout n>n, : il existe

s, =y In tel que |sn—s|<8 , donc ¢€;(s,)=0. Prenons a',=0',et a,—0. Pour tout

n+l,

€ > 0 arbitraire : €} (ns, f,(a)) / A, —Da, > ae;(y,O) /da, = e, (y,0). Ainsi f, agit, en général,

du point de vue des zéros du polyndme H, comme une dérivation d/da, sur d"e"' | da" en
a=0.De plus, comme les dérivations commutent, asymptotiquement les itérations commutent.
Itérons les f, avec des fréquences entiéres (p)=(p,) indépendamment de n>n,_fixé. Si Sest

I’adhérence, on peut a chaque étape trouver un s,,, k=(1),...(p)dans le voisinage de s
annulant e;“‘ (s) et répéter ainsi I’opération. Tout se passe alors comme si I’on dérivait p fois par
rapporta a : H (s, f"(a)/(A-1)"a” — H, (s,a)

Itérons f de sorte que les dérivationsz, = p,/Z p, respectent des fréquences asymptotiques
=P

a=0 -

£, = ii_r)llp, //Zp, et faisons tendre p vers linfini. {, = }ji_r)ll(p[ + n,)/[Zl(p, +n,). Ainsi, I'itération

traditionnelle se traduit par des dérivations avec une fréquence égale par rapport a chaque composante
dea:(,=1/d.

Proposition 5

. ¢ .
Sous réserve de non résonance, si 11, Ml‘ ' <1 p(a)= 6 Dirac en 0.

. ¢ . . . . .
si 11, ‘l[‘ " >1 alors, le processus peut tendre vers tout autre point attractif de F o Fix(f). Sinon, il

existe une solution asymptotique q(a) répartition asymptotique des zéros y, | n, et sous réserve de
(=d

convergence, p(a)= H(—a(,)adq(a) / da,..0a,..0a,
/=1

Soit H, ,(s,A)le polynome obtenu en posant y=ns dans H,(y) et en mettant A" en facteur:
H, (s,A)=(An)"H,(ns). Considérons I’écart n "e}(s)=s"—A"H, (ns) qui doit tendre vers 0

quelque soit I’indice 7 du développement analytique. Asymptotiquement, A" ~ A% 00 k est un
nombre — oo

- Si tous les |l|§ <1,comme H, (s,A) reste borné, A"H, ,(s,A) = Oet s" = 0.

- Si tous les |l|§ >1, (s/A)"est négligeable devant le polynome H, (s, A) « unitaire » (corollaire 1)
et (s/A)"—H,,(s,A) apar continuité des racines mémes zéros a 'infini que H, (s,A) . Mais il se
peut qu’un pointde F o Fix(f) soit attractif.

Remarques

- La distribution des zéros de H () va dépendre de ces fréquences {, mais en général, {, =1/d.

- Le fait que des points de F o Fix(f) puissent étre attractifs lorsque O est répulsif ne pose pas de

probléme de compréhension : ainsi, méme si tous ces cycles sont répulsifs jusqu’a ’ordre 7, le cycle
d’ordre n+1 peut étre attractif et « masquer » ces distributions intrinséques comme on le constate
pour la logistique. En premiére analyse, ces distributions intrinséques ne deviendront apparentes que
lorsque tous les cycles d’ordre quelconque seront répulsifs ot lorsque 1’on rencontre des variétés
aléatoires. En revanche, on n’a pas ici les éléments permettant de préciser comment s’organisent entre

elles toutes les distributions aléatoires attachées & chaque point de F o Fix(f). On esquissera des

relations de domination entre ces distributions dans le prochain article. Dans cet ordre d’idées que 1’on
n’a pas encore approfondies, on présente un raisonnement heuristique concernant les points des cycles:

itérons (n)fois f : £ sera itéré ([n/2]) fois,..., f'” sera itéré ([n/p]) fois. Donc, méme s’ils ne
sont pas masqués, ces points d’ordre p et leurs distributions attachées n’apparaitront qu’avec des
fréquences décroissantes [n / p] 1z, [n / p] ~1/ plnn. Mais des situations plus compliquées liées a

des dégénérescences peuvent survenir. Ces questions seront examinées dans articles suivants.



Reste enfin le cas ol aucun point de F'o Fix(f), aucune distribution attachée a un point de

F o Fix(f), n’est attractif : il semble que I’hypothése de compacité doive étre remise en question.

VI- Exemples d’application
1- La logistique f=A(a—a’)en dimension 1. Si 4>A1>1 , f applique le compact
[f(l / 4),1/4] dans lui-méme. Formons I’écart relatif a f :ef(y)|,,=Y"—H,(y) ou

H, (y)=H, (JAy/2)2Ay)" avec H, polynéme d'Hermite d'ordre n. Or, la distribution des

zéros de H, , notée f, est asymptotiquement la loi semi-circulaire de Wigner: q(t)dt = kN1-t 2dt .
g()=¢qg(-1)=0. Donct = c\/; /v avec c=+A/2et Vv=+/2n+1suit la loi semi-circulaire. La

distribution p,(s)de la  variable s=y/2n+1 devra  vérifier : t=rset:

p,(s)ds =—(dq(t)/ dt)dt = kr/(Zs\/s(l—rzs))ds et p(s)=sp,(s). La densité de la mesure

invariante est donc une béta 3(1/2,1/2) : p(s)=—F— , formule obtenue par Kawamura [5] a
s(1=r7s)

I’aide des algebres de Cunts-Krieger et qui généralise le céleébre résultat de Ulam et Von Neuman.
Mais cette distribution sera masquée tant qu’il existera des cycles attractifs pour les valeurs de A .

2- Approche sommaire de I’itération de Julia
Prévenons d’abord le lecteur que cet exemple n’a pas la prétention de caractériser les ensembles de

Julia pour lesquels des travaux considérables ont déja été faits. On ne se préoccupe ici ni des cycles ni
des résonances.

Soit I’itération de Julia f(z)=z"+1/4—a’dans C. Elle a 2 points fixes : a,=1/2+oet
a';=1/2—o. On note ici en «gras» les vecteurs de R’ associés aux nombres complexes
a=(ab), a=(a,p) a,=(a,b)=1/2+aet a',=(a',,b)=1/2-a.

Considérons la  fonction  f(z) centrée au point fixe a,; elle s’écrit en
posantz =a+a,: f = (a’ — b’ +2a,a — 2b,b,2ab + 2a,b + 2b,a) . On suppose qu’elle applique un
compact C dans lui-méme.

Soient tty =~Jal +b2 =X +y .y =J(u+x)/2uet =J(u-x)/2u.

On note les matrices orthogonales :

a, —b, Xy Yy -0 |.
0 = VO. = =
HyU, [ by, a J 0, [ y —x ] (0] [ 5 7 ]

Pour éviter toute confusion, le signe ' désigne ici la transposition. On note que : ‘00,0 = 0,
Le théoréme principal conduit a considérer la fonction : * yf(a)=2 "yL(a)+ 'yQ(a) :

- la partie linéaire ' yL(a) = x(a,a — b,b) + y(a,b + bya) = 1,y0,a ou O, est orthogonale.
-la hessienne est orthogonale ' yQ(a) = xa” — xb> + 2yab = i, 'aOa.

Les valeurs propres de la partie linéaire sont a, et a, , ce qui redonne I’itération complexe initiale et

sa conjuguée. Ces deux valeurs propres sont supposées ici supérieures a 1 en module, donc sans
résonance.

La hessienne de 'yQ(a) a pour équation caractéristique x°+y”—p’ =0 avec deux valeurs
propres, 'une positive (, ’autre négative —p. En posant y=O0Oseta=O0u avec u =(u,v)et
s=(r,s) : "yf(@)=2u, 's '00,0u + uu’ — uv* = 2r(au —b,v) + 2s(a,v + byu) + pu’ — v’



donc: 'yf(a)= (2ra,+2thy)u + uyu2 + (2ta, — 2rb,)v — ,uyvz. De méme: 'ya='su. Dans les
sous espaces propres orthogonaux, I’application se décompose alors en deux itérations indépendantes :
(2ra, + 2sby)u + pu’ et (2ta, — 2rb,)v — pv* . Comme O est orthogonale : (1= r" +s°

L’écart résolvant donne deux polyndmes d’Hermite : H ((2ra,+2sb,)/ i\/ﬁ )(l\/ﬁ )"
etH ((2sa, —2rb,)/ \/ﬂ )(\/ﬁ )" . Le premier reste toujours positif. Les zéros du second suivent
asymptotiquement une loi semi-circulaire. Donc, (2s,a,—2nrb,)/ \/ﬂ ( n=r/ V2n+1

ets, =s/~2n+1 ) suit une loi semi circulaire. La transformation s,+2n+1 = spermet, via le
théoréme de la densité, de déterminer la distribution pour I’application initiale.

Le calcul en a', agit comme un changement d’origine des coordonnées sans modifier la distribution,
mais il est intéressant de remarquer peuvent ne pas €tre masqués.
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