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Introduction

Ce cours est divisé en trois parties. La premiere partie traite du résultant bien connu de deux
polyndmes univariés, tres souvent appelé résultant de Sylvester. L’objectif principal est ici d’illustrer
le contenu géométrique du résultant au travers d’applications concretes en géométrie et modélisation
algébrique : théoreme de Bézout, problemes d’inversion et d’implicitation d’une courbe plane rationelle.
Notamment, ’accent sera mis sur deux propriétés fondamentales du résultant qui le distinguent des
autres techniques d’élimination : son caractere universel et ses représentations matricielles.

La deuxieme partie est consacrée a la généralisation du résultant de Sylvester au cas de n polynémes
homogenes en n variables, souvent appelé résultant de Macaulay. Aprés une bréve introduction sur le
théoreme de I’élimination, I'existence et les principales propriétés de ce résultant seront présentées sous
I’angle le plus adapté au calcul : les formes d’inerties. Pour finir, on présentera la formule de Poisson que
Pon illustrera par quelques applications géométriques.

La derniere partie propose une discussion plus avancée sur ’existence générale des résultants. On
montrera qu’il est (presque) toujours possible de donner une définition géométrique pour le résultant
d’un systeme algébrique bien dimensionné. En revanche, il est plus délicat de pouvoir le ”calculer”, c’est-
a~dire d’en trouver une représentation matricielle. En fait, ce calcul nécessite une étude approfondie qui
doit bien souvent étre menée au cas par cas. Nous l'illustrerons au travers d’un exemple concret.

Dans la suite, tous les anneaux seront supposés commutatifs et unitaires.






Chapitre

Le cas d’une variable

Dans cette premiere partie, le résultant de deux polynomes univariés est introduit puis illustré dans
deux contextes. Tout d’abord le calcul le 'intersection de deux courbes planes puis les deux problemes
d’implicitation et d’inversion d’une paramétrisation d’une courbe algébrique plane. L’objectif est ici de
souligner que la représentation matricielle et le caractéere universel du résultant sont deux propriétés
fortes du résultant comme outil pour 1’élimination.

1.1 Définition et propriétés élémentaires

Soit A un anneau commutatif unitaire. Considérons les deux polynémes de A[X]

{f(X) = X"+ au X"+ tap,

g(X) = boX"+b X" 4. 4D, (1.1)

ol m et n sont deux entiers positifs tels que (m,n) # (0,0). On leur associe la matrice suivante, dite
matrice de Sylvester,

Qo 0 e 0 b() 0 0
ai ag by 0
: .0 ; bo
Sm,n(fa g) = Am ao bn—l bl
0 am al by, :
: - : 0 obpoa
0O --- 0 am 0 0 b,

C’est une matrice carrée de taille (m + n) x (m + n); ses n premieres colonnes ne dépendent que des
coefficients du polynoéme f et ses m dernieres colonnes que des coefficients du polynéme g.

Définition 1.1.1 On définit le résultant des polynémes f(X) et g(X) en degré (m,n), et nous le note-
rons Resm n(f,g), comme le déterminant de la matrice de Sylvester Sy, n(f,9)-

De cette définition, on tire facilement que si m > 0 (resp. n > 0) alors Res,, o(f,bo) = bf" (resp.
Reso,n(ag, g) = ag). Il faut aussi remarquer I'impact du choix des entiers (m,n) : par exemple, si by = 0,
c’est-a-dire si g est en fait un polynéme de degré n — 1 et non n, alors

Resm,n(fa g) = aOReSm,nfl(fv g)
Plus généralement, si deg(f) = m et n > deg(g) alors

Resm,n(f7 g) = agideg(g)ReSm,nfdeg(g) (f7 9)7

ce qui se voit en développant le déterminant de la matrice de Sylvester suivant la premiere ligne
itérativement.



Exemple 1.1.1 i f:=aX2+bX +c et g=0xf =2aX +b alors

a 2a 0
Reso1(f,9)=| b b 2a |=(—a)(b®—4dac).

o
o
(=

Exemple 1.1.2 Si f =apX™ + -+ a,, et g= X — b alors

ag 1 o -+ 0
ap —-b 1 :
Resm1(f.9) =| oo [ =ED)f0)
: b 1
am 0 -+ 0 =D

(développer ce déterminant suivant la premiére colonne).
Proposition 1.1.2 Soient f,g € A[X] définis par (1.1). Alors Resm, »(f,9) = (—1)™"Resp,m(g, f)-
Preuve. On passe de la matrice Sy, »(f,g) & la matrice S, ., (g, f) par mn transpositions de colonnes. O

Dans la suite, nous noterons classiquement A[X]., l'’ensemble des polynoémes de A[X] de degré

strictement plus petit que n et A[X]<,, 'ensemble des polynémes de A[X] de degré plus petit ou égal &
n.

Proposition 1.1.3 Soient f,g € A[X] définis par (1.1). Alors il existe deuzx autres polynomes U €
AX]<p et V € AlX <, tels que Uon ait I’égalité

Resmn(f,9) =Uf+Vyg
dans A[X]. En particulier, Resm (f,9) € (f,9) C A[X].

Preuve. 1l est immédiat de constater que 'on a 1’égalité

Xn—lf

Xm+n—1

Xm+n72 Xf

tSm,n(fa g) = X'rr'zf—lg (12)
X

1 .

Xg
g

dans A[X]. Par conséquent, les régles de Cramer montrent que

an 0 te 0 bo 0 0
251 agp bl 0
det(Sm,n(f, g))l = det (07%%% apn bn—l b1 s
0 A, ai by, :
: . 0 by
X f ... Xf O f Xmlg ... g

d’ou le résultat annoncé en développant ce dernier déterminant suivant sa derniére ligne. Noter que I'on
peut voir ce méme résultat en utilisant I'invariance du déterminant lorsque ’on ajoute a la derniere ligne
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de la matrice Sy, »(f,9) la i®™e ligne multipliée par Xt ~* cela pour tout i =1,...,m+n — 1. O

L’égalité (1.2) peut s’interpréter comme suit : les polynémes f et g définissent un morphisme de
A[X]-modules libres
AX]® AX] - AX]:ud®v—uf +vg

qui induit, en bornant judicieusement les degrés des polynémes u et v, un morphisme de A-modules
libres
¢ AlX]cn X Al X cm — A X]cman : (u,v) — uf + vg.

On constate alors que la matrice de 'application A-linéaire ¢ dans les bases
{(X™1,0),(X"2,0),...,(X,0),(1,0),(0,X™1),...,(0,X),(0, 1)} et {X™ 1 . X,1} (1.3)

n’est autre que la matrice de Sylvester S, ., (f, g). La proposition 1.1.3 revient donc & dire que Res,,, »,(f, g)
appartient & 'image de ¢, ce que l'on voit facilement en multipliant I’égalité classique (cof(—) désigne
ici la matrice des cofacteurs)

Smm(fv g)-tCOf(Sm,n (f,9) = Resm,n(fa 9)Idpmin

par le vecteur colonne *(0 --- 01) de taille m + n; le résultant est alors obtenu comme I'image par ¢ de
I’élément

0
tcof(Smn(f, 8)) 0 € A[X] < x AIX] .
1
Proposition 1.1.4 Supposons que A soit un anneau intégre et notons K := Frac(A) son corps des

fractions. Soient f et g deux polyndmes de A[X] définis par (1.1) et tels que ag # 0. Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est injective,

(i) Resmn(f,9) #0,

(iii) f(X) et g(X) sont premiers entre euzx dans K[X].

Preuve. 1’équivalence entre les points (i) et (ii) résulte de la propriété plus générale suivante : soit
¢ : A" — A" un morphisme de A-modules, B et B’ deux bases de A" et M la matrice de ¢ dans ces
bases. Alors ¢ est injective si et seulement si det(M) # 0. Montrons-le. Soit x € A" tel que p(x) = 0.
L’égalité dans A

teof (M).M = det(M)Id

implique alors que det(M)xz = 0 et donc = = 0 si det(M) # 0 puisque A est intégre. Inversement,
supposons maintenant que det(M) = 0 et voyons M comme une matrice & coefficients dans le corps K.
Il existe alors un vecteur non nul y tel que My = 0. Soit b le produit des dénominateurs des entrées de
y, alors M.(by) = 0 et by est un vecteur non nul & entrées dans A. Il s’en suit que ¢ n’est pas injective.

Montrons a présent que (i) est équivalent & (iii). Supposons que f et g soient premiers entre eux dans
K[X] et soit (u,v) € A[X]<n X A[X]<m tel que ¢(u,v) = uf +vg = 0. Alors uf = —vg d’ott 'on déduit
que g divise u et f divise v. Vus les degrés de ces polynomes, on déduit que v = v = 0. Maintenant, si
f et g ne sont pas premiers entre eux dans K[X] alors il existe h € K[X] de degré strictement positif
tel que f = hfy et g = hgi. Si d désigne le produit des dénominateurs des coefficients des polynémes f;
et g1 on vérifie alors que d(gf — fg) = h(dg1f — df1g) = 0 qui montre que ¢ n’est pas injective puisque
o(dg1, —dfr) = 0. D

Corollaire 1.1.5 Supposons que A soit un anneau intégre et que f,g € A[X]| soient définis par (1.1).
Alors Respn(f,g) =0 si et seulement si f et g possédent une racine commune dans une extension' du
corps K des fractions de A, ou bien ag = by = 0.

1Une extension L du corps K est une K-algébre qui est un corps. Autrement dit, L est un corps et K est un sous-corps
de L.



Preuve. Il résulte de la définition du résultant que celui-ci reste inchangé si ’on voit les polynoémes f et g
dans A[X], K[X] ou bien L[X] ol L est une extension quelconque de K. Prenant pour L une extension
de K pour laquelle f et g se scindent (par exemple la clotiire algébrique de K), les propositions 1.1.2
et 1.1.4 nous donnent ce corollaire si ag # 0 ou by # 0. Si ag = by = 0 il est clair que le résultant est nul. O

Exercice 1.1.1 Soient f(X) et g(X) définis par (1.1). Si A est un corps et si (ag,by) # (0,0) alors
montrer que dim4 ker S, . (f, g) = degpged(f, g).

Exercice 1.1.2 Soit K un corps infini. Montrer que la propriété d’étre premier entre euxr pour deuz
polynémes f,g € K[X] est une propriété ouwverte dans l'espace des coefficients de ces polynémes. En
particulier, si f,g € K[X] sont premiers entre euz alors une “petite” perturbation de leurs coefficients
les conserve premiers entre euz.

Le cadre homogene : Soient f et g définis par (1.1). Introduisant un nouvelle indéterminée Y, on
définit les polynomes homogénes associés a f et a g de degré m et n respectivement comme

{F(X,Y) = X"+ X"+ 4 a,Y™ (1.4)

G(X,Y) = boX"+b X" Y 4. 4D, Y™

Leur résultant, noté Res(F, G), est défini comme Res,, »(f, g). Noter qu’il n’y a plus d’ambiguité sur les
degrés pour définir les résultant de deux polyndémes homogenes en deux variables puisque leur degré ne
varie pas suivant les valeurs que I’on donne aux coefficients a; et b; (contrairement au degré de f et de
g). Le corollaire 1.1.5 peut maintenant s’énoncer comme

Res(F,G) = 0 <= F et G possedent une racine commune dans P}

ou L désigne la clotire algébrique du corps K des fractions de A.

Le caractéere universel du résultant : Une des propriétés fondamentale du résultant est que cet
objet est universel, ce qui découle immédiatement de sa définition. Plus précisemment, considérant les
coefficients des polynomes f et g définis par (1.1) comme des variables, on peut construire une application,
dite de spécialisation,

p:Zag,...,am,bo,... byl = A:a; — a;,bj — bj,

qui envoie les variables a; et b; de 'anneau Zlao, . .., am,bo, ..., b,] appelé anneau universel des co-
efficients de f et g, sur les coefficients correspondants a; et b; qui sont des éléments dans 'anneau
commutatif A (rappelons qu'il existe toujours un morphisme d’anneaux de Z dans A et qu’il est unique).
Ainsi Resy, o (f, 9) € A est 'image par p du résultant de f et de g vu comme polynémes dans 'anneau

Zlag, - - -, am,bo, ..., by][X], i.e. du résultant Res,, ,(f,9) € Z[ao, ..., am,bo, . .., by][X]. On résume cette
propriété en disant que le résultant est un polyndome universel. On peut ainsi considérer le résultant
comme une “fonction” des variables ag, ..., am, bo, . . ., bn, ce qui justifie la notation Res,, »(f, g) puisque

les polynémes f et g fournissent des instances de ces variables. Une conséquence importante du caractere
universel du résultant est qu’il suffit bien souvent de montrer une propriété ou une formule dans le cadre
universel, c’est-a-dire en supposant que A est Panneau Z[ag, ..., Gm,bo, ..., b,] (Uintérét étant que ce
dernier est alors un anneau factoriel), pour 'obtenir immédiatement sur n’importe quel anneau commu-
tatif par spécialisation, c’est-a-dire en transportant cette propriété ou cette formule par la spécialisation
p. On commencera donc souvent les preuves dans ce qui suit par une phrase du type : “Par spécialisation,
on se ramene au cas ol A est ’anneau universel des coefficients de f et de g”.

Pour un traitement complet et détaillé de la théorie du résultant de deux polyndémes univariés nous
renvoyons le lecteur au livre [AJ0G].
1.2 Quelques propriétés formelles

“L’expérience prouve qu’il ne sert a rien de connaitre le résultant si [’on ne posséde pas suffisamment
de regles de calcul ... " (Nicolas Bourbaki).

Ci-apres, A désigne toujours un anneau commutatif unitaire et f, g les polynomes définis par (1.1).
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1.2.1 Homogénéité
Pour tout a € A on a Resp, n(af,9) = a"Resp n(f,9) et Resy, n(f, ag) = a™Resy, n(f, 9).

Preuve. C’est immédiat a partir de la définition du résultant comme déterminant de la matrice de Syl-
vester. 0

Prenant pour anneau de base A l’anneau universel des coefficients de f et de g, c’est-a-dire A :=
Zlag, - .., an,bo, - .., by], alors Resy, »(f, g) est homogene de degré n en les variables ao, ..., an, (toutes
affectées du poids 1) et de degré m en les variables by, ..., b, (toutes affectées du poids 1). Cela peut
également se traduire par les égalités

n

o, OResma(fig) _ OResmn(f,9) _
> ai Ba. = mResmn(f,9) et Y _b; %, = nResy, n(f,9)

=0 =0

1.2.2 Formule de Poisson

Supposons que ag soit inversible dans A et considérons le morphisme de multiplication par g dans
Uanneau quotient® A[X]/(f)
b+ AX)/(f) — AIX]/(f) @ — .

Alors le déterminant de la matrice de ¢ est égal & ag "Resm.n(f, ).

Preuve. Considérons les deux morphismes de A-modules suivants :
¢ A[X]<n X A[X]<m — A[X]<min : (u,0) — uf + vg

et
0: AlX]cmin — A[X]<n X A[X]<m : P— (Q, R)

ou (@, R) correspondent respectivement au quotient et au reste de la division euclidienne de P par f,
i.e. P = Qf + R. Choisissant les bases (1.3) pour A[X]<, x A[X]<m et A[X]<pm+n, les matrices My, My
et Mg.4 des applications respectives ¢, 6 et 6 o ¢ dans ces bases vérifient

det(My) det(Mp) = det(Maog ). (1.5)

Puisque My = Spmn(f, 9), il vient det(My) = Resp, n(f, g). De plus, on voit que les matrices My et Maog
sont de la forme

agt 0 0 1 0 0
0 0 0 0
—1

. ag 10 0 1
My = 0 0| & Meo=17 0

0 .0 0 | My
0 0 1 0 0

Par conséquent, (1.5) donne la formule annoncée : ag "Resy, »(f, g) = det(My). m|

1.2.3 Multiplicativité

Soit f(X) =agX™+---+ay, € A[X] et supposons donnés deuzx polynomes g1(X) et g2(X) dans A[X]
tels que deg(g1) < ny et deg(ge) < na. Alors on a l’égalité suivante dans A :

Resm,ny+ns (f,9192) = Resim,n, (f, 91)Resy n, (f; g2)-

2Rappelons que puisque ag est inversible ’anneau quotient A[X]/(f) est un A-module libre de base {Ym_l, ..., 1} par

simple division euclidienne : tout polynéme u(X) € A[X] s’écrit de maniére unique comme u(X) = ¢(X)f(X) +r(X) avec
deg(r(X)) < m, et on aw=r(X).



Preuve. Par spécialisation, on se ramene a démontrer cette propriété dans le cas universel o
A := Z[coeff(f), coeff (g1), coeff (g2)]

On regarde les polynémes f, g1 et go dans 'anneau A, [X] ou I'élément ag est inversible (on a une
application canonique A — A, : a — a/1 qui est injective puisque A est sans torsion). Le diagramme
suivant étant commutatif

Aay [X1/(f) Aay [X]/(f)

X g1 Xg2

Aao [X]/(f)
On déduit de la formule de Poisson 1.2.2, choisissant la base sur A appropriée pour A[X]/(f), 'égalité

ag " "2 ReSm ny4ns (f, 9192) = ag " Respy n, (f, 91)ag " Resp n, (f, 92)-

L’élément ag n’étant pas diviseur de zéro dans A, ’égalité ci-dessus devient une égalité dans A apres
simplification par ag, et fournit alors le résultat annoncé. O

1.2.4 Transformations élémentaires

Sin > m (resp. m > n), alors pour tout polynéme h € A[X|<n—m (resp. h € A[X]|<m—n), on a
l’égalité dans A

Resm,n(fvg +hf) =Respn(f,g) (resp. Resm,n(f +hg,9) = Resm,n(ﬂ 9))

Preuve. Traitons le cas ou n > m, l'autre cas étant une conséquence de la proposition 1.1.2. Notant
h(X):=coX"™ ™4+ + ¢p_m, pour tout i € {0,...,m —1} on a

Xl(g + hf) = Xlg + COX’VI—("L—I')J(' et Cn,an_(n_i)f,

Il est alors clair que la matrice Sy, n(f,g + hf) est obtenue & partir de la matrice Sy, »(f,g) par les
opérations
COlmjLnfi — COlmjLnfi + COCOImfi +---+ Cnfmcnfi

1

pour tout i € {0,...,m — 1}, ot Col; désigne la j* colonne de la matrice Sy, ,(f,g). L’invariance du
déterminant par de telles opérations donne la formule annoncée. O

1.2.5 Covariance

a

e d > a coefficients dans l'anneau A, on a

Supposons que n = m. Pour toute matrice ¢ = <

l’égalité suivante dans A :

Resp,m(af + bg, cf +dg) = det(p)"Resy,m(f, 9)

Preuve. Par spécialisation, on se raméne au cas générique ou A := Z[ag,...,am,bo,...,bn,a,b,c,d.
Puisque pour tout ¢ € {0,...,m — 1} on a trivialement X*(af + bg) = aX*f + bX'g pour tout a,b € A,
on vérifie aisément que

xId exId
Sm,m(af+bgucf+dg):Sm’m(f’g) ( Z}(Id CCZXId )

ou Id désigne la matrice identité de taille m x m. Le résultat découle alors des propriétés classiques du
déterminant. En effet, on a

ab xId be x Id mam axId e¢xId
det(abed adx1d>:“ b det(bxld d><Id>
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et

dt(abXId bCXId>:det<abXId be x 1Id

abx1d ad x 1d 0 (ad—be)x1d ) =a™b™ (ad — bo)™ = a™b™ det(p)™

On conclut alors en notant que a et b ne sont pas des diviseurs de zéro dans A. O

1.2.6 Invariance et changement de base

Supposons donnés deux polynomes u(X) et v(X) dans A[X] de degré inférieur ou égal d un entier
d > 1. Notant F et G les polynomes homogénes de degré respectifs m et n associés a f et a g, on a
l’égalité dans A :
Resmd,nd(F<u7 U)’ G(uv U)) = Resd,d(u, U>mnReSm,n(f7 g)d'

Le cas particulier d = 1 donne la propriété dite d’invariance du résultant :
Respn(F(aX 4+ b,cX +d), G(aX +b,cX + d)) = (ad — be)"" Respm,n(f, 9) (1.6)

pour tout a, b, c,d dans A.

Preuve. Par spécialisation, on se ramene a montrer le résultat dans le cas universel, c’est-a-dire dans le
cas oul A :=Z[ag, ..., m,bo, .., by, coeff(u), coeff (v)]. On peut également supposer que m > n en vertu
de 1.1.2.

Nous procédons par récurrence sur m + n : les cas ou m = 0 ou n = 0 se vérifient facilement et le
cas m = n = 1 n’est autre que la propriété de covariance 1.2.5. On suppose donc que m > 1, n > 1 et
m+n >3 (donc m > 2). Il existe alors un polyndéme homogene H(X,Y) de degré m — 1 tel que

boF(X,Y) —a X" "G(X,Y)=YH(X,Y). (1.7)
D’ou le calcul

Resmd,nd(boF(u,v), G(u,v)) = Resma,na(vVH (u,v), G(u, v)) par 1.2.4
= Resg na(v, G(u,v))Resy—1yana(H (u,v), G(u,v)) par 1.2.3
= Resa,na(v, bou™ )Res (rm—1)d,na(H (u,v), G(u,v)) par 1.2.4
= bgResdd(v,u)"Res(,,L_l)d,nd(H(wv),G(u,v)) par 1.2.1 et 1.2.4

= b3Resgq(v, u)"Resq q(u, v) ™ V" "Res(H, G)? par récurrence
= (-1 )”d2bdRes(H G)"Resg.q(u,v)™ par prop. 1.1.2
1)"4d+1) Reg Y, G)%Res(H, G dResdd u,v)™"
=(=1)
= Res(Y H, G)Res g q(u,v)™ par 1.2.3
= Res(boF, G)"Res g q(u,v)™ par 1.2.4 et (1.7).

On conclut alors en notant que by ne divise par zéro dans A, que
ReSmd,nd(boF(u,v),G(u,v)) = bngesmd’nd(F(u7 v), G(u,v))

et que Res(boF, G)? = b9Res(F, G) en utilisant la propriété d’homogénéité 1.2.1. O

1.2.7 Expression en les racines

Supposons que f et g soient complétement scindés sur A, c’est-a-dire que l’on puisse écrire

m

f(x) :==ag H(X —q;) et g(x):=by H(X - B5).
i=1

i=1



Alors, on a les égalités dans A :

Resyn(f.9) = agby [ (i —B;) = ai [ gles) = (~1)™05 T] £(80).
1<i<m =1 =1
1<j<n

Preuve. La premiere et la troisieme formules s’obtiennent comme suit :

Res . (f..9) = Respa (£, 00 [J(X = 5:)

i=1
n
= by'Respm n(f, H(X - 0)) par 1.2.1
i=1
n
= by’ HResm,n(ﬁX - Bi) par 1.2.3
i=1
= by’ H D™ f(6s) par 'exemple 1.1.2
B n m
= agby' [T [T(ei -
j=1i=1
Un calcul similaire en inversant le réle joué par f et par g permet de montrer la derniere formule. o
1.2.8 Quasi-homogénéité
Dans le cas universel, i.e. A= Zlag,...,am,bo,...,by], on gradue 'anneau A en posant
deg(p) =0 pour tout p € Z,
deg(a;) =i (resp. m —1i) pour touti=0,...,m,

deg(b;) =37 (resp. n—j) pourtoutj=0,...,n
Alors, Respmn(f,g) € A est quasi-homogéne (ou isobare) de degré mn.
Preuve. C’est une conséquence de la propriété d’invariance (1.6) puisque l'on a
Res(F(tX,Y),G(tX,Y)) = Res(F(X,tY),G(X,tY)) = t""Resym.n(f, 9),

ou F(X,Y) et G(X,Y) sont les polynémes homogenes de degré m et n associés a f(X) et g(X) respec-
tivement, comme définis dans (1.4).

Noter qu’une autre facon de le voir est de constater que d’apres 1.2.7, Resy, »(f,g) est homogene
de degré mn en les racines de f(X) et de g(X) (il faut se placer dans une extension bien choisie), puis
que les coefficients a; et b; sont eux-mémes homogenes de degré i et j respectivement par rapport a ces
mémes racines. m|

Remarquer que ce résultat d’homogénéité peut également se traduire par I’égalité

m n
OR , OR ,
> ia, el ) 5y, ORElh ) s, £.9).
i=0 j=0
Noter également que les propriétés d’homogénéités 1.2.1 et de quasi-homogénéités 1.2.8 du résultant
implique que

3 = E o S 1o %1 im 1,70 pJ1 in
Rebmﬂ’b(.ﬂ g) - Cig,ityeensim,Joyedn @0 A1 -+ - Qm bO bl T bgz
toF+i1+ - F+im=n
) ) Jotjit:+jn=m )
11422+ +Mmim+Jj1+2j2+ - +njp=mn
OU Cig v im dorjn € Z pour tous les multi-indices (ig, i1, .., im,Jo,---,jn) € N™T"T2 Noter que la
condition de quasi-homogénéité mig + (m — 1)iy + -+ 4+ im_1 +njo + (n — 1)j1 + -+ + jn_1 = mn est
déja contenue dans les trois conditions apparaissant dans la somme ci-dessus.
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1.2.9 Matrice de Bézout

Soit A un anneau commutatif unitaire. Considérons les deux polynémes de A[X]

{f(X) = a X"+ X"+ +ay (1.8)

g(X) = bX"+b X"+ +b,

ol n est un entier strictement positif. Nous avons vu que le déterminant de la matrice de Sylvester
fournit, par définition, le résultant de f et de g. Nous allons & présent construire une autre matrice a
partir des polynomes f et g qui permet également de calculer ce résultant.

Introduisons une nouvelle indéterminée Y. Il est clair que le polynéme X — Y divise le polynome
f(X)g(Y) — f(Y)g9(X) de A[X,Y]. Plus précisemment, on a

n—1

F(X)g(¥) = J(V)g(X) = (X~ V) 3 e, XY
i,§=0

dans A[X,Y], ou les ¢; ; sont dans A.

Définition 1.2.1 On appelle matrice de Bézout en degré m associée au couple de polynomes f,g de
A[X]<p défini par (1.8) la matrice n X n a coefficients dans A

Chn—1n—-1 Cn—-1n—2 - Cpn—1,1 Cn—-10
Cn—2n—-1 Cn—2n—-2 ‘" Cn—2,1 Cn—2,0
Bez,(f,9) =
Cln—1 Cl,n—2 ce C1,1 C1,0
Co,n—1 Co,n—2 T Co,1 €0,0

Voici une petite procédure MAPLE qui permet de former cette matrice (var ci-dessous désigne la
variable & éliminer) :

Bez:= proc(f,g,n,var)
local i,j,b,M;
M:=matrix(n,n);
b:=simplify ((fsubs(var=_var,g)-gsubs(var=_var,f))/(var-_var));
for i from 1 to n do
for j from 1 to n do
M[i,j]:=coeftayl(b, [var,_var]=[0,0], [n-i,n-j1);
od;
od;
RETURN (evalm(M)) ;
end:

Par définition de la matrice de Bézout, on a les égalités dans A[X,Y]

Yn—l
. — n_l . .
(X" ' .. X 1)Bezl(f9) Y = f(X)g(Qiy(Y)g(X) = Z ¢ XYY, (1.9)
4,j=0
1

Proposition 1.2.2 Soient f,g définis par (1.8). Alors, la matrice Bez,(f,g) est symétrique et est une
fonction linéaire alternée de f et g, c’est-a-dire que l'on a les égalités

Bezn(f7 f) =0, tBeZn(fvg) = Bezn(f, g)a Bezn(f, g) = fBezn(g,f),
Bez,(af1 + f2,9) = aBez,(f1,9) + Bez,(f2,g9) pour tout a € A.

Preuve. C’est immédiat sur la définition. O
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Proposition 1.2.3 Soient f,g définis par (1.8). On a l’égalité dans A :

n(n—1)

det(Bez,(f,g)) = (=1)" = Respn(f,9).

Preuve. Par spécialisation, on se ramene a montrer le résultat dans le cas universel.
Notant J,, la matrice n x n dont les seules entrées non nulles sont les entrées de ’anti-diagonale qui
valent 1, on a I’égalité matricielle :

0 Bezn(f, g)
0 | Jn \¢
_Bezn(f7 g) 0
Pour la vérifier, il suffit de multiplier les deux membres de cette égalité par (X?*~1 ... X 1) & gauche
et {(Y2"=1 ... Y 1) a droite; on trouve alors dans les deux cas
X -yn

(X4 XY e YP(F0g(Y) = F(YV)g(X) = S (F(Xg(Y) = F(V)g(X).

De la formule (1.10), on déduit immédiatement que Res, ,(f,g)> = det(Bez,(f,g))?, donc que
Resnn(f, g) et det(Bezy(f, g)) sont égaux au signe pres. Pour déterminer ce signe on utilise la spécialisation

n(n—1)

fr—X"g—1:o0naRes, (X" 1) =1 et det(Bez, (X", 1)) =det(Jn) = (-1)" = . O

Remarque 1.2.4 La conjonction des propositions 1.2.2 et 1.2.3 donnent directement la propriété de
covariance 1.2.5 du résultant.

Exercice 1.2.1 Soient f(X) et g(X) définis par (1.8) tels que A soit un corps et (f,g) # (0,0). Alors
dim 4 (ker Bezy(f, 9)) = deg(pged(f, 9))-

1.3 Intersection de deux courbes algébriques planes

Etant donnés deux polynémes f(z,v) et g(z,y) dans K[z, y] ot K est un corps algébriquement clos,
on souhaite étudier et calculer leurs zéros communs. Ce probléme s’interprete géométriquement : les
polynomes f et g définissent deux courbes algébriques Cy := V(f) et C, := V(g) dans le plan affine A?
(de coordonnées (z,y)) et 'on souhaite étudier leur intersection. Nous ne nous intéresserons qu’au cas
ou f(z,y) = g(z,y) = 0 possede un nombre fini de solutions, c’est-a-dire que les courbes Cy et C, n’ont
pas de composante courbe commune. Cette condition n’est pas vraiment restrictive puisqu’elle revient a
demander que f(z,y) et g(x,y) soient des polynomes premiers entre eux dans K|z, y]; noter que le plus
grand diviseur commun a f et & g fournit toute la composante courbe commune & Cy et C,.

Un cas particulier. Le cas ou 'une des deux courbes est une droite, c’est-a-dire ot I'un des polynémes
est de degré 1, se réduit a la résolution d’un polynéme univarié. En effet, on peut supposer que g(x,y) =y
et ainsi se ramener & un polynéme univarié f(z,0) # 0 € K[z]. On peut écrire

f(x,0) = c(x — 21)" (& — 29)"2 -+ (x — z4)H=,

ou les z; sont les racines distinctes et ¢ € K\ {0}. L’entier u;, pour i = 1,...,s, qui est classiquement
appelé la multiplicité de la racine z; du polynéme f(z,0) € K[z], est également appelé la multiplicité
d’intersection entre les courbes Cy et C, au point d’intersection de coordonnées (z;,0) € A% On a
iy i = deg, (f(z,y)) et on vérifie aisément que >_;_, p; = deg(f(x,y)) (degré en tant que polynome
en les deux variables x et y) si f(z,y) ne s’annule pas au point & I'infini de ’axe des x, ou bien encore, de
maniére équivalente, si la partie homogene de plus haut degré de f(z,y) n’est pas divisible par y. Cette
derniere condition peut-étre absorbée par la géométrie projective : introduisant une nouvelle variable ¢
et notant F(xz,y,t) le polyndme homogénéisé de f(z,y), on a alors

F(z,0,t) = c(x — z1t)* (x — z98)H2 - - (x — 25t )Pt (1.11)
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OU [iso st un entier correspondant a la multiplicité de la racine a I'infini. Ainsi, on a toujours la relation

foo T+ Zui = deg(F(z,y,t)) = deg(f(x,y)). (1.12)
i=1
Il est également possible de calculer les racines z1,...,zs ainsi que leur multiplicité par des calculs de

valeurs et vecteurs propres. En effet, écrivant
F(@,0) = far’ + fa12 -+ frz+ fo € K[a]

(noter que d := deg(f(z,0)) = >_7_; p; n'est pas forcément égal a deg(f(z,y)) d’aprés la discussion
précédente) et notant I I'idéal principal de K[z] engendré par ce polynéme f(x,0), nous avons déja
rappelé que l'algebre quotient K[z]/I est un espace vectoriel sur K de dimension d ayant pour base

canonique {1,z,...,z% 1}. Considérons 'endomorphisme M, : K[z]/I == K[z]/I de multiplication par
x dans K[z]/I. Il est immédiat de constater que sa matice dans la base canonique est
0 - 0 —fo/fa
1 T :
0

0 U —far/fa

(la colonne la plus & droite correspond & la division euclidienne de z¢ par f(z,0)) et donc que le po-

d
lynéme caractéristique de M, est exactement (_ft) f(z). Les racines du polynéme f(z,0) avec multiplicité

correspondent donc aux valeurs propres avec multiplicité de I’endomorphisme M,,.

Dans ce qui suit, nous allons généraliser ces calculs au cas ou f(z,y) et g(z,y) ont des degrés arbi-
traires.

1.3.1 Le théoréme de Bézout

Dans tout ce paragraphe, K désigne un corps algébriquement clos et on suppose donnés deux po-
lynomes non constants f(x,y) et g(z,y) de K[z, y]. Introduisant une nouvelle indéterminée z, on note
F(z,y,z), respectivement G(z,y, z), le polynéme homogénéisé de f(z,y), respectivement de g(z,y), de
meéme degré.

Théoréme 1.3.1 (Bézout homogeéne) Si les polynémes F(z,y,z) et G(x,y,z) sont premiers entre
euz dans Kz, y, z] alors les courbes algébriques V(F) et V(G) se coupent en un nombre fini de points,
plus précisément en deg(F) deg(G) points comptés avec une multiplicité appropriée.

Preuve. Considérons les polynémes F et G comme des polyndmes en y a coefficients (homogenes) dans
K[z, 2] :

F(Q?,y,Z) = ao(.’E,Z)ym +al(x?z)ym_1 + - +am71(9€72’)y+am(1‘,2) (1 13)
G(z,y,2) = bo(z,2)y" +bi(z,2)y" " 4+ by_1(2, 2)y + b (2, 2) '
ou a;(x, z) € Kz, 2] est homogene pour i = 0,...,m avec ag(z, z) # 0, et b;(z, z) € K[z, 2] est homogene
pour j = 0,...,n avec by(z, z) # 0. Par changement de coordonnées projective (changement qui laisse

invariant la propriété de finitude ou non de V(F) N V(G)) suffisamment général (rappelons que K est
infini car algébriquement clos) on peut supposer que

(*) le point oo, := (0 : 1:0) n’appartient pas & V(F) U V(G) C P2.
Cela implique que ag(0,0) bo(0,0) sont tous les deux non nuls et donc que ag(z, z) et by(z, z) sont des
constantes non nulles. Ainsi, puisque F et G sont premiers entre eux, le résultant Res,, »(F, G) € K|z, 2]
est un polynéome homogene non nul par la proposition® 1.1.4. Maintenant, si (xq : 7o : 2¢) est un point

311 faut ici utiliser un corollaire tres classique du lemme de Gauss (voir, par exemple, [Lan02, chap. IV, §2]), que nous
rappelons rapidement.

Soit A un anneau factoriel et K := Frac(A) son corps des fractions. Tout polynoéme f(X) € K[X] peut s’écrire cf1(X)
ouc€ K et fi(X) € A[X] est primitif (i.e. le pged de ses coefficients vaut 1), et on a le résultat suivant : si un polynéme
f(X) € A[X] admet une factorisation g(X)h(X) dans K[X], alors f(X) =af1(X)g1(X) ot a € K.
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de V(F) N V(G) alors (x : 2zo) est une racine de Resy, ,(F,G) d’apres le corollaire 1.1.5; puisque ce
résultant n’admet qu’un nombre fini de racines, il ne peut donc y avoir qu'un nombre fini de points dans
V(F)NV(G).

Comptons & présent le nombre de points dans V(F) N V(G). Pour cela, on peut supposer par chan-
gement de coordonnées projectives suffisamment général que (%) est vérifiée mais également que tous
les points P := (zp : yp : zp) € V(F) N V(G) sont tels que les “abscisses” (zp : 2p) pev(rynv(a) sont
disctinctes deux a deux (le vérifier et I’écrire completement). Noter que les degrés de F et de G sont inva-
riants par changement de coordonnées. Aussi, (*) implique comme nous 'avons déja vu que ag et by sont
des constantes, mais aussi du méme coup que a;(z, z), resp. b;(z, j), est un polynéme homogene de degré
i,resp. j, dans K[z, z] pour tout ¢ = 0, ..., m, resp. j =0, ...,n). La propriété de quasi-homogénéité 1.2.8
du résultant montre alors que Resy, ,(F,G) est un polynéme homogene de degré mn = deg(F) deg(G).
De plus notant {Py, ..., P.} = V(F)NV(G), ce résultant s’ecrit, d’apres le corollaire 1.1.5,

Resmn(f,9) = c.(zpx —xp 2)" (2P, —xp,2)"% - - (2p,x — zp.x)™" (1.14)

ot ¢ € K est une constante non nulle et ot >.._; m; = mn = deg(F) deg(G). Définissant la multiplicité
du point P; € V(F) NV (G) par entier m;, le théoréme est démontré. m|

Corollaire 1.3.2 (Bézout affine) Si f(z,y) et g(x,y) ne possédent pas de zéro commun a linfini
(i.e. si F(z,y,0) et G(x,y,0) n'ont pas de zéro commun) alors V(f) NV (g) C A? est constitué d’ezac-
tement deg(f) deg(g) points comptés avec une multiplicité appropriée.

Exercice 1.3.1 Montrer que l’intersection de deux “cercles” d’équations respectives
ao(2? +y%) + arr + asy + a3 =0, fo(a® +y*) + frz + fay + B3 = 0,
ot ag # 0 et By # 0, est consistuée de 2 points a distance finie et 2 points distincts a linfini.

Comme nous 'avons introduite dans la preuve précédente, la “multiplicité d’intersection” de f et
de g en un point P n’apparait pas clairement comme un invariant local associé au point P. Dans le
paragraphe suivant nous donnons une définition plus rigoureuse de cette multiplicité d’intersection puis
nous montrons qu’elle correspond bien a celle qui apparait dans la preuve du théoreme de Bézout que
nous avons donnée.

1.3.2 Multiplicité d’un point d’intersection

1.3.2.1 Un résultat d’algebre

Nous commengons par rappeler un résultat (trés important) d’algeébre qui est une conséquence du
fameux théoreme des zéros de Hilbert. Dans la suite, K désigne un corps algébriquement clos.

Proposition 1.3.3 Soit I un idéal de l’anneau de polynémes K[X1,..., X, ], avec n un entier stricte-
ment positif. Notant classiquement

V) :={x=(x1,...,2,) € K| f(x) =0 pour tout f(X1,...,X,) € I},
on a les deux équivalences suivantes :
V) =0 1=(1),
V(I) est fini < dimg K[X7,...,X,]/I < cc.

Preuve. La premiere équivalence est une conséquence directe du théoreme des zéros (elle porte d’ailleurs
souvent le nom de version “faible” du théoréme des zéros). Supposons que V(I) soit un ensemble fini
de points, disons P, ..., P.. Si mp, désigne 'idéal maximal associé au point P;, pour ¢ =1,...,r, alors
le théoréme des zéros nous dit que VI = [I;_, mp,, et donc que I contient une certaine puissance de
l'idéal T],_, mp,. On en déduit lexistence, pour tout i = 1,...,n, de polynémes U;(X;) de degré u;
appartenant a I'idéal I. En effectuant, pour tout polynome @ € K[X7,..., X,] des divisions euclidiennes
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successives par Ui (X1),...,U,(Xy), on montre que K[X,...,X,]/I est engendré par les classes des
monoémes X{IlXé2 co. X avec 0 < i; < u; pour tout j = 1,...,n. C’est donc bien un K-espace vecto-
riel de dimension finie. Inversement, Si K[X1,..., X,]/I est un K-espace vectoriel de dimension finie d,
pour tout i = 1,...,n, les classes des monémes 1, X;, X2 ..., X2 sont liées. Il existe donc, pour tout
it =1,...,n, un polynéme non nul U;(X;) appartenant a I'idéal I. Mais alors V(I) C V(Uy,...,U,) et
ce dernier est forcément fini. a

Rappelons a présent qu’un anneau est dit artinien s’il satisfait une condition duale de la condition
noethérienne, & savoir : toute chaine décroissante d’idéaux de R est finie. On peut alors montrer (voir
par exemple [Eis95, §2.4]), entres autres, que

— R est noethérien et tous ses idéaux premiers sont maximaux,

— R ne posséde qu’'un nombre fini d’idéaux maximaux,

— R est isomorphe a la somme directe de ses localisés. Plus précisemment, le morphisme canonique

R — ®pR,, ou la somme est prise sur tous les idéaux maximaux de R, est un isomorphisme.

L’intérét de ces considérations est que I'on peut compléter la proposition 1.3.3 en ajoutant? :
V(I) est fini < dimg K[X1,...,X,]/T < oo < K[X,...,X,]/I est un anneau artinien.

Ainsi, si V(1) est fini alors K[X1, ..., X0]/T ~ @,especix,,...x,) /0 KIX1, -, Xulp /I et donc

dimg K[X1, ..., Xn]/I = > dimg K[X1,..., Xu]p/Tp.
peSpec(K[X1,...,X,]/I)

Cette formule montre que l'on peut “distribuer” une quantité associée a 'idéal I sur les points de V(1)
qui sont en correspondance avec les idéaux maximaux de K[ X7, ..., X,]/I. La tentation est donc grande
de définir la multiplicité du point V(p) de V(I) comme I'entier dimg K[X7, ..., X,], /1.

1.3.2.2 Multiplicité d’intersection

Commengons par énoncer un corollaire des considérations du paragraphe 1.3.2.1 précédent.

Corollaire 1.3.4 Soient K un corps algébriquement clos et f(x,y), g(z,y) deuz polynomes de K[z, y].
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) V(f/)NV(g) est un nombre fini de points,

(ii) dimg K[z, y]/(f,g) est un K-espace vectoriel de dimension finie,

(iii) f et g sont premiers entre eux dans K[z, y].
De plus, lorsque ces assertions sont réalisées, on a

dimg K[z, y]/(f,9) = > dimg K[z, ylp/(f,9)p
peSpec(Kla.]/(£.9))

ot la somme est prise sur tous les idéaux premiers, qui sont en fait mazimauzx et en mombre fini, de
Panneau quotient K[z, y]/(f,g)-

Preuve. L’équivalence entre (i) et (ii) est une conséquence de la proposition 1.3.3. Le fait que (i) implique
(iii) se voit facilement par contraposée. On a déja vu que (iii) implique (i) au début de la preuve du
théoreme 1.3.1. m|

Définition 1.3.5 Soit K un corps algébriquement clos et soient f(x,y) et g(x,y) deuz polynémes dans
Kz,y] supposés premiers entre euz. La multiplicité d’intersection de f et de g au point P € A? est
Uentier

i(f,9; P) = dimg K[z, yly /(f. 9)

ou p est l'idéal mazimal de k[z,y] correspondant au point P € A2,

4En effet, si R := K[X1,...,Xn]/I est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors toute chaine décroissante de
sous-espaces vectoriels est finie et donc toute chaine décroissante d’idéaux de R est nécessairement finie. Inversement, si R
est artinien alors tous ses idéaux premiers sont maximaux et il ne posséde qu’un nombre fini de tels idéaux; en d’autres
termes, V(I) est fini.
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Noter que la multiplicité d’intersection est invariante par changement linéaire de coordonnées dans
A? et que I'on a Iégalité
dimg K[z, 9)/(f,9) = Y,  i(f,g;P)

PeV(f)nV(g)

ou la somme est finie puisque V' (f) NV (g) est un nombre fini de points par le corollaire 1.3.4, points qui
sont, rappelons-le, en correspondance avec les idéaux maximaux de K[z, y]/(f, g)-

Maintenant que nous avons une définition de la multiplicité d’intersection, nous en donnons une
caractérisation similaire & (1.11) et & (1.14) qui permet de la calculer & 1’aide d’un résultant. Pour cela,
nous voyons f(x,y) et g(z,y) comme des polyndémes univariés en la variable y dont les coefficients sont
dans K[z]; on écrit, comme dans (1.13),

{ flz,y) = ao(@)y™ +ar(@)y™ '+ + am-1(2)y + am(z) (1.15)
g(x.y) = bo(@)y" +br(x)y" "t + o+ bpo1(2)y + bn(x)
ou a;(z) € K[z] pour ¢ =0,...,m et bj(z) € K[z] pour j =0,...,n. La proposition 1.1.4 nous montre

que Resy, »(f, g) est un polynéme non nul de K[z] si f et g sont supposés premiers entre eux (cf. preuve
du théoreme 1.3.1).

Pour tout polynéme R(z) € K[z] et tout point zy € K nous noterons val,, (R) la valuation de R en xg,
c’est-a-dire le plus grand entier s tel que (x—z)® divise R(x) ; si  —x ne divise pas R alors val,, (R) = 0.
Aussi, pour tout point P € A? nous noterons zp, respectivement yp, son abscisse, respectivement son
ordonnée.

Proposition 1.3.6 Soient f(x,y) et g(x,y) deux polynémes premiers entre eux. Avec les notations de
(1.13), supposons donné xo € K tel que ap(xo) # 0 ou by(xzg) # 0. Alors

valy, (Resm.n(f,9)) = Z i(f, g; P).
PcA2:zp=xg

En particulier, si P € A2 est le seul point de V (f)NV (g) d’abscisse® xp, alors la multiplicité d’intersection
de f et de g au point P est exactement val,, (Resp n(f,9))-

Preuve. Sans perdre en généralité, nous pouvons supposer que g = 0 et que ag(0) # 0. Notons A
I'anneau local de I'axe des x & l'origine, c’est-a-dire A := K[x](, (qui est isomorphe & (K[x,y]/(¥))(z.y))-
Puisque ag(0) # 0, le polynéme ag(z) est inversible dans A et la formule de Poisson 1.2.2 fournit I’égalité

det 5(A[Y]/(f) = A[Y]/(f)) = ao(x) "Resmn(f,9) € A

ot le membre de gauche est le déterminant de la matrice de multiplication par g dans A[Y]/(f) exprimée
dans la base canonique B := {7'”_1, ..., 1), matrice de taille m x m & entrées dans A.

Soit Q(z) € K[z], alors il est immédiat de constater que valp(Q) = dimg A/(Q), autrement dit que

la suite exacte 0 — A =% A — A/(Q) — 0 donne la relation
valg (det(A =9, )) = dimg A/(Q) = dimg coker(A =9, A).

Par somme directe, on en déduit que cette propriété reste vraie pour une matrice diagonale, c¢’est-a-dire

que si Q1(x),...,Qs(x) sont des polynémes de K][z], alors on a une suite exacte
1 0
M:= .
0 Qs
0— A° A= A/(Q1)e---dA/(Qs) — 0

et la formule

valo(det(M)) = valo(Q1() ... Qs(z)) = dimg &°_, A/(Q;) = dimg coker(A® 25 A®).

5Les points d’abscisse zg € K sont tous les points de P2 qui sont sur la droite projective x — xgz.
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Or, A est un anneau principal, donc le théoreme des facteurs invariants® implique qu’il existe des
bases de A[Y]/(f) dans lesquelles la matrice de multiplication par g est diagonale. En conséquence, on
obtient

valo(Resm,n(f, 9)) = valo(det(A™ ~ Aly]/(f) 29, A™)) = dimg coker(xg) = dimg Aly]/(f, g9).

Pour achever la démonstration de cette proposition, il nous reste donc & montrer 1’égalité

dimg A)/(f9)= Y, ilfgP)

PeA2:xp=xg

Nous savons que 'anneau quotient K[z, y]/(f,g) est artinien. En particulier, tous ses idéaux premiers
sont maximaux et en nombre fini; on les note J; = (x — 1,y — y1),...,Jr = (£ — z,,y — y,-) (rappelons
qu'ils sont en correspondances avec les points de A2 Py = (x1,y1),...,P. = (2, ¥y,) qui sont solutions
du systeme f(z,y) = g(z,y) = 0).

Considérons a présent le morphisme canonique d’anneaux

Klz,)/(f,9) 2 Alyl/(f,9) = K[z] (s v)/ (£, 9)

induit par le morphisme de localisation K[z] — A : ¢ — z/1. Puisque ¢ est un morphisme d’anneaux, tout
idéal premier (donc propre) K de Aly]/(f,g) fournit un idéal premier (donc propre) de K[z, y]/(f, g),
A savoir l'idéal ¢~ Y(K) = {a € K[z,y]/(f,g) tel que ¢(a) € K}. Cet idéal est donc I'un des idéaux
maximaux J;, avec i € {1,...,r}, tel que x; = 0 (car sinon K ne serait pas un idéal propre). Inversement,
a tout idéal J; de K[z, y]/(f, g) tel que z; = 0 on peut associer I'idéal ¢(J;).Alyl/(f,9) = (z/1,y —y;) qui
est un idéal premier (on a (f,9) C J; = (z,y — v;) C Kz, y] ce qui donne (Aly]/(f,9))/(z/1,y — y;) ~
Alyl/(x/1,y — y;) ~ K intégre). On a donc la correspondance bijective :

idéaux J; maximaux de K[z, y]/(f, g) tels que z; =0 < idéaux premiers de A[y]/(f,g)-

Cela montre que les idéaux premiers de Aly]/(f, g) sont maximaux et en nombre fini. Il s’en suit que
Alyl/(f,g) est artinien et donc que

pESpec(A[yl/(f,9)) J; tel que z;=0

Par conséquent dimy Aly]/(f,9) = Y pe s apm il 95 P):
O

Finissons ce paragraphe en donnant quelques propriétés de la multiplicité d’intersection qui découlent
(presque) directement de ce qui précede et des propriétés du résultant :
e i(f,g; P) =0 si et seulement si P ¢ V(f)NV(g),
i(f, g; P) ne dépend que des composantes de V(f) et de V(g) qui passent par P,
i(f,9: P) = i(g, f: P),
i(f1f2,9; P) = i(f1,9; P) +i(f2, 95 P),
Pour tout polynéme h € K[z,y] on a i(f,g; P) =i(f,g+ hf; P).

1.3.3 Calcul des points d’intersection par valeurs et vecteurs propres

Dans ce paragraphe, nous montrons comment il est possible de retrouver explicitement les points d’in-
tersection de deux courbes algébriques représentées par des équations implicites f(x,y) = 0 et g(z,y) =0
a I’aide des représentations matricielles du résultant que sont les matrices de Sylvester et de Bézout.

6S0it R un anneau principal, M et N deux R-modules libres de type fini et f un morphisme de M dans N. Le théoréme
des facteurs invariants dit qu’il existe alors une base de M et une base de N telles que, dans ces bases, la matrice de f est

d1 0 .. 0
de la forme d2 0 , éventuellement complétée par des lignes ou des colonnes de zéros si les rangs
S0 0
0 s 0 dmin(m,n)

de M et N different. En outre, on peut supposer que d; divise d;4+1 (rappelons qu’un anneau principal est factoriel). Pour
plus de détails, voir [Bou81, chapitre VII, §4, numéro 6].
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1.3.3.1 Valeurs et vecteurs propres généralisés

Définition 1.3.7 Soient A et B deux matrices carrées de taille n X n. Une valeur propre généralisée de
A et B est un élément de l’ensemble

A(A, B) :={\ € C : det(A — AB) = 0}.

Un vecteur x # 0 est appelé un vecteur propre généralisé associé a la valeur propre A € A(A, B) si
Ax = A\Bzx.

Les matrices A et B ont n valeurs propres généralisées si et seulement si rang(B) = n. Si rang(B) < n
alors A(4, B) peut-étre un ensemble fini, vide, ou bien infini. Notons que si 0 # u € A(A4, B) alors
1/ € X(B, A). De plus, si B est inversible alors A\(A, B) = A(B7!A,I) qui n’est autre que le spectre
classique de la matrice B~ A.

Etant donnée une matrice T'(z) de taille n x n dont les entrées sont des polynomes dans I'anneau
C[x], nous pouvons lui associer un polynéme en la variable x dont les coefficients sont des matrices n x n
a coefficients dans C : si d = max; ;{deg(T};(z))}, on obtient T(z) = Tyz? + Ty_129" 1 + -+ + Tp, ot T;
est une matrice n x n a coefficients dans C. Bien sir, cette opération est réversible.

Définition 1.3.8 Awvec les notations précédentes et désignant par Id, la matrice identité de taille n xn,
on appelle matrices compagnons de T(x) les deux matrices A et B définies par

0 Id, --- 0 Id, 0 - 0
A= : R :  B= 0 : :

o .- 0 Idy : Id, 0

To ‘T - T 0 .. 0 —'Ty

Nous avons alors la propriété intéressante suivante qui montre que ’on peut remplacer le calcul des
valeurs singulieres de T'(x) (c’est-a-dire le calcul des x € C tels que det(T(x)) = 0) et des noyaux
correspondants par un probleme de calcul de valeurs et vecteurs propres généralisés.

Proposition 1.3.9 Avec les notations précédentes, pour tout vecteur v € C™ et tout x € C, on a :

v
v
‘T(x)v=0<« (A—12B) ) =0
)
Preuve. En effet, si *T'(z)v = 0 alors
v v v ;
z?v z?v
v v
A = : = E = "EB
: d—1 d—1 :
d—1 v v d—1
v (*To + -+ Ty 129 M —tTyx v
Inversement, si
v
v
(A—2aB) ) =0
xd;lv
alors la derniere ligne montre que T'(z)v = 0. 0
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1.3.3.2 Le résultat principal

On suppose donnés deux polynoémes f(z,y) et g(z,y) dans Clz, y] que Pon écrit sous la forme

fle,y) = ao(@)y™ +ar(@)y™ '+ + am_1()y + am(@) (1.16)
g(z,y) = bo(x)y" +bi(@)y" "+ + b1 (2)y + bu(@) '
ot a;(z) € Clz] pour i =0,...,m et bj(z) € Clz] pour j =0,...,n. Nous supposons en outre que n > 1,

m > 1 (dans le cas contraire la résolution du systéme f(z,y) = g(z,y) = 0 se raméne & la résolution d’un
polynéme univarié) et que ces deux polyndmes sont premiers entre eux, de telle sorte qu’ils définissent
un nombre fini de points dans l'espace affine A? et que le résultant Res,, ,(f,g) éliminant la variable
y soit non nul (voir corollaire 1.3.4). Nous avons vu que Res,, »(f,g) € C[z] s’annule en 2y € C si et
seulement s'il existe un yo € C tel que f(xo,y0) = g(x0,y0) = 0 ou bien ag(zg) = bo(ro) = 0 (cas ou la
solution se trouve a l'infini). Par conséquent, on peut se poser la question suivante :

Etant donné un point xqo tel que Resmn(f,g)(x0) = 0 et tel que ag(xo) # 0 ou bien by(zo) # 0,
expliquer comment on peut calculer tous les yo € C tels que f(xo,y0) = g(xo,y0) = 0, c’est-a-dire
comment trouver tous les points d’intersection des deuz courbes V(f) et V(g) qui ont xg pour abscisse ¢
Rappelons qu’il est possible, comme nous ’avons montré dans la preuve de théoreme de Bézout, de se
ramener au cas ol ag(x) et by(x) sont des constantes non nulles par simple changement de coordonnées
suffisamment général.

Supposons donc donné un tel point zq. Puisque Res,, »(f, g) € C[z] n’est autre que le déterminant de
la matrice de Sylvester S(z) := Sy (f, 9) € Mat,,1,(C[z]), nous déduisons que la matrice S(z¢) (ou I'on
a spécialisé la variable z en x¢) est singuliere, ¢’est-a-dire posséde un noyau non nul. Si ker(*S(z)) est de
dimension 1, alors il est aisé de montrer qu’il n’y a qu’un seul yq tel que f(zo, y0) = g(zo, yo) = 0, puisque
le vecteur [y5"t™ 1 .-+ yo, 1] appartient clairement & ker(*S(z¢)). De plus, & partir de n’importe quel
vecteur v := [Uy4n_1, -+ ,v1,00] € ker(*S(zp)), on peut retrouver yo par la formule voyo = vi. Ainsi,
dans ce cas, calculer yg revient & calculer un élement non nul dans ker(S(x)?). Dans ce qui suit, nous

allons montrer que cette approche se généralise.

Notations : Partant du systeme (1.16), avec les hypotheses précédentes, on suppose donné un point
xo € C tel que det(S(xg)) = Resmn(f, 9)(z0) = 0 et ag(zg) # 0 (ou bien bo(xg) # 0).

Soient Aq,---,Agq des vecteurs de C™" formant une base du noyau de la matrice *S(zg). On note
A la matrice de taille d x (m + n) & coefficients dans C dont la 5™ ligne est le vecteur A; :
Ay Ao Aix o Amyn—
Ao Ao Aoq - Asmgna
A= ) = . . .
Ag Aio Agxr - Agmign—
(ot Von a posé A; == [Aj0, N1, Aimgn—1] pour tout ¢ = 1,...,d). On définit également la matrice

Ag, resp. A1, comme la sous-matrice de taille d x d formée des d dernieéres colonnes, resp. des colonnes
m+n-d-1,m+n-d,. .. ,m+n-2, de la matrice A :

Al,ernfd Al,m+n7d+1 tee Al,m+n71
Aoin—d Aomin—d+1 - Ao min—1

Ag = . . . s
Ad,m+n7d Ad,m+n7d+1 e Ad,m+n71
Al;rn-i—n—d—l Al,m+n—d e Al,m+n—2
A2,m+n—d—1 A2,7n+n—d te A2,m+n—2

Al = . . .
Ad,ernfdfl Ad7m+n7d T Ad7m+n72

Il faut noter que les matrices Ag et A; sont bien toujours définies, c’est-a-dire que la matrice A a
toujours au moins d+ 1 colonnes. Cela provient du fait que nous avons supposé que les polynomes f et g
dépendent tous les deux de la variable y ; m-+n, le nombre de ligne de la matrice S(zg), est alors toujours
strictement plus grand que le max(m,n) > deg(ged(f(zo,v), f(70,y))) = dime ker(*S(zg)) (voir exercice
1.1.1 pour cette derniere égalité).
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Proposition 1.3.10 Avec les notations précédentes, N(A1, Ag) est l’ensemble de toutes les racines dans
C du systéeme f(xo,y) = g(xo,y) = 0, c’est-a-dire l'ensemble des ordonnées des points d’intersection des
courbes V(f) et V(g) d’abscisse xg.

Preuve. On commence par rappeler que la matrice de 'application

¢$0 : (C[y]<n X C[y]<m - (C[y]<m+n : (ua U) = uf +vg

dans les bases monomiales canoniques est S(xg) 1= Sm.n(f, g)(zo). Considérons a présent le polynéme

h(y) == pged(f(xo,v), 9(z0,y))-

C’est un polynéme unitaire de C[y] dont le degré est égale & la dimension du noyau de S(xp) (voir
exercice 1.1.1). On a donc deg(h(y)) = dimc(ker(*S(zo)) = d, ou d est le nombre de lignes de la matrice
A introduite précédemment.

Considérons I'application

Vo Clyl<msn — Clyl<a : p(y) = 7(y),

ou r(y) est le reste de la division euclidienne de p(y) par h(y) : p(y) = q(y)h(y) + r(y). Sa matrice A, de

taille d x (m +n), dans les bases monomiales canoniques {y™ "1 ...y 1} et {y?=1, ... y,1} est de la
forme
1 0
A = * ..
0 1

ol la bloc de droite est la matrice identité de taille d x d. Puisque I’on vérifie sans peine que 95, 0 ¢y, = 0,
on en déduit que les lignes de A sont d vecteurs de C™ " qui forment une base de ker(*S(xg)). De plus,
si I'on note M, la matrice, dans la base monomiale canonique {y?=1 ... y,1}, de multiplication par y
dans I’anneau quotient C[y]/(h(y)) =~ Cly]<q, on s’apercoit que la multiplication & gauche par M, d’une
colonne de A fournit la colonne voisine & gauche, si cette derniere existe. En effet, il est immédiat de
constater que pour tout i = 0,...,m +n — 2 on a Y., (y"") = g, (y Vs, (y')), propriété élémentaire
de la division euclidienne (qui est méme vraie plus généralement pour un produit de deux polynémes
quelconques), et que par conséquent l'on a 1), (y*1) = My, (y*). Ainsi, définissant les matrices Ag et
Ay a partir de la matrice A := A, on obtient A; =M, Ag =M, (puisque A¢ est la matrice identité) et les
éléments de A(A1,Ag) sont les valeurs propres de M, c’est-a-dire toutes les racines du polynéme h(y),
donc toutes les solutions du systeéme f(zg,y) = g(zo,y) = 0. L’énoncé général de la proposition s’obtient
alors par un simple changement de base. o

Utilisation de la matrice de Bézout : Dans ce résultat, nous avons utilisé la matrice de Sylvester
pour “représenter” le résultant de f et de g en la variable y. Cependant, il est possible de remplacer
cette matrice par la matrice de Bézout (noter qu’il faut alors considérer f et g comme des polynémes
en y de degré le plus grand des degrés de f et de g en y) qui posséde toutes les propriétés requises
exceptées une : cette matrice étant plus petite que la matrice de Sylvester, les matrices Ag et A; ne sont
pas toujours bien définies (alors qu’elles le sont avec la matrice de Sylvester, comme nous 'avons déja
remarqué plus haut). Plus précisemment, pour pouvoir utiliser la matrice de Bézout nous avons besoin
de vérifier I'inégalité

max(deg(f(zo,y), deg(g(wo,y)) > deg(ged(f(zo,¥), 9(z0,y))-
L’exemple suivant, ou I'on prend xy = —1, montre qu’elle ne I'est pas toujours :

{ plx,y) =2y =2 +ay—y+ax+1
q(z,y) =y + xy
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1.3.3.3 L’algorithme

Nous avons maintenant réuni tous les ingrédients pour énoncer un algorithme de résolution d’un
systeme de la forme f(z,y) = g(x,y) = 0 basé sur les résultants. La matrice de Bézout donne, en
pratique, un algorithme plus rapide du fait qu’elle est plus compacte que la matrice de Sylvester (bien
que son calcul prenne plus de temps) ; nous I’avons donc incorporée a l’algorithme. Utilisant la proposition
1.3.9, nous avons remplacé le calcul du résultant, de ses zéros et des noyaux des matrices 'S(xq) par
le calcul de valeurs et vecteurs propres généralisés des matrices compagnons associées. Ce calcul peut
s’effectuer a l’aide d’un algorithme bien connu d’algebre linéaire dit “QZ” (voir par exemple [GVLI6]).

ALGORITHME POUR L'INTERSECTION DE DEUX COURBES ALGEBRIQUES PLANES :

INPUT : Deux polyndmes f(z,y) et g(z,y) dans C[x,y] premiers entre eux, dépendants tous les deux de
la variable y et sans solution commune a l'infini.

OuTPUT : Tous les points d’intersection des courbes V(f) et V(g) dans A2, ainsi que la somme des
multiplicités par abscisse.

1. Former la matrice de Bézout B(z) de f et g.
2. Former les matrices compagnons A et B associés (voir proposition 1.3.9).

3. Calculer les valeurs et vecteurs propres généralisés de (A, B). Les valeurs propres fournissent les
abscisses des points d’intersection des courbes V(f) de V(g) (ce sont les points notés xy plus
haut), et leur multiplicité donne la somme des multiplicité d’intersection des points d’intersection
ayant méme abscisse (voir la proposition 1.3.6). Les espaces propres fournissent des bases pour
ker(B(zp)), bases notées A dans la proposition 1.3.10; leur dimension donne le degré du pged de
f(@o,y) et g(zo,y).

4. Pour chaque point xg,

(a) sile nombre de vecteurs propres associés est au moins max(deg(f(zo,y)), deg(g(xo,v))), qui
est la taille de la matrice B(x), alors calculer A et A; en utilisant une base de ker(S(zp)?),

(b) sinon, calculer Ap et A; en utilisant les vecteurs propres associés a la valeur propre xg.

5. Calculer les valeurs propres de (A1, Ag) qui fournissent les ordonnées des points d’intersection
ayant pour abscisse z( (voir la proposition 1.3.10).

1.4 Implicitation et inversion d’une courbe algébrique plane ra-
tionnelle

1.4.1 Degré d’une courbe.

Soit C une courbe algébrique de AZ. On peut lui associer I'idéal I¢ de K[z, y] constitué des polyndmes
P(z,y) qui s’annulent sur C. Rappelons que la courbe C est irréductible si et seulement si I'idéal I est
premier.

Lemme 1.4.1 Soit C une courbe algébrique de A%, alors l'idéal Ic est un idéal principal de K|z, y].

Preuve. En opérant une décomposition en composante irréductible sur C, on se rameéne a montrer
cette propriété lorsque C est une courbe irréductible, c’est-a-dire lorsque I est un idéal premier. Si
Ic = (g1,92,...) alors, par primalité, on peut supposer que g; est premier. Et puisque (g1) C I¢, il
s’en suit que C C V(g1) oit V(g1) est une courbe irréductible (car ¢g; est premier), tout comme C ; ainsi
C=V(q)etIc=(g1) O

Définition 1.4.2 Un générateur de Io est appelé une équation implicite de la courbe C, et son degré
(qui est indépendant de son choiz) le degré de la courbe C que 'on note deg(C).
Proposition 1.4.3 Soit K un corps algébriquement clos et supposons données une courbe algébrique C

de P% et une droite H de P? non contenue dans C. Alors C et H se rencontrent en deg(C) points, comptés
avec multiplicité.
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Preuve. C’est un corollaire du théoréme de Bézout puisque deg(H) =1 et que deg(C).1 = deg(C). O

Il faut noter que cette proposition est souvent utilisée pour donner une définition géométrique du
degré d’une courbe, et méme d’une variété algébrique : on intersecte la variété avec un espace linéaire
de dimension complémentaire de telle sorte que le résultat de cette intersection soit un nombre fini de
points; le degré est alors défini comme ce nombre de points (comptés avec multiplicité).

1.4.2 Courbes planes rationnelles

Ci-apres, K désigne un corps.

Définition 1.4.4 On dit qu’une courbe C de A% (resp. P?) est rationnelle si elle admet une para-
métrisation par une application rationnelle de A* — A? (resp. P1 — P?).

Ainsi, une courbe C de A? est rationnelle s’il existe deux fractions rationnelles p, ¢ € K(t), non toutes
les deux constantes, telles que I'image de ’application

AN — A%t (p(t),q(t)) (1.17)

soit dense (pour la topologie de Zariski) dans cette courbe (qui est alors ’adhérence de cette image) ;
autrement dit, C est la plus petite courbe algébrique contenant I'image ensembliste de ¢. Cette image
décrit donc, en général, toute la courbe excepté un nombre fini de points. Ce phénomeéne provient du fait
qu’il existe des valeurs du parametre ¢ pour lesquelles p(t) ou bien ¢(t) n’est pas défini.

On peut homogénéiser cette paramétrisation. Ainsi, une courbe C de P? est rationnelle s’il existe trois
polynémes homogenes de méme degré P, Q, R € K[t, u], non tous les trois associés, telles que 'image de
I’application

¢: Pt P2 (t:u) — (P(t,u) : Q(t,u) : R(t,u))

décrive la courbe, excepté peut-étre en un nombre fini de points. (qui correspondent aux valeurs du
parametre V(P,Q, R) C P).

Lemme 1.4.5 Une courbe rationnelle est irréductible.

Preuve. Soit C une courbe rationnelle paramétrée par (1.17). Considérant le morphisme d’anneaux

Y Kz, y] — K(t) : f(z,y) — fp(t),q(t))

on déduit une injection K|z,y]/(ker(v)) — K(t) qui montre que ker(¢)) est un idéal premier puisque
K(¢) est integre. Ainsi, V' (ker(t)) est irréductible. Or, I'image de ¢ est contenue dans V (ker(z))) et C est
Padhérence de cette image, c’est-a-dire le plus petit fermé que I’a contient. Il s’en suit que C = V' (ker(v)).
O

IL est bien connu que toutes les courbes algébriques planes, méme irréductibles, ne sont pas forcément
rationnelles. En fait, les courbes rationnelles sont les courbes dont le nombre de points singuliers, comptés
avec leur multiplicité respective, est maximum ; autrement dit les courbes de “genre géométrique” nul.

1.4.3 Degré d’une paramétrisation

Commengons par un rappeler le résultat suivant. Soit K un corps et X une indéterminée. Par
définition, pour tout n € K(X) il existe deux polynémes f,g € K[X], avec g # 0 et pged(f,g) = 1,
tels que n = f(X)/g(X) € K(X). On définit alors le degré de n par

deg(n) := max(deg(f), deg(g))

Proposition 1.4.6 Soit n € K(X) \ K. Alors,
(i) K(X) est une extension algébrique sur K(n),
(ii) n est transcendant sur K,

(iif) deg(n) = [K(X) : K(n)].
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Supposons a présent donnée une courbe rationnelle C paramétrée par
¢ Ag — AR 1t (p(t), q(t)) (1.18)

ot K est un corps et p(t), ¢(t) deux fractions rationnelles de K(¢), non toutes les deux constantes (c’est-
a~dire dont I'image n’est pas réduite & un point).

Définition 1.4.7 Awvec les notations précédentes, on appelle degré de la paramétrisation ¢ l’entier
deg(¢) := [K(t) : K(p(t), q(t))].

Noter que d’apres ce qui précede, K(¢) est bien une extension algébrique sur K(p(t), ¢(t)), donc que
deg(¢) est bien défini. On montre que si K est algébriquement clos, ce degré est le nombre de points
distincts dans une fibre générique de la co-restriction de ¢ a la courbe C, autrement dit le nombre
d’antécédents d'un point générique pris sur la courbe C, autrement dit le nombre de points dans une
fibre générique de ¢|c : Ak 2cc AZ.

Précisons que I'égalité deg(¢) = 1 n’implique pas que ¢ est une application injective, mais seulement
génériquement injective, comme on peut le voir sur la paramétrisation

CrC? it (= 1,t(t* = 1))

de la courbe V(Y2 — X2(X +1)). En effet, on vérifie aisément que ¢ n’est injective que sur C\ {—1, +1};
les paramétres —1 et +1 étant tous les deux envoyés sur 'origine (0, 0).

1.4.4 Reparamétrisation propre d’une courbe rationnelle

Soit n = f(X)/g(X) € K(X) tel que K C K(n) € K(X), ou f et g sont des polynémes premiers
entre eux dans K[X] avec g # 0. Nous avons vu que K(X) est une extension algébrique sur K(n), qui est
elle-méme transcendante sur K. De plus, deg(n) = [K(X) : K(n)] qui ne dépend donc que de K(n) et de
K(X); par conséquent on en déduit que

K(X) =K(n) < deg(n) = 1.

En d’autres termes, les K-automorphismes de K(X) sont les homographies X — ggi‘s, ou ad — bc # 0.

Théoréme 1.4.8 (Lurdth) Soit L un corps tel que K C L C K(X). Alors il existe n € K(X) \ K tel
que L = K(n).

Un corollaire immédiat du théoreme de Luréth est que toute courbe rationnelle admet une pa-
ramétrisation propre (ou birationnelle), c’est-a-dire une paramétrisation de degré 1. En effet, d’apreés
Luréth, il existe n(t) € K(t) tel que K(n(t)) = K(p(t),q(t)), et donc p(t) = p(n(t)) et q(t) = ¢(n(t)) ou
D(t) et ¢(t) sont des fractions rationnelles de K(¢). On a donc un diagramme commutatif

Aﬂlg ¢=(p(t),q(t)) A%

in(t)
d=(B(t),d(t))

Ag

ot 'on montre que deg(¢) = 1 puisque

deg(¢) = [K(#) : K(p, q)] = [K(
[K(



1.4.5 Implicitation d’une courbe rationnelle

On suppose donnée une courbe rationnelle (donc irréductible) C représentée par une paramétrisation,
comme dans (1.17),

¢ Ak — Ak 1t (p(t), q(t))
ou K est un corps et p, g sont deux fractions rationnelles de K(¢) non toutes les deux constantes (sinon ¢
décrit un point et non une courbe). En outre, on note p(t) = p1(t)/p2(t), m := deg(p) et q(t) = q1(¢)/q2(t),
n = deg(q) ou p1,p2,q1,q2 sont des polynomes de K[t] tels que py # 0, g2 # 0 et pged(pr,p2) =
pged(qi, g2) = 1. Rappelons que l'idéal I n’est autre que le noyau de 'application (voir le lemme 1.4.5)

Y Klz,y] — K(t) : f(z,y) — f(p(t),q(t)).

Théoreme 1.4.9 Avec les notations précédentes, on a l’égalité entre idéaux de K|z, y]

d
I = (Resyn,n(pa (1) — wpa(t), a1 (1) - yaa(1))).
En d’autres termes, ce résultant fournit une équation implicite de C élevée a la puissance deg(¢).

Preuve. Pour simplifier les notations, on pose

f(t) :==p1(t) —xpa(t) et g(t) = q1(t) — yqa(t).

Ce sont des polyndmes en la variable ¢, de degré m et n respectivement, & coefficients dans K[z, y].

Nous supposons tout d’abord que deg(¢) = 1, c’est-a-dire que la paramétrisation ¢ est birationnelle
de Aj, sur C, et on veut montrer que I¢ = (Resy, »(f,g)). D’apres la proposition 1.1.3, ce dernier résultant
appartient & I'idéal (f,g). Or, f et g sont clairement dans le noyau de ¢ si 'on étend cette application a
K[z,y,t] (ou l'on envoit ¢ sur ¢). On a donc 'inclusion (Res,, »(f,9)) C Ic. Remarquons également que
f(¢t) et g(t) sont premiers entre eux dans K(z,y)[t] (on le voit dans K[z, y][t] puis on invoque le lemme
de Gauss), ce qui montre que Res,, »(f,9) # 0 dans K[z, y] d’apres la proposition 1.1.4. Pour montrer
lautre inclusion, c’est-a-dire I¢ C (Resy, »(f, g)), on va s’intéresser au degré de ce résultant. Rappelons
que tout générateur de I¢ est de degré deg(C) par la définition 1.4.2.

Plongeons-nous dans la clotire algébrique de K (qui est un corps infini), ce qui ne change pas deg(C).
L’intersection de C et de la droite a I'infini étant fini et les points singuliers de C étant également en
nombre fini, on déduit de la proposition 1.4.3 que toute droite, d’équation ax + by + ¢ = 0, suffisamment
générique coupe la courbe C en deg(C) points simples (il s’agit de choisir a, b, ¢ de telle sorte que la droite
ax + by + ¢ = 0 évite les points singuliers et & 'infini de C) appartenant a 'image de ¢ et n’ayant qu'un
seul antécédent (1a encore, il faut éviter un nombre fini de points de C). L’intersection entre C et cette
droite correspond, dans I’espace des paramétres, a I’équation polynomiale

ap1(t)g2(t) + bqy (H)pa(t) + cp2(t)ga(t)
pged(pz2(t), g2(t))

=0 (1.19)

qui est donc de degré d := deg(C).
Notant 7(t) := pged(p2(t), ¢2(t)), la multiplicativité 1.2.3 du résultant montre que

q2(t) p2(t) q2(t)
r(t) " r(t) r(t)

(on laisse le soin au lecteur de compléter les degrés manquant en indice), c’est-a-dire que

g2(t) p2(t)
7(t) 7(t)

ou ¢ € K\ {0} (les trois autres résultants de la formule précédente sont des constantes non nulles dans
K; le vérifier en exercice). Or, il est immédiat de remarquer que ce dernier résultant est un polynéme
dans K]z, y] de degré au plus d = deg(C) en regardant sa matrice de Sylvester associée puisque x et y
ont le méme coefficient : pa(t)ga2(t)/r(t) (c’est une conséquence directe de la multilinéarité du résultant).
Mais nous avons vu que Res;, »(f,9) € Ic et qu'il est non nul; il s’en suit Res,, »(f,g) est de degré
d = deg(C) et que c’est un générateur de I¢.

Resaa( 22 f(t), 2222 (1)) = Res( JRes(==5, g(¢))Res(f (£), 57 )Resmn (f(2); 9(1))

Resd,d(

ft),

9(t)) = cResp,n(f(t),9(t))

24



11 nous reste & examiner le cas ot deg(¢) est quelconque. Pour cela, nous allons reparamétrer notre
courbe rationnelle. Comme décrit en 1.4.4, nous pouvons trouver des fractions rationnelles n(t), p(t) et

q(t) telles que p(t) = p(n(t)), q(t) = d(n(t)) et
¢ Ag — AR 1t (p(t),q(t)),

soit une paramétrisation de C de degré 1. De ce que nous venons de voir, nous déduisons, avec des
notations évidentes, que

deg

Ie = (Res%,ﬁm(pl(t) — P (t), G (1) — w(jg(t))) € K[z, .

Or la formule de changement de base 1.2.6 pour le résultant montre que

Resmn(f,9) = Resmn(pr(n(t)) —azp2(n(t), a1(n(t)) — ygz2(n(t)))) (1.20)
— CRespa . (51(t) - aa(t), @ (t) — 200759 € Klwy]  (121)
ou ¢ € K\ {0}, ce qui acheve la preuve de ce théoréme. O

Un corollaire de cette preuve est qu’il est possible de prévoir le degré de C a partir de sa pa-
ramétrisation (c’est I'entier d dans la preuve ci-dessus). Pour énoncer ce résultat de maniére simple
et confortable, il faut se placer dans le contexte projectif. On suppose donc donnée une courbe projective
irréductible C paramétrée par

¢ Py —PZ:(s:t)— (p(s,t): q(s,t) : r(s 1)),

ot K est un corps et p, ¢, 7(s,t) des polynémes homogenes dans K[s, t] de méme degré (forcément) D > 1.
Comme nous 'avons déja montré dans le lemme 1.4.5, 'idéal homogene et premier I est alors le noyau
de ’application

YKz, y, 2] — K[s,t] : f(x,y,2) — f(p(s,t),q(s,t),7(s,t)).
Ainsi, on a un isomorphisme gradué Iz ~ K|z, y, z](— deg(C)) qui est donné par une équation implicite
de la courbe C.

Proposition 1.4.10 Avec les notations précédentes, D — deg(pged(p, q,r)) = deg(¢) deg(C).

Preuve. C’est une conséquence de la preuve du théoreme 1.4.9 qui s’obtient & ’aide de ’équation poly-
nomiale (1.19) dont on sait qu’elle est de degré deg(¢) deg(C). O

Intersection de deux courbes dont une est rationnelle. Les courbes utilisées en CAO (Conception
assistée par ordinateur) sont souvent des courbes rationnelles représentées par des paramétrisations.
Prenons par exemple deux telles courbes

¢1: Ag — A%t (p(1), (1)),
o : A]%( — A]%( s s (u(s),v(s)).

Ces deux courbes sont bien souvent utilisées pour décrire le bord de certains objets (Boundary Repre-
sentation) et il est indispensable de savoir “calculer 'intersection” entre deux objets, c’est-a-dire décrire
I'intersection de deux courbes paramétrées.

Pour résoudre ce probleme, on peut écrire un systeme polynomial en les variables s et ¢ puis le
résoudre. Mais le paragraphe précédent nous montre que 1’on peut faire mieux : si ’on calcul une équation
implicite, disons de la courbe paramétrée par ¢1, et que ’on substitue la paramétrisation de ¢o dans cette
équation, on obtient alors une équation en une seule variable, ici s, dont les solutions correspondent & des
valeurs du parametre de la deuxieme courbe dont I'image est un point d’intersection des deux courbes.
Il faut également noter que puisqu’une équation implicite peut-étre obtenue par un calcul de résultant,
elle peut-étre décrite comme le déterminant d’une matrice (généralement de Sylvester ou de Bézout) a
entrées dans K[z, y]. Si 'on substitue alors la paramétrisation de la deuxiéme courbe dans cette matrice
(et non pas dans son déterminant), on ramene le probléme de résolution d’un polynéme univarié & un
probleme de valeurs propres, comme nous ’avons brievement décrit au paragraphe 1.3.3.3; c’est un des
avantages indéniables des résultants comme outil pour ’élimination.
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1.4.6 Inversion d’une courbe rationnelle

Dans ce paragraphe, étant donnée une courbe rationnelle représentée par une paramétrisation (1.17),
nous nous intéressons aux deux problemes suivants :

— Tester si la paramétrisaton est birationnelle, i.e. de degré 1,

— Si deg(¢) = 1, calculer un inverse de ¢, c’est-a-dire une application rationnelle

p:Ag — A : (2,y) — pla,y)

telle que p o ¢(t) =t pour tout ¢ € Al excepté peut-étre pour un nombre fini de valeurs de .

Supposons donnée une courbe rationnelle C paramétrée par (1.17)

QZ)ZA]%(HAHQ(Zt!—) <p(t) () ql(t)),

ou pged(p1, p2) = pged(qgi, g2) = 1. On suppose en outre que C n’est pas une droite (auquel cas le test
de birationnalité et inversion sont triviaux), ce qui entraine que les entiers m := deg(p) et n := deg(q)
sont tous les deux plus grands que 1. Nous avons vu dans ce qui précede que

Resn (p1(t) — 2p2(t), g1 (t) — yga(t)) = Oz, y)iee®

ou C(z,y) est une équation implicite de la courbe C. De plus, nous savons que la matrice de Sylvester
associée & ce résultant vérifie (voir (1.2))

"1 (p1(t) — wpa(t))

thrnfl :
¢m+n—2 t(p1(t) — p2(1))
Snlnr®) o0 —yae) | [ = | WA T (1.22)
t :
1 .
t(q1(t) — yaa(t))

a1(t) — yqa(t)

Dans ce qui suit, nous noterons par M la sous-matrice de la matrice de Sylvester .S, ,, (p1 (t) —xp2(t), g1 (t)—
yq2(t)) obtenue en effagant sa derniere colonne. Pour ¢ = 1,...,m + n, on note également A; le
déterminant signé de M obtenu en effacant la 1™ ligne. Ainsi,

m—+n

Respn(p1(t) — 2pa(t), q1(t) — yg2(t) = D i, (1.23)

i=1

ou les ¢; € K[y] sont les entrées de la derniere colonne de la matrice de Sylvester (celle que l'on a effacée

pour définir M), i.e. g1 (t) — yga(t) = S bn ! epmtn—1-1,

Proposition 1.4.11 Avec les notations précédentes, on a
deg(¢) =1 < pged(Aq,..., Aptn) € K\ {0}
De plus, si deg(¢p) =1 alors pour tout i =1,...,m+n — 1 Uapplication rationnelle

AV
JAVES]

Ak — Ak (2,y)
est une inversion de ¢.

Preuve. Supposons que deg(¢) = 1. Alors (1.23) montre que pged(Aq, ..., A, 1,) ne peut étre qu'une
constante non nulle car le résultant y est irréductible et au moins un des ¢; dépend de y.
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Supposons maintenant que pged(Aq, -+, Apin) € K\ {0}. On en déduit qu'’il existe un entier
i€{l,---,m+n} tel que A; # 0 dans K]z, y] et surtout tel que A; ne s’annule pas identiquement sur
C,ie A; ¢ Io. Rappelons que I'idéal premier Ic associé a la courbe C est le noyau de 'application

¥ Kz, y] = K@) = fz,y) = f(p(t), q(1))

et que montrer que deg(¢$) = 1 revient & montrer que K(p(t), q(t)) = K(¢), c’est-a~dire que t € K(p(t), ¢(t)).
En fait, il s’agit de voir que 'application injective entre corps

¢ 2 Frac(Kz, y]/Ic) — K(t) : f(x,y)/9(x,y) — f(p(t),q(t)/g(p(t), q(t)),

dont I'image est K(p(t),q(t)), est surjective (noter que deg(¢) = [K(¢) : Frac(K[z,y]/I¢)]). Pour le
montrer, il faut tout d’abord observer que la matrice M ®k|,,, Frac(K[z,y]/I¢c), c’est-a-dire la matrice
M vue comme matrice & coefficients dans Frac(K[z,y]/I¢), est de rang m + n — 1 puisque que 'on a un
A; ¢ Ic, et donc *M a un noyau de rang 1 qui est engendré par le vecteur colonne non nul

t(Ala ceey Am-‘rn—lv Am-‘,—n)

Mais alors, 1/(*M) est une matrice (& coefficients dans K(¢)) de rang m +n — 1 (puisque 1 est injective)
dont on voit, grace a (1.22), que le noyau est engendré par le vecteur colonne

fmtn=t ).
On en déduit donc que
(WA, o 6 Banin)) = B (At s At Amgn)) = F(OEL, L 11),
ou r(t) € K(t) \ {0}, et donc que

1/}(A1) T/J(Az) w(Am+n—1)

= =-..=——""= =t eK(®).
Il s’en suit que 1) est bien surjective (puisque t)( AAZL) = %) et que les applications rationnelles,
pour:=1,... m+n—1,
Az — Al : (x,y) = Ai/AZ‘+1
donnent des inverses de la paramétrisation ¢ de la courbe C. a

Noter qu’il est tout a fait possible de transposer ces deux dernieéres propositions au cas ou l’on
substitue la matrice de Bézout a la matrice de Sylvester comme représentation matricielle du résultant.

Exemple 1.4.1 On considere l'exemple trés simple du cercle unité que l’on parameétre classiquement par

2t 1—1¢2
AL 2,
d).AK*}AK.tH(H—tQ’l—I—tg)'

La matrice de Sylvester associée est donc
Soo(2t — (1 4+1%),1 — 12 —y(1 + %)) =

A ce stade, on peut utiliser le théoréme 1.4.9 : le déterminant de cette matrice de Sylvester vaut 4(x? +

y? — 1), ce qui montre que ¢ est de degré 1 et qu’une équation implicite du cercle est, comme attendu,
2 2

¢ +y°—1=0.
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Afin d’illustrer la proposition 1.4.11, introduisons a présent la matrice
-z 0 —-1-y
2 —=x 0
—x 2 1—y
0 -z 0
Ses mineurs mazimaux sont

Ay =2x(y —1), Ay = =222, Az = 2x(y+1), Ay =222 —4(y+1).

Le pged de ces quatres déterminants vaut 2, donc ¢ est propre dés que 2 # 0 dans K (noter que si 2 =0
dans K, alors ¢ ne décrit pas une courbe, mais un point, le point (0,1)), et l'on vérifie alors que

A1 Ay Aj
— = — = — ¢ Frac(K I
A, A, A, € Frac(Kz, y]/Ic),
par exemple
Al Ay 2z(y—1) —22% 2 4yr-1
Ay Az 222 —2x(y+1)  xy+1)

et que l'on a les formules d’inversion

par exemple,

a0 (50) - (59 015 -

1.5 Et Pimplicitation d’une surface rationnelle ?

Supposons donnée une surface rationnelle paramétrée par

pi(s,t) qi(s,t) Tl(svt)>

pa(s,t) qa(s,t)” ma(s,t)

¢:A§HAiz<s,t>H(

Notons X, Y, Z les coordonnées dans A%. Impliciter cette surface rationnelle revient & éliminer les va-
riables s et t du systeme algébriques

Xpa(s,t) —pi(s,t) = 0
Yaga(s,t) —qi(s,t) = 0
Zra(s,t) —ri(s,t) = 0

La tentation est donc grande d’éliminer tout d’abord une variable, disons ¢, en calculant deux résultants
de deux équations, par exemple :

Ry := Resy(Xpa(s,t) — pi(s,1), Yaa(s,t) — qi(s,1)) € K[X,Y, 5] (1.24)
Ry := Resy(Xpa(s, t) — p1(s,t), Zra(s,t) —r1(s,t)) € K[X, Z, 5] (1.25)

puis finalement d’éliminer s dans ces deux équations R; et Ry. Notons H(X,Y,Z) € K[X,Y,Z] le
résultat de ce processus. On montre alors facilement que I’équation implicite est un facteur irréductible
de H. Et malheureusement, on se convainc tres vite a 'aide d’un raisonnement géométrique que H n’est
généralement par une ’équation implicite recherchée.

Exemple 1.5.1 Considérons la paramétrisation suivante :
¢ AF =AY (s,t) > (1—28% —st — 35— 3t —t,—2+ s* — 25t — 25 — 2t —t,—3 + 3st — 25 — 3t> + 1)
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On trouve alors
Ry =61—155—31X +47Y — 117> —12XY +4X?% —55Y + 36X s> — 46V s>+ 9Y 2 + 6 X s + 69s* + 3353

puis
Ry =156 — 185 — 66X + 787 + 35> + 9X2 + 72X s? + 48X s + 108s* + 22853 + 922 — 247s%> — 18X Z

Ensuite, le calcul du résultant de Ry et Ry éliminant s donne 243 x P X ) ou

P = (41099+232192X —416669Y +506391Z+309919XY —126913 X2 —87283Y 2419860922 —162444X Z
+2496ZXY + 3249ZX? 4 25389ZY + 269557 + 243X* + 15872* + 3888Y4 4 15957X3 4 13104Y73

— 55152X2Y + 39996 X Y2 + 239202°Y — 50385X Z2 + 1458 X272 + 1620X37 — 1944X2Y? — 414023 X
+49682%Y? — 6480X ZY? 4 44527Y?)

et
Q = (—33294794X — 5118385Y + 494879317 + 7821955XY + 4867599X2 — 7608105Y 2 + 1430964922

4268272022 XY — 24208020X Z + 3700848 Z XY + 3047661 ZX? + 3758145ZY + 3096063Z° 4 169X *
+ 385641 2% + 944784Y* — 1195104X2ZY — 527X 3 — 3593808Y3 — 2066440X°Y + 513036 XY
—4599720Z°%Y — 6109533X Z? + 672246 X2 Z? — 21060X>Z 4 18720X3Y + 543672X2Y? — 100602023 X

+242604022Y % 1371168 Z3Y +1399680X Y3 —2146176Y 3 Z—3164400X ZY 2 +6324372ZY > +57646951)

On peut alors vérifier que P est une équation implicite pour notre surface paramétrée.
comment calculer directement 1’équation implicite de

Cette situation pose donc deux probléemes :
cette surface paramétrée ? Enfin, quel est ce facteur ”parasite”, peut-on le calculer ?
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Chapitre

Le résultant multivarié

Cette partie est consacrée a I’étude du résultant dit de Macaulay qui permet d’éliminer n variables
de n équations homogenes en ces variables. Apres avoir rappelé le célebre théoréeme de 1’élimination,
Pexistence de ce résultant est montrée a ’aide des formes d’inerties. Cette approche du résultant permet
a la fois d’obtenir des preuves relativement élémentaires, mais également de fournir des outils essentiels
pour son calcul ou sa représentation. On termine par un bref rappel de la formule de Poisson et quelques-
unes de ces applications.

2.1 Théoreme de I’élimination

Le théoreme de I’élimination est un résultat assez ancien qui est devenu un résultat élémentaire de la
théorie des schémas (voir par exemple [Har77, chapter II, theorem 4.9]). Des énoncés et des preuves plus
standards se trouvent dans de nombreux livres de géométrie algébrique classique, par exemple [Har92].
Pour ce qui nous concerne, nous énoncerons ce théoreme dans un cadre algébrique, cadre qui est le plus
adapté au calcul. Pour cela, nous nous inspirerons fortement de [CT78] (voir aussi [Bou69]).

Rappelons qu’'un anneau R est dit gradué (plus précisemment N-gradué) s’il peut étre décomposé,
comme groupe abélien, en une somme directe

R=Ry®R1® - - DR, D---

et si on a, pour tout couple (m,n) d’entiers, la relation R,R,, C R,1m. Le groupe R; est alors appelé
la partie homogene de degré i de R.

Un idéal I d’'un anneau gradué R est dit gradué s’il peut étre engendré par des éléments homogenes
(i.e. des éléments appartenant a des parties homomgenes de R) ou bien, de maniére équivalente, si I’'on
a I'égalité I = @;enI N R;.

2.1.1 Zéros d’un idéal

Soit A un anneau, n un entier strictement positif et I un idéal de ’anneau des polynomes A[ X1, ..., X,].
Si B est un anneau et h: A — B un morphisme d’anneaux, pour tout P € A[X7,..., X,] nous noterons
hp 1'élément de B[X1,...,X,] image de P par I'extension canonique de h aux anneaux de polyndmes.

Un élément b = (by,...,b,) € B™ sera appelé un zéro de I dans B™ si hp(by,...,b,) = 0 pour
tout P € I. Aussi, si I'idéal I est engendré par les polynoémes Py, ..., P, on parle également d’un zéro
commun auzx polynoémes Py, ..., P, dans B™. Si I est un idéal gradué et si h(I N A) = 0, il est clair que
(0,...,0) € B™ est un zéro de I ; on l'appelle le zéro trivial.

Théoréme 2.1.1 (des zéros de Hilbert) Soit K un corps et K une clotire algébrique de K. On a les
propriétés suivantes :
(i) Tout idéal I de K[Xy,...,X,] ne contenant pas 1 admet au moins un zéro dans K.
(ii) Pour qu’un idéal I de K[Xq,...,X,] soit mazimal, il faut et il suffit qu’il existe un élément
x=(x1,...,2n) € K" tel que I soit Uensemble des polynémes de K[X4,...,X,] nuls en x.
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(iii) Pour qu’un polynéme P de K[X, ..., X,] soit nul dans ’ensemble des zéros dans K" d'un idéal
I de K[Xq,...,X,], i faut et il suffit qu’il existe un entier m > 0 tel que P™ € I, c’est-a-dire que
Pe VI

Preuve. Ce théoreme se trouve dans la plupart des livres traitant de géométrie algébrique élémentaire.
Cet énoncé est tiré de [Bou85, Chapitre 5, §3, numéro 3]. O

Corollaire 2.1.2 Si K est un corps, K une clotire algébrique de K et I un idéal gradué de ’anneau des
polynéomes K[ X1, ..., X,], les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I posséde un zéro non trivial dans K",

(ii) 4l existe une extension L de k telle que I posséde un zéro non trivial dans L™.

Preuve. 1l est clair que (i) entraine (ii). Supposons (ii) et notons £ = ({1, ...,&,) un zéro non trivial de
I dans L. Puisqu’il existe un i tel que & # 0, on a X™ ¢ I pour ce méme i et pour tout entier m. Le
théoreéme des zéros 2.1.1, propriété (iii), montre alors qu’il existe un zéro n = (11,...,n,) de I dans K"
tel que X;(n) =n; # 0, ce qui montre (). m|

2.1.2 Idéaux éliminants

Définition 2.1.3 Soit A un anneau et I un idéal gradué de l'anneau des polynomes A[Xy,...,X,]. On
appelle idéal éliminant de I l’idéal de A

A:=Upen(I:m")NA={a € Atelque Im € N:aX" €I pour tout i =1,...,n}
ot m désigne lidéal (X1,...,X,) de A[X1,..., X,].

Théoréme 2.1.4 (de P’élimination) Soit A un anneau, I un idéal gradué de 'anneau A[X1,..., X,],
A son idéal éliminant et p : A — k un morphism de A dans un corps k. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) p(2A) =0,

(ii) 4l existe une extension I de k et un zéro non-trivial de I dans L™.

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du

Lemme 2.1.5 Soient A un anneau, M un A-module de type fini et p: A — k un morphisme de A dans
un corps k. Pour que M ®4 k # 0 il faut et il suffit que p(anna(M)) = 0.

Preuve. 1 est clair que tout élément de p(anns(M)) C k annule le k-espace vectoriel M ®4 k, donc si
M ®4 k # 0 alors il est nécessaire que p(anny(M)) = 0. Inversement, supposons que M @4 k = 0 et
montrons que p(anny(M)) # 0.

Puisque M est de type fini, il existe une suite exacte courte de A-modules

0—>Ker(f)i.>Apl>M—>0.
Par tensorisation, on obtient la suite exacte de k-espaces vectoriels
Ker(f) @4 k 245, k2 T245 M@k — 0

qui montre que Ker(f) ® 4 k est surjective puisque nous avons supposé que M ® 4 k = 0. Il s’en suit que
lon peut trouver p éléments nq,...,n, € Ker(f) tels que la famille (i(n;) ® 4 k);=1,... , soit une base de

kP. Notant M la matrice de taille p x p de I'application AP GIEOR AP dans la base canonique, on

déduit que p(M) est une matrice inversible, i.e p(det(M)) # 0. Les formules de Cramer montrent alors
que det(M)AP C Ker(f) et donc que d € anny (M) qui montre que p(anny (M)) # 0. O

Preuve du théoréme 2.1.4 Supposons (ii); soit & € L™ est un zéro non trivial de I. Notant ¢ I'injection

de k dans son extension I, on a i o p(P)(§) = 0 pour tout P € I. Si a € A alors il existe m € N tel que
aX" el pouri=1,...,n et donc

i0p(aX[)(€) = (10 p(@)XI")(E) = i 0 pla)el" = 0.
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Or, puisque £ est un zéro non trivial, un des &; est non nul et donc i o p(a) = 0, c’est-a-dire p(a) = 0, ce
qui montre (i).

Supposons & présent que p(2) = 0 et considérons I'anneau gradué B := A[Xq,...,X,]/I. Nous
noterons B,,, pour m € N, ’ensemble des éléments homogenes de degré m de B; ¢’est un A-module, et
méme un By = A/I N A-module. Puisque B; est un A-module de type fini et que By U B; engendre B,
nous en déduisons que pour tout m le By-module B,, est de type fini et que la multiplication

By ®py B, — Biy1: 2 @y — xy

est surjective. Pour tout m € N, il est clair que annp,(B,,) C 2, donc que p(annp,(By,)) = 0 ce qui
entraine, par le lemme 2.1.5, que B,,, ® g, k # 0. Précisons ici que p : A — k se factorise en un morphisme
p: By — k (puisque p(I N A) = 0) qui donne & k une structure de Byp-module.

L’anneau gradué E := B ®p, k est donc tel que Ey = k et E,, # 0 pour tout m € N. Nous savons
que Ej est engendré par Xq,....X, et que la multiplication F; ® E,, — E,, 11 est surjective; ainsi, s’il
existe un entier N tel que va =0 pour i=1,...,n alors E™ = 0 pour tout m > n(N —1) + 1. On en
déduit donc qu’il existe un élément & € E; tel que €™ # 0 pour tout m € N. De plus, ’élément 1 — & de
E n’est pas inversible : si (1 —&§)u =1 avec u = ug + uy + -+ + u,, € E, alors le développement

(1 =&u = (uo) + (ur — &up) + (ug — &ur) + -+ + (U — EUm—1) + (—Eup,) =1

montre que ug = Liug = & ug = €2,..., Uy = ™ et finalement €™ F! = 0. Par conséquent, il existe un
idéal maximal (donc propre) m de E contenant I’élément 1 — £. Soient L le corps E/m, h : E — L et
1 : k — LL les morphismes canoniques, on a E‘EO =iet f(§) =1
Le morphisme h : F = B ®p, k — L s’étend canoniquement en un morphisme h : B — L que 1'on
obtient par la composition
B —» E=B®pk 5 L
b +— b® 1k

et qui est tel que hyp, =p: By — K< L et h(B;) # 0 (rappelons que By est engendré par X1,...,X,,).

Soit 7 : A[X1,..., X,] — B. Le morphisme composé hon : A[X1,...,X,] — L envoie tout polynéme
P e A[Xy,...,X,] sur P(&,...,&,) € Lou¢& := h(X;) € L. Par conséquent, (&1,...,&,) € L™ est un
zéro non trivial de I, ce qui montre (ii). O

2.1.3 Interprétation géométrique

Dans la littérature, on appelle tres souvent théoreme de 1’élimination le corollaire suivant du théoreme
2.1.4 :

Corollaire 2.1.6 Soient k un corps algébriqguement clos et W une sous-variété algébrique de A} x P}}.
Si m désigne la projection canonique de A} x Py sur P}, alors m(W) est une sous-variété algébrique de
Py

Le théoreme 2.1.4 est plus général que le corollaire ci-dessus car il permet de remplacer A}} par une de
ses sous-variétés algébriques, et méme par un de ses sous-schémas. Pour étre complet, on peut d’ailleurs
préciser la géométrie du théoreme 2.1.4 :

Soient A un anneau et I un idéal gradué de anneau des polynémes A[X1, ..., X,]. L’idéal éliminant
2 associé est alors l'idéal de définition dans le schéma affine Spec(A) de la projection canonique de
Proj(A[X1,...,X,]/I) sur Spec(A) qui est donc un sous-schéma fermé de Spec(A). Rappelons que cette
projection correspond & l'injection canonique

A< Bi=AlXy,..., X,]/1,

et le calcul suivant précise ce qui précede :

Ker (A = T'(Spec(A), Ogpec(a)) X, T'(Proj(B), Oproj(B))> = Ker (A — H B(X,;))
i=1

= (I:A[X] moo)ﬂA:Ql

(la premiere égalité provient du fait qu'une section s € I'(Proj(B), Opyoj(p)) est uniquement déterminée
par ses restrictions aux ouverts DT (X;), i = 1,...,n).
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2.1.4 Interprétation en termes d’annulateur

On note pour la suite

HY(B) := U (0:p m™) ={P € B 3n € N such that m" P = 0}.
neN

Pour tout couple d’entiers (v,t) € N2, définissant I'application A-linéaire
O, : B, — Homa(By, Bity) : b= (¢ b.c).
on déduit immédiatement que pour tout v € N

HY(B), = | Ker(0,.,). (2.1)
teN

De plus, pour tout couple (v,t) € N on a Ker(©, ;) C Ker(6, ¢11). En effet, la multiplication By ® B,, —
B,,+1 étant surjective, si b € Ker(0,,;) alors b.c = 0 pour tout ¢ € By414+, puisque ¢ = ¢1 ® ¢,, et be, =0
par hypothese.

Par conséquent, remarquant que anny (B;) = Ker(©g ) pour tout ¢t € N (rappelons que ANT =0, ce
qui implique que By = A), on obtient

A := HY(B)o = | Janna(By). (2.2)
t>0

ot anna(B;) C anna(Byy1) pour tout ¢ € N. Ainsi, il serait tres utile de savoir si cette chaine ascendante
d’annulateurs s’arréte (ce qui est clair si A est noetherien) et surtout & partir de quand elle s’arréte.

Proposition 2.1.7 Soit un entier n € N tel que HY(B),) = 0. Alors, pour tout entier t >0 on a
anna(B,)) = anna(B,4¢) = HY(B)o =: 2.

Preuve. Soit (v,t) € N2, 1l est aisé de vérifier que si a € ann(B,+) alors aB, C Ker(©,;). En parti-
culier, puisque 'on sait que anns(B,) C anng(B, 1), 'égalité Ker(O, ;) = 0 montre que annx(B,) =
ann 4 (B, 4+). Mais par hypothese HY(B),, = 0. Par conséquent Ker(0,,;) = 0 pour tout ¢ € N par (2.1),
et on conclut par (2.2). O

Cette proposition montre qu’une fois le plus petit entier 7 tel que Hg(B)n = 0 calculé (un tel entier
est appelé indice de saturation de B), alors I'idéal éliminant A n’est rien d’autre que ann4(B,). Lorsque
ce dernier est un idéal principal, alors cette approche permet de faire un lien avec les idéaux de Fitting
et les invariants de MacRae que 1’on sait calculer.

2.2 Préliminaires : suites régulieres et complexe de Koszul

Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout élément x € A on définit son complexe de Koszul
homologique comme le complexe

Ko(z) =0 — Ki(z;4) = A % Ko(a;4) = A — 0,

ou la seule application non nulle est la multiplication par xz dans A.
Etant donnée une suite x := (z1,...,z,) de n éléments, son complexe de Koszul homologique est
défini comme
Ke(x) :=Ko(21) @ - @ Ko(zp,).

On peut cependant donner une définition plus ”explicite” de ce complexe de Koszul comme suit. Le
module K;(x) est la puissance extérieure A"(A™). Ainsi, si {e1,...,e,} est une base de A™, on obtient
Ky(x) = A et pour tout p € N*

K,(x) = @ Aejy N Nej,.

1<iy < <ip<n

34



De plus, 'application d, : K},(x) — K,_1(x) est 'application qui envoie e;; A---Ae;, sur
P
dp(ei, Ao Ney) = (D)F oy e Ao NE A Ne,.
k=1

II est immédiat de constater que I'on définit bien un complexe, c’est-a-dire que dp_; o d, = 0 pour tout
.

SI M est un A-module, le complexe de Koszul homologique de la suite x sur M est défini comme
Ko(x; M) = Ko(x) @4 M = Ko(x; A) ®4 M. Pour tout entier p, on note H,(x; M) le p'®¢ A-module
d’homologie du complexe de Koszul Ko(x; M).

Proposition 2.2.1 Avec les notations précédentes,
(i) les idéaur anna(M) et (x) de A annulent tous les modules d’homologie du complexe de Koszul
Ko(x; M).
(ii) si x est une suite M-reguli¢re!, alors H,(x; M) = 0 pour tout p > 1.

Preuve. Pour voir le premier point il suffit de vérifier que pour tout entier p > 0, tout entier j =1,...,n
et tout = € Kp(x; M) ‘ ‘
dpt103 () + 0}, dy(z) = 252,

ou lapplication o : K, (x; M) — Kp41(x; M) envoie e;, A---Ae; sure; Aey, A---Ae .

P

La preuve du deuxiéme point se fait par récurrence sur l'entier n. Si n = 1 alors Hi(z1; M) =

Ker( Bakz N ) = 0. Supposons donc que (ii) est vraie pour tout entier 1,...,¢ — 1 et posons x’ :=
(z1,...,Zp—1). On vérifie facilement que 'on a la suite exacte de complexes :
0 — Ko(x'; M) — Ko(x; M) 55 Ko(x'; M)[—-1] — 0

ou la notation K,[—1] désigne le "décalage & gauche” de K, (i.e. Kp[—1] := Kp_1 et dp[—1] := dp_1)

et l’application A-linéaire 7 envoie e;; A--- A €;, sur e;; A---ANe;j _, 8ii, =mn, ousur 0 sinon. Cette
suite exacte permet d’écrire une suite exacte longue d’homologie (le soin est laissé au lecteur de décrire
explicitement le morphisme de connection)

x(—1)P,,

- — Hy(x'; M) Hy(x'; M) — Hy(x; M) — Hyp 1 (x; M) — -+

qui montre immédiatement, & 1’aide de ’hypothese de récurrence, que Hy(x; M) = 0 pour tout p > 1.
Enfin, nous avons

0= Hy(x'; M) — Hy(x; M) — Ho(x'; M) == Ho(x'; M) — - - -

et puisque x est une suite M-réguliere, 'application la plus a droite est injective, d’out I'on conclut que
H, (X; M) =0. O

Remarque 2.2.2 Le point (ii) devient une équivalence dans le cas local et dans le cas gradué. Plus
précisément, si l'une des deux conditions suivantes est réalisée

— A est un anneau gradué, M est un A-module gradué de type fini et les éléments x; sont homogénes

de degré positif

— A est un anneau local noethérien (A, m) et pour touti=1,...,n on a x; €Em
alors x est une suite M-réguliére si et seulement si Hy(x; M) = 0 pour tout p > 1, si et seulement
st Hi(x; M) = 0. Comme corollaire, on obtient sous la méme condition que x est une suite réguliére
indépendamment de l'ordre de ses éléments.

Notons que si A est un anneau gradué alors le complexe de Koszul Ko (x; M) hérite de cette gradua-

tion. Par exemple, si A est un anneau Z-gradué et que les éléments x1, ..., z, sont homogenes de degré
dy,...,d, respectivement, alors le complexe de Koszul est gradué comme suit : Ky(x; A) = A(0) et pour
tout p > 1,

K(xA)= P Al-di, - —di,).

1<iy <--<ip<n

La notation A(v) désigne le "twist” de A par v, i.e. A(v), = A, pour tout couple (v,t) € Z2.

Lce qui signifie que pour tout i = 1,...,n I’élément x; n’est pas diviseur de zéro dans M/(z1,...,x;—1)M.
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Polynémes génériques. Soit k un anneau et P, ..., Ps; les polynémes homogenes génériques de degré
di,...,ds respectivement, dans les variables homogenes X;,..., X, :

Pi(Xy,.. Xp) = Y UpaX®€Ci=k[Uia:i=1,....5a] = d][X1,..., X,].

la|=d;

Lemme 2.2.3 Si s <n alors Py,...,Ps est une suite réguliere dans l’anneau C.
Preuve. Pour tout ¢ = 1,...,s on distingue le coefficient &; := Ui,(O,...,O,di,O,...,O) du monome Xf"’ du
polynéme P;. Tous les coefficients restant U; o, forment une suite réguliere et P; = EiXZ-d"' dans I'anneau
quotient k[, ..., &,][Xq, ..., X,]. Maintenant, dans ce quotient il est aisé de constater que les polynémes
F,=X;—-&;,1=1,...,s forment une suite réguliere. A nouveau, ’anneau quotient correspondant est
isomorphe & k[X1q,...,X,] et P, = Xidiﬂ, i =1,...,s. Ces derniers constituent trivialement une suite
réguliere.

On conclut grace a la remarque 2.2.2 qui affirme que la propriété d’étre une suite réguliére pour une
suite d’éléments homogenes dans un anneau gradué ne dépend pas de l'ordre de ses éléments. O

Corollaire 2.2.4 Graduant l'anneau C' en posant deg(U; o) = 0 et deg(X;) =1, le compleze de Koszul
Ko(Py,...,Ps;C) fournit, pour tout s < n, une résolution libre finie du quotient C/(P,..., Ps).

Autrement dit, nous avons la suite exacte

ds d A d c
0= C(=dy—--—dy) >+ = P Cl-di—dj) > EPC(-di) S C— ——< —0.
1<i<j<s i=1 (P17~'~5P9)
En particulier, le noyau de d; est égal a l'image de do; par conséquent (hq,...,hs) € Ker(d;) si et

seulement s'il existe (..., Fyj,...) € @<, <, C(—di —d;) tel que do(..., Fj j,...) = (h1,..., hs), C'est-
a-dire si et seulement si o

Py
173 N (O
Py
olt M est une matrice antisymétrique (i.e. ‘M = —M), & savoir M := (Fij)1<ij<s (cette dernicre

équivalence découle du fait que do(F; je; Ae;) = F jfie; — Fi jfiej).

2.3 Définition du résultant de Macaulay

On suppose donnés r > 1 polynémes homogenes en les variables X7,...,X,, (toutes supposées de
poids 1) de degré strictement positifs dy, ..., d, respectivement,

filXn, o Xn) = ) UiaX®, i=1,...,m
\a|:di

En outre, on pose A :=k[U; o :i=1,...,7,]a] = d;] ou k désigne un anneau factoriel. Ainsi, f; € C :=
A[Xq,...,X,] pour tout ¢ = 1,...,7. On s’intéresse a l'idéal I := (f1,..., fr) C C et a Panneau quotient
gradué B := C/I. On note A = HY (B), l'idéal éliminant. Dans ce qui suit, nous démontrerons le

Théoréme 2.3.1 Sir =n alors l'idéal A est un idéal premier et principal de A. De plus, il posséde un
unique générateur, noté Res(f1,..., fn) et appelé le résultant de f1,..., fn, tel que

Res(X®, ... X¥)=1€ek.

Nous suivrons de pres la “preuve élémentaire” donnée par Jean-Pierre Jouanolou dans le monographe
[Jou91lal]. Avant de continuer, signalons ici que ce théoréme reste vrai sans hypotheése sur 'anneau k (sauf
pour l'unicité du générateur qui nécessite que k soit un anneau réduit) ; nous renvoyons le lecteur intéressé
a [Jou91la] pour plus de détails.
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Hurwitz fit sans doute le premier a introduire le concept de formes d’inertie dans le cadre de la théorie
de I’élimination. Ce concept s’est révélé étre un outil treés puissant pour ’étude des idéaux éliminants,
notamment dans le cas r = n. Rappelons que m := (X3,...,X,) C C et que r et n sont deux entiers a
priori distincts.

Définition 2.3.2 L’idéal des formes d’inerties de I par rapport a l’idéal m est l’idéal

TFw(l):=|JUI:cm)={feC:IveNm'fCI} =x"(H\(B)) CC,
t>0

ot, ™ désigne la projection canonique C — B = C/I — 0. C’est un idéal homogéne de C et A =
TFn(I)o C A.

Lemme 2.3.3 Pour tout entier j € {1,...,n} on a
TFw(I) = | J(I:c X)) ={f € C:Iv €N X} f C I} = Ker(C — Byx,). (2.3)
>0

De plus, TFw(I) est un idéal premier de C' (et par conséquent 2 est un idéal premier de A).
Preuve. Soit un entier j € {1,...,n}. Pour tout ¢ = 1,...,r on distingue le coefficient
& =U; 0,..0,d:.0,...,0)

du polynéme f; qui prend la forme suivante dans C[X j_l] :

fi= X5 &+ > UiaXOX7%).
a#(0,...,0,d;,0,...,0)

On obtient ainsi un isomorphisme de k-algebras

Bx, = kUia:Usa # &)X, ... X)X (2.4)
fi _d
D e
J a#(0,...,0,d;,0,...,0)
qui montre que X; n’est pas un diviseur de zéro dans By, pour tout couple (i,j) € {1,... ,n}2. Par
suite, on obtient successivement, pour tout couple (i,5) € {1,...,n}2, les égalités

Ker(C — Bx,) = Ker(C — Bx,x;) = Ker(C — Bx,x,) = Ker(C — Bx;)

qui prouvent la description annoncée pour TFy(I). De plus, puisque k est integre, Bx; l'est également
pour tout ¢. Par conséquent TF,(I) est un idéal premier de C. O

Avant d’aller plus loin, et notamment de montrer le résultat clé de Hurwitz, donnons deux exemples
connus de formes d’inerties.

Le Jacobien. Le déterminant de la matrice Jacobienne

afl e afn
0X1 00X,
Jac(f1,.- .y fn) = : :
ofr .. Ofn
0X, 0Xn

est une forme d’inertie. En effet, par opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice, le formule
d’Euler montre que X, det(Jac(f1,..., fn)) € (f1,---, [n)
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Les matrices de Macaulay. Montrons 'existence de formes d’inerties de degré 0, c’est-a-dire d’é-

léments non nuls dans 2 : les déterminants de Macaulay [Mac02]. Posons Mon(t) := {X® : |a| = t},
I'ensemble des mondémes homogenes de degré t. On voit facilement que si ¢ > >°"  (d; — 1)+ 1 alors tout
mondme X € Mon(t) est divisible par au moins I'une des puissances pures X{il , Xg2, . ,Xﬁ". On peut

donc définir 'indice i(«) := min{i : a;; > d;}.
Choisissant un ordre pour Mon(n,t), on construit la matrice

M(f1,. .., fa;t) = [Ma,g] : Mon(n,t) x Mon(n,t) — A

telle que pour tout X# € Mon(t)

XB

S 1) = > MapX®

i(83) o=t
(remarquer que si n = 2 la matrice M(f1, f2;d1 + d2 — 1) est la matrice de Sylvester, & Pordre pres
des lignes et des colonnes) On voit facilement, en faisant des opérations sur les lignes de la matrice de
Macaulay que, par exemple, X{det(M(f1,..., fu;t)) € (f1,..., fn) et donc que det(M(f1,..., fn;t)) est
une forme d’inertie (de degré 0). Maintenant, il est clair par spécialisation que la matrice de Macaulay
de X', ... X% est I'identité et donc que det(M(f,. .., fn;t)) est une forme d’inertie non nulle.

Par propriété du déterminant, on observe que det(M(f1,..., fn;t)) est homogene en les coefficients

de chacun des polynoémes fi,..., f,. De plus, on a

degy (det(M(f1,..., fn;t))) =di...dp

ou deg fn(_) désigne le degré par rapport aux coefficients de f,. En effet, il est clair que
degy, (det(M(f1, ..., fn;t))) = #{a tel que |a] =t et i(a) =i}

et de plus, i(a) = n si et seulement si 0 < o« < d; — 1 pour i = 0,...,n — 1. Enfin, par permutation des
polyndmes f1,..., fn, on déduit que pour tout ¢ = 1,...,n il existe une forme d’inertie non nulle dans
2 dont le degré par rapport aux coefficients du polynéme f; est < dj ...d,/d;.

Proposition 2.3.4 (Hurwitz) Sir <n alors TFy(I) = 1.

Preuve. 11 suffit de montrer TFy(I) C I puisque lautre inclusion est évidente. Par le lemme 2.3.3
précédent, il nous faut montrer que pour tout f € C tel qu’il existe s € N tel que X f € I alors f € I.
C’est clair si s = 0 et un raisonnement inductif élémentaire montre qu’il suffit d’établir la propriété
annoncée dans le cas s = 1 pour qu'elle soit vraie pour tout s € N (utiliser X*f = X, (X*~1f)).

Soit donc f € C tel que X,,f = hifi +---+ h.-f € I C C. En spécialisant X,, a 0 on déduit que
hif,+---+h.f, =0, ou les polynomes f,; sont des polynémes homogeénes génériques en n — 1 variables.

Par conséquent, on déduit du lemme 2.2.3 qu’ils forment une suite réguliere dans AlXy, ..., Xn_1), et
par le corollaire 2.2.4, que le complexe de Koszul Ko(f1,..., f,; A[X1,...,Xn_1]) est acyclique. D’apres
la remarque suivant le corollaire 2.2.4 il existe une matrice antisymétrique M (i.e. *tM = —M), telle que
fr
( El EQ ET ) =M
Ir
On définit ainsi les polynémes gy, ...,g. € A[X1,...,X,] de telle sorte que
fi
(g0 g2 -+ g )=M| =
Jr
Puisque M est antisymétrique, on voit facilement que i1 gifi = 0. De plus, pour tout i = 1,...,7 on

a g; = h; et donc l'existence d’'un polynéme [; tel que h; — g; = X, l;. Il s’en suit que
Xnf = (91 JFAanl)fl e (97’ JFanr)fr = Zngz + X5 lefz
i=1 i=1

ce qui montre que f =Y"_ l;f; € A[X1,...,X,] (car X,, n’est pas un diviseur de zéro), i.e. f €. O
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Corollaire 2.3.5 Supposons r = n et soit f € TFy(I) C A[Xa1,...,X,]. Alors, ou bien f € I =
(f1,--, fn) ou bien f dépend de tous les coefficients de chacun des polynomes fi,..., fn.

Preuve. Soit U := U, o un coefficient d'un polynéme f; pour un ¢ € {1,...,n}; on pose g; = f; — UX.
Supposons qu’il existe f € TFy(I) qui ne dépend pas de U ; nous allons montrer qu’alors f € I.

Puisque f € TF(I), nous savons que X! f = St hifi € A[Xq,...,X,] pour un [ € N. Considérons
le morphisme de k-algebres

AlXy,. ., X B AXL . X)X X X
U [d 7gi/Xa
Ujsg — U;pif (4,8) # (i,a)

Puisque ¢(f;) =0, on a
o(XLf)y=Hifi+  +Hi1fic1 + Hip1 fir + -+ Hofn € AX1, -0 Xoxg o x,-

Mais X ... X, n’est pas diviseur de zéro dans A[X7,..., X,]x,. x, et p(X.f) = X! f, donc il existe un
mondme X7 tel que

XPp(XLf) = XPXLf =CGrfi+ -+ Giirfir + Gisr firr + -+ Gufn € A[X1, ..., X,

cest-a-dire f € TFw(f1,-.-, fi—1, fi+1,- -+, fn) (modulo une extension appropriée de 'anneau des coef-
ficients). On conclut que f € I d’apres la proposition 2.3.4. a

Preuve de théoreme 2.3.1. Tout d’abord remarquons 2 # 0 puisque
Proj(k[X1,..., X,]/(X{, ..., X)) =0

(on peut aussi remarquer Pexistence des matrices de Macaulay ici). A présent, choisissons un coefficient
U :=U, , et définissons 'anneau de polynémes A’ tel que A = A'[U] (A’ est aussi un anneau factoriel).
Puisque I N A = 0, le corollaire 2.3.5 entraine que tout 0 # f € 2 posseéde un degré strictement positif
comme polynéme en U, i.e. degy (f) > 1. Soit s > 1 le minimum de ces degrés parmi tous les 0 # f € 2.

On montre qu'il existe un élément premier R € A tel que degy (R) = s. En effet, soit 0 # f € A tel
que deg;; (f) = s. Puisque A’ est un anneau factoriel, il existe une décomposition f = g ...q; ol chaque
g; est un élément premier dans A’[U]. Mais comme 2 est un idéal premier le lemme 2.3.3, on déduit qu’il
existe un entier j € {1,...,t} tel que ¢; € 2. De plus, nous avons 1 < deg(g;) < degy (f) = s et par
définition de Pentier s on obtient que deg;;(g;) = s, ce qui entraine la propriété annoncée de I’élément
R :=gq;.

Montrons a présent que I’élément R engendre 2l. Du fait que A’ n’a pas de diviseur de zéro on déduit
que pour tout g € A

v=20
Ag=uR+vwith A€ A and { or
degy (v) < s.

Il s’en suit que v = Ag—uR € A. Siv # 0 alors degy;(v) > 1 par la proposition 2.3.5, et donc degy;(v) > s
par définition de l'entier s; une contradiction. Par conséquent A\g = uR. De plus, A € A’ et U ¢ A’ donc
forcément R divise g.

Finalement, R est unique & multiplication pres par un élément inversible de A’, donc de k. Cet élément
est forcé d’étre I’élément 1 € k par la normalisation donnée dans 1’énoncé de ce théoreme. m|

Pour définir le résultant de n polynéomes homogenes en les variables X7,..., X,, on procede comme
suit. Soit S un anneau commutatif. Pour tout entier ¢ € {1,...,n}, supposons donné un polynéme
homogene de degré d; dans les variables X, ..., X,

gi = Z ui’aXa S S[le'”vXn}di

|a|=d;
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et considérons le morphisme § : A — S : Uj o — uj o correspondant & la spécialisation de chaque po-
lyndme f; en le polynéme g;. Alors, pour toute forme d’inertie a € TFy, (f1,..., fn) onpose a(gi, ..., gn) :=
6(a). En particulier, le résultant de gy, ..., g, est par définition

Res(gl, cee agn) = Q(Res(fh ceey fn))

Ainsi, si S = A et 0 est le morphisme identité (i.e. g; = f; pour tout ¢), alors on obtient a = a(f1,..., fn),
ce qui clarifie la notation Res(f1,..., fn) pour la forme d’inertie Res € A.

2.4 Quelques propriétés formelles

Le résultant que nous venons de construire posséde de tres nombreuses propriétés formelles qui
permettent de le calculer, sinon de bien I’appréhender. Nous en rappelons ici quelques unes et renvoyons
le lecteur au monographe [Jou91b, §5] pour plus de détails, notamment les preuves. Au passage, on
montre comment 'utilisation des formes d’inerties permet de simplifier ’établissement de ces propriétés.

Formes linéaires. Sidi=do=---=d,=1et f; = Z?Zl U;;X;,1=1,...,n, alors

Res(f1,. .., fn) = det (Ui j)1<i<n

15j<n

En effet, dans la situation générique, on vérifie aisément que ce déterminant est une forme d’inertie
et donc que c’est un multiple du résultant. Puisque le degré du résultant par rapport a chaque f; est
exactement 1 (au moins 1 par les matrices de Macaulay et au plus 1 par la proposition 2.3.5), on en déduit
que ce déterminant et le résultant ne different que par une constante multiplicative entiere. Finalement

cette constante vaut 1 par spécialisation f; — X; pour tout i =1,...,n.
Divisibilité. Sig,..., g, sont des polyndémes homogenes dans S[X] tels que pour tout ¢ = 1,...,n on
ait f; € (g1,...,9n)", alors Res(gy, ..., gn) divise Res(f1,..., fn) dans S.

En effet, par hypothese on a g; = 2?21 hijf; pour tout ¢ = 1,...,n. Par spécialisation, on se

ramene donc & la situation générique (c’est-a-dire on suppose que les coefficients des f; et h; ; sont des
indéterminées). On a alors, par définition puis par hypothese,

X,]LVRes(gh...,gn)G(gl,...,gn)c(fl,...,fn)

ou N € N, ce qui montre que Res(g,...,gn) est une forme d’inertie de (f1,..., fn), donc un multiple de
Res(f1,---, fn)-

En fait, on peut montrer une version plus fine de ce résultat, a savoir : si g1, . . ., g, sont des polynémes
homogenes dans S[X] tels que pour tout ¢ = 1,...,n il existe un entier u; satisfaisant f; € (g1, ..., gn )",

alors Res(¢g1,...,gn)* #n divise Res(fi,..., fn) dans S.

Multi-homogénéité. Pourtouti=1,...,n, Res(f1,..., fn) est homogene par rapport aux coeflicients
du polyndéme f; de degré d; ...d,/d;.
En effet, es déterminants de Macaulay montrent déja que deg;, (Res) < dy...d,/d; pour tout i =

1,...,n. Pour montrer 'inégalité dans I'autre sens, on spécialise chaque polynéme f; en un produit de
formes linéaires génériques g; := H?":l lij(X1,...,X,). Alors, par divisibilité Res(g1, . .., gn) est divisible
par
Res(l1jys -+ ln.j)

Je=1,....dy

k=1,....,n
Mais alors, deg, (Res(l1,j,, -, lnj,)) =1 (car c’est un résultant de formes linéaires génériques) et donc

di...d,

degy, (Res(g1,---,9n)) > 7

d’ou le résultat.
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Multiplicativité. Supposons que, pour un i € {1,...,n} il existe deux polynémes homogenes f/ et
fi7 tels que f; = flf;” dans S[X7, ..., X,]. Alors

Res(f1,---, fifl .o osfn) =Res(f1,- s flooo s fo)Res(f1, ooy £ ooy fn)

dans S.
Par spécialisation, on se place dans la situation générique, i.e. les coefficients des polynomes

fl?"'afi—l7f7j/afi”7fi+17"'afn

sont des indéterminées. On utilise la divisibilité et la primalité du résultant pour montrer que le produit
des deux résultants ci-dessus divise Res(f1,..., f/f/',..., fn). Ensuite, on conclut & 'égalité grace a des
considérations de degré (d’on une égalité & multiplicatio prés par un entier) puis par spécialisation aux
puissance pures f; — X;lj .

Permutation des variables. Pour toute permutation o de ’ensemble {1,...,n} on a

Res(f0(1)7 cey fa(n)) = (5(0))dlmd”ReS(fla ceey fn)

ou &£(o) désigne la signature de la permutation o.

En effet, par homogénéité dans le cadre générique, on obtient 1’égalité au signe pres. La détermination
de ce signe se fait par spécialisation f; — X ld puis utilisation de la multiplicativité et enfin du fait que
Res(X5(1), -+ Xo(m)) = E(0) (résultant de formes linéaires).

Transformations élémentaires.

Res(fi,.... fi+ Y hifjs..., fn) =Res(fi,. .., fn)
i#j
En effet, en se placant dans le cadre générique, il est clair que 'un divise I’autre comme forme d’inertie,

puis que les deux sont égaux a multiplication preés par une constante dans Z par des considérations de
degré. La spécialisation h; — 0 pour tout j permet de conclure.

Homogénéité tordue. Res(f1,...,f,) est isobare de degré dj...d, si chaque coefficient des po-
lynémes f1,..., f, est de poids la puissance de la variable X,, de son monoéme correspondant.
Changement de base. Si ¢g1,...,¢9, sont des polynémes homogenes dans S[Xq,...,X,] de méme

degré d, alors

n—1
Res(fl(gh' .. 7gn)7~ . '7f’n(gla e 7971)) = Res(gl,. .. agn)dlmaneS(flw . '7fn)d

2.5 Retour sur 'implicitation d’une surface rationnelle

Revenons un instant sur le calcul que nous avons fait en 1.5 afin de comprendre d’ou vient ce facteur
parasite. Pour cela, on établit un lien entre un résultant univarié de deux résultants univariés et un
résultant multivarié (voir [BMO7] pour ce résultat et d’autres du méme genre).

Supposons donnés quatre entiers strictement positifs dy,ds, ds, ds et quatre polyndmes homogenes
génériques
Po(X1,X2,X3) = > UBXIXJX$ T € UIXy, Xo, Xal k= 1,4,
0<¢,551+5<dk

ou U désigne 'anneau universel des coefficients

U:=2z[UR;0<4,jyi+j <dpk=1,...,4].

2,3 7

On note X4 une nouvelle indéterminée.
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Proposition 2.5.1 Posant

Ris = Resx,(Pi(1, X2, X3), P2(1, X5, X3)) € UXs],
R3y = Resx,(P3(1, X2, X3), Pis(1, X2, X3)) € U[Xy],

il vient l’égalité dans U :

Resx, (Ri2, R34) =
Resx,:....x, (P1(X1, X2, X3), Po(X1, X2, X3), P3(X1, Xo, Xy), Ps(X1, X2, Xy)).

De plus, cette quantité est non nulle, irréductible et multi-homogéne par rapport aux ensembles de coef-
ﬁcients (Ui(,;))i,j; (Ui(i))ivj’ (Ui(’?;'))i,j, (UZ-(’A;-))Z‘J de multi-degré (d2d3d4,d1d3d4,d1d2d4,d1d2d3).
Preuve. First of all, we observe that the iterated resultant Resy, (Ri2, R34) and the resultant
R = ReS(Pl(X17 X27 X3)7 PQ(X17 X27 XS)? PS(X17 X27 X4)7 P4(X17 X27 X4))

are both non-zero polynomials, for they both specialize to the quantity (—1)?1929sd4 if the polynomials
P(Xy,X2,X3),i = 1,...,4, are specialized to Xfl, XgQ, Xg?’ and Xg“ respectively. Note also that the
statement about the multi-degree of R follows from the homogeneity property of resultants.

To prove the irreducibility of R, we proceed by induction on the positive integer d := dy+ds+dz+ds >
4. For d = 4, R equals the determinant

1 2 3 4
Uy Uy Uf UL
usl vl o 0

1 2 3 4
Use Usa Usa USY
0 o v Uy

which is checked to be irreducible. Thus, we assume that R is irreducible up to a given integer p > 4
and we will prove that R is irreducible if d = p + 1. To do this, first observe that one of the integers
d1,ds,ds,dy must be greater or equal to 2. We can assume that d; > 2 without loss of generality. Consider
the specialization ¢ leaving invariant the polynomials P», P; and P, and sending the polynomial P; to
the product L1Q; where L1 and @)1 are both generic forms of respective degree 1 and d; — 1 > 1. Then,
by multiplicativity of resultants we have the equality

¢(R) = ReS(LhP27P3,P4)RES(Q1,P27P37P4),

whose right hand side is a product of two irreducible polynomials by our induction hypothesis. As the
specialization ¢ is homogeneous (in terms of the coefficients of the P;’s, L1 and @1), the number of
irreducible factors of R can not decrease under the specialization ¢ and we deduce that R is the product
of two irreducible polynomials R; and Ro. But then, one of these two factors must depend on the
coefficients of Pj, say R1, and therefore ¢(R1) must depend on the coefficients of L; and (. This
implies that Rs is an invertible element in Z and consequently that R is irreducible.

It remains to prove the claimed equality. To do this, we rewrite Py (1, X2, X3), for all k =1,...,4, as

dj, d—1
Pe(1,X5,X3) = > | S UMX] | X5 € UlXa, Xs],
i=0 \ j=0

and we then easily see from well-known properties of the Sylvester resultant that
e Ry, is bi-homogeneous in the set of coefficients (Ui(é-)) and (Ui(j-)) of bi-degree (da,dy),
e Ry is a polynomial in U[X3] of degree d;da,
e Rip€ (Pl(l, Xo, Xg), Pg(l, Xo, Xg)) C U[X27 Xg}

Of course, completely analogous results hold for R34, in particular

R34 € (Pg(l,XQ,X4),P4(1,X2,X4)) C U[XQ,X4].
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Again, Resx, (R12, R34) € (R12, R34) C U[X3] and we deduce that

Rest (ng,R34) c
(P1(1, X2, X3), P2(1, X2, X3), P3(1, X2, X4), Py(1, X2, X4)) C U[X5, X3, X4].

After homogenization with the variable X7, it follows that there exists an integer N such that

X{VRGS)Q (R127R34) S
(PI(X17 X2>X3)7 PQ(X17X27X3)7 PS(X17X27X4>7 P4(X17X27X4))

in U[X7, Xa, X3, X4] (notice that this does not imply directly that Resx, (R12, R34) is an inertia form be-
cause Py (X1, Xo, X3), Pa(X1, X, X3), P3(X1, X2, X4) and Py (X3, X9, X4) are not generic polynomials).
It implies by the divisibility property of resultants, that R = Res(P1(X3), P2(X3), P3(X4), P1(X4)) di-
vides the quantity

RQS(XlNR,GSX2 (ng, R34),P1(X1,X2,X3),P2(X1, X27X3),P3(X1,X27X4)) =
Resx, (Ri2, R3a)“ % Res(X1, P1(X3), P2(X3), P3(X4)™

Since R is irreducible and since the second term in the right hand side of the above product does not
depend on the coefficients of Py, we deduce that R divides Resx,(Ri2, R34). Now, from the degree
properties of Rjs and Ry3 we deduce that Resx, (Ri2, R34) is, similarly to R, multi-homogeneous with

respect to the set of coefficients (Ul(j)) i (U(z)) i (UZ(‘;))Z s (Ui(é-))i’j of multi-degree

(dadsdy, dydsdy, didady, didads).

This shows that Resx, (R12, R34) and R are equal up to multiplication by an 1nvert1ble element in Z. To
determine this invertible element, we take again the specialization sending P; to X & it Py to X3 , P53 to
X% Py to X$*, and check that R specializes to (—1)%192dsd4 ag well as Resx, (Ri2, R34). O

En spécialisant la formule que nous venons de montrer, on obtient la factorisation suivante d’un
résultant itéré particulier.

Corollaire 2.5.2 Supposons que dy > 2 et posons

Rio = ReSX3(P1(1,X2,Xg),PQ(l,XQ,Xg))GU[XQ],
Rz = RGSX3(P1(1,X2,X3),P3(1,X2,X3))EU[XQ].

Alors, notant d3 4Py (X3, X4) = %ﬁ’g(&)’ nous avons l’égalité

Resx, (Ri3, Ri12) = Resx,.x,:x,(P1, P2, P3) %
Resx,....x, (P1(X3), Po(X4), P3(X3), 03 4P (X3, X4))

ot le membre de droite est le produit de deux polynomes irréductibles dans U.
De plus, le résultant itéré Resx, (Ris, R12) est multi-homogéne par rapport auz ensembles de coeffi-

cients (U( ))”, (U(2))Z s (U(S))”- de degré 2dydads,d3ds et didy respectivement.

Preuve. The claimed equality is easily obtained using formal properties of resultants by specialization
of the formula proved in Theorem 2.5.1 :

Res(Py(X3), P3(X3), P1(X4), P2(X4))
= Res(P1(X3), P2(X4), P3(X3), P1(Xy))
= ReS(Pl( 3),P2(X ), P3(X3), P1(X4) —Pl(Xg))
= Res(P1(X3), P2(Xa), P3(X3), (X4 — X3)03,4(FP1))
= Res(Py, P2, Ps)Res(P1(X3), Pa(X4), P3(X3),03,4(P1)).

)
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The multi-degree computation and the irreducibility of Res(P;, P, P3) are known properties of resultants.
The only point which requires a proof is the irreducibility of the factor (which is easily seen to be non-zero
by a straightforward specialization)

D = ReS(Pl(Xg),PQ(X4),Pg(Xg),5374(P1)(X3,X4)).

To do this, we proceed similarly to what we did in Theorem 2.5.1, that is, by induction on the integer
d:=dy + ds + d3 > 4. We can check by hand (or with a computer) that D is an irreducible polynomial
in U if (d1,da,ds) = (2,1,1). We thus assume that D is irreducible up to a given integer p > 4 and we
will prove that D is irreducible if d = p+ 1. If do > 2 (resp. d3 > 2) then we can specialize Py (resp.
P3) as a product of a generic linear form and a generic form of degree do —1 > 1 (resp. d3 —1 > 1) and
conclude, exactly as we did in Theorem 2.5.1, that D is then irreducible. Otherwise, then d; > 3 and we
specialize P; to the product of a generic linear form

Ll(Xl,XQ,Xg) = aX1 + bXQ + CX3

and a generic form @ of degree d; — 1 > 2. We call ¢ the map corresponding to this specialization. We
have

03.4(L1Q1)(X3, X4) = cQ1(X3) + L1(X4) 034(Q1)(X3, X4)

and we deduce after some manipulations on resultants that

(D) = Res(L1(X3)Q1(X3), P2(X4), P3(X3), cQ1(X3) + L1(X4)d3,4(Q1))

= Res(Q1(X3), P2(X4), P3(X3), L1(X4)03.4(Q1) (X3, X4)) ¥
Res(L1(X3), Pa(X4), P3(X3),cQ1(X3) + L1(X4)d3,4(Q1)(X3, X4))

= Res(Q1(X3), P2(X4), P3(X3),03.4(Q1)(X3, X4)) x
Res(Q1(X3), P2(X4), P3(X3), L1(X4)) ¥
Res(L1(X3), P2(X4), P3(X3), (L1(X4) — L1(X3))03,4(Q1) + cQ1(X3))

= Res(Q1(X3), Po(X4), P3(X3),034(Q1)(X3, X4)) x
Res(Q1(X3), P2(X4), P3(X3), L1(X4)) x
Res(L1(X3), Po(X4), P3(X3)

= "% Res(Q1(X3), Po(X4), P3(X3),03,4(Q1) (X3, X4)) x
Res(Q1(X3), P2(X4), P3(X3), L1(X4)) ¥
) ) (X4)

Either by our induction hypothesis or by Theorem 2.5.1, it turns out that the three resultants involved in
the right hand side of the above computation are irreducible in U. So if D were reducible, say D = D1 Ds,
then each factor should be homogeneous in the coefficients (Ui(é-))i’j and hence ¢(D1) and ¢(D3) should
be homogeneous in the coefficients of ()7 and Ly of the same degree. But

deng Ql(c) (1,0),
degy, o, (Res(L1(X3), Pa(Xy4), P3(X3),Q1(X4))) = ((d1 — 1)dads, dads),
degy, o, (Res(Q1(X3), P2(X4), P3(X3), L1(X4))) = ((d1 — 1)dad3, d2d3),
degy, o, (Res(Q1(X3), P2(X4), P3(X3),03,4(Q1) (X3, X4))) = (0, 2d1d2d3 — 3dad3),
which implies that either D; or D, is an invertible element in Z. O

On est maintenant en mesure de comprendre le facteur parasite que nous avions obtenu lors du calcul
de I’équation implicite d’une surface rationnelle.

Corollaire 2.5.3 Etant donnés trois polynomes fr(x,y,z),k =1,...,3 de la forme

fulmy, )= > all) @ty e Slally, 2,
|| +itji<dy
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ot x désigne la collection de variables (x1,...,x,) pour un entier n > 1 et S un anneau commutatif,
alors le résultant itéré Resy(Res.(f1, f2), Res.(f1, f3)) € Slx| est de degré au plus didads en les variables
x et on a

Res, (Res(f1, f2), Res.(f1, f3)) = (_1)d1d2d3 X
Resy,z(fl(xaya Z)a f2(m7y7 Z)7 f3(337y, Z))X
R’esyazazl(fl(xvy7 Z)v f2(i’/‘,y7 Z)) f3(wa Y, Z/)a 52,2’(f1))-

De plus, si les polynomes f1, fa, f3 sont suffisamment génériques et n > 1 alors ce résultant itéré est de
degré exactement d2dads en x et les deur résultants multivariés ci-dessus sont distincts et irréductibles.

Ce corollaire peut s’interpréter géométriquement comme suit. Pour simplifier, supposons que x est
une unique variable z et que f1, fo et f3 sont trois polynémes en x,y, z. Le résultant Ry := Res,(f1, f2)
définit la projection de la courbe intersection des deux surfaces {f; = 0} et {fo = 0}. De la méme facon,
R13 := Res.(f1, f3) définit la projection de la courbe intersection des deux surfaces {f1 = 0} et {f3 = 0}.
Ainsi, les racines de Res,(R12, R13) peuvent étre séparées en deux ensembles distincts : 'ensemble des
racines xg tel qu'il existe yg et zg satisfaisant f1(zo, Yo, 20) = f2(x0, Y0, 20) = f3(x0, Yo, 20), et Pensemble
des racines x; tel qu’il existe deux points distincts (1,1, 21) et (x1,y], 2]) satisfaisant f1(z1,y1,21) =
fa(z1,y1,21) et fi(z,y1,21) = fs(z1,9],21). Le premier ensemble fournit le terme Res, . (f1, f2, f3)
dans la factorisation du résultant itéré Resy(Reslg, Resi3), et le second ensemble fournit 'autre facteur.

2.6 Formes d’inerties et représentations matricielles

Les formes d’inerties fournissent, nous 1’avons vu, un outil efficace pour établir des propriétés for-
melles du résultant. Nous allons maintenant montrer qu’elles permettent également de construire des
matrices d’élimination de maniére systématique. D’ailleurs, la grande majorité des matrices connues qui
permettent de ”calculer” le résultant sont obtenues de cette fagon (voir par exemple [Mac02], [Jou97],
[GKZ94a], [CLO98] et leurs références).

Matrices de formes d’inerties. Rappelons qu’'une forme d’inertie de degré 0 est toujours un mul-
tiple du résultant. De maniere générale, on peut construire des formes d’inerties de degré 0 comme des
déterminants de matrices obtenues a 'aide de formes d’inerties de degré supérieur.

Lemme 2.6.1 Supposons donnés un entier v > 1 et fMon(n;v) formes d’inerties ¢, |a| = v, pour
Uidéal (f1,..., fn) de degré v. Le déterminant de la matrice

® : Mon(n;v) x Mon(n;v) — A
telle que pour tout |a| = v on ait

> (X X)X = ¢ € A[Xy, ..., Xy
|81=v

est une forme d’inertie de degré 0, c’est-a-dire un élément de 2.

Preuve. Par construction, on a 1’égalité matricielle

dont on déduit par multiplication & gauche par le matrice ® des cofacteurs de ® que
det(®) | XP | =& | ¢a
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Les formules de Cramer montrent alors que X?det(®) € (..., ¢q,...) pour tout 3 tel que |3| = v. On
conclut alors en utilisant le fait que les ¢, sont des formes d’inerties de (f1,..., fn). m|

Ce procédé permet de construire des matrices d’élimination personnalisées en utilisant diverses formes
d’inerties. Pour aboutir exactement au résultant il faut alors réussir & montrer que le déterminant
construit est non nul (on peut pour cela procédé par spécialisation) et qu’il a le bon degré par rap-
port aux coefficients de chacun des polynomes fi,..., fn.

C’est par exemple comme cela que 'on construit les matrices de Macaulay, en utilisant les formes
d’inertie les plus simples : des multiples des polynoémes f1,..., f.

Formule de Macaulay. Nous avons déja construit les matrices de Macaulay et vu que leur déterminant
fournissait un multiple du résultant. Il est en fait possible d’en extirper exactement le résultant : c’est la
formule de Macaulay [Mac02].

Reprenant les notations précédentes, nous avons montré que det(M(f1,. .., fn;t)) est une forme d’iner-
tie, et donc un multiple de Res(f1,..., fn). Il existe donc un polynéme H € S[X;, ..., X,] tel que

det(M(f1,..., fu;t)) =Res(f1,. -, fu)H(f1, ..., fu13t)

(noter que nous avons montré que H ne dépend pas des coefficients du polynéme f,).

La formule de Macaulay permet de calculer ce polynéme H(fi,..., fn—1;t) : pour tout entier ¢t >
Sr(di—1)+1,0na

H(fl; .. .,fnfl;f) = det(A(fl, .. .,fnfl;t»

ot A(f1,..., fno1;t) est la sous-matrice de M(f1,..., fn;t) indexée par
Dod(n,t) x Dod(n,t) C Mon(n,t) x Mon(n,t)

avec Dod(n,t) := {X*:3i # j a; > d;,; > d;}. Nous renvoyons le lecteur & [Jou97] pour la preuve de
cette formule.

Représentation matricielle. On ne connait pas de matrice carrée non triviale dont le déterminant
soit le résultant en toute généralité. Il existe bien une liste de cas pour lesquels une telle formulation est
connue (voir par exemple [Jou97]), mais elle est relativement limitée.

Par contre, on sait toujours "représenter” le résultant a ’aide d’une matrice non carrée. En effet,
nous avons vu au début de ce chapitre que l'idéal éliminant 2 est égal a I’annulateur du quotient B
en degré suffisamment grand. En fait, on peut montrer que cette propriété est vraie a partir du degré
Yo (di —1)+1 =: 8+ 1. Ainsi, toute présentation de Bs,; fournit une représentation du résultant,
c’est-a-dire fournit une matrice a coefficient dans A telle que

— la matrice est de génériquement de rang maximal

— le PGCD des mineurs maximaux est égal au résultant

— le rang de cette matrice chute exactement la ou le résultant s’annule
C’est surtout la derniére propriété qui permet de parler de représentation du résultant. Pour étre plus
concret, la matrice de application (dans les bases canoniques par exemple)

P AX, . Xnlspr—a, = AX0, - Xalsrr : (9102 090) — > gifi
i=1 1=1

est une représentation du résultant. Notez que les matrices de Macaulay sont des mineurs maximaux de
cette matrice.

Ce genre de résultat suggere fortement que le calcul formel s’intéresse a la manipulation de représentation
matricielle des objets, et pas seulement polynomiale. Ce point de vue pourrait permettre dans bien des
cas d’améliorer de nombreux algorithmes, notamment en renforcant le I'utilisation d’outils de 1’algebre
linéaire numérique.
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2.7 La formule de Poisson

Tl n’est pas possible de clore ce chapitre sans briévement donner la célebre formule de Poisson [Poi02].
Pour un énoncé en toute généralité, on renvoie le lecteur & [Jou97].

Soit k un corps algébriquement clos et soient f1,..., fn—1 € k[X1,...,X,] des polynomes homogenes
de degré dy,...,d, > 1 respectivement. On suppose en outre que la variété projective

X =V(fi,ooyfoor) CPP?

définit un nombre fini de points & distance finie (donc qu’elle définit d; ...d,_1 points comptés avec
multiplicité a distance finie), I'infini correspondant & la droite V(X,,). Pour tout polynéme homogeénes
fek[Xy,...,X,] dedegré d > 1on a

Res(f1,..., fu-1,f) _ H F(E)©

Res(f17'~.3fn—1) 52(51:“':§n71:1)€X

ot u(&) désigne la multiplicité de € € X et ot f, := f;(X1,...,X,_1,0) € k[X1,..., X,,_1] pour tout
1=1,...,n—1.

Cet énoncé montre clairement le lien que l'on peut faire entre résultant et résolution de systemes
polynomiaux zéro-dimensionnels. Pour en savoir plus, on renvoie le lecteur a [EMO07, Chapitre 6], ou
encore & [CLO98, Chapitre 3].

Pour finir, mentionnons une autre forme de la formule de Poisson qui se déduit directement de la
précédente et qui permet notamment de montrer des résultats non triviaux de géométrie plane (exposés
de Jouanolou au CIRM, janvier 1983).

Soient f et g deux polynémes homogenes de degré d > 1 tels que V(f1,..., fn_1,9) = 0 dans IP’Z_l.

Alors ©)
Res(f1,..., fa—1,f) (f(f))u
H )EX

g(§)

Res(fla"'vfn—hg) E=(E1:ibn_1:1

(noter que g = X¢ redonne la formule précédente).
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Chapitre

Vers une théorie générale du résultant

Bien que de nombreux types de résultants soient connus (Macaulay, toriques, anisotropes, ... ), il est
fort possible qu’aucun d’entres eux ne permette de traiter un systeme lié a une situation géométrique
spécifique. Le but de ce qui suit est d’illustrer comment il est possible de construire un ”résultant” adapté
& une telle situation. En filigrane, on illustre le lien entre géométrie et relations algébriques (syzygies).
La derniére partie est extraite de [BEMO3] ot 'on peut également trouver plusieurs applications & la
modélisation géométrique.

3.1 Le cas de trois courbes dans le plan

Dans ce qui suit, on se placera toujours dans le plan projectif P? dont R = k[x, v, 2] désigne ’anneau
des coordonnées, k étant un corps algébriquement clos.

Soient fo, f1, f2 trois polynémes homogenes dans P? de degré dy,d;,ds respectivement. On note I
lidéal (fo, f1, f2). Pour un choix suffisamment générique de fo, f1, f2, on a VI = R clest-a-dire que
fo, f1, fo non pas de racine commune dans P2. En fait, ’existence d’une racine commune se traduit en
termes de non-exactitude du complexe de Koszul associé aux polynéme fy, f1, fo dans R. On notera ce
complexe Ko (fo, f1, f2); il est de la forme

01

R(~dy—di —do) 2 @ R(-di —dj) 2 a2 R(-d;) 2 R,
0<i<j<2
bl
i fe 0 fa
oh=(fo fr fo),0o=| —fo 0O [ 03 = 1| —f1
0 —fo —h fo

Il faut remarquer que ce complexe est construit & partir des relations triviales des polynomes fy, f1, fo,
c’est-a-dire des relations qui sont toujours vraies quelques soient fy, f1, fo. Elles sont de la forme f5f; —
fife, fifo— fof1, etc .... Les premieres relations triviales sont au nombre de trois : les 2 X 2-mineurs

(identiquement nuls) de la matrice
( fo i f2 )
fo v f2 )’

et la troisiéme relation (il n’y en a qu’une seule) correspond au déterminant de la matrice

fo fi fo
fo fi fe
fo fi fe

Proposition 3.1.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

~ fo, f1, f2 nont pas de racine commune dans P?
~-VI=R
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_ Isat p— (I . (m7y7z)°°) — R
codim(I) =3

~ Ko(fo, f1, f2) est acyclique

— I n’a que des relations triviales

Preuve. Ces résultats sont classiques. Voir par exemple [Eis95]. O

Remarque 3.1.2 Les résultats du chapitre précédant montrent que l'on aurait pu ajouter la condition
Res(fo, f1, f2) = 0 a cette proposition.

Si notre idéal I possede seulement des relations triviales, son complexe de Koszul associé K, ( fo, f1, f2)
fournit alors une résolution libre de R-modules de R/I. On peut alors montrer que I est (do+dy +dz —2)-
régulier (au sens de Castelnuovo-Mumford), et donc que I est (dg + dy + da — 2)-saturé (voir par exemple
[Eis05] pour cette notion de régularité). On déduit la propriété suivante :

Corollaire 3.1.3 Soit v un entier tel que v > do + di + da2 — 2, alors les polynomes fo, f1, fo ont une
racine commune dans P? si et seulement si Uapplication 01, n’est pas de rang mazimal (”42'2).

Preuve. Pour tout entier v nous avons une suite exacte d’espaces vectoriels

01y
Rl)*do*dl @ RV*dg*dQ @ Rl/fdlfdg 1—) Rl/ i RV/IV’

11 est clair que si fo, f1, fo ont une racine commune, alors dim(R, /I,,) > 1 pour tout entier v, et donc
01, n’est pas surjective.

Maintenant, si fo, f1, fo n’ont pas de racine commune alors K,(fo, f1, f2) est une résolution libre de
R-modules de I et donc I v-saturé pour tout v > dg + dqy + do — 2. Puisque I°*" = R, on en déduit que
R, /I, = 0 pour tout v > dg + dy + do — 2, et donc que 0, est surjective. O

Remarque 3.1.4 La corollaire précédent est une généralisation directe du résultant de Sylvester. Le
seule différence notable est qu’ici la représentation matricielle n’est pas carrée en général, alors qu’elle
Uest pour Sylvester pour v = dy + da — 1 (ensuite elle ne Uest plus).

1l est intéressant de spécialiser ce corollaire au cas ot fy, f1, fo sont des formes linéaires et ’entier
v est le plus petit possible.

Considérons & présent ’exemple de l'intersection de trois cercles dans P? :

fo = apz? + a1xz + asyz + asz(x? + y?)
f1 = boz? + bixz + boyz + bs(z? + y?) (3.1)
fo = co2? + c12z + cayz + c3(x? + y?)

ot les a;, b; et ¢, sont des éléments de k. Nous voudrions savoir si ces trois cercles se coupent en un méme
point dans P2, ce qui dépend évidemment des parameétres a;, bj et ci. Mais ces trois cercles se coupent
toujours & Uinfini en les deux points Py = (1:¢:0) et P, = (1: —i : 0); ces deux points sont définis par
l'idéal (z,22 + y?). Par conséquent, le complexe de Koszul K,(fo, f1, f2) ne sera jamais acyclique dans
ce cas. De plus, le résultant de Macaulay de nos trois équations sera toujours identiquement nul (et il en
est de méme pour le résultant torique que nous n’avons pas eu le temps d’aborder dans ces notes).

Puisque les points P; et P, sont toujours dans l'intersection de nos trois cercles, on peut reformuler
notre problématique ainsi : est-ce que nos trois cercles se coupent en dehors des points P; et Py 7 Cette
question conduit naturellement a la recherche d’un résultant généralisé. Nous allons voir comment 1'on
peut répondre a cette question, toujours a l’aide des relations ”triviales”.

Soit G = (¢1,...,9n) un idéal homogene de R, les g; étant des polynémes homogenes. On note
k1 > ... > k, respectivement, le degré des polynoémes g1, ..., g,. On consideére alors trois polynémes
homogenes fy, f1, fo de degré dy > dy > do > ky respectivement, dans l'idéal G, c’est-a-dire que nous
pouvons écrire :

fo(z) = >0 hio(x) gi(x)
file) = Y0 hia(x) gix)
fo(x) = 0L hia(2) gi(2)



ou de maniere équivalente

hio higp hip
hao ha1 hap
(fo fi fo)=(a 92 - 9gn) . ) .

hn,O hn,l hn,2

Ol ij =D 0 4 as s —dy— ks ¢l x®1y™2 23 sont des polyndmes homogenes de degré d; — k;.

La situation géométrique s’interpréte comme suit : I'idéal G définit un sous-schéma fermé de P? :=
Proj(R/G); on note G son faisceau d’idéaux associé. Le polynomes fo, f1, fo sont des sections globales
de G(dp), G(d1),G(d2) respectivement (et donc s’annulent le long de Proj(R/G)) et nous voudrions savoir
s’ils possedent une racine commune ”en dehors” du sous-schéma défini par G. Désignant par 7 le faisceau
d’idéaux associé a l'idéal I = (fo, f1, f2), on donne un sens au terme ”en dehors” en demandant que
le sous-schéma défini par 7 soit strictement plus gros que le sous-schéma défini par G. C’est équivalent
a demander que (Z : G) & Opz, ou bien V(I : G) # (), ou bien encore I*** ¢ G** oun I'exposant sat
désigne la saturation par 1'idéal maximal (x,y, z) de R. Notre objectif est ici de construire un complexe
de relations triviales pour les idéaux de la forme (I : G) ou G est fixé; un tel idéal est souvent appelé
une intersection résiduelle.

A partir de maintenant, nous supposerons que U'idéal G = (g1, ..., g,) est fixé et qu’il est saturé de
codimension 2. Ainsi, nous avons la

Proposition 3.1.5 (Hilbert-Burch) Toute résolution minimale libre graduée de R-modules de l'idéal G
est de la forme :

n—1 n
0~ P R(-L) 2 @ R(—k;) =20 6 o,
=1 =1

ot E?:_ll l; = ZZL:I k; et al,—1(v)) =, avec a € k\ {0}.

Preuve. Ce résultat est classique, voir par exemple [Eis95, Theorem 20.15]. Noter que ce théoréme est
vrai dans un contexte plus général : tout idéal @ d’'un anneau commutatif A de codimension 2 tel que
A/Q est Cohen-Macaulay est de dimension projective 1. |

De la résolution de G, on peut déja savoir combien de points nous essayons de soustraire de I'inter-
section des polynomes fo, f1, fa.
Corollaire 3.1.6 L’idéal G de la proposition 3.1.5 définit exactement

n—1 n
S -k
2

points (comptés avec multiplicité).

Preuve. Puisque G définit des points isolés, il suffit de calculer la caractéristique d’Euler d’une partie
graduée, disons ¢, de sa résolution libre. Ainsi, le nombre de points est donnés par la formule (forcément

indépendante de t) :
n n—1
t+2 t—Fki+2 t—1;+2
() xR ()

=1 i=1

Un calcul direct donne alors le résultat annoncé. O

Exemple 3.1.1 Dans le cas ot G est une intersection compléte, i.e. G = (g1,92), on retrouve bien le
nombre de Bézout attendu.

De la proposition 3.1.5 on déduit la présentation graduée de R-modules de 'idéal G/I (rappelons que
I C G) suivante :

n—1 2 n
P R(—1) P R(~di) =% P R(~k:) L G/I — 0, (3.3)
i=1 =1

=0
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olt ¢ est la n x 2-matrice (hs ;) ;<) 0<j<o dui apparait dans (3.2). Noter que notre intérét pour 'idéal
G/I est du & I'égalité, facile & vérifier,

annpg(coker(¢) @ ¢)) = anng(G/I) = (I : G)
Cette égalité nous conduit & un théoréme de Buchsbaum et Eisenbud (voir [BE77]) :

Proposition 3.1.7 Soit S un anneau noetherien et o : S™ — S™ un morphisme tel que m > n. Alors
anng (coker(a))™ C I,(«) C anng(coker(a)),

ot I, (a) désigne lidéal engendré par les n x n-mineurs de la matrice . De plus, si depth(I,(«)) =
m—n+1, alors I,(a)) = anng(coker(a)).

Dans notre contexte, cette proposition montre que si I,(¢) @ ¢) est de codimension attendue (n +
2) —n+1 =3, alors il est égal & I'idéal (I : G). De plus, si tel est le cas, nous connaissons un résolution
libre de (I : G) :

Proposition 3.1.8 Soit S un anneau noethérien et o : S™ — S™ tel que m > n. Le compleze d’Eagon-
Northeott EN(a) de lapplication o est exact (et donc fournit une résolution libre de S/I,(a)) si et
seulement si depth(I,(a)) = m —n + 1, la profondeur attendue.

Arrétons-nous un instant sur ce complexe. Noter tout d’abord que si n = 1, ce complexe est simple-
ment le complexe de Koszul associé a la suite formée des éléments de la matrice-ligne S™ — S. En fait,
comme le complexe de Koszul, le complexe d’Eagon-Northcott d’une application o donnée est construit
a partir des relations triviales de . Pour l'illustrer, supposons que « est la n x (n + 1)-matrice

ai1 o Aln4l

an1 Gn,n+1

La premiere application de EN(a) est A" : A™(S™ 1) — A™(S™) qui, en termes de base, envoie 1’élément
ei, \...Ne;, surle déterminant A;,  ; de la sous-matrice de v correspondant aux colonnes 4y, ..., i,.
Maintenant, si 'on regarde les relations triviales de ces n déterminants, on doit choisir une ligne de « (il
y a n possibilités), disons la ligne numéro 7, et écrire que le déterminant de la matrice (qui est « plus la
ligne )

i1 Ginel
a1 G141

=0a;102,  pt1 — 02013 g1+ ... =0.
Qn,1 An n+1

De cette facon, on obtient n relations triviales sur les déterminants A et donc une application S1(S™*) —
A™(S™F1) correspondant & choisir une ligne dans a (ce qui explique le dual ”*”) et lui associer la relation
triviale que l'on vient de décrire. Si I'on respecte les regles de signe sur les déterminants, alors il est
facile de constater que la derniere application n’est rien d’autre que la transposée de o. Nous avons ainsi
construit le complexe d’Eagon-Northcott, qui est souvent appelé le complexe d’Hilbert-Burch dans ce
cas.

Si maintenant ’on suppose que « est de taille n x (n + 2), nous devons alors ajouter une ligne a «
(donc on a S1(S™")) et choisir n+ 1 colonnes dans la nouvelle matrice obtenue & partir de « en ajoutant
cette ligne, qui est de taille n x (n + 1) (cela donne A"*1(S"*+2)). Nous obtenons ainsi le complexe

Sl(Sn*)®/\n+1(sn+2) N /\n(Sn+2) Ao /\"(S”)

La derniere étape est d’ajouter une nouvelle ligne de a a cette derniere matrice, ce qui correspond a un
choix dans S5(S™"). Finalement, le complexe d’Eagon-Northcott est donné par :

0 — 52(Sn*) N Sl(Sn*) ® /\n+1(Sn+2) N /\n(Sn+2) A’Zx_) /\n(Sn)
Revenons a notre situation.
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Théoréme 3.1.9 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
-v/({I:G)=R
— It = G5t (cest-a-dire T =G)
- codim((I: G)) =3
- EN(¢ @ ¢) est acyclique
- (I: Q) na que des relations triviales

Nous avons ainsi que EN(3) @ ¢) n’est pas acyclique si et seulement si Z & G, c’est-a-dire que les
polyndémes fo, f1, fo définissent un point qui n’est pas défini par G, au sens des schémas.

Supposons que nous ayons un idéal I tel que codim(I : G) = 3. Par le théoréme précédent, EN(¢) @ ¢)
fournit une résolution libre graduée de R-modules de R/(I : G). Il s’en suit que nous pouvons borner sa
régularité (au sens de Castelnuovo), et donc I'indice de saturation, de (I : G) :

Corollaire 3.1.10 Supposons que codim(I : G) = 3, alors (I : G) est v-regulier pour tout v > do+dy +
dy — 2(ky, + 1) (rappelons que k, = mink; ).

Preuve. Nous avons juste & écrire les ”shifts” sur les degrés du complexe d’Eagon-Northcott EN(¢ & ¢).
L’application & considérer est

VO P E = @R(fl,;) P r(-di) — F = @ R(~k),
i=1 =0 i=1

et EN(¢) @ ¢) est le complexe :
0= A"?E® So(F*)@ N"F* — N"ME® S (F*) @ A"F*

S A"E® So(F*)® A"F* — R — R/(I:G) — 0.

Le terme le plus & gauche & un ”shift” de —dy — dy — d2 — >_ I; provenant de AH2E, >~ k; provenant de
A"F*, et aussi k;k; provenant de Sy(F™*). Il vient alors que R/(I : G) est (do+di+da —2k,, —3)-régulier. O

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer une généralisation du corollaire 3.1.3 :

Corollaire 3.1.11 Soit v un entier tel que v > do + dy + da — 2(ky, + 1), alors codim(I : G) < 2 si et
seulement si Uapplication N"(¢ @ @), n'est pas surjective, c’est-dire n'est pas de rang mazimal (”;2).

Preuve. Similaire a la preuve du corollaire 3.1.3. O

Remarque 3.1.12 Ce corollaire généralise le corollaire 3.1.8 puisqu’on obtient ce dernier en prenant
G =R (et donc k, =0).

Ce corollaire est le point de départ de la définition et du calcul d’une représentation matricielle d’un
résultant avec point bases fixés dans le plan. Nous y reviendrons & la fin du chapitre.
Pour terminer, nous finissons avec I’exemple (3.1) des trois cercles :

fo = apz? + a1z + asyz + asz(x? + y?)
f1 = boz? + bixz + boyz + b3 (2 + y?)
fo = co2? + 12z + cayz + c3(a? + y?)

L’idéal G est ici G = (2,22 + y?), deux points en intersection complete. La résolution de G est donnée

2 2
par le complexe de Koszul et donc ¢ = ( * —+zy ) La matrice ¥ & ¢ est donc
2 2
r°4+y° apz+ a1x+asy boz+bix+ by coz+ c1x+ coy
—Zz as b3 C3

53



La borne de régularité, donc de I'indice de saturation, est ici 6 — 4 = 2. et doc la matrice A?(1) @ ¢)2 est
de taille 6 x 12 et est de la forme :

ap bg co 0 0 0

0 0 0  —bicz+c1by —bacz +c2by —ciaz +aics

a; b1 0 —c3bg + bsco 0

co by co  —cgbg + bzco 0 apcs — cpasz
asz bz c3 0 —bics + c1b3 0

az bz c3 —bacz + cabs 0 —c2a3 + azc3

3.2 Résultant général d’un systéeme polynomial

The theory of resultant is devoted to the study of conditions on the coeflicients of an overdetermined
system to have a solution in a fixed variety. The typical situation is the case of a system of n+1 equations
in a projective variety X of dimension n, of the form :

folz) = Z?O:o co,j Yo, ()
f. := :

fulw) = S50 cnjthn (@)

where ¢ = (¢; ;) are parameters, x is a point of X, and such that for all ¢ = 0,...,n we have a regular
map (independent of c)
¢iiw € X = (i) : .. by, (2) € M

In the language of modern algebraic geometry, to each map ¢; is associated an invertible sheaf £; =
¢*(Opr; (1)), and a vector subspace V; = (¥, o, . .., ¥; ;) of its global sections I'(X, £;) (see [Har77], IL.7).
In this way, the K-vector space V; parameterizes all the polynomials f; that we can obtain by specializing
the coefficients (c¢; ;)j=0,... .k, in K. As two polynomials f; and g; such that f; = Ag; with A € K* define
the same zero locus, it is convenient to identify them, and hence to parameterize polynomials f; by the
projective space P(V;) ~ P*i.

The projection (or elimination) problem consists, in this case, in finding necessary (and sufficient)
conditions on ¢ such that the system f, = 0 has a solution in X. Considering a geometric point of view,
we look for the values of parameters ¢ = (c; ;) € P* x ... x P*» such that there exists z € X with
filz) = Z?":O ¢ij¥ii(x) =0for i =0,...,n. In other words, c is the first projection of the point (c,z)
in the incidence variety

Wx = {(c,z) € PFo x ... x Ph» x X : f;(z) =0,i=0,...,n}.

We denote by 71 : Wx — PFo x ... x P¥» and 79 : Wx — X the first and second projections. The
image by 7o of a point of W is a solution in X of the associated system, and the image of Wx by m is
precisely the set of values of parameters c for which the system has a root in X. We define the resultant
of fo,..., fn, when w1 (Wx) is an irreducible hypersurface, and we denote Resy, .. v, its equation (unique
up to a non-zero multiple in K).

Définition 3.2.1 Let L be an invertible sheaf on X and V be a vector subspace of the vector space of
its global sections HY(X, L).

— The base points of V' are the points x € X such that f(x) =0 for all f € V.

-V is said to be very ample if the canonical map

zeX—{feV:flz)=0} eP(V)

is an embedding, or equivalently, if V separates the points and the tangent vectors in X (see [GH94]
p.180).
- V is said to be very ample almost everywhere if there exists a dense open subset U of X such that
the restricted map
zeUm{feV:f(x)=0}ePV)

s an embedding.
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Théoréme 3.2.2 ([BEMO1] proposition 1) Suppose that each V; is very ample almost everywhere and
has no base points, then w1 (Wx) is a hypersurface of [[_,P¥i. Its degree in the coefficients of fi (that
is w.r.t. to P¥ ) is [ [T, c1(L;), where c1(L;) denotes the first Chern class of the invertible sheaf L;.

Remarque 3.2.3 It is clear that if V; is very ample then V; has no base points and V; is very ample
almost everywhere. Consequently the mized resultant of [GKZ94b] is contained in this theorem.

If the system f; satisfies the hypothesis of theorem 3.2.2, Resy,,... v, is a function on H?:o Pk satis-
fying the property

Resvy,...v, (fo,...nfa) =0 2z € X : fo(z) == fu(z) =0.

By construction Resy,, . v, is multihomogeneous, its degree in the coefficients of f; is given by the
“explicit formula” [, I] j#i€1(L£5). This number can be seen as the number of solutions of a generic
system {x € X : fj(z) =0:5=0,...,n,j #1i}.

As we will see in the next section, a lot of known resultants as classical resultants, toric resultants or
anisotropic resultants are obtained from theorem 3.2.2 by choosing X and V), ..., V,, adequately. However
this construction of resultant degenerates if the system f. has base points (i.e. m (Wx) = [, P*). Such
systems with base points arise very often in practice, so we now generalize the preceding construction of
resultants, taking into account the possible presence of base points.

From now on, we only suppose that the maps ¢; are rational and not necessarely regular (i.e. possibly
with base points), each vector space V; being a subvector space of the global sections of a given invertible
sheaf £;. We will use a standard tool in algebraic geometry to “erase” base points, called the blowing-up.
The basic idea is to blow-up X along the base points locus of the system f., then obtain a new projective
variety X of the same dimension where the pull-back of our system f. can be seen without base points,
and finally apply theorem 3.2.2. Roughly speaking we blow-up the ideal of X associated to the union of
base points of each V;, for ¢ = 0,...,n. More precisely, we blow-up the ideal sheaf 7 on X obtained as
the image of the morphism of sheaves (@7 (Vi) ®k (&]—(L;) — Ox, induced by the canonical morphism
o7 Vi @k Ox — @ oL;. We denote the blow-up of X along Z by 7 : X — X. The new incidence
variety is

Wi = {(c,z) € Pk x ... x PF» x X : fi(x) = 0,i=0,...,n},

where fl denotes the virtual transform of f; by 7, that is the pull-back 7*(f;) of Ji_seen as a section
of 7 (L;) ® m'Z.0%. Denoting by 7y : Wg — Pko x ... x P*» and 7 : Wg — X the two natural
projections, we obtain the following corollary of theorem 3.2.2.

Corollaire 3.2.4 ([Bus0Ola] proposition 2.2.4) Suppose that each V; is very ample almost everywhere,
then T (W) is a hypersurface of [];, P*i. Its degree in the coefficients of f; (that is w.r.t. to P*i) is
gwen by [ [, c1(£;) @ 7' 7.0%.

Moreover if there is no base points, then the ideal sheaf 7 is exactly Ox, and 7 is the identity X — X
so that we recover the construction of resultants of theorem 3.2.2. Consequently, as soon as the V;’s are
very ample almost everywhere, we construct a resultant for the system f. denoted by Resy; . v, and
defined as the equation of the hypersurface 71 (Wg). It is, as usual, multihomogeneous and satisfies

Resvy,..v, (fos--y fn) =0 Fz € X : folz) = = fulz) =0.

Notice that this resultant depend only on the birational equivalent class of X and the vector spaces
Vo, ..., Vn (and not on the £;’s; see [BusOla] chapter 2 for more details).

We have thus constructed a general resultant which is valid for a very large range of systems f;, but
it remains to compute it !

3.3 Exemples de résultants particuliers

In this section we give several examples of resultants as particular cases of the previous construction
and show how to compute them.
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3.3.1 Macaulay resultant

The classical case studied in [Mac02], [VAW48], is the case where X is the projective space P™ and
Vi, for ¢ = 0,...,n, is the vector of all monomials of a fixed degree d;. Clearly, when d; > 1 each
L; = Ox(d;) separates the points and the tangent vectors and thus Resy, . v, is well defined. It is
traditionally denoted Respn. By theorem 3.2.2 (or Bézout theorem), its degree with respect to V; is
Hj;éi dj-

The necessary and sufficient condition on ¢ such that fy,...,f, have a common root in P" is
Respn (f.) = 0. Macaulay’s construction [Mac02] of the classical resultant can be seen as an exten-
sion of Sylvester’s method to the multivariate case. We describe it in the affine setting by substituting
ZCO:]., I :tl,...,(En :tn.

Let v = )" ;d;—n and t* be the set of all monomials in t of degree < v. It contains (*},") elements.
Let tdntF» be the set of all monomials of tf" which are divisible by td. For i =n — 1,...,1, we define
by induction t9tF to be the set of all monomials of t* \ (t4t"» U ... U t?jfftEi“) which are divisible
by t%. The set t7 \ (t%tF» U... Ut{'t"1) is denoted by t¥° and is equal to

tEo = {1 0 <y < d; — 1},

It has d; - - - d,, monomials.
If E ¢ N™, (t¥) denotes the vector subspace generated by the set t.
The resultant matrix S is the matrix in monomial bases of the linear map :

S:(tfo)y xox Py - (th) (3.4)
(qu"'vqn) = Z Q7f'L
1=0

The determinant of 8 is generically not 0 (for it does not vanish when we specialize f; to t?i) and has
the same degree [[;_; d; as the resultant with respect to V. Therefore

det(S) = RGS[PW (fc) A(fla sy fn)v

where A(fy,..., fn) is a subminor of S depending only on the coefficients of f1, ..., f, [Mac02].
We remark that, if R = K[tq, ..., ], the map (3.4) is in fact connected to the first map of the Koszul
complex of the sequence fy,..., fn,

0— APR"™ D an-lpn . pgr DR

bl

in degree v, where dj(e;, A---Ae;,) = Zé:l(—l)jfij ei, A+ - €, - - -Aej,. Indeed as shown in [Dem84], [Cha)

the determinant of the Koszul complex is the classical resultant of fy,..., f,. For other constructions,
also related to the Koszul complex and its dual which also yield the classical resultant sometimes in a
more compact way, we refer to [Jou97], [WZ94], [DDO1].

This resultant has been widely studied, and has a lot of properties ; a quasi-complete list can be found
in [Jou91b]. We recall two of them that we will use later, a weight invariance property and the so-called
Poisson’s formula.

For i =0...n,let f; = Zlalzdi Ca,iX" be the generic homogeneous polynomial of degree d;. The
coefficients ¢, ; are considered as indeterminates, that is f; € A[x] where A denotes the coefficient ring
Z[Cayi, |Oé| = dz]

Lemme 3.3.1 ([Jou91b] 5.13.2) Let m be a fized integer in {0,1,...,n}. We graduate the ring A by
setting deg(ca,;) = um. Then Respn(fo,..., fn) € Zca,, |a| = d;] is isobar (i.e. homogeneous for this
graduation) of weight [[_, d; in A.

This lemma is a corollary of a more general formula called the “changing basis formula” (see [Jou91b]
5.12). We end this section with the well-known Poisson’s formula. For alli = 0,...,n,let f;(z1,...,2z,) :=

fi(lzy, ... z,) and fi(zo, ..y 2n_1) = fi(0,21, ..., 2p).

Lemme 3.3.2 ([Jou91b] 2.7, [CLO98| I11.3.5) Let p = Respn-1(f1,..., f,) € A. We have
Respn (fo,- -, fn) = det(M(fo)) Respn—1(fy, ..., f,)™,

where M(fo) is the multiplication by fo in Ay, ..., xn]/(fis- ) fuo1).
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3.3.2 Anisotropic resultant

This resultant was introduced and studied by Jouanolou in [Jou91b] and [Jou96]. It is a generalization
of the classical resultant, taking into account the possible combinatorial properties of a polynomial system
and giving a more “reduced” eliminant polynomial. Instead of considering all the variables xg, ..., z, of
the same degree 1, we consider them with different weights.

Let mg,m1,...,m, in N*. Set u = lem(my,...,my,), § = ged(myg, ..., my), and A = w €
N. We denote by C the polynomial ring K[z, . .., z,] with deg(x;) = 1, and by *C the same polynomial
ring but with deg(x;) = m; (the exponent a stands for anisotropic). Usually we consider the projective
space P = Proj(C), but here we work on “P"™ = Proj(“C), that is the anisotropic projective space with
weights (mg, ..., my,). Notice that from a geometrical point of view we have the canonical morphism

(xozn-:xn)EP"H(xglo1"'133?71)6&[?”-

Let X = *P" and V;, for all i = 0,...,n, be the set of all isobar (i.e. homogeneous in the weighted
variables) monomials of degree d; in “C, that is V; is the vector space of global sections of the invertible
sheaf £; = Oapy (d;). In section 3.3.1, we required that d; > 1 to fulfill the very ampleness condition for
the existence of the resultant. Here we have a similar hypothesis by assuming that p|d; for alli = 0,...,n.
In this way the resultant Resy ... v, , denoted “Respn, is well defined. It is also multi-homogeneous, and

- .ds
its degree with respect to the coefficients of the polynomial f; is % (see [Jou91b] 6.3.5(A)).

As for the classical resultant, there are different ways to compute it, the more commonly one is the
anisotropic Macaulay’s matrices, coming from the anisotropic Koszul complex (see [Jou96]). Anisotropic
resultant and classical resultant are closely related, and almost all the classical resultant properties (as
Poisson’s formula) can be extended to the anisotropic situation. We give the following result which shows
how the anisotropic situation reduces to the classical one.

Lemme 3.3.3 ([Jou91b] 6.3.5(B)) Let fo,..., fn be isobar polynomials in *C of respective degree d;,
and let fiﬁ(;vo, vy = filzg®, .., xm) € C. We have

n

Resen (5, -, f2) = “Respn (fo, -, fa)™.

3.3.3 Toric resultant

The toric (or sparse) resultant has been introduced in [KSZ92], then developed in [GKZ94b]. It takes
into account the monomial support of the input polynomials. Thus it is possible to work with polynomials
having negative exponents, that is Laurent polynomials. Let fi(t) =3 c4, €ait®, i=0...n,ben+1
Laurent polynomials (where t = (¢1,...,t,)) with supports into fixed sets A; C Z". To each finite set
A; C Z™ we can associate a projective toric variety X 4, (not necessary normal, see [GKZ94b| chapter 5)
which can be defined as the algebraic closure of the image of the map

ot € (K" = (t%)aea, € PV

where N; = |A4;| — 1. Each f;(t) can thus be extended globally (by “homogenization”) as a linear form
on X 4,. In order to apply the previous resultant theory, we consider the projective variety X obtained
as the algebraic closure of the image of the map

o (K" — Xy, x...xXa,
t — (ta)aer X ... X (ta)aeAn.

Denoting by K¢ the subspace of polynomials with support in A4;, by construction, X C X4, x...xXa, C
P(K4™) x ... x P(KA""). We then define an invertible sheaf £; on X as the inverse image of the sheaf
O(1) from the factor P(K4:"), and set V; = H°(X, L;). If we suppose that each A; generates R™ as an
affine space and that all A; together generate Z™ as an affine lattice, then the resultant Resy;, v, is well
defined (see [GKZ94b] VIIL.1). Its degree with respect to each f; is the generic number of solutions of
the system {fo =0,...,fi-1 =0, fizt1 =0,..., fn = 0}. By the BKK theorem [Ber75], this is the mized
volume of {A;};z;, that is the coefficient of []; ; A; in Vol(zj# Ai Ai) = MV({A;}j4) | JPFRVE R
where Vol denotes the usual Euclidean volume.

The methods for constructing a Sylvester-type matrix are based on geometric properties of the sup-
ports A; ([CP93], [CE93], see also the recent papers [D’A02], [Khe03]).
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3.3.4 Residual resultant

In many situations coming from practical problems, the polynomial system has commons zeroes which
are independent of the parameters, and which we are not interested in. We are going to present here how
to compute the resultant in such a situation, under suitable assumptions.

Let g1,..., g, be r homogeneous polynomials of degree k1 > ... >k, > 1in S = K[z, ..., 2,], and
denote by G the ideal they generate. Being given n + 1 integers dg > ... > d,, greater or equal to k1, we
would like to compute the resultant associated to the system

fo(x) = X1 hio(x) gi(x)
£, = : (3.5)

foX) = S hin(x) (%)

where h; j(x) =320 24, k. chJ x* is a homogeneous polynomial of degree d; —k;. For this we set X = P",
and V; = H°(X,G(d;)) for alli = 0, ..., n, where G is the coherent ideal sheaf associated to G. The vector
space V; parameterizes all the homogeneous polynomials of degree d; which are in the saturation of G.

Proposition 3.3.4 ([BEMO01]) Suppose that G is a (projective) local complete intersection, and that
dp > k. + 1. Then Resy,,....v,, s well defined and satisfies

ReSVO,...,V,L(fO; .. 7fn) =0 & Fset g Gsat ~ Z(F : G) 75 .
where both ideals F*** and G5t denote respectively the saturations of the ideals F = (fo,..., fn) and G.

From a geometrical point of view, the vanishing condition can be stated in the blow-up X of X along
the ideal sheaf G, that we denote by 7 : X — X. We have

Resv,. v, (fo,. - fa) =03z e X : fi(z)=0Vie{0,...,n},

where f; denotes the section 7*(f;) € HO(X,77'G.0% ® *(Ox(d;))), i.e. the virtual transform of f; by
7. In particular, if there exists a point € X \ Z(G) such that f;(x) =0 for all i = 0,...,n, then we
deduce that Resy,,.. v, (fo,..., fn) =0.

The explicit computation of Resy; ...y, is known in two cases : the case where G is supposed to be a
complete intersection [BEMO1] (see also [BKM90, CU02, Bus01a]), and the case where G is supposed to
be a (projective) local complete intersection codimension 2 arithmetically Cohen-Macaulay (abbreviated
ACM) ideal [Bus0Ola]. Since we are interested in applications to CAGD, we present only the second case
which was originally designed for surface implicitization, taking X = P? [BusOlb] (point out that a
saturated ideal in P? of codimension 2 is ACM).

The hypothesis G is ACM of codimension 2 is made to have, using Hilbert-Burch theorem (see [Eis95]
theorem 20.15), the following free resolution of G :

r—1 T
0— @ S[-l:) L @ [k, 29, G g, (3.6)
i=1 i=1
with Z::ll li =Y, ki. It follows that the Eagon-Northcott complex associated to the graded map

T@IS[—M éS[—m ree, 69 S[—ki),

UT,US] >

of its graded parts are exactly Resy, . v, . This result gives a first algorithm to compute Resy;,... v, , and
also its multi-degree as an Euler characteristic. A closed formula for all n is difficult to state, but we can
do the computation “by hand” in the useful case of P2, and we obtain that Resy, v, v, is homogeneous
in the coefficient of each f;, i = 0,1, 2, of degree
n—1 4,2 n 2
d(]d1d2 Z]:] l] - Z]:l k]

d; 2

Another consequence of this formulation in terms of determinant of complex is the usual “ged maximal
minors” property of resultants :
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Théoreme 3.3.5 We denote by A, .. ;. the determinant of the submatriz of the map ¢ corresponding
to columns i1,...,%,, and by o, . ;. its degree. Then, for any v > Z?:o d; — n(k, + 1), the morphism
0, : @ Sl,_ai1 L N Nei, — S,
0<i1<...<ip<n
e, N...Ne;. Ail...ir

is surjective if and only if Z(F : G) =0 (or F** = G*%). In this case, all non-zero mazimal minors of
size dimg (S,) of the matriz 0, is a multiple of Resy,... v, , and the ged of all these mazimal minors is
ezactly the residual resultant.

3.4 Bezoutien et calcul du résultant

We have seen that we can compute the resultant in presence of base points (if the base points locus is
a complete intersection or a local complete intersection ACM of codimension 2) with similar algorithms
to the ones known for the classical resultant.

We have also seen (corollary 3.2.4) that if X =P" and Vj,...,V,, are very ample almost everywhere,
we can define its resultant Resy, . v, . Let us see now how to compute a non-zero multiple of it in this
general case (see [BEMO0] for more details).

Définition 3.4.1 The Bezoutian Oy, .. 7. of fo,..., [n €S is the element of S ®x S defined by

.....

fo(t) 0:1(fo)(t,z) - Ou(fo)(t,2)
Ofy. g (t,2):= : : : : )

fn<t) el(fn)(taz) en(fn)(tHZ)

where
fj(zl,...7Zi_17ti,...,tn) — fj(zl,...,zi,ti+1,...,tn)
ti—Zi ’

0:(f;)(t,2) ==

Let Oy 1. (t,2) =Y 0.5t°2",0, 5 € K. The Bezoutian matriz of fo, ..., fa is the matriz By, . j, =
(Oap)as-

The Bezoutian was used by Bézout to construct the resultant of two polynomials in one variable [Béz79].
In the multivariate case, we have the following property.

Théoréme 3.4.2 Assume that each V; is very ample almost everywhere, then any mazximal minor of
the Bezoutian matriz By, . is divisible by the resultant Resv,,.. v, (fo,-- -, fn)-

n

Remarque 3.4.3 It is possible to use other birational transformations than blowing-up to define the
resultant. For instance, in [BEMO0O] it was proved that this general residual resultant can also be construc-
ted with any birational morphism from a dense open subset of X to a projective space. This point of
view generalizes monomial parameterizations used to define the toric resultant to polynomial parame-
terizations. We refer to [BEMO0O] for more details and conditions similar to “very ampleness almost
everywhere”.
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