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SUR L'EFFET DES STOCKS TAMPONS

DANS UNE FABRICATION EN LIGNE

* %

Pierre COILLARD" et Jean-Marie PROTH

Seconde Partie

RESUME

Ce papier est consacré d 1'étude de trois machines identiques fonction~-
nant en ligne et séparées par deux stocks tampons. Ces machines sont suscep-
tibles de tomber en_panﬁe. Nous donnons le taux de production en fonction des

maxima des stocks tampons. Les logiciels sont donmnés.

ABSTRACT

This paper is devoted to a system of three machines through which materlal
must pass. Each machine is subject to failure and two storage buffers are
located between these machines. We give the analytical formulation of the

productlon rate in term of the maxima of the storage buffers,

* Houilléres du Bassin de ‘Lorraine, Service Informatique,
57800 - FREYMING—MERLEBACH FRANCE.

#% INRIA, B.P. 105, 78150 LE CHESNAY, FRANCE.
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Nous &tudions le cas de trois machines fonctionnant en ligne et
séparées par deux stocks tampons. Nous nous limitons au cas de trois

machines identiques. Le lecteur verra, cependant, que les systémes
différentiels 3 résoudre s 'obtiennent de la meme maniére lorsque les

machines sont toutes d1fferentes. La solutlon par contre, se compllque

con31derab1ement.

Apré&s avoir donné les notations =-introduites dans la premiére partie
pour le cas le plus général- nous montrons comment s'obtiennent les fonc-
tions de répartition lorsque les niveaux des stocks sont strictement situés
uentre leurs bornes. Puis nous étudions le cas ol un ou plusieurs stocké
sont 3 leur maximum ou i leur mlnlmum Enfin, nous donnons une formulation

du taux de production d'un tel systeme en fonction des nlveaux max1mum

des stocks tampons.



l. — NOTATIONS

b,

(voir figure 1) :

-————»Ml——*@——>M2—>@—b'M3——>

Figure 1

et h, désignent respectivement les niveaux maximum de Si et S,

1Jk(xl’x2’t)’ i,j,k € {0,1}, x| € ]O,hl[, Xy g]O,hz[ est la pro-
babilité que les machines Ml’ M, et M3 soient respectivement dans les
états i,j et k (0 = arrét et 1 = fonctionnement) et que les niveaux des
stocks S1 et S, appartiennent respectivement 3 ]O,xl] et ]0,x2] et ceci

a 1'instant t.

Rmn
le
respectivement dans les &tats observés i, j et k, que le premier stock

(o, xz,t) est la probabilité que les machines Ml’ M2’ M3 soient

soit nul et que le second appartienne 2 ]O,x2] (0 < Xy < h2). Les indices
supérieurs indiquent les &tats réels des machines (0 = en panne, 1 = en

état de fonctionner) et la situation est observée 3 l'instant t.

Nous définissons de mani&re analogue

zmn

an(
1Jk

(hl,x t), u ik ,0,t), u (xl, ,t)

I1 nous reste a envisager les cas oll les deux stocks sont i leur

maximum ou 3 leur minimum.

an
le
respectivement dans les &tats observés i, j et k, dans les &tats réels &,

(SI’SZ’t) est la probabilité que les machines Ml’ M2 et M3 soient

m et n et que S1 et S, soient respectivement aux niveaux s, et s,

(s; =0 ou h] 3 8, =0 ou hz), 1'ensemble &tant observé 3 1'instant t.

En régime permanent, nous gardons les notations precedentes en sup-

primant la variable t.



Sur tout intervalle [t,t+dt], rdt désigne la probabilité pour qu'une

machine en panne avant 1'instant t soit réparée sur [t,t+dt] (r > 0).

pdt désigne la probabilité pour qu'une machine en fonctionnement,

avant 1'instant t, tombe en panne sur [t,t+dt] (p > 0).

2. - RECHERCHE DES EQUATIONS REGISSANT LE SYSTEME

2.1. - Fonctions :de répartition F‘jk—

Il existe huit fonctions de ce type. A chacune d'elles est
associée,en régime permanent, une &quation aux dérivées partielles.
Nous montrons comment s'obtiennent les deux premiéres et nous fournissons
les six autres. Dans la suite, on se souviendra qu'une machine 3 1'arrét
ne peut tomber en panne.

2.1.1. - Fonction F ;OOO(XI’X2)L X;_€ 10,h.[, x, ¢ J0, 2hyl

€ 420k, X

En régime non permanent, 1'équation de Chapman-Kolmogorov

s'écerit :

[}

Fooogx],xz,t+dt) -[l—3rdt]FOOO(xl,x2,t) +p FLOO(XI’XZ’t)dt

+

P Fo1o(X1»%p, 0)dt + p Fyo (x),x,,t)de

3F500

3t Tt KXpet) = Br Fooa(x),x,,t) + p Flo0 (%) 2%56)

* P EopoXiaxgst) + peFog (xphxy,t) .
Finalement, en régime permanent :

Q_: —3r-Fooo(xl,x2)+pFloo(x1;x2)+pF010(xl,x2)+pFOOl(xl,x2) (1.1)



hy[

—_’ —

2.1.2. - Fonction —OOl(Xl’ X,), Xy € 10,00, %, ¢ 10
Nous écrivons 1'équation de Chapman-Kolmogorov :

FOOI(XI’XZ’t+dt) = [1—(2r+p)dt]FOO](xl,xz,t) +r FOOO(XI‘XZ’t)dt

+ p FOll(xl,xz,t)dt = p Flol(xl,xz,t)dt
oF oF
001 001
+ ¢ 8x2 xl,xz,t)dt - ¢ 3% %, (Xl’ ,t)dt

.Elle condult & :

BFOO

T (x],xz,t) (2r+p)FOOl(xl,xz,t)+rF000(x1,x2,t)+pF01l(xl,xz,t)
oF =

001 001
+ pFlOl(XI’XZ’t)+C —(le zyt) - cC - (Xl’ st)

Si bien que, en régime permanent :

= -(2r+p)FOOl(x1,x2) +r FOOO(XI’XZ) +p FOll(Xl’XZ) + pFlOI(xl’XZ

oF
¢ o =00,k —c ~°9—‘4 0" (1.2)
2

2.1.3. - Equations issues de-EOlOL—EOIIL—EIOOL—Eloll—EIl@—gE-El11—

Nous les donnons dans 1l'ordre dans lequel nous venons

d'énumérer les fonctions de répartition.

0 = —(2r+p)FOlO(x1,x2) + pFOll(Xl’XZ) + TF, (xl,xz) + pFllo(Xl’XZ)
9F 3 oF
+ e [*O—lg(x - 200Gty g °‘°<x ) - =229 ,0M)1 (1.3)
1%2) " T, 2 x, 12T e,
0= ~(p+m)Fo  (rpoxg) + ¥Fg o (kpsxXp) + B (xpaxp) + pF (%))

BF BFOII
+ c[—————(xl,xz) - (O xz)] (1.4)



0 = =(p20)F 54 (x)5%p) + PF g (x15%p) + pFllo(xl’XZ) * o0 (X157

oF
100 10 +
- C[—SET—(XI,XZ) - O(O ,Xz)] (1.5)

0= —(2p+r)F]01(xl,x2) + rFlOO(xl’X ) + pFlll(xl,xz) +‘rFool(k],x2)
aF oF oF lO]

- el ey %) - —5-——40 %) Trel ‘z (xp,%,) - -——-—<x1,o )1 (1.6)

0= —(2p+r)F]iO(x],x2) + pFlll(xl,xz) + rF]OO(xl,xz) + rFOld(xl’XZ)

[aF 110
-————(xl,xz) - (x ,01) 7 (1.7)

0= =3pF) ) (xpaxp) + xFy o (rpxg) + TF ) (xpuxy) + TF,) (x),%,) (1.8)

ey, oG 0), T (x;,hy)

_—______. _____

2.2. - Fonctions u (0 X ), u

I1 y a, a priori, huit fonctions différentes pour chacun des
types de fonction cit&sci-dessus. Certaines sont, cependant, nulles car

correspondant 2 des &tats instables.

2.2.1. - Fonctions du typg_gi?iigzgzlz.iz_é_lgzhzg

Dans ce cas, il nous reste & considérer les fonctions sui—~

vantes :

110 111

000 11
0.2 Y001 0% “ooo(0 XZ)’ S001 (05%2) 5 110 (0,1, Uy 05%))

Y000

Les fonctions correspondant aux états reels(lOl), (100)

sont nulles a priori.

Nous donnons les relations associfes & chacune des fonc-

tions retenues.



2.2.1.1. - Fonctlongﬁooo(o X5), X5 € 10,h,[

L'équation de Chapman-Kolmogorov s'écrit

OOO(0 X, ,t+dt) = [1—3rdt]u000(0 xz,t) 88;(0,x2,t)dt
D'od
o ggg 000 001
5t (O,x ,£) = - 3r uOOO(O,xz,t) + p.UOOl(O X, »t) .
Soit, en régime permanent :
0 = -3r ud22(0,%,) + p udol(0,x,) 2.1)

2.2.1.2. — Fonction u (O,xz), X, € ]O,hZL

4001

Ici, 1'équation de Chapman-Kolmogorov s'écrit :

001
uOOl(O Xy, t+dt) = [b(2r+p)dt]uool(0 xz,t) +r uOOO(O xz,t)dt
3u 001 Ju 001
+ c[- 001(O,x ,t) — 001(O o' ,t)Jldt
ox 2
. X9 X
D'oli, en régime permanent :
= ‘(2r+P)”001(O’X2)+r“ooo(0’x2)
001 . 001
du du
01
= ¢ [—Hggl(o,xz) - O ———(0,0 )] (2.2)
%2 .
2,2.1.3 F i glo(o ) 0
+2.1.3. - Fonction u;,,€0,x,), X, € 10,h,[

Nous écrivons d'abord 1'€quation de Chapman-Kolmogorov :

olo
OOO(O X, ,t+dt) = [1—2rdt]u (O,xz, ) + ruOOO(O Xy,t)dt
+p 011(o t)dt + (0 t)dt
P Ugg1 Y%y P u110 %20

+ c OlO(0 ,X,,t)dt
ax X 2



Soit, en régime permanent :

0l1 10 111
= —(r+p)u001(0,x2) + ruOOl(O’XZ) + ruooo(O,xz) + pulll(O’XZ)

oll oll

du du : oF : '
b e 12000 0y - 001(00)]+c[ “O 6% &) (2.4)
dx 2 dx )
) %2 X
2.2,1.5. - Fonction ullO(O xo), X, € ]0, h L
Ici :
'110(0 xi t#dt) = [1-(2 +r)dt]u (O %, ,E)+ u (0 X,,t)
Y1102 %20 P 110 )*P 111 %2>
aullO
olo 110
+ OOO(O’XZ’t)dt - c[ x, (O’XZ’F)
bl 12
- (o, o ,t)3de
9%,

Soit, en régime permanent :

= —(2p+r)ul]0(0 x ) +p ulll(o’XZ) +r uOOO(O,xz)F

110 110 S
du; o du 110
—~C[__§E—{ 5 2) (0 0 )] : (2.5)

] . 1, : .
2.2.1.6. — Fonction ul“(o,xz),x2 € ]O,hZL

Ici, 1'équation de Chapman-Kolmogorov s'écrit :

111

Uil (O X, t) + ru

(0,x ,t+dt) =[1- 3pdt]u (O,x ,t)dt

lll llO

+ 001(o,x2,t)dt

Soit, en régime permanent :

111 0ll
0 = -3p “111(0 X,) + T ullO(O,xz) +r uOOl(O’XZ) - (2.6)



2.2.2. - Fonctions du_type u u (hl,xz), X, € 10, h L

Les seules fonctions de ce type & considérer sont les sui-

vantes @
000 100 1ol 110 111
%000 (1720 18001 (1% » 8000 (1 5) g0 (%, vy 10 By ) iy hpaxp)-

A chaqune de ces fonctions correspond, en régime permanent,
une relation obtenue comme en (3.1). Afin de ne pas allonger 1'exposé,

nous nous contentons de fournir les résultats :

000 001 | -
0= -3ru OOO(hl’X ) +p uOOl(hl’XZ) (3.1
000,, -
0= (2r+p)uOOl(h1,x2) +r uOOO(hl’XZ)
-
+ cl (h], Xy) = (h],O )1, (3.2)
2
100 070]0) 110
0= -2r uooo(hl,x2)+r uooo(hl,x2)+p ullo(hl’XZ)
oF
: 101 100,, -
P U (hps T te (b xp) (3.3)
_ 100 i1
0= (p*r)“om(hl’X I Unoo (M%) +p upyy(hyyxy)
0! a 531
+r uOOl(hl’x Y+e[—=— &, (hl’x2)~
du ég} aFl
~———h s0 ) l+e—— (h »X,) (3.4)
2 1 1272
1
_ 110, 111
0= —(2p+r)ullo(hl,x2)+p ulll(hl,x2)+r uooo(hl,xz)
110 110
du 110 du 110

B 111 110
0= -3p ulll(hl’x2)+r uool(hl,x2)+r ullO(hl’XZ) (3.6)



2.2.3.

nulles sont i

OOO
%000

En effet, les

— Fonctions du type u 3 (xl,O), X, € 10,h L

Les seules fonctions de répartition non identiquement
ci

001, ol1 100 101 111

(x I,O) uOOO(Xl’O) u01l(x1,0) uloo(xl,O),uloo(xl,O),ulll(xl, )

états réels (0,1,0) et (1,1,0) sont instables lorsque le

second stock est & son minimum.

associons une

A chacun des six fonctions de répartition retenues, nous

relation obtenue comme en 3.1.

-3t ooo(xl’o) *p u1oo
B 001
= -2r uOOO(X1’0)+r uooo(xl,0)+p u011(xl’°)
oF

101 00!
+p ulOO(xl’o) + c SXZ

(x;,0")  .2)

111
= (r+2p)uoll(xl,0)+r uOOO(X ,0)+p ulll(xl’o)

o011 011
duniy du 011
+ [——————( ,00- —2L0% 0y 3 (4.3)
= (p+2r)uloo(xl,0)+r uOOO(xl’o)
100 100
du du .
1
- o Xoo(x ,0) - ~—199(o ,0)] ( 4.4)
X
) 101 100 11, 001
= '(P+r)‘1_1oo(x1’o)+r U1gg K203+ upy (%5004 ugoo(x),0)
dUigé du igé |
-C[ “(XI so) (O 0) ] .
x)
oF
101
o ke, (4.5)

. 111 ‘
-3p ull](x1,0)+r uloo(x1,0)+r uOll(x 0) (4.6)

(x 0) : (4,15
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2.2.4. - Fonctions du_type u Jlnm(x h,)
Les &tats (0,0,1) et (1,0,1) sont instables lorsque le
second stock est 3 son maximum. Les seules fonctions 3 prendre en consi-

dération sont donc :

000 olo 0ll 100 111

9000 (¥ 112"+ o0 (¥15h9) g 1 G510y 00 (¢ hy) ) 00 Gy ) sy | G

2)
Partant de chacune de ces six fonctions de répartition en régime non sta-
tionnaire, puis en passant en régime stationnaire comme en 3.1, nous

obtenons les relations suivantes :

B 000 10
0 = -3r uOOO(Xl’hZ) +p ulOO(Xl’hz) .1

_ olo 011 000 .
0 = -2r uooo(xl,h2)+p uOll(Xl’h2)+r uOOO(Xl’hZ)

9F
110 010
+p ulOO(Xl’hZ) + c 8X2 (Xl’ 2) (5.2)
~ 011 010
0 = ~(2pre)ug)) Gy b))+ g0 Gepuhy)+p “111("1’h )
L 811 d SH
* elgg ey - —2—(0",h,)1  (5.3)
_ 100 000
0= (2r+p)uloo(xl,h2)+r uooo(k],hz)
100 100
du du
100 100
- el ) = 20%,0,)1  (5.4)
_ 110
0= (r+p)uloo(xl’h Y+r uooo(xl’h )+r UIOO(Xl’h )
110
du
111 100
P ougg(xyshy) —el—g &, by
4110
100 + 1 10
(0 b Tre - 5 151 (5.5)
_ . 111 011 110
0= -3p ulll(x h2)+r uOll(X h2)+r ulOO(X 2) (5.6)



_ll -

2.3. - Probabilités aux bornes

2.3.1, - Probabllltes du tzEe w (O ,0)

d

sont nuls, les états (1,0,0), (1,0,1) et (1,1,0) soﬁt instables.

Nous observons que, lorsque les niveaux des deux stocks

I1 nous reste donc 3 considérer les probabilités wggo(o 0)

001 0l0 011 111
OOO(0 O), OOO(O 0), wOOO(O 0) et. wl]l(o 0).
Considérons WOOO(O 0,t). Alors :
000 000 .
OOO(o 0,t+dt) = [l—3rdt]wooo(0,o,t)
soit :
(0 0 t) ‘
000 000
T — = - 3r WOOO(O,O,t)

et, en régime permanent :

000
WOOO(O,O) =0

De méme, en.con31derant'wooo(0 ,0, t) :

001
WOOO(O,O,t+dt) [1 2rdt]w000(0 0,t)+r wooo(o 0,t)dt
001
du Y001
—————(o 0 ,t)ydt

soit, en tenant compte de (6.1)':

001 du 001

%500 001 Y001

T(O o,t) = -21‘ WOOO(O,O,t) + c ax

D'oli, en régime permanent :

: iy 001
_ 001 001
0 = -2r wOOO(O,O) +.c &, (0,0 )

Considérons maintenant WOOO(O o,t) :

(0,0",t)

(6.1)

(6.2)
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010
OOO(0 O,t+dt) = [1 2rdt]wooo(0 o,t)

D'oli, en régime permanent :

gég(o 0) = 0 6.3)

. P . - 1
Ecrivons 1'équation correspondant 3 wgoé(o,o,t) :

011 011
OOO(0 0, t+dt) [l—rdt]wOOO(O,O,t) + r wooo(o 0,t)dt

010
+r wOOO(O,O,t)dt +p w]ll(o 0,t)dt
oll
du
+ c d211(0+,0,t)dt
1

soit, en tenant compte de €6.3) :

d géé 0l1
—5 ——(0,0,t) = -r WOOO(O 0 t)+r WOOO(O 0,t)+p wlll(o 0,t)
gy
—————{0 ,0,t)
et, en régime pérmanent :
du 011
0 = —r WO (0,04 Woo  (0,0)+p W111(° 0)+c doil(o 00 (6.4)

Enfin, en partant de w111<0 0,t)

111 011
lll(O 0,t+dt) = [1 3pdt]wlll(0 O,t)+r wOOO(o,o,t)dt

soit :

11
d-lll—4o 0,8) = <3p w 110,06y + = w2 (0.0
dat P wpt0:0,8) + 1 wy(0,0,¢)

et, en régime permanent :

0= -3p Wlll(o 0) + r WOOO(O 0) (6.5)
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2.3.2. - Probabilités du type w (hl,O)

Nous ne considérons pas les probabilités associfes aux

états instables (0,1,0), (0,1,1) et (1,1,0).

Les autres probabilités se calculent alors comme ci—~dessus.

I1 vient
000
= . . .1
wooo(h,0) = 0 | (7.1)
‘ : du 001
001 , 001 '
- = .2
2r w OOO(h ,0) + ¢ 3% 2 (hl,O ) 0 (7.2)
du 100
100 100 _ _
2r WOOO(hl’O) e —o : (h 0) 0 (7.3)
A 101 101
) du du
101 : IOO OOl +,
111 101 X | (7.5).

2.3.3. — Probabilités du type w ; (O h2)

Dans ce cas, les états réels (0,0,1), (1,0,0) et (1,0,1)
sont instables. Il en est de méme des états réels (0,1,1) et (1,1,0) qui
conduisent respectivement aux &tats observés (0,0,!) et (1,0,0), lesquels

font partie de la liste ci-—dessus.

I1 nous reste donc 3 considérer les &tats réels (0,0,0),

(0,1,0) et (1,1,1). On trouve alors qu'en régime permanent :

Wgég(o’hz) =0 (8.1)
OOO(o hy,) =0 o (8.2)
111 . (8.3)

w11 (05hy)
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2.3.4. - Probabllltes du type w ; (hl,h )

Les états réels (0,0,1), (0,1,1) et (1,0,1) sont instables

dans ce cas. Les autres &tats nous conduisent aux résultats suivants :

000
Y000

(h]ahz) =0 (91)
En tenant compte de 9.1 :

0l0

Yooo (hyshp) =0 (9.2)

Toujours en tenant compte de (9.1) .:

24100
100 100
~2r WOOO(hI’ 2) +c —————(hl,hz) (9.3)
110 111 100
Yooo (Bpohp)+p Wy (hyshy)+r wgaq(hy,hy)
du) 10 |
+ ¢ —————(hl,h ) = (9.4)
-3 wlll(h h )+ r w (h h,) =0 : . ‘ (9.5)
P %™ o 1°"2 :

3. - RESOLUTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS ET AUX DERIVEES PARTIELLES

3.1. - Fonctions.F..
ijk—

Elles sont régies par le syétéme formé des &quations (l.1) 3

(1.8).

Les trois machines sont identiques. En tenant compte des résul-
tats de la premidre partie, nous voyons que les fonctions cherchées sont

nulles dés que 1'une au moins des variables est nulle, elles seront de

la forme K x1 Xg-

Toutes les dérivées partielles du systéme s'annulent et nous

obtenons un systéme linfaire dont la solution s'écrit :



Fooo(X1>%2) = K %) %, (10.1)
r R
Floo(®1:%2) = Fo1o(x1axp) = Fooy (x5%p) = =K x| x, -(10.2)
- o | ¥
FOII(XI’XZ) = FIOI(XI*XZ) =-F110(x1;x2) = ;i-K x| X, (10.3)
N - 10.4 |
Flll(xl,xz) —(IT) K Xl X2 ( 0. )

|
oi Ke R, (XI’XZ) € ]O,hl[ x ]O,hz[

' f

?'Zf - Fonctions u (O X5), quE( __2) u k(xl,O) uzmn(xl__z)

_~3;2i1. ~ Fonctions u (OL§2), x2 € ]O,h L

’ Frreapres J-,
Elles ‘sont obtenues ‘en resolvant 1e systeme constltue par

les felatlons (2.1) a (2 6) qu1, compte tenu de (10 1) (lO 5), sei

réécrit :
0 : ?- 3r. uoo (o x )“+ % 2 (o X,) ' (11.1)
e '000'2s%z) "+ P 001 2 :
a 001 i
001 =000
¢ e (O,x —. OOO(O,x2)+(2r+p)u001(0,x2)
' S ; d ,
k 'dOOI(o 0% o (11.2)
L 2
" 000 ]
0 ="r . UOOO(O xy) =2y uOOO(O X,)+p uOOl(O’XZ)
IS _‘. 5 llo .
i % L STt a:,.,f'_;; +P 110(0 x2) *e EK X2 ) (11.3)
011 N - T o Ny
duoo1 < SR 001 T, e (RN AN
—————(0 XZ) = - 001(0 x2) -r uOOO(o x2)+(r+p)u001(0 x2)
“"'111 S duger r?
- “111(0 X )+c —————(O 0 ) -c ——-K x2 (11.4)
ST D g 7 p
1o 7
E—1—19(0 ) = 010(o )=(2p+ (0,%.,)
dx, (00¥2) T ¥ Uggg 0r%p)=(2p r)“110 »%)
110
du
111 110 +
+p ul“(O,xz) c dx2 (0,0) (1].5)
011

0 = r uOOl(O’X2)+r ullo(O’XZ) -3p ulll(o X2) (11.6)
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Désignons par :

état
état
état
état

état

OOOOEOO

état

sachant en outre que le premier stock est au niveau

du second appartient &

réel (0,0,0)
réel (0,0,1)
réel (0,1,0)
réel (0,1,1)
réel (1,1,0)
réel (1,1,1)

]0,h2[.

et état observé
et état observé
et état observé
et état observé
et état observé

et état observé

(0,0,0)
(0,0,1)
(0,0,0)
(0,0,1)
(1,1,0)

(1,1,1),

0 et que le niveau X,

La figure suivante indique les changements d'état possibles

en régime permanent, compte tenu de 1'état observé. Les fl&ches notées W

indiquent la possibilité d'aboutir @ 1'un de ces états en partant d'une

situation dans laquelle le niveau du premier stock n'est pas nul.

Figure 2

Nous voyons qu'en régime permanent, les fonctions de répar—

tition correspondant aux états<:> et<:> sont nulles.

Le systéme (11.1) & (11.6) se ré&duit donc &

= -2r u

000

010 Oll
(OsX2)+P UOOI(O’X-Z)

110

-

*p ullO(O,x2)+c E-K Xy (12.1)



011
. ool
A,

110
110
c dx2

(O’XZ) =

En tenant compte de (12.4)

011
001

dxz (O’XZ) =

110
dujig

——(0,x,) =
L 4%y 2

et, en tenant

011
du
c OOI(O,x )
dx X, 2

110
“I10

—(0,x,) =
o dx X, 2

(O XZ) = -

compte de (13.
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(12.2)

(12.3)

~ 0lo
K
*e — ——(0, 0 ) -c —7 K x,
*2 P
010 _
r uOOO(O’x2) (2p+r)u110(0,x2)
du iié’
+p “111(0 X )+c —(0,0 )
011 111
r uOOI(O,x2)+r ullO(O xz) -3p ulll(o x2)

011

j2r uOOO(O x2)+p uOOl(O’XZ)

110

' r
+p ullO(O,x2)+c > K Xy
: 010
~r OOO(O X )"'(—r"'P)UOO](O,Xz)
011
du 2
1 110 001
- §r_u110(0,x2)+c (O O ) c _E-K X,
. P
010 ’ 1
r.“ooo(o’xz)‘z(P+§?)“11o(°’X2)
1 ol du %}8
3T uOOl(O’XZ) + ¢ ——(0,0 )
2
1)
2 1. 0ll I p. 110
(3 7+ 2P0 (05%)=(37+ uj5(0,%,)
du 011
< Lk (p+2r)x2 +c: 001(0 0 )
p 2p 2
p, r Ol 110
B + Pgo1 0% ~(zp+ FDu;10(0,x,)
110
du 110

r
+ ¢ 54— K x, + ¢ 0,0
75 K %) B, ¢ D

(12.4)

(13.1)

(13.2)

(13.3)

(14.1)

(14.2)
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Ce systime se résout

011 _ Y
uOOl(o’XZ) =K ¢ —5

P

110 _ r
ullO(O’XZ) =K ¢ ;7

2x

de maniére classique et nous obtenons :

+

et en considérant (13.1), puis (12.4)

010 _ c
UYooo(02%p) = K 75
2

111 r
ulll(O’XZ) = Kc;§

avec

2r + 3p - p E

4x

Al =
2¢ J§

2+

+

+

[l—exp(k2h2>]texp(klx2)-l]

;Al[ Jg;l][exp(kzhz)—exp(xlhz)]

[l—exp(xlhz)][exp(kzxz)—l]

A L1+ Jgj[eXp(Azhz)-exp(Alhz)]

0 —exp(kzhzj[exp(xlxz)—lj

A, [V3+13Lexp (i hy) ~exp(r;h,)]

[l—exp(klhz)][exp(kzxz)—l]

Ay [Jg;]][exp(kzhz)—exp(Alhz)]

J§[l—exp(lzhz)][exp(klxz)—l]

_Al[gxp(Azhz)-exp(Alhz)]

VB[l-exp(xlhz)][exp(kzxz)—l]

¢§[1—exp(k2h2)]texp(klxz)—l]

Az[exp(kzhz)—exp(hlhz)]

J§[l—exp(ﬂlhz)][exp(kzxz)—l]

3A1[exp(A2h2)-exp(th2)]

3%2[exp(A2h2)—exp(A1h2)]

A

==

2r + 3p + p 3

2¢c Jg

(15.1)

(15.2)

(15.3)

(15.4)

(15.5)

Toutes les autres fonctions de répartition du méme type

sont nulles.

3.2.2. = EQEEEEQ&E-E??E&E}L521L~§2_§_39132£

Elles sont obtenues en résolvant le systéme (3.1) & (3.6).

Lorsque 1le stock'S1 est 3 son niveau maximum h, et que le niveau de S,y

appartient a ]O,hz[ , notons :



[0} m ™ M
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réel (1,0,1) et &tat observé

réel (I,l,i) et &tat observé

réel (0,0,0) et &tat observé (0,0,0)
réel (0,0,l) et &tat observé (0,0,1)
réel (1,0,0) et &tat observé (0,0,0)

(0,0,1)

réel (1,1,0) et &tat observé (1,1,0)

(1,1,1)

Nous ocuvons représenter les changements d'état possibles
P P g P

en régime permanent (compte tenu de 1'état observé). Nous obtenons encore

la figure 2 dans laquelle W repré&sente, cette foié, la possibilité d'aboutir

d2 1'un de ces Etats en partant d'une situation dans laquelle le niveau 5,

est différent de hl‘

Nous voyons sur cette figure que les fonctions de répartition:

000

ool

correspondant aux états<:> et<:> (i.e. uOOO(hl’XZ) et uOOl(hI’XZ)) sont

identiquement n ulles.

"En tenant compte de cette remarque, nous aboutissons a un

systéme identique au systéme (12.1) 3 (12.4) dans lequel :

010
o000

0l1
Y001

ullO
110

111
Y111

La solution cherchée s'écrit donc :

u100
000

101

Ugop (By»x

2

110
Y110

111
Y111

est remplacé par

est remplacé par

(hl,xz) =

= Yool

it

(hl’XZ)

(hp,x)) = uppy

100
Y000

101
Yoo1

110

est remplacé par U0

111

est remplacé par Ui

010

Upng (05%

2)

011
(O,Xz)

110

uppo0,x

2)
111

(O,xz)

oll les seconds membres sont donnés par (15.1) & (15.4).

(16.1)

(16.2)

(16.3)

(16.4)



sont nulles.
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Toutes les autres fonctions de répartition du méme type

Elles sont solution du systéme formé par les relations

(4.1) 3 (4.6). Nous nous contentons de donner les résultats afin de ne

pas allonger

ment. Nous o

sont nulles.

1'exposé.
btenons
011 T
uOII(xl,O) = K¢ 7 Xl -
P
101 _ r
ulOO(xl’O) = Ke = i2x,
p
001 c
uooo(x],O) =K > 2Xl
2
111 T
uppp(x50) = Ke 3T

Rappelons

[Jiklj[1—exp(—Alhl)][exp(—xle)—l]

2k2[exp(—A2hl)—exp(—Alhl)]

[Jg—l][exp(—kzhly—l][l—exp(—Alxlﬁ]

[JE—IJ[1—eXp(-A1hl)J[eXp(—xle)-lj

2A2[exp(—Azhl)—exp(—klhl)]

[{3+13Lexp (-hyh ) =11 1-exp (-} %) ]

2A][exp(—lzhl)—exp(—Alhl)]

r/g[l—exp(—xlhl)][exp(’Ale)—lj

2A2[exp(—A2hl)—exp(—Alhl)]

| Jg[exp(—kzhlm—ljfl—exp(—klxl)]

2A1[exp(—A2hl)-exp(—Alhl)]

v§t;{eXp(-xlhl)J[éxP<—x2xl)—1]

BAZEexp(—AZhI)—exp(—Alhl)]

Jgtexp(—kzhl)—l][l—exp(-Alxl)]

3)1[exp(—Azhl)*exp(—A]hl)]

que A, et )\2 sont donnés par (15.5).

|
|

Toutes les autres fonctions de répartition du méme type

Le processus a suivre est le méme que précédem-

(17.1)

(17.2)

(17.3)

(17 .4)



S

Elles sont solution du systéme formé par les relations
(5.1) a (5.6). Nous ne développons pas les calculs qui conduisent aux

résultats. Nous obtenons :

ugég(xl,hz) = uggé(xl,o) . ' (18.1)
uo 11 (e yhy) = uo 1,00 ‘ (18.2)
u:ég(xl,hz) = uigé(xl,o) o (18.3)
u) 1 (x),hy) =.u“i(xl,0) | (18.4)

Dans.ces relatibns, le second membre est donné par (17.1) & (17.4).

Les fonctions de répartition non cit@es ici sont identique-

ment nulles.

3.3. - Probabilités aux bornes

3.3.1. ~ Probabilités du type gi?ﬁ(o,o);

Elles sont solution du syst@me formé des relations (6.1) 3

(6.5) dans 1esque11és on tient compte des résultats précédents.

‘Nous obtenons aisément
3 [fﬂdjtl—exP(-Alh])J
0l1 2

2 +
wOOO(O,O) = Kec 4p2 exp(—xzhl)—exp(—klhl)

[J§L1][exp(—x2hl)-1]
- exp(—Azhl)—exp(—Alhl)

(19.1)

111 r 011

wlll(0,0) = §E-WOOO(O,O) , (19.2)

Les probabilité&s du type'wi?ﬂ(o,o) non citées ici sont nulles.
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3.3.2. — Probabilités du type wi?ﬁ(h ,0)

Partant des résultats précédents, les relations (7.1) &

(7.5) conduisent a :

l-exp(A,h.)
111 2r 11
w1, (h ,0) =Kec —~—-38+[¢§;13[ -
11171 4o exp(X,hy) —exp(yhy)
. l-exp(Alhz) e [N l—exp(Azhl)
eXp(Azhz)—exp(Alhz) Lexp(-)\zhl)—exp()\lhl)
i 20.1)
exp(xzhz)—exp(xlhz)'} :
101 _.p 111 |
WOOO(hl’O) =3 ;-wll](hl,O) (20.2)

s % coa s
Les probabilités du type wi?g(hl,O) non citées ici sont

nulles.

sqs = ‘ 2mn
3.3.3. - Probabilités du type w; ', (0,hy)

Nous savons (voir paragraphe 2.3.3.) qu'elles sont toutes

nulles.

ere - fmn
3.3.4. - Probabilités du EXEE—EiijELlEZ)

Partant des relations (9.3) & (9.5) et des résultats de

(3.2) ; nous obtenons :

11 2 ) L fg—l][l-exp(Azhz)]exp(Alhz)

w (h,,h,) = K¢ —=
111771272 4p3 exp(Aghy) —exp (i hy)
[J§+l][l—exp(klh2)]exp(kzhz) (
21.1
exp(Azhz)—exp(Alhz) ‘ s ( )
et :
110 3p 111 21.2)

Wooo (P1o0p) = 7wy (hyshy)

Les probabilités du méme type non citées ici sont nulles.
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4. - DETERMINATION DE LA CONSTANTE K

Elle s'obtient en &crivant que la somme de toutes les probabilités

qui interviennent est égale a 1.
Compte-tenu des résultats précédents, nous &crivons : -

(h],hz) + 3F

Fo00 100y hg) * 3Fg  (hyhy) + Fypy(hy,hy)
+ 2[ 8éi(o,h ) + uiig(o hy) + ugég(O,hz)
* 01 1(0,0y) + ud (h,0) + ujO0k(hy,0)
Bl ol 25
+ a1 (00 + w(hphy)] = @)

K étant déterminé, le comportant du systéme est entidrement défini.

5. — TAUX DE PRODUCTION

La constante K &tant définie par (22), le taux de production, fonc-

tion de h; et h2, s'écrit :

011

Z(h,hy) = {3F011(h],h2) + Flll(hl,hz) + 2[“ool(o’h2)
' 111 oll
+ “111(O’h2) + ”011(h1’0) + ul]l(hl’o)]
111 111 111
+ wlll(0,0) + wlll(hl,O) + wlll(hl,hz)}c (23)

6. - UN EXEMPLE

Les abaques que nous présentons maintenant ont &té obtenues par

calcul automatique pour :

.

r =4 p =1 c =2

Nous representons la valeur du taux de production en fonction de h,

pour quatre valeurs différentes de h2

Lorsque h; et h), deviennent grands, le taux de production du systéme

tend vers celui de 1l'une des machines qui est ici de 1.6.



- 24 -

-
7

FIGURE 3



7. - LE LOGICIEL

7.1. Le programme principal.

anen(i)
open(l.form="rormatted")
write(U,1)

rocmat(Z2x,"donnez n,r et c")
read(U.2)n.r.c :

T OB
—

2 rormat(rs.2)
write(l,3)n.r.c
p) Format(Zx. 0= X r9.2,2x." 0= IX.Fy. 2. 2x"c="  Ix . 19.2)

Yy write{(U,4)
1u 4 rormat (2Zx."donnez mini,maxi et pas de hi")
11 read(y.5)hll.,h12,dl
125 rormat(i/7.4)
13 write(U,6)
14 6 rormat(2x, donnez mini.maxi et nas de h2")
15 read(U,5)h2)1.h22.d2
16 s=r/(n+r)*C

17 write(l.7)s .
lg 7 rormat(2x.”taux de nroduction de la machine”,Zx,eld4.’/
1y do iU hl=hll,hi2,dl '

20 write(l,&)

21 8 Format (2x,50("*")) !
22 do U h2=nZl.h22.d2

25 call trima(n.r.c.hl.hZ.s)

24 write(l,11)hl,n2.s
25 11 Fformat (Zx . "Nl=".rE.3,2x . “NZ2=",F8. 5. 2x . "t.0.=".rg.3)
26 1U - eontinue .

21 close(l)

2d : stop

29 end
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7.2. Le_sous-programme_trima.

NS DN PAWWN -

»-—t—n-—»w»—-)-—-r—-r—d;——l—-‘
\(C’.\KO\UD\».’N'HC

2L
21
22
23
24
25
26
21
28
2y
U
51
32
53
34
55
36
37
38
39
44
4]
42
43
44
45
46
47
46
4y
Su
51
52

subroutine trima{n,r.c,hl.n2,.s)

Crutldshlenz

rill=r~c~c/n/n/n*ruLuy
rlul=c/n=i'vuu
rull=r*c/n/n*ruuy
ci=3,~~i,5
x1=(2.7r+3 . *n-nsr5)/2./c/T3
X2=(=2.%0=5.%n=n~r3)/7./c/D3
xZ2hl=x2~hl
ir(x2nl.ot.82.)x2hl=87.
Ir(xznl.lt.-62.)x2ni=-82,
XZh2=x2 *h2
1r(xZhZ.nt 62, )x202=62.
Ir(xzn2.1t =82, )x2h2==82.
xihl=xl=hl
ir(xlnl.at 62 . )x1hl=u2.
ir(xlhl Lt =b2, )xihl=-i2.
x1hZ2=xl*h2

SIr(xthZ. ot .82 . )x1h2=82.

1r(x1h2.1t =82, )x1n2==852,
vlii=zexn(xlihl)

viZ=zexn(xlh?)

vZ2izexn(x2Zhl)

vZ2Z2=exn(x2h2)
ul:(l.-vZZ)‘(VLZ-l.)/(VZZ-VLZ)
=05/ (2, "0 r+6, 40 0+, *nep)
aUlzcrr/n/n~(Z.*hZanl=n~(6 ,*p+2.~r))
bul=ecrc/n/n=(h2-nl=n=z =p)
cul=c/Z2./o~(4.*h2eul=ax6 =n)
dul=crexr/n/n/nx{h2+nt a2 ~n)
v2=(vil-1.)*(L,=v21)/(vll-v2l)
alUzerc/n/nr(hi+u2=n~z ~r)
hlu:c~r/n/n*(2."hl-HZ*n*Z.*(j.*n+r))
clUzc/n" (2. hl-u2=ax3 ~n)
dlUscerrr/n/n/or(nl-uZrax2, ~p)
zUU=c~c*r/4./n/n/n
zUU:zUU"(Z.+(Z."r)*VIl"v2l—(r}+l.)"le—(r}—J.)“vll)/(vll—vll))
el=(l.=vi1)/(v2l-vll)
e2=(L.=v12)/{v22=v12)
e3=(l.-v21)/(vzl-vll)
e4=(1.-v22)/(v22-v12) :

'le:c~c~r/4,/n/n/n‘(u.+(r)—l.)'(el+82)+(r}+1.)”(ﬁb+e4))

zll=c~e r/4. /n/n/n
zll:zll‘(2.+(rj—l.)kEA*VI2+(r3+l.)"eZ*vZZ)
xn:Z.*ﬁUll+rlll+Z.*aUl+2.*nUl+2.*alb+2.‘dlU
XN=xn+z0UU+7z1U+7 11

XAz UUU+3 A FLul+3 oxrul l+r1 1]
xd:xd+z.*(PUl+hUl+cU1+dUl+alU+bJU+clU+dlU)
xd:xd+()."n+r)/r"(7UU+le+zll)

s=xn/xd*c

retiirn

end
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CONCLUSION

Nous nous sommes contentés de fournir les résultats en ne donnant
' L4 L] ~ - .
qu'une partie des calculs. En fait, pour un systéme composé de n machines,
. _ n-~1 5 ecx . D .
il faut résoudre 3 systémes différentiels ou aux dérivées partielles, ce

qui devient vite impossible.

Les recherches ultérieures devraient donc s'orienter vers des méthodes
d'approximation. Celles-ci peuvent &tre, en particulier,envisagées lorsque

le taux de panne est faible par rapport au taux de réparation.
L'étude par simulation ne doit pas étre rejetée a priori.

Enfin, il n'est pas exclu de hiérarchiser 1'étude d'une suite de
machines travaillant en s&quence et s&parées par des stocks tampons, en
commengant par les machines séparées par des stocks tampons de faible

niveau maximum et en approximant ce sous-systéme.

Notons enfin que les expressions analytiques obtenues font intervenir
des exponentielles des niveaux maximaux des stocks tampons. On note donc

des erreurs de chute pour les valeurs importantes de ces maxima.
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