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SUR L'EFFET DES STOCKS TAMPONS

DANS UNE FABRICATION EN LIGNE

*

Pierre COILLARD et Jean-Marie PROTH"

Premidrne Partie

RESUME

Ce papier est consacré 3 1'étude d'un systéme de deux machines fonction-

nant en ligne et séparées par un stock tampon. Chaque machine est susceptible.

‘de tomber en panne. Nous donnons le taux de production en fonction du niveau:

maximal du stock tampon. Une application est proposée. Les logiciels sont

fournis.

\

ABSTRACT

This paper is devoted to a system composed of two machines through -

which material must pass. Each machine is subject to failure and a storage

buffer is located between these machines. We give the production rate in

term of the maximal level of the storage buffer. We give an example and the

software.

* Houilléres du Bassin de Lorraine, Service Informatique,
57800 -~ FREYMING-MERLEBACH, FRANCE.

% INRIA, B.P. 105, 78150 LE CHESNAY, FRANCE.

»@; D PAPIER RECUPERE EY RECYCLE

i




Nous nous intéressons 3 1'effet des stocks tampons sur le taux de
production d'un ensemble de machines travaillant en ligne. Nous savons
que le taux de production est une fonction non décroissante du maximum
d'un stock tampon quelconque. Nous analysons ce phénoméne dans les pages

qui suivent.

Les machines considérées sont susceptibles de tomber en panne. La
suite des &tats d'une machine donnée ob&it i un processus de Markov lorsque
cette machine &volue librement. Cette hypothése peut sembler restrictive.

En fait, 1l'expérience montre qu'elle fournit un modéle satisfaisant.

De nombreux auteurs se sont int8ressés au probléme et, en partiqulier
(11, [21, [33, (4] et T5] (voir en fin de seconde partie). Le lecteur
observera, cependant, que les solutions analytiques complétes n'ont jamais
€té proposées sous les hypoth&ses que nous faisons ici. En outre et 3 notre
connaissance, le cas de trois machines identiques fonctionnant en continu

n'a jamais été abordé analytiquement.
Le volume des résultats exige une présentation en deux parties.

La premiére s'attache au cas de deux machines, séparées par un stock
tampon. Les solutions analytiques sont fournies dans tous les cas ainsi que

quelques exemples numériques et une application.

La seconde s'intéresse au cas de trois machines identiques. L3-encore,
la solution analytique est donnée. La longueur des calculs montre, cependant,

que la résolution du probléme 3 quatre machines ou plus, si elle est théori-

quement possible, n'est pas raisonnablement envisageable.

Nous donnerons, en conclusion, quelques suggestions pour une approche

simplifiée du phénoméne.



A — PROBLEME ET NOTATIONS

-~

Nous nous intéressons & 1l'effet des bornes supérieures des stocks
tampons s&parant un ensemble de machines fonctionnant en série (voir

figure 1).

= M, -—b@—«- M, —c—@—v----——— Mo M

i=l,...,n : machines

i=1l,...,n-1 : stocks tampons
Figure 1

Lorsqu'une machine M, (i=1,2,...,n) fonctionne a l'instant t, la

robabilité pour qu'elle tombe en panne sur [t,t+dt] est &gale 3 p. at.
P P g P;

De méme, lorsque Mi est en panne & l'instant t, la probabilité

qu'elle soit réparée sur 1l'intervalle de temps [t,t+dt] est r. dt.

Notons que nos hypdthéses simplifient considérablement .le probléme
les probabilités de passage.d'un état 3 un autre ne dépendent que de
1'état observé (processus markovien). Cette hypothése ;; évidemment peu
réaliste, a cependant le mérité de permettre l'obtention de résultats

analytique qui reflétent, en moyenne,le phénoméne étudié.

Dans la suite, ¢y (i=1,2,...,n) représente le débit de la machine

M., c'est-d-dire sa production par unité de temps.

Nous supposerons que ce débit n'est pas réglable. Nous ferons, cepen-

dant, une exception dans deux cas particuliers dont nous reparlerons

plus loin.

La borne supérieure du stock tampon qui sépare les machines M. et
Mi+1 pour i=1,2,...,n-1 est notée hi (hi > 0) et la borne inférieure est

0.

e e e



Nous supposons que la matiére premiére qui alimente M, est toujours

disponible et que les besoins en produits finis sont illimités.
Notons que . la matiére transformée est supposée continue.

Enfin, la probabilité d'observer plus d'un changement d'état sur
1'ensemble des machines durant une période Elémentaire [t,t+dt] est

un infiniment petit d'ordre 2 en dt et nous la négligerons.

Nous rappeloné d'abord les résultats détaillés dans le cas de deux
machines différentes, séparées par un stock tampon. Nous donnerons une
application de ce résultat poﬁr la détermination de la position d'un
stock tampon unique dans "une fabrication de type "flow shop". Puis, nous
développeroné 1'étude de trois machines identiques, travaillant en ligne

et séparées par deux stocks tampons. .

B- CAS DE DEUX MACHINES

* Les probabilités de passage sont alors données par le tableau sui-

vant :
Etat 5 1'ins-
tant t+dt ) ,

Etat 3

1'instant t
(0,0) 1—(r]+r2)dc r) de r, de 0
(0, 1) p, dt I—(r1+p2)dt ‘0 r Qt
(1,0) P dt 0. 1—(p[+r2)dt r, dt
(1,1 0 p; dt p, dt I=(p;+p,)dt

Tableau 1



Nous désignons par Fij(x,t) la probabilité que le niveau du stock
tampon appartienne 4 10,x] et que 1'&tat du systéme soit (i,j) a 1'ins-

tant t(avec x ¢ ]O,hl[).

Les &quations de Chapman-Kolmogorov s'écrivent :

: Foo[x,t+dt] {1—(rl+r2)dt}{FOO[x,t]}+plFlO[x,tJdt+p2FOl[x,t]dt

FOl[x,t+dt] = {I—(r1+p2)dt}{F01[X+c2dt,t]—FOIEC2dt,t]}

+

plFll[x,tJdt+r [x,t]dt

2¥00

Flo[x,t+dt] {l—(pl+r2)dt}{FIOFX—cldt,t]+Flo[cldt,t]}

-+

szll[x,t]dtfrlFoo[x,t]dt

Fo[x, t+dt] {1—(p1+p2)dt}{F]l[x+(c2—cl)dt,t]

c,—C
2 71
"TEETZTT'F]I[ICZ—CIIdt’t]}+rlFOl[X’t]dt+r2F10[X’t]dt

Ces relations nous conduisent aux &quations aux dérivées partielles

oF
00 :
_Br{x’t] = —(r1+r2)FOO[X’t]+plFlO[k’t]-'-szOl[X’t]
aFOI
—EE—{x,t] = _(r]+p2)FOl[x’t]+plFlI[X’t]+r2FOO[X’t]
- OF ~oF
1] (03 R _ 0l +
+ CZ{—BX——[)&,CJ 5 o ,tl}
aFIO
—5§~{x,t] = —(p1+r2)F10[x,t]+rlFOO[X,t]+p2F1lfx,t]
oF oF
10 ol __+
- {—§§‘£X,t] - ‘sg—{o ,t1}
afll
—gz—ix,t] ='_(pl+p2)Fll[x’t]+rlFOI[X’t]+r2FlO[X’t]

o0F | Fyp &+
+ (cp=c;) {-§§—£X’t] - —5§—{0 ,t1}




Nous supposons que notre systéme admet un régime permanent et nous

nous int&ressons uniquement 3 ce type de fonctionnement.

Alors,les relations ci-dessus deviennent (en remplacant systdmati—

quement Fij[x,t] par Fij[x] car ces fonctions ne dépendent plus du temps)

[r]+r2]F00(X)_l)lF10(x)—szOI(X) = 0 (1.1

: dFOl dF

0l
- = { - {
[r1+p2]F01(X)"91F11(X) rZFOO(X) ¢y [—g—x) 3

X \

01 (1.2)

dF10 dFlO +
[pl*'rZJFIO(X)—rlFOO(X)"PzFll(X) =°C‘_l [—dx—(x)—-d—x—(o )] ‘(].3)-

dFy; aFyp s
[pl+P2]F]I(X)_TIFOI(X)-rZFIO(X) =[C2*§1][*E§‘(X)‘ —HE"(O')J(}-4)

Les fonctions de répartition cherchées sont solutions de ce systéme
différentiel. Les solutions sont ensuite utilisées pour formuler les
probabiiités aux bornmes du stock tampon. Enfin, des conditions permettront
de fixer les constantes d'intégration. Pour simplifier 1'exposé, nous
traiterons d'abord le cas oi C1»Cy5P|5Py,T €t T, sont tous différents de
z€ro : ce sera le cas général. Nous envisagerons ensuite tous les cas

particuliers.

1. - CAS GENERAL : PARAMETRES TOUS NON NULS

I.1. — Etude des fonctions de répartition

La présence de Cy=Cy dans (1.4), nous conduit a envisager

" deux cas
l1.1.1. - gl_f_gz_

+ + + + ’
En remarquant que FOO(O )=F01(O )—FIO(O )—F]l(O )=0, les

relations (1.1) a (l.4) conduisent i :



'FOO(X) = (plFlo(x) + szOl(x))/(rl+r2)

Fi () = (o)F 000 = e;Fp () (ep=e))

10

dF 15 | Flo, +
—d—x—'—(X) = AF]O (X) + BFO] (X) + _EX—-(O )
POl = mE, GO + DE G + o1t
dx 10 0l dx
avec .
Py ry(rp+ry+py) Py T} G
A = -— B = e -— ]
cyCy c](r1+r2) cp T, cy=C)
P r, c, P r (r,+r,+p,)
= - [+ 1] D= v
C2 rl 2 2 Cl 2 C] C2 rl r2

Le systéme différentiel '"sans second membre' déduit de

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.3) et (2.4) conduit a rechercher les valeurs propres de la matrice :

A B
[M]=
E D

qui sont racines de :

Az - (A+D)X + AD - EB =0

Pour cela, nous avons & considérer :
2 2
A = (A+D)” — 4(AD-EB) = (A-D) '+ 4 EB
Un calcul simple montre que :
(e r, + c,1 )2
272 1T17 P1P2

clcz(cz—cl) (r1+r2)

si bien que A est toujours positif ou nul et (3) admet toujours des

racines réelles.

De plus :

(3)




[r-+r *ptpylle,r, (ro+p,) ~cor, (r +p )]
1 2 2
AD-EB = 2F1°F2 "1 2 271 7]

¢reyleg—ep) (ri+ry) “

s'annule pour

. r, e r,
Frp+p 2 rytp,

Cette relation exprime que les taux de production des deux machines sont

€gaux. D'oll les deux cas que nous introduisons maintenant.

1.1.1.1. - Les deux machines ont méme taux de production

Alors (3) a une racine nulle et nous sommes conduits a

la solution générale

E_« R (5.1)

FOl(x) =K {exp‘ [(a+D)x]-1}. - s i
F. (x) = 2K {expl(A+D)x]-1} + § -2 x (5.2)
10 D xp X D .

¢

ol Ke Ret S e R,

Ces relations ont été établies en tenant compte du
fait que les machines ont méme taux de production. Nous verrons plus loin
comment déterminer K et S. Il est facile de montrer que D # 0 lorsqﬁe
les taux de production sont €gaux. D'autre part, nous pouvons montrer que
A+D # 0 sous nos hypothéses. Les relations (5.1) et (5.2) sont 3 compléter
par (2.1) et (2.2).

1.1.1.2. - Les deux machines ont des taux de production différents

Des calculs simples montrent que, pour que (3) ait une

racine double, il faut que

P, = O lorsque c > <y

0 lorsque ¢, > ¢

et P 2 1

Ces Eventualités sont comprises dans 1'Gtude des cas particuliers que

nous présentons plus loin.



Nous nous.limitons au cas ol 1'équation caractéristique

n'admet pas de racine double.

et

Nous désignons les racines de cette équation par k,
k, et nous supposons que kz > kl.
- La solution du systéme constitud par (2.3) et (2.4)
est obtenue de maniére classique. Les calculs sont laiss&s aux soins
du lecteur qui obtiendra :
FIO(X) = K [exp(klx)—lj + 8 [exp(kzx)—l] : (6.1)
et :
Kk, -A | koA
FOI(X) = K[exp(klx)—l] =3 S[exp(kéx)—l] _ (6.2)

B
avec.Ke IRet S €R .

A ces relations s'ajoutent (2.1) et (2.2).

Nous verrons plus loin comment lever 1'indétermination
sur S et K.
' [

1.1.2. “ ¢, =¢, =c

-S2--C

"La relation (2.1) reste vraie et (1.4) se réécrit

1 ‘ ‘ )
Fll(x) = ETIEE.ErIFOI(X) + rzF]O(X)] : : (7.1)
En utilisant (2.1) et (7.1), les relations (1.2) et (1.3

nous conduisent 3 :

dF dr dF dF
10,y _ 1o+ _ ol o o1 o
dx (x) dx (0) dx x) dx 0)
pl+p2+rl+r2

- C(r1+r2)(pl+pz) [_rZP]Flo(X)+r1p2FOI(X)] (7.2)
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Les deux premiers membres de cette relation donnent :

F]O(X) = FOI(X) +Sx, SelR (8.1)
et nous obtenons, en considérant les deux derniers membres de (7.2)
dF - dF
(0] , 01, +
I (x) = U(rlp2 ~ rZPI)FOl(X) =S Uryp) x+ (0 ) (8{2)
avec :
Pp*pptrpto,
- cGrpry) (oyFey)
Deux cas sont alors i envisager :
].172.1. =~ TPy = Typ, # 0
Nous sommes dans le cas oll les deux machines ont des
taux de production différents.
La solution de (8.2) s'dcrit alors :
. Ty,
FO](X) = K {eXp[U(rlpz—rzpl)X] - 1} + S w X (9.1)
et (8.1) conduit a :
' T1P2
FIO(X) =K {EXP[U(YLPZ‘YZP])XJ -1} +5 ;;Egt;i;;; X - (9.2)
avec :
KeR, S eR
et :
pl + P + rl + r2 :
- 2 (9.3)

- clrprry) (o)

Bien entendu, la relation (2.1) reste vraie, de méme que (7.1).



1.1.2.2. - 5422 - r2_12'1 = O}

Nous sommes alors dans le cas ol les débits et les taux

de production des machines sont identiques.
Dans ce cas, (8.2) se réduit i :

dF dF

01 _ ol, +
T (x) = S U r)pp X+ —— (0o
et
= - : S U 2 + K ’
Fol(x) = -5 r, p; X X (9.4)

et, compte tenu de (8.})

1 2 ' ' . :
FlO(X) =-581U r,py X+ (K+38)x (9.5)

ol U est donné par (9.3), Ke IR et S ¢ IR.
A ces relations s'ajoutent (2.1) et (7.1).
Les fonctions de répartition sont maintenant connues

dans tous les cas de figure. Il nous reste d calculer les probabilités

aux bornes O et h, du stock tampon.

1.2. - Probabilités aux bornes du stock tampon

Aux bornes du stock tampon, nous avons & distinguer 1'état

réel des machines de 1'état observé.

Si, par exeﬁple, le stock tampon est nul et 1'état réel du
systéme constitué par les deux machines est (0,1) -i.e. premiére machine
en panne et seconde machine en &tat de fonctionner- alors 1'&tat observé
du systéme est (0,0) : la seconde machine ne pouvant étre approvisionnée

est en attente.
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Supposons maintenant que c, > ¢;, que le niveau du stock
PP q 2 1

tampon soit nul et que les deux machines soient en &tat de fonctionner.

Alors, tant que 1'&tat réel du systéme reste (I, l), 1'état observé pas-

serait instantanément et alternativement de (1 ,0) 3

tion n'est pas réaliste.

(1,

Nous admettrons que, dans ce cas, le débit de ¢

1) . Cette situa-

2

est ramené 3 ¢, et que les deux machines continuent 2 fonctionner Jusqu'

la prochaine panne.

Nous trouvons une situation analogue lorsque ¢, > )

|

et que le niveau du stock est &gal 3 h; : alors le débit de la premiére

machine est ramené 3 C, tant que les deux machines continuent 2

~

Le tableau 2 donne les différentes situations possibles lors-

que le niveau du stock tampon est égal 3 1'une de ses bornes.

Stock Débits ‘Etat. Etat ‘D&bit machine Débit machine
. tampon réel | observé amont aval
quelconques ’ ‘
0 et £ 0 (0,0) (0,0) 0 Y
quelconques
0 et %0 ,nH| (0,0 0 0
o | quelconques (1,0) | Etat instable de probabilité nulle
A et # 0
0 ¢ > ¢y (1, n Etat instable de probabilité nulle
0 cy 2 ¢ (L, (1, < ¢
quelconques
h, et 10 0,00 | (0,0) 0 0
h q:i1;OSQues (0,1) | Etat instable de probabilité nulle
h quelconques
| e ’(1,0) (0,0) 0 0
h1 ¢y 2'c2 (1, (1,DH c, <y
h, ¢ < ¢ (1)) Etat instable de probabilité nulle.

Tableau 2

fonctionner.
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Nous noterons :

)
m. °.
. 1‘,_]

(t) la probabilité qu'd 1l'instant t 1'état réel soit

(i,3), 1'état observé (k,%) et le niveau du stock
tampon O
M?’?(t) la probabilité qu'a 1'instant t 1'état réel soit
b
(1,j), 1'état observé (k,%) et le niveau du stock

tampon hl‘

En régime permanent, ces probabilités seront respectivement

notées mk’% et Mk’%.
1,] 1,3

Nous distinguons les cas 4 # c, et ¢c; = ¢, = c.

1.2.1. =gy # ¢c,_

1.2.1.1. - Cy > ¢y

En régime non stationnaire, les &quations qui conduisent

aux probabilité&s aux bornes du stock tampon s'Ecrivent alors

mgg(t+dt) = mgg(t) [I—(rl+r2)dt]

oF .

00 _ 00 00 ol, +
mol(t+dt) = mol(t) [l—rldt] + moo(t) r, dt + ) % ‘O ,t)dt
00 _ 00
Moo(t+dt) = Moo(t) [1—(r1+r2)dt]
Moo(£+dt) _ Moo(t).tl_ q ]'+ Moo(t) dt + o oF o , -

10 = Mo ry dt oott)Ty Gt F e (hy,t)de

11, .
+ M]I(t) P, dt

b1 1 . 00
Mll(t+dt) =M (6) [1-(py+pylde] + 1, Mlo(t)'dt

dFll

T (hl,t)dt

+ (e)=ey)

Equations qui conduisent 3 :
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dmOO
00 _ 00
- (t) = (r +1,) moo( )
00 ,
dm : oF '
o1, o _ 00 01, +
- (t) = r, mOl(t) + T, Oo(t) *c, = (0°,t)
dMgg 00
dt (t) = (rl+r ) MOO( )
00
M’ oF
10 _ 00 00 10
7&‘“)"‘T2M(ﬁw'*r1M0“)+ c (hpt)+p2M“(U
ffi;(t) -( + ) Mll(t) + MOO(t) + (cy;—cy) il (h,t)
dt RS M R B! *2 T10 1790 T et

En régime permanent, ces relations nous conduisent 3 :

mOo
o1

et toutes les

00 _
01

11
11
00
10

0o

0l

_ %2 %o

|

dF
. 00 1 Flo0 . -
T T Mg TRy My toep g ()
dF

B W00 ¢ 11 _ 1 -

+r2 0 = (pyFpy) M+ (cpcy) & (b

probabilité&s ne figurant pas dans ces relations sont nulles.

Finalement :

_ S 4y
T,
Lo Do y Ty )]
Py 1 dx 1 _1 2
dF ’ dF
1 10,. - 11
= ;;—[2 cy _EE—(hI) + (c1 —Ccy) ————(h N1

Et, en tenant compte de‘(2.2) :

c dF
2 01, +
= . ——(0)

;; = (10.1)
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11 %2 %or, - ; :
M]l = ET' ‘ag—(hl? (10.2)
dF p, dF

00 _ 1 10 ,, - 2 “o1, -

Mlo = ;;‘[C] ax (hl) + CZ ET‘“Z;‘(hl)] ) (10.3)
et

o0 _ 10 _ 11 _ 00 01 _

Moo = @10 = ™11 = Moo = M1 = O (10.4)

1.2.1.2. = ¢ < ¢,

En procédant comme ci-dessus, nous sommes conduits aux

8quations :

- 5t S B

w0 - .il— [p‘p:‘ : dz}‘("(o*) ¥ cé dj?f(o*)] Ly
et :

W00 _ 01 _ 11 _ 00 _ 10 _ | (11.4)

00 ol 11 Mo T M0 T

Les &quations s'@crivent, en régime non stationnaire :

mog(t+de) = moo(e) [1 - (r +t,)dt]

3F01

+
X (0 ,t)dt

00 00 00
mOl(t+dt) mOl(t) (1 - rldt] + @Oo(c) r, dt + ¢

11
+ m“(t)p1 dt

11 11 00
.mll(t+dt) mll(t) i - (pl+p2)dt] +r mol(t) dt

00 00
Moo(t+dt) Moo(t) [r - (rl+r2)dt]
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oF -
00 - 00 N 00 10, -
Mlo(t+dt) = M]O(t) [1-r,dt] + 00(t)-rldt + c_—5§—<h1,t)dt

11
f Mll(t) p, dt

i

11 11 00
Mll(t+dt) Mll(t) [l—(p]+p2)dt] +r, Mlo(t) dt

ol, . _ 10, . _
Mbl(t) = mlO(t) =0

Ces relations conduisent 3 :

dmgO

“HEg(t) = =(r;*ry) mgg(t)

dmoo oF
o1, . _ 00 00 11 01, +
—EE—(t) = -1 mol(t) +r, mOO(t) + py mlL(t) + c % (0 ,t)
11
dm :
. 11 11 00
—EE—(t) = —(p]+p2) mll(t) + T mol(t)
dMgg 00
-a;—(t) = -(rl+r2) Moo(t)
00
dM . oF
10, . _ 00 00 11 10, -
—HE—(t) = -1, Mlo(t) tr Moo(t) * p, Mll(t) + c —§§~(h1,t)

11

Mo oty M Ce) 4 v, MO0
g E) = ~(pyrpy) My (6) + r) My(E)

soit, en régime permanent :

00 _ 00 _ 0l 10 _

oo = Moo = Moy = mjg = 0
R TR NCSY
-(p*py) m;; +'r1 mg? =0
~(py*py) My + x, M = 0
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et nous sommes conduits d -la solution -

) - 02 ‘H§-<0 ) -'7 - : AU Gz
400 Pt dF10,h 5 _Nﬁ»?‘p,ﬂ\ e (12.4)

Mo = © T, py. -dx

Les autres probabilités éux_bornes sont nulles.

1.3. — Recherche des constantes d'intégration

Les résultats précédents dépendent de deux constantes d'in=-

tégration. Deux conditions doivent donc &tre réalisées.

1.3.1. - Somme des probabilités

Cette relation sera utilisée dans tous les cas de figure.

Elle s'obtient en &crivant que la somme des probabilitds est égale 3 1 :

- . - 00, 00, 11,00 00, 11 _
Foo (R *+Fg  (h)+F, (h)+F ) (R )+moo o111 Moo ™Moy = 1 (13)

des

7

. |
On se souviendra que m%; ou Mil peuvent correspondre

états instables, donc &tre nulles (cf. tableau 2).

1.3.2. - Stabilité au voisinage des bornes du stock

Nous sommes conduits 3 envisager trois cas.

1.3.2.1. - Cy < ¢y

Dans ce cas et en tenant compte des &états réels stables

auxbornes du stock :
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ar, . dF
10, - 11, -
1 TE& B = (epmep) —g(hy)

dF dF dF11

10, + 0l, + +
K—(O ) = C2 TX__(O ) + (Cz-cl) _a?—(o )

La seconde relation est toujours vérifiée (cf. 2.2) et
c'est la premi&re qui nous donnera la relation manquante. Compte-tenu de

(2.2), elle devient :

dF

ol,, - :

dx (hl) =0 (]-4)

1.3.2.2. - g1 = ¢ =¢c
Toujours en tenant compte des états réels stables aux
bornes

dF dF

01, + 10, .+

ix (0) = = 0) (15)
dF, dF

ot, - 10, - : .

Nous verrons que (15) et (16) constituent une condition unique (conséquence

des formes des fonctions de répartition dans ce cas).

1.3.2.3. - [k Cy_

Toujours en tenant compte des &tats réels du systéme
qui sont stables aux borpes
dF dF _ dF

11

(epe) gD + ¢ -z

2

et :
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C'est la seconde relation qui nous permettra de lever
1! 1ndeterm1nat10n (la premiére est toujours vérifiée). Compte tenu de

(2.2), elle se réécrit :

dF
(17)

1.4, - Taux de production du systéme

Nous sommes conduits 3 envisager les cas suivants

LA Tol. = cpr /(r+p)) = cyTy/(To+p,)

Alors les fonctions de répartition sont données par
(5.1) et (5.2), complétées par (2.1) et (2.2). Les probabilités aux bornes

exigent de distinguer ¢; > ¢y de ¢, > cy.
1s4i1. 1,1, - ey > ¢y

Alors la condition (17) est vraie et compte tenu

de (5.2) :

B D _
ﬁK(A+D) + SFIT— 0

Les expressions (5.1) et (5.2) se réécrivent :

2

D E
(x) = =S ———— {expl(A+D)x] - 1} - S8 —— x (18.1)
: B(A+D)° A+D
(x) = D ¢ ] -1} + s 2 «
F 0 x) =-§ — exp[(A+D)x - S KIB-X (18.2)
(A+D)

A ces relations s'ajoutent (2.1) et (2.2).

Les expressions (10.1), (10.2) et (10.3) deviennent :
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c 2 -
00 _ _g__2 D
c 2 : -
11 2 D
Mll = -8 m {B- exp [(A"‘D)hl] + E} | (18.4)
¢y P, 2
00 _ 2 72 D

Les probabilit&s aux bornes qui ne figurent pas ici sont nulles. S

s'obtient alors en appliquant({3) compte tenu de (18.1) 3 (18.5).

Le taux de production s'écrit finalement :

- - 11 '
Zhl = [Fol(hl) + Fll(hl) + M“]c2 (19)

L4112, ¢ <c,

Nous appliquons alors la dondition (14) qui s'écrit

ici :

K(A+D) éxp[(A+D)h1] -5 K%B'= 0

solt

K =S5 ——157?— exp[—(A+D)h1]
(A+D)

Les expressions (5.1) et (5.2) se réécrivent :

E .
ISk (20.1)

F,.(x) =8 - 2

ol 5 exp[-(A+D)h  I{exp[ (A+D)x]-1} 1~ §

(A+D)

Flo(x) =S ——E——j- exp[—(A+D)hl]{exp[(A+D)x]—l} + 5 —x (20.2)
(A+D) .

A ces relations s'ajoutent (2.1) et (2.2).

En outre, les relations (11.1), (11.2) et (11.3) se

réécrivent :
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00 -
Mg = 28 | - (20.3)

1n_ %1 . | . |
m11 = I—); . Am s{A EXp["(A+D)h1] + D} . : (20.4)

oo _ 1 Pr 1 4
mo1 = p—z—r—l-mS{A exp[—(A+D)h1] + D} | (20.5).

Les probabilités non mentionn&es sont nulles. S s'obtient alors en appli-

quant (13).

Le taux de production du systéme s'écrit :

- - 11 .
P, T [Egp(hp) + Fy(hdl ey +mpy e

141,20 = cqxy/(x1#p)) # cory/(rotp,y).

Nous sommes dans le cas oili les taux de production des

" machines sont différents : les fonctions de répartition sont données par
(6.1), (6.2), (2.{) et (2.2). Les probabilités aux bornes et les conditions
utilisées pour lever les indéterminations nous conduisent é‘envisager deux.

cas.
14.1.2.1, —¢) > ¢y

Alors la condition (17) doit étre vérifiée et,

compte tenu de (6.1) :

Kk1+Sk2=0

soit :

~

2 - .
S (21)

K= -

(kl # 0. En effet, les deux racines sont différentes de z€ro lorsque les

taux de production sont différents)..




- 22 -

Les expressions (6.1) et (6.2) se réécrivent, en

utilisant (21)

k

FIO(X) = - E%—S [exp(klx)—l] + S[exp(kzx) - 1] | (22.1)
ky Gk =A) | k., -A

FO](x) = - __§ET___'S[eXp(k1X)_1] + 5 S[exp(kzx)—l] (22.2)

Bien entendu, (2.1) et (2.2) restent vraies.

-Les expressions de probabilités aux bornes, données

- par (10.1) & (10.4),se réécrivent alors :

c, k
00 %2 %
"ol T B S(ky—k}) | (22.3)
1 %9k '
My = '573*- S[(kZ—A)exp(kzhl)-(kl-A)exp(klhl)] | (22.4)
: k ' ¢, p, (k. =A)
00 _ 2 2p2 2
MIO = E;' S[exp(kzhl)(cl f -—_EST__"—
: ‘ lczpz(kIfA)
- exp(klhl) (Cl +————§S:————9] (22.5)

Les probabilit&s non mentionnées sont nulles. S s'obtient alors en appli-

quant (13) et :

— ' - : - l l N
Zhl = [Fopthp + Frythy) + M ] e (23)

1.4.1.2.2, - ¢/ < ¢,

Alors la condition (14) doit &étre vérifiée. Compte

tenu de (6.2), elle conduit 3 :

kz(kz—A)

K = -_ETTET:KT_S eXP[(kZ‘kI)hIJ ‘ (24)

(il est facile,mais long,de montrer que k, # 0 et k, # A sous nos hypothéses).
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Les expressions (6.1) et (6.2) se réécrivent, en

utilisant (24) :

kz(kz‘-A)
Flo(g) = -Ams expl (k,=k(Jh | J.[exp(kx)-1]"
| + Slexp(kyx) =1] (25. 1)
Ky (ky=8) |
FOI(X) = - —'—-ET(—I———' S eXp[(kz—kl)h '].[exp(k X)“l]
k,-A
+ —E———S[exp(k x)—l] (25.2)

Les probabilités aux bornes, données par (11.1) & (11.4), se_réécrivent

alors :

c k,k

oo _ 1 2 71
Mlo = i';kz S exP(kZhl) E‘l—— (25.3)
11 cp ky
m“ =S m {[kZ-A] EXp[(kz"kl)hl] + A‘kl} (25.4)
k., P, ¢, ¢

00 _ "2 . i B 1 "1 _ 2

Moy = S ;—l- {exp[(kz kl)h1][k2 A][W ]-3—]

Py ¢ c., (k, =A)
. L, 2°2 7y (25.5)

Py B
Les autres probabilités dux bornes sont nulles. La constante S s'obtient
en appliquant (13).
Le taux de production est donné par :

11

Hq
1.4.2., - c1 =& = ¢

Nous sommes conduits a étudier deux cas

1.4.2.1. - rpy # r,p) (productivités différentes)

Les fonctions de repartltlon sont données par (9.1) et

(9. 2), complétées par (2.1) et (7.1).
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Ecrivons la condition (15) a l'aide de (9.1) et (9.2)

"2 Py ( , 1P
—————= K U(r,p,-r.,p,)+S —M8M ——
£1P,T)P, ' 1¥72 “2F1 rlpz—rzpl

KU (ypymop)) + 8
Cela entraine S = O.

Nous vérifions que (16) est vraie pour S = 0.

Les fonctions de répartition se ré&duisent donc 3 :

FOI(X) = K{exp[U(rlp2 - rzpl)x] -1} _ (27.1)
ol U est donné par (9.3).

Flo(x) = F_ . (x) (27.2)

ol

rl + 1'2 .
——— F 27.3
p2 Ol(x) | . | ( )

Fi (0

o
—
+

PLt R
—-hrz‘ Fol(x) (27.4)

Foo(®)

"
+

s

' Compte tenu de ces relations et en utilisant (12.1)
(12.4), les probabilités aux bornes s'écrivent :
11 _ K c u( _ ) (27.5
T TRy UiRPy T TRy - 27.5)
+
00 Pp 7Py
mol =K ¢ 1‘1*1)2_ U(rlpz - rzpl) (27.6)
11 c
M, =K EI-U(rlpz - rzpl)exp[U(r]pz—rzpl)hl] (27.7)
MO ag o PP (Ut p,-t)p )b, ] (27 .8
0o -Ke T, P TPy ToP ) exp (rlp2 rop)hy .8)

Les autres probabilités aux bornes sont nulles. La constante K s'obtient

alors en appliquant (13).

Finalement, le taux de production est donné par :
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11

11
1t Ml'l]c (28)

zhl = [Fll(hl) + Fol(hl) + m

1.4.2.2. - I1Py = Iyp (méme productivité)

Les fonctions de répartition sont données par (9.4),
(9.5), (2.1) et (7.1).

Ecrivons la condition (15) en utilisant (9.4) et (9.5) :
K+8=K
Donc § = 0 et, sous cette COndition, (16) est vérifiée.
Les fonctions de répartition s'é&crivent alors :
Fol(x).= Flo(x) =K x. (29.1)

It

P1+P2

n

F (%) K x - (29.2)
Py + P2

R

1
»

Foo(x) = (29.3)

r

Les probabilité&s aux bornes, données par (12.1) a (12.4), deviennent :

m | = —x (29.4)
2

“‘8(1) = c %%LK . ' (29.5)

MH = f:TK (29.6)

Mcl)_g =4c-p—i—;—-p§)1_1< (29.7)

Les autres probabilité&s aux bornes sont nulles. La constante K s'obtient

en appliquant (13).

Le taux de production est donné par (28).

<y '
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Cas particulier : les deux machines sont identiques

Posons ry =Ty =Tr,p; =p, =p et ¢; = ¢y = c.

Alors (13) donne :

K = 7
(r+p) hy +2c r+2p
rp ) pr
et :
r(r+p) hy+2cr
Zh .=

1 (r+p)2 hl + 2c (r+2p)

Nous voyons que

lim z = ¢ ——
h1++@ h1 r+p

c'est le taux de production des machines

lim _zh = ¢ +§
by 1 Thep

(en effet, 2p et r sont respectivement les taux de pdnne et de réparation

du systéme des deux machines identiques sans stock tampon).

2. - CAS PARTICULIERS

Nous donnons brigvement les résultats obtenus dans les cas particuliers.

Certains sont évidents.

2.1. =c; =0et/foucy =0

En régime permanent, le taux de production du syst&me est nul.
Si cy-> ¢y = 0, le stock reste au maximum en régime permanent.

Si 0 = ¢y < ¢y, le stock reste 3 son minimum en régime permanent.

Si 0 = C] = Cy le stock reste 3 son niveau initial.
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2.2, - r, = 0 et/ou r, =0

Le taux de production est nul en régime permanent : 1'une

des machines au moins est et reste en panne.

2.3. = p;_=0 et/ou p, = O (les autres paramétres sont différents de z&ro).

Nous envisageons trois cas :

2.3.1. - p,_= Q et p, £0
La machine amont ne tombe jamais en panne.

2.3.1.1. = 8i ¢ 2 ¢,

Alors deux probabilités seulement ne sont pas nulles
My o= P | | (30.1)
et :

oo _ P

s (30.2)
10 Py + r,

Le taux de production s'écrit :

(3D

C'est le taux de production de la seconde machine. I1 ne dépend pas du

niveau maximum du stock.

2.3.1.2 —‘_J < Sy

Nous envisageons plusieurs éventualités.
2.3.1.2.1. - El_i_Ezzgégzgthl

C'est le cas oli les deux machines ont des taux de

production &gaux. Nous obtenons :
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F]O(x) =Wx, WelR (32.1)
FOI(X) = FOO(X) =0 | ‘ | (32.2)
€
Fi () =w = (32.3)
C
w0 - Ly (32.4)
10 r,y .
(o4
m}} - Ly ‘ . (32.5)
Py )

Les autres probabilités aux bornes sont nulles. La constante W s'obtient

en utilisant (13) :

) 1 ¢
Wil——h + —+ —} =1 . (33)
€27¢ 2 P2
et .
¢, r,ph, + ¢ ,(c,~c;)r
2P 1 1
. 252P) 2 2 (34)

= c
by 1 eprypohy + ey (ey =) (rytp,)
Nous observons que :

lim Z = ¢
1
: hyote Pl

c'est le taux de production commun aux deux machines.

r

2

lim 2 = ¢ —_—
2 ¥ P

h,-0* I r
1

c'est le taux de production de la seconde machine lorsque h] =0 (le

débit de la seconde machine est alors ramené au débit le plus faible).
2.3.1.2.2., - gl_f_gzgzéigztgzl

Les taux de production des deux machines sont diffé-

rents. Nous obtenons :
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Fio(x) = Wlexp(ax) - 11, We R (35.1)
FOI(X) = Foo(x) =0 | | (35.2)
_ ,

Fll(x) = W C—z-—':—&T [exp(Ax) —l] . : (35.3)

o0 S -

Mg = ;;—W A exp(&h)) C(35.4)
. .

my = WA (35.5)
Py

Les autres probabilit&s aux bornes sont nulles. K est encore donné par la

relation (13) et :

PyT7C) l[exp(Ah y-11] + r, (cz-cl)A
B C2p2 z[exP(Ah ) 1:] + PZ I(Cz -C )A exp(Ahl)+r IICZ‘—CI)A

1

Si le taux de production de 1a premiére machine est

supérieur au taux de production de la seconde, alors A > 0 et :

r

lim 2, = c¢ i (taux de production de la machine aval)

hy>e Pl 21y +P

Dans le cas contraire, A < 0 et :

lim Z, = ¢y (taux de production de la machine amont)

hl++® 1

2.3.2. - R # 0 22 (1es autres paramétres sont non nuls)

C'est le cas oili la machine aval ne tombe jamais en panne.
2.3.2.1. - 8i ¢, = ¢y
Alors deux probabilit&s seulement ne sont pas nulles :
.2 S (37.1)

p
202 | (37.2)

(36)
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Le taux de production s'écrit :

o

- 91 >
2.3.2.2. Si ¢, Cy__
Nous envisageons plusieurs &ventualiltés.

2.3.2.2.1. = ¢y = ¢ /(r +p))

(38)

Les taux de production des deux machines sont alors

égaux. Nous obtenons

Fg () =Wx (We R)

It
=
»

F (%) ——
11 c) T ¢

F]O(x) = Foo(x) =0

11 c
M, = 2y

Py

C

00 )
o1 > ¥

Les autres probabilités aux bornes sont nulles. W est donné par la
condition (13) et = '
hjeyrpy + cpryley—ey)

Z =c
h, | 2 hjerip; + c2(r1+p])(c1—c2)

Nous vérifions que :

lim Z = ¢
et :
T
lim 2

R

h1+0+

(39.1)

(39.2)

(39.3)
(39.4)

(39.5).

(40)
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2.3.2.2.2. = ¢y # ¢ 1, /(x;4p))

Alors
Fol(x) = Wlexp(Dx) - 11 . (40.1)
Fll(x) = YW ;———C; EEXp(DX) - 1] (40.2)
AFIO(X) = Foo(x) =0 . | (40.3) .
! =W 2 D (Dh | 40.4
o T ¥ Pewdhy - (40.4)
00 €2
mg, =W =D | (40.5)

1

Les autres probabilités aux bornes sont nullés. W est obtenu en &crivant

que (13) est vraie., De plus :

(o] [od

Lexp(Dh,) - 1] ———l———-+ —E-D exp(Dh,)
1 c, - ¢ P |
v 1 2 1
Z = c (41)
h1 2 cy - c2 c2 _
-13- + = + =
[exp(Dhl) ljcl_cz P, D'exp(Dhl) T D

Il est aisé de vérifier que :

-siD>0, lim Z =

h e h

c
2
Dans ce cas, la premiére machine a un taux de production
supérieur 3 celui de la seconde.
T
-si D < 0, lim Zh. R

byt 1 1 Y Py

C'est le cas oli la premiére machine a un taux de production

inférieur 3 celui de la seconde.
2.4, - p; =py =0
Les machines fonctionnent . sans arrét. Alors :

y/ = Min (CI’CZ)’
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3. - EXEMPLES NUMERIQUES

Nous donnons deux exemples d'évolution du taux de production du sys-

téme en fonction du niveau maximum h, du stock tampon.

Le premier donne 1'&volution du taux de production du systéme en
fonction du niveau maximum du stock tampon lorsque les débits des machines
sont identiques (cl =c, = 1), le taux de production de la machine aval
€tant supérieur 3 celui de la machine amont (0.4 et 0.2 respectivement).
Nous voyons que, lorsque le niveau maximum du stock tampon crolft, le taux

de production du systéme tend vers 0.2. (voir figure 1)

Le second exemple traite d'un cas général : débits des machines diffé-
rents et taux de production différents (1.6 et 2.66 par machine amont
et machine aval respectivement). Bien entendu, le taux de production du

systéme tend vers la plus petite de ces deux quantités. (voir figure 2)

4. - POSITIONNEMENT D'UN STOCK DANS UNE LIGNE DE TRANSFERT

Une chaine de fabrication enti&rement automatisée et sans stock
tampdn présente un grave inconvénient : la mise hors service de 1'un de
ses Eléments 1l'immobilise. Avec les notations introduites en A, il est
facile de calculer que, dans le cas de n machines, la probabilité de

fonctionnement du systdme est

Si, Vk ¢ {1,2,...,n}

P/ 2 € >0
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. -1
.19 T T T 11 T T T 1 T T T T T 1 T -1 T T
9.49 e.90 1.49 1.00 2.40 2.09 3.4 3.08 4.4 ‘.08
ri=1 pl=4 ci=1 r2=2 p2=3 c2=1
iux de production en fonction du maxi du stock tampon

FIGURE 1
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7.68 8.84

r1=4 pl=1 cla2 r224 p2=2 c2=4 :
Taux de production en fonctrion du moxi du stock

FIGURE 2

tampon
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Des stocks tampons am&lioreraient cette situation. Malheureusement,
ils devraient &tre eux mémes automatisds et cofiteraient fort cher. Lg solu-
tion doit donc étre &cartée. Il est, cependant, parfois envisageable |
d'intercaler dans la ligne de transfertun seul stock tampon. Le probléme

est alors de chercher son emplacement.

Soit i € {1,2,...,n~1} et supposons que ce stock soit placé entre

les machines Mi et Mi+l'

L'ensemble {Ml,...,Mi} peut étre considéré comme une machine unique

JGI avec :

- une probabilité P, dt de tomber en panne sur tout intervalle

[t,t+dt] sachant qu'elle fonctionne avant 1'instant t ;

- une probabilité R, dt d'étre séparée sur-tout intervalle [t,t+dt]

sachant qu'elle est en panne avant 1'instant t.

De méme, 1l'ensemble {Mi+l""’Mn} peut étre considérée comme une
machine uniquetﬁ& pour laquelle P, et R2 jouent reépectivement les mémes

roles que P, et Ry pourdf,.

On obtient, en observant qu'en régime permanent au plus une machine
>

est en panne parmi {Ml""’Mi} ou {Mi+l""’Mn} :

1 n
P, = & p P,= I p
Do K 2 gmiel K
i i : n n
R, = I p./ % (p /1) R,= ¢ p/ ¢ (p,/r,)
sy Koy KK 2 miel K gejer KK

Nous sommes ainsi ramenés au cas de deux machines &tudides précédem-—

ment avec :




- débit instantanné déogl : 83 = Min ¢,
k=1,...,1

- débit instantanné dec&é : Z; Min c;

k=i+l,...,n"

Nous savons calculer le débit Zh du systéme en fonction du niveau
i

maximum h. du stock tampon (imposé par les contraintes techniques).
La position i1 cherchée est telle que :.

Z = " Max YA
i i=l,...,%x-1 i

Les expressions des fonctions de répartition et des densités de pro-
babilité QUe nous venons de donner permettent de vérifier certaines pro-
priétés et, en particulier, la suivante : si nous changeons le sens d'écou-
lement des produits dans le syst@me, les densités de probabilité et les
probabilité&s aux bornes sont symétriques'par rapport i la valeur médiane

du stock, c'est-a-dire :

BF:j OF

T 9X (xl) T Thx (hl-xl)
*kf . Lk

mij = Mji ,

*kQ _ 1tk

Mij = mj.1

ol * permet de repérer les densités de probabilité et les probabilités

aprés changement du sens d'écoulement.

La seconde partie de ce papier développe le cas de trois machines

identiques.
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C - LE LOGICIEL

1 - LE PROGRAMME PRINCIPAL.

dimension zh(20U), zs(20u)

onen(! ,form="rormatted")

onen(U)

write(U,1) -

rfarmat(Zx."rl=proba. rena.:nl=proba. panne:clzdebit-machine 1")
write(UG,2)

NS SN
—

2 rormat{(2x,"rZ2=proba. repa.:p2= nrnba nanne:c2=debit-machine 2*)
write(U.3)
5 Format(2x, "donnez rl.nl.cl.rZ.nZ;cZ")

LU read(U.4)rl,nl,cl,r2,n2.c2

11 4 format(r7.2)

12 write(l,6)

13 6 rormat (20Ux,"machine amont*)

14 write(l,5)cl.nl.cl ,

15 5 fnrmat(Zx.“rl:”.fﬁ.Z.Zx.“nl:“.f8.2.2x."cl:".fU.Z//)

16 write(l.7)

17 7 rormat(Z2Ux,"machine aval")

16 write(l,8)r2,02,02

19 8 Format(2x, c2="08.2.2x,"p2=".r§.2. ZX.“CZ"“ F8.2//)

20 write(U,y)

21 v rormat(2x."donnez 1'intervalle d'evolution du stnck tampon®)

22 read(U,4)hl,h?2

23 write(i,lU)

24 1u rormat{2x,"donnez le pas d' PVOlHthﬂ“)

25 read(U.1l)d

26 11 Format(ry.6)

27 ul=zcl~rl/(nl+rl)

25 uz=c2*r2/{(n2+rz)

29 write(l.,12)ul

3u write(l,L135)n2

31 12 rormat(Zx,"taux de prodictinn machine amonts=" Lx.ela i)

32 13 Facmat(2x, taux de nrndnctlon machine aval=",2x.el4.7//)

35 i=U

54 n=nl

35 51 i=zi+l

56 call twoma(cl,c2.0l,n2,rt,r2.h.2)

37 zh(1i)=h

p1v] 7zs(i)=z

3y h=h=d :

4y ir(h.at.,h2) ao to SU

41 ir(iJle.Z2u0) no to 51

472 5U write(Ll.luG)(zh(i),zs(i).i=1.1)

45 1uu fnrmat(}(Zx.“h:“.lx.fu.b.ax.“tn:",lx,fh_b,zx.“ﬂ~“))
44 close (1) '

ab ston

46 end
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2 - LE SOUS PROGRAMME Twoma.

PN YU R I

1u
11
12
15
14
15
16
17
1o
1y
20
21
22
25
24
25
26
217
28
29
S0
31

oS

57
35
54
35
36
5
S0
5Y
44
4]
47
43
44
45
46
4y
48
4y
o
51
52
53
>4

stbrontine twoma(cl,c2.nl,nZ,rl,.r2,h,7)
ens=l.e-7

A"rkl(i\'k!“lk‘k‘k‘ﬁkl’kl’kk*kl‘x*l’tkl‘l‘RKRWR‘RKRR*RRH“RR’Rk*k‘klkt'l’l‘k*lx’k
c

gcrexanxranncrabnde des cas narticnrliers

rch‘i‘k KKKRKARARAKRNAAKRNARERRARRRAARARARAARXNRRANARNRARNRRRARNARAEXNER R X

n=cl ~c?2
ir{u,le.ens) an tn 1
u=rirr?
ir(u.ot.ens) oo to 2

1 7z=U,
no to LGULU

Vi ir{pl.nt.ens) oo to 3
ir{nZz.0t.ens) oo to 4

c

c nl=U et nZ=U

.
7z=cl
ir{cl.lt.c?) oo to 1UUU
z=c?
an to lULU

c

c nl=U et n2>U

c

4 n=r2xc2/{r2+n2)
ir(el.lt.e2) no to 5
Z=tt
no to luUU

) r=abs(ecl-u)
if(r.aot.ens) nn tn 6
7=l r2 2 h+cl*(c2-cl)*c2
zzcl~7/(z+n2*c)l*(cl-cl))
na to 1lLUU

6 a=n2/{cZ-cl)-r2/cl
r=a~h
zZ=u
if{r.nt.bu.) oo te lUGU
z=cl
ir(r.lt.-tu.) on ta 1UGU
r=exn(r)
zzp2rrircl2=(r=1.)+r2*cl*(cZ-cl)~a
zzcl*z/{z+n2*cl~(c2-cl)raxr)
an to LUUU

3 ir(n2.at.ens) 0o to 7

c

c nl>U et n2=U

c

pw=rl*cl/(rl+nl)

2=t

if(cl.le.c2) oo to lulG
r=abs(cZ-tt)

ir(r.oct.ens) no to 8
zzhxcl~ri*nl+cz2*rl~(cl-cZ)
z=c2*7/(7+c2*nl~(cl-c2))
no to LUGU



55
56
57
5b
59
6U

61

62
63
64
65
66
67
64
6Y
U
71
17
13
74
75
16
77
7Y
sU
41
.Y
3
6h
ub
656

b
tv
g
1
92
Y3
J4

76

Y1

Y

Y
1t
1ul
102
1U3
1u4
105
106
107
1Uy
1oy
11U
111
112
113
114
115
T116
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s d:nl/(c2~q1j+ri/02

r=d~h

z=c2

if(r.nt,60.) ao to 100U

z=U

if(r.it.-80.) ao to 1000
rzexn(r)

z=(r-1.)*cl/(cl~ cZ)+cZ/nl*d‘
z=c2*z/(z+c2*d/rl)

oo to 100U

CR_*_*R KRARNEKRRKRARAEARERAKXERRRARAKRARRAER RN A KANRNNRNREEN R

crrrRrxnsrratyde des ©as aoeneraux

th’«'kx’n‘ﬂ’kk‘kk*x’kl‘l‘kttk‘kn’tl‘tﬁ‘**kl’kli’tkl‘kkttkk**kﬁtttk

7 r=abs(cl-c2)

ir(r.le.eps) ao to Y
.ul=zel*rl/(rl+nl)
u2=c2+v2/(r2+n2)
t=abs(ul-u2)
a=n2/(c2-cli)~ rZ"(rl+rZ+nl)/cl/(rl+rZ)
b=n2/cl~(rl/(rl+r2)~c2/(c2-cl))
e:-nl/cZ*(rZ/(rlfrZ)+cl/(c2-cl))
d=pl/(ec2-cl )+rL~(rl+r2+n2)/c2/(rl+r2)
c
CH++++++++++C0AS OU Cl NoON ennal a c2
c _
ir(t.aot.ens) no to 10
C . .
c//// les deux machines nnt memes taux de nroductinn

c
s=({a+d)*h
if(el.lt.c2) oo to 11t

C-=~=~cl>c? '
r=s
z=ul
ir{f.ot.80.) no to lULU
s=U,
if(r.it.-60.) ro to 12
s=exn(s)

12 rUl=a~d/(a+d)*(s-1,)+bxe~h
r"lu=c*b/{a+d)*(s=1.)~h~d*h
ril=(cl~rlU-c2=rul)/(cz-cl):
rut=(nl~rlu+n2=rul)/(rl+r2)
xil=c2=(d*d+e~b)/ri
xal=c2~(d~xd~s+e~h)/nl
xaz=cz*n2~(d~d*s+e*b)/r2/nl
x=rUl+rll+xal
vzl U+ UU+xil+xaz
z=X"02/(x+v)
no to lubb

c---cl<c?

11 z=ul _ :
ir{s.ot.bU.) no to LU
ir(s.lt.-80.) oo to L4
s=exn(-s)

"fUl=e/(a+d)~(l.-s)-e*h
ilU=a/(a+d}*(l.~s)+d*n
ril=(el=riU-c2~rul)/{c2-cl)
FOU=(nl=rlU+nZ=rul)/(cl+c2)
xal=cl~(a+d)/r2
xml=cl*(ars+d)/n2
xmZ2=n}sxm}l/ri
oo tn 13




117 14
11y
11y
120
121
122
125
124 13
125
126
127
128 ¢
129 ¢////
130 ¢
131 U
132
135
134
135
136
157
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Fulze/{a+d)

Flt=a/(a+d)
ril=(cl=rlu-c2+*ful)/(c2-cl)
FUU=(nl*riU+n2~rul)/(rler2)
xal=U,

xmizcl~a/nZ

xmZ=nl/rL*xml

x=fUl+rll

vax+ LU+ UU+xal+xml +xm2
zz(x*c2+xml~cl )/v

no tn LUOU

les deux machines ont des taux de nroduction dirfferents

di=(a-d)~(a-d)+4,~e"b
dl=dlx=g.5
xk=(a+d)/2.
xkl=xk-dl/?Z.
xlk2=xk+dl/?.

u=xk?*h

ir(el.lt.c?2) mo tn 15

134 c-==cld>e2

13y
lau
141
147
143
la4 17
145
146
147
1449
14y
150
151
157
153
154 14
155
156
157
156
15y
16U
le6l
162
163 20U
164
165
166
167 27
166 23
1hy
17y
171
177
175
174
175

w=(xkl-xk?)«h

ir(u.le.sl.) a0 to 16

w={},

ir(w.lt.-8U.) co to 17

w=exn{w)

rit=lo-xk2/xkl=w
Ful=(xk2-a)/b-xk2*(xkl-a)*w/h/xkl
ril=(cl*rlU-c2*ruL)/(c2-cl)
rub=(nl~rlu+nZ~rul)/(rl+r2)
xil=U.
xal=cZ=xk2/nl/br(xk2-a-(xkl-a) xw)
sl=cl+cZ*n2x(xkZ-a)/b/nl
s2=zclsc2=n2~(xkl-a)/b/ni
XazZ=xk2/r2*(sl-g2*w)

o to. 1y

ir(u.ot.=4u.) no tn 2U
rit=xkz/xkl-1.
TUl=—n=(xkZ-xkl)/t/xkl
rll=(cl~rlu-c2~ful)/(ez-cl)
rul=(nl=r1lU+n2~rul)/{ri+r2)
xil=cZ*xk2/rl/hx(xk2-xk])

xAal=y,

xaz=l4,

ao tn 1y

v=exn(1)

ir(w.lt.-8U.) Ao tao 22

w=exn ()

no ta 25

w=lJ,
rlU:u*(l.—(l.—XRZ/xkl)/u-ka*w/xkl)
FUl=(xkZ2-a)/b=nr{xkZ-xki)/b/xkl/u
FUl=rUl-xkZ~(xkl=2)/n/xk] ~w

Ul =Gl
rli=(el~rlu-cz~rul)/{c2-cl)
rou=(nl*rlu+nz~rul)/(cl+r2)
xil=e2 xk2/vl/br(xk2-xkl)

xal=cZ xk2/nl/bru~{xk2-a-(xkl-n) ~w)




176
177
174
17y
180
sl
182
183
164
145
166
187
184
18y
1v0
1v1
192
193
194
1v>
1v6
1y7
1y4
1vy
200
201
2062
203
204
2Ub
2U6

U7

208
20Y
210
211
212
215
214
215
216
217
218
21y
22\
221
227
225
224
225
226
227
228
229
25U
251

252

253
234
235
256
237

1y

C---l
15

25
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s=c2~p2/b/ol
xaZ=xk2/r2~ux(cl+s*(xk2-a)-(cl+s*(xkl-a))w)
x=rUl+rll+xal

v=t 10+ Q0U+x11+xa2

z=x*c2/(x+v)

no to LULU

<cZ

w=xk 1l *h

ir{w.le.bi,) no to 25
FlU==xk2*(xk2-a)/xkl/(xkl~a)+1.
rUl=-xk2=(xk2-a)/xkl/b+{(xk2-a)/b
fllz(el*rlU-c2+rUl)/(c2-cl)
FuUz(nl=rlt+n2=rul)/(rl+r2)
xal=cl=~xk2=(xk2-xkl)/t2/(a-xkl)
xil=U.

xiZ2=U,

oo to 26

ir{u.le.bU.) ao to 27
ir{w,le.-bU,) 0o to 3U

w=exn(w)

FLlz-xk 2~ (xkZ-a)7xkl/(xkl=a)*(1.=1./w)+].

24

2y

FGl==xk2~(xk2-a)/xkl/bx().-1./w)+{xk2-a)/b
r1l=(cl*riu-e2~f01)/(c2~cl)"
FOU=(nLlariu+n2~fUl )/ (cl+r2)
xalzcl*xkZ~{xk2-xk1)/r2/(a-xkl)
xil=cl»xkz/n2/(a=-xkl)*{xk2-a)/w

xiZ=xkz2/cvl~{xk2-a)/w~(pl=cl/n2/{a-xkl)-c2/b)

on to 26

“ir(ulle .-8U.) oo to 26

n=zexn(u)

ir(w.le.-8U.) oo to 2y

w=exn(w)
FlU==xk2~(xk2-a)/xkl/{(xkl=a)~(l.=1./w)
FlU=u=(rit+l.-1./u) '
FULl=-xkZ~(xk2-a)/xkl/b*x(1.=1./w)
FUl=u~(riul+(xk2-a)/b*{1l.=1./u))
ril=(cl~rlo-cz=rul)/(cz-cl)
FUU={nl *r LU+n2*rul)}/(rl+r2)
xal=clrxkZ<{xk2-xkl)*n/c2/(a-xkl)
xil=(xkZ2-a)/we{a-xki)/n
xil=ct*xk2/02/(a-xkl)*urxil
sl=(xkZ-a)*(nl=cl/n2/{a-xkl)}-c2/b)/w
sz=(nl*cl/n2+c2~(xk2=a)/b)/u
xiZ=xkZ/rl*u~{sl+s2)

no to 26
FlU=oxxk2*(xk2-na)/xkl/(xkl-a)
rul=ve~xk2=(xk2-a)/xkl/b

rlt=Cel ~rlu-cz+~rul )/{cz~cl)
FUU=(nl <rlu+nZ2 ~srul)/(r2+rl) "
xal=U.
xil=cl~xkz/n2/{a=xkl)*{xk2-a)=y .

xiZ:ka/ri*n*(ka-a)*(ni*cl/nZ/(e-xkl)-CZ/b)

. na to 26

28

sz (xkZ-xkl)=h

ir(s.nt.sU.) no to 3u

s=exn(s)

M l=xkZz~(xkZ2-a)/xkl/(xkl-n)~s-].
Ful=xk2 ~(xk2-2)/xkl/bxs-(xk2-a}/b
Fll=(el~rlu-c2+rul)/(c2-cl)
Fub=(nl=rlu+n2*rGl)/{cl+c2)

xal=t,
xil=cl*xkz*(xk2-a)/n2/(a-xkl)*s+a-xk]




rll4

238
259
244
241
247
243
244
245
246
247
248
20y
25U
251

52 .

2553
254
255
256
257
25

- 259

26U
261
262
265
264
265
266
267
268
269
274
271
212
275
274
275
276
277
276
21y
25U
Zol
262
283

284

285
2b6h
267
28t
28y
290
291
297
295
294
295
296
294

3U

26

C
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slzs~(xk2-a)*(nl~cl/n2/(a~xkl)-c2/b)
s2=pl*cl/nZ+c2~(xk2~-a)/b
xi2=xk2*(sl+s2)/rl

ao to 26 :
FlUu=xk2*(xk2-a)/xkl/(xkl-a)
rUL=xk2*(xk2-a)/xkl/b

xal=0,
xil=cl~xkZ*(xk2-a)/n2/{a-xkl)
x1Z=xk2*(xk2-a)/rl
xi2=xi2*(nl*cl/p2/(a-xkl)-c2/b)
rll=(el*rlu-c2#rul)/(c2-cl)
Ful=(pl~riu+n2*rul)/(cl+c2)

var 114 Ul+ i l0+rU0+xal+xil+xi2
z=((rll+rul)sc2+xil=cl)/v

no to 1ULU

CHbtatttt++0as Clz=cZ=c

c
7

c
c////

c////

51

33
4

32

luduy

c=cl

uli=ri~n2

1Z2=rz2*nl

t=zabs(ul-nz)
ir(t.nt.m~ns) oo to 31

les deux macines ont memes taux de nroduction

rul=h

rlu=h
ril=(cl+r2)/(nlen2)
rutl=1./7r1l
Fii=rll~h

FuU=ruu~n

xil=c/nZ
xiZ=c~(nl+nZ)/rl/n2
xal=c/nl
xaz=c*(nl+n2})/r2/pl
no to 57

les deux machines ont des taux de pradoction dirfferents

n={nl+nz+rler2)/e/(cl+r2)/(nl+n2)
w=nv(rlanZ-r2*nl) ~h
zz=crr2/(r2+n2)
ir(w.nt.gu.) on to 1UUU
ir{w,lt.~8uU.) o to 33
w=exn(w)
nao to 34
W=y .
rolzw-1.
Fltu=rul
Fil=(rl+rz)/(plenZ)*rul
ruu=(npl+n2)/(cl+c2)~ryl
xilzerus(rl*nZ-c27p1)/n2
xi2zc*(nl+n2)/ri/pZ2=n~{ri*n2-r2=nl)
xalz=c/nlrux(rl=n2-r2*nl)~w
xaZzcr(nl+nz)/r2/nl~u~(rl*n2-t2*nl )~
Z=rUl+ril+xil+xal
zz0~7/( 24P UU+r 1U+x12+xa2)
ceturn
end

Suhrantine twoma



CONCLUSION.

Nous venons de fournir le taux de production en fonction du niveau

maximal du stock tampon et de proposer une application.

Les logiciels fournis ont &té testé@s soigneusement. Cependant, ils
font intervenir des exponentielles dans le cas général : des erreurs de
chute peuvent apparaltre pour les grandes valeurs du maximum du stock

tampon.
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