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Introduction

Ce mémoire présente un ensemble de travaux en mathématiques appliquées, consacrés
a la modélisation de la circulation générale océanique et a ’assimilation des observations
dans ces modeles.

Pourquoi étudier la circulation océanique?

La connaissance des circulations dans les océans est d'une importance toute parti-
culiere dans le contexte actuel ou la prévision a court ou moyen terme de 1’évolution du
systeme climatique (global et local), et des systemes naturels en général, devient un en-
jeu majeur pour la société. De nombreux programmes nationaux et internationaux sont
menés pour la compréhension et la prévision de I’évolution du climat. Citons par exemple
le World Climate Research Programme qui coordonne des dizaines d’équipes de recherche
dans le monde, ou encore le gigantesque projet japonais “Earth Simulator” qui est en
train de voir le jour.

On assiste également a un fort développement de I'océanographie cotiere, dans une
optique notamment d’aménagement du littoral et de connaissance et de controle des
écosystemes. De plus émerge ces dernieres années ce qu’il est convenu d’appeler ’'océano-
graphie opérationnelle, c’est a dire la prévision a court terme et en temps réel du “temps
océanique” a l'instar de la météorologie. On souhaite ainsi répondre a des demandes
liées a la navigation, la péche, la prévision météorologique, la défense, la lutte contre la
pollution... Les efforts en ce sens sont structurés en France autour du projet “Mercator” qui
vise a mettre en place a échéance de quelques années un centre de prévision opérationnelle.

Modeéles, observations et assimilation de données

Les outils principalement utilisés pour accéder a cette connaissance des circulations
océaniques sont, comme en météorologie, les modeles physiques et numériques, les obser-
vations, et les techniques d’assimilation de données.

Les modeles actuels sont basés pour la plupart sur le systeme des équations primitives,
c’est a dire les équations de conservation de la quantité de mouvement, de la masse, de
la chaleur et du sel, sous les hypotheses hydrostatique et de Boussinesq, et auxquelles on



ajoute une équation d’état pour fermer le systeme. Celui-ci s’écrit :

du 1 dp
iy — D, — it
8t+ Vu fo 20 i 0

dv 1 dp
—4U-Vv-D, — Ly
8t+ v —I-fu—l-p0 3y

9p _ _

divU =0 (1)

T
aa—t—l—U-VT:KTAT

aa—f—l—U-VS:KSAS

p=p(T,5,p)

ou U = (u,v,w) est la vitesse, p la pression, T' la température, S la salinité et p la densité.
D,, D, désignent des termes de diffusion, K7 et Ks des coefficients de diffusivité, g la
gravité, et f le parametre de Coriolis. Ces équations sont forcées a la surface des océans
par le frottement du vent et les flux de chaleur et d’eau douce.

Ce systeme (1) est ensuite approximé, soit par des considérations physiques afin
d’aboutir a des équations simplifiées permettant notamment 1’étude de processus fon-

damentaux, soit numériquement pour simuler en particulier des cas réalistes. Un des
problemes majeurs liés a ce type d’applications est le cotit de calcul, souvent extrémement
élevé. En effet les échelles caractéristiques spatiales et temporelles des écoulements océa-
niques sont telles qu’elles conduisent a I'intégration sur des milliers, voire des millions,
de pas de temps de variables d’état de taille typique 10°~—10%. La puissance informatique
est donc, et pour encore de nombreuses années, un facteur limitant pour les modeles
numériques réalistes d’océan.

Les observations de la circulation océanique étaient extrémement rares jusqu’au milieu
des années 80. Réalisées in situ par des bouées, des navires océanographiques ou des navires
de commerce, leur coiit était tres élevé et leur caractere ponctuel rendait difficile une vision
synoptique de la circulation générale. L.’avenement de “l’océanographie spatiale”, c’est a
dire 'observation des océans depuis I'espace, a totalement bouleversé cette situation. Le
développement de 'altimétrie satellitaire a été tres spectaculaire, avec le satellite Geosat
a la fin des années 80, et surtout depuis le début des années 90 avec le satellite franco-
américain Topex/Poseidon (lancé en aotit 1992 et toujours en activité), son successeur
Jason-1, et les satellites européens ERS-1, ERS-2 et Envisat. Cette technique permet de
mesurer la dénivellation de surface libre de I'océan mondial (signature des courants de
surface) avec un assez bon échantillonnage spatio-temporel. De nombreux progres ont
pu étre réalisés récemment grace a ces mesures dans la connaissance de la circulation
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générale océanique. De plus, d’autres mesures, notamment de température de surface,
sont également réalisées par satellite. Il faut insister toutefois sur le fait que ces mesures
satellitaires ne renseignent que sur 'océan de surface, et que seules les mesures in situ ont
acces directement a la structure verticale de 1’écoulement.

Ces deux sources d’information, modeles et observations, sont tres complémentaires.
En effet, les modeles proposent des lois d’évolution approchées de la circulation générale,
cohérentes en espace et en temps, tandis que les observations renseignent sur la phy-
sique réelle de 'océan, mais sans cette cohérence spatio-temporelle. Il est assez naturel de
chercher a fusionner ces deux types d’informations afin d’obtenir une meilleure vision de
I'océan réel : c’est la problématique de 1’assimilation de données.

Les méthodes d’assimilation sont classées usuellement en deux familles: d’une part les
techniques basées sur la théorie du controle optimal, qui cherchent le meilleur controle
du modele (par exemple son meilleur état initial) afin que sa trajectoire passe au plus
pres des observations; d’autre part les méthodes de filtrage stochastique, qui fournissent
quant a elles la meilleure estimation de 1’état de 'océan, étant données une prévision du
modele et des observations passées et présentes. La mise en oeuvre de ces méthodes est
tres complexe, du fait notamment des fortes non-linéarités de la physique océanique et de
la grande taille des systemes traités. De plus, elles peuvent accroitre énormément le cotit
des modeles, d'un facteur de I'ordre de 10 a 100 typiquement.

Et les mathématiques appliquées?

Les mathématiques appliquées interviennent sur de multiples aspects entrevus au tra-
vers des lignes qui précedent:

e [océan est un systeme dynamique non linéaire chaotique. De ce fait, les outils de la
théorie des systemes dynamiques sont utiles pour ’étudier (régimes, stabilité. .. ).

e Une abondante littérature, notamment francaise, concerne ’analyse mathématique
des équations primitives et de différents systemes simplifiés, i.e. les problemes d’exis-
tence et d’unicité de solutions, la dérivation de modeles asymptotiques et les problemes
de convergence associés. ..

e Les modeles numériques de circulation océanique posent de nombreux problemes
relevant des méthodes numériques (schémas, décomposition de domaine...) et du
calcul scientifique (parallélisme, metacomputing. . . )

e Les méthodes d’assimilation de données, comme nous ’avons dit plus haut, reposent
sur les outils du controle optimal et du filtrage stochastique.

Mon travail de recherche s’inscrit dans ce contexte général. Centré sur des aspects de
mathématiques appliquées et de calcul scientifique, il vise essentiellement a construire des
méthodes efficaces, adaptées aux équations de 'océanographie, et adressant des problemes
concrets. Comme on le verra, ce travail est mené le plus souvent en collaboration avec
des physiciens océanographes, car il me parait essentiel de garder la physique au premier
plan pour parvenir a ces objectifs. J’essaie notamment, apres les phases indispensables
de recherche et de mise au point sur des modeles souvent tres simplifiés, d’aller jusqu’a
des validations dans des contextes assez réalistes, ce qui permet souvent de mettre en



évidence des difficultés nouvelles, occultées par les simplifications initiales. De plus, les
modeles numériques d’océan étant des outils lourds et complexes, ce travail vise toujours a
réaliser une implémentation informatique efficace, de structure modulaire, et aussi externe
aux modeles que possible.

Ce document résume l'essentiel de mes travaux de recherche de ces 5 a 6 dernieres
années. J’al essayé d’y faire ressortir les nombreuses collaborations qui ont permis ces
travaux : ¢’est pour moi un aspect essentiel (et tres plaisant) de mon activité. Ce mémoire
est divisé en trois chapitres. Le premier décrit des aspects relatifs au raffinement lo-
cal de maillage, et a son extension naturelle vers le couplage de modeles. Le chapitre
2 est consacré a une réflexion sur les qualités des schémas numériques utilisés dans les
modeles d’océan, et présente quelques résultats concernant des familles de schémas com-
pacts d’ordre élevé. Enfin le chapitre 3 s’intéresse au probleme de la réduction d’ordre
dans les méthodes d’assimilation de données, par projection sur des bases pertinentes de
vecteurs de cardinal faible.



Chapitre 1

Du modele au systeme de
modélisation

Ce chapitre est consacré a des aspects liés a la multi-résolution et, plus généralement,
au couplage de modeles. Nous présenterons tout d’abord les motivations qui inspirent
ce travail, et le cadre mathématique général dans lequel on se situe. La seconde partie
sera consacrée au raffinement de maillage, et résumera essentiellement des réalisations en
collaboration avec Laurent Debreu (en grande partie lors de sa these). Enfin, la troisieme
partie, plus prospective, élargira le champ de travail au couplage et/ou a I'imbrication
de modeles en océanographie. Nous décrirons les méthodes actuelles, avec leurs avan-
tages et inconvénients, dans une optique "décomposition de domaine”, et présenterons
nos perspectives de travail sur ce sujet pour les années a venir.

1.1 Cadre général

1.1.1 Les limitations du modele “unique”

La grande majorité des modeles de circulation générale océanique utilisent a 1'heure
actuelle une physique “homogene horizontalement” — c’est a dire identique en tout point
(,y) du domaine —, et ceci sur une grille de calcul réguliere (isotrope le plus souvent, ou
éventuellement légerement déformée du fait de I'utilisation par exemple de coordonnées
curvilignes orthogonales). Une telle régularité devrait logiquement présupposer un com-
portement des circulations lui-aussi “homogene horizontalement”. Or il n’en est rien. La
circulation océanique est notablement hétérogene, a la fois dans ’espace et dans le temps.
Il existe ainsi par exemple des zones de fronts marqués, contrastant avec d’autres régions
nettement plus isotropes. De méme, les observations et les simulations numériques mettent
clairement en évidence une forte activité tourbillonnaire de méso-échelle, et qui présente
une grande variabilité spatio-temporelle.

Par ailleurs, il se produit en certaines zones d’emprise géographique parfois tres li-
mitée des processus primordiaux pour la dynamique globale océanique, et qui mettent
en jeu une physique particuliere. Citons a titre d’illustration la dynamique des grands
courants de bord Ouest (Gulf Stream, Kuroshio. .. ), les zones de remontée (upwelling) ou
de plongée (downwelling) d’eaux profondes (en mer du Labrador, mer de Weddel, golfe de



Guinée. .. ), ou encore les écoulements au-dessus des seuils topographiques (sortie de la
mer de Norvege, détroit de Gibraltar. .. ). Ces phénomenes impliquent des situations phy-
siques non-standards (pentes de topographie importantes, vitesses verticales élevées, fortes
accélérations, aspects non hydrostatiques...) et dont la représentation par les modeles
physiques et numériques habituels (aux équations primitives) peut étre difficile, voire
impossible.

Enfin, le développement actuel de 'océanographie opérationnelle et de "'océanographie
cotiere (¢f introduction de ce document) a fortement accru les demandes envers la simu-
lation a tres haute résolution de circulations locales.

Dans ce contexte, il parait naturel de songer a adapter localement la physique et la
résolution des modeles numériques, c’est a dire d’aller vers un systéme de modélisation,
i.e.le fonctionnement simultané et coordonné de plusieurs composants.

1.1.2 Formalisation du probleme

On peut tenter une formalisation de 'approche généraliste évoquée ci-dessus en définissant
plus précisement la notion de composant. Pour nous, un composant du systéme de
modélisation sera un modele numérique, caractérisé par 4 aspects:

— la physique qu’il simule (i.e.les équations avant discrétisation)

— les techniques numériques utilisées (méthodes, schémas, solveurs. . . )
— le maillage et sa résolution

— la zone géographique couverte

Le cas le plus simple, mais peut-étre aussi le plus fréquent, sera celui ou chaque com-
posant est en fait une configuration particuliere, avec un choix propre d’options et de
paramétrisations, d’un méme modele de départ.

La plupart des cadres d’expérience numérique peuvent étre insérés dans ce “moule”
général. Ainsi par exemple:

e 'exploitation de modeles numériques d’océan sur calculateurs paralleles a lieu en
utilisant un parallélisme de données. On fait appel aux méthodes de décomposition
de domaine classiques, ce qui peut étre vu comme un systeme de composants a la
physique, au numérique, et éventuellement a la résolution identiques, mais appliqués
a des zones géographiques différentes.

e les modeles emboités (nested models), et plus généralement les expériences de raffi-
nement de maillage, correspondent a un systeme dont les composants ont méme phy-
sique et méme numérique, mais des résolutions et des implantations géographiques
différentes.

e le couplage de modeles, dans son acception la plus générale (par exemple couplage
d’un modele hauturier a basse résolution, hydrostatique a toit rigide, avec un modele
cotier a haute résolution, non-hydrostatique a surface libre) correspond a un systeme
de modélisation dont les composants different par les quatre aspects cités plus haut
(et donc notamment par la physique).



La mise en ceuvre d’un tel systeme est subordonnée a quelques points-clés. Pour les
exposer, restreignons-nous au cas de deux composants C; et Co. On notera {2y et (),
les domaines géographiques couverts par Cy et Cy (cf figure 1.1), et I' leur interface (€ et
)y peuvent aussi éventuellement se recouvrir, partiellement ou totalement). Notons 903"
la frontiere extérieure de €2;,. On a donc 92, = 9N U (v = 1,2). Les composants C; et
C; résolvent numériquement

L1u1 = f1 dans Ql X [O,T] L2u2 = f2 dans QQ X [O,T]
u; donnée at =0 et uy donnée at =20 (1.1)
Biuy = g1 sur 095" x [0, 7] Baug = gy sur 095" x [0, 7]

ou Ly, Ly, By, By sont les opérateurs aux dérivées partielles décrivant la physique de chaque
composante (équations internes et conditions aux limites externes) et [0, 7] 'intervalle de
temps de simulation.

00, Liw =1 Lyw=tf, a0, ot
o,
/ T B
B, u, =g, B,u, =g,

Fic. 1.1 — Décomposition en deux sous-domaines sans recouvrement

Les points-clés pour le fonctionnement simultané de ces deux composants sont alors:

e la définition d’un critére de consistance entre u; et u, au niveau du raccord
de ces deux solutions (par exemple imposer la continuité et la dérivabilité a travers
).

e la mise au point de méthodes numeériques efficaces permettant d’obtenir que
ce critere de consistance soit vérifié, si possible a moindre cotut (par exemple des
méthodes itératives de type décomposition de domaine, avec couplage de u; et us via
des conditions aux limites appropriées sur I'). L’intégration temporelle simultanée
des composants est gérée également a ce niveau.

e si le systeme de modélisation comporte un caractere adaptatif (par exemple raffi-
nement adaptatif du maillage), le choix des régles d’adaptation est évidemment
crucial.



Nous avons choisi d’aborder les difficultés liées a la mise en ceuvre d’un tel systeme de fagon
progressive. Ainsi, nous nous sommes limités dans un premier temps au cas du raffinement
— fixe ou adaptatif — du maillage. Puis, plus récemment, nous avons commencé a aborder
le probleme plus général et plus difficile du couplage de modeles. Nous allons exposer ces
deux étapes dans la suite de ce chapitre.

1.2 Raffinement (adaptatif) de maillage

Les résultats présentés dans ce paragraphe ont été obtenus en collaboration
avec L. Debreu, essentiellement lors de sa these. Ces travauxr ont fait Uobjet
de contrats avec le Service Hydrographique et Océanographique de la Marine
(SHOM), qui ont permis le financement d’un post-doc d’un an (H. Knochel)
et ont suscité des collaborations avec T. Pichevin et C. Grit (SHOM Brest), et
F. Dumas et M. Jouan (IFREMER, Brest). Des collaborations sont également
en cours avec B. Barnier (LEGI, Grenoble), et avec P. Marchesiello et J.
McWilliams (département d’océanographie, UCLA, Los Angeles).

1.2.1 L’approche “classique” des modeles emboités: travaux
antérieurs et discussion

Les applications océanographiques liées au raffinement de maillage ont quasiment
toutes été menées jusque tres récemment dans le cadre de “modeles emboités” (nested mo-
dels). Dans cette approche, un modele local a haute résolution couvrant une zone d’intéreét
particulier est “immergé” dans un modele régional ou global a plus basse résolution. Les
deux modeles évoluent simultanément, le modele global fournissant a chaque instant les
conditions aux limites du modele local (emboitement simple, ou one-way nesting). De
plus, la solution du modele local peut éventuellement étre utilisée (a la fin de chaque pas
de temps, ou moins fréquemment) pour corriger la solution du modele global. On parle
alors d’emboitement avec rétroaction (two-way nesting). Cet algorithme simple est résumé
sur la figure 1.2.

Plusieurs études de ce type ont été menées, tant d’'un point de vue méthodologique
sur des cas-tests académiques que sous un angle plus océanographique dans le cadre
d’expériences réalistes. Citons notamment Spall and Holland (1991) sur deux problemes
admettant une solution analytique (le modon barotrope et un vortex anticyclonique); Oey
and Chen (1992) pour une simulation du courant de Norvege; Fox and Maskell (1995,
1996) pour une simulation du front Islande-Faroe; Ginis et al. (1998) pour une étude de
la réponse océanique a un cyclone tropical. Par ailleurs, d’autres travaux concernant les
modeles emboités avaient auparavant été réalisés en météorologie (e.g. Ley and Elsberry,
1976; Jones, 1977; Kurihara et al., 1979; Zhang et al., 1986; Falkovich, 1986).

Dans cette approche, les interactions entre les deux modeles, i.e. d’une part le calcul
des conditions aux limites du modele local, et d’autre part la modification (ou mise a jour,
update) de la solution du modele global par celle du modele local, jouent évidemment un
role essentiel. Ces interactions sont le plus souvent réalisées a 1’aide d’opérateurs tres
simples : interpolation linéaire spatio-temporelle pour le calcul de conditions aux limites
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Fic. 1.2 — Algorithme d’intégration temporelle pour ['approche wusuelle des modeéles
emboités. Les fleches vertes symbolisent le passage de conditions aux limites (calculées
par interpolation) du modéle global vers le modéle local, et les fléches jaunes la mise a
jour éventuelle de la solution globale grace a la solution locale. Le pas de temps du modéle
local peut éventuellement, pour des raisons de stabilité numérique, étre plus petit que ce-
lui du modeéle global (ici d’un facteur 3). Les numéros indiquent Uordre dans lequel sont
réalisés les pas de temps sur les grilles.

de Dirichlet, copie simple ou moyenne spatiale pour la mise a jour. On est alors toutefois
rapidement confronté a un certain nombre de lacunes de la méthode, au premier rang
desquelles se trouve la non-conservation des quantités physiques. C’est pourquoi la plu-
part des auteurs ont ajouté lors de la mise a jour un procédé plus ou moins empirique
d’équilibrage des flux au travers de I'interface local/global. Perkins et al. (1997) et Per-
kins and Smedstad (1998) notamment ont ainsi illustré 'importance de ces conditions
d’interaction pour des simulations réalistes.

Cette approche, devenue assez classique, des modeles emboités comporte plusieurs
avantages importants. Flle est tout d’abord d’une implémentation simple : il suffit en effet
de configurer les deux modeles (local et global), et d’écrire un module d’interfagage externe
aux modeles. Les modifications dans les modeles proprement dits sont alors minimes. De
plus, le cotit du systeme de modélisation est simplement égal aux couts cumulés des deux
modeles, le surcott de 'interfacage étant généralement quasi-négligeable. En contrepartie,
cette approche n’assure qu’une consistance assez faible entre les solutions locale et globale.
En effet, si dans le formalisme du §1.1.2 la spécification des conditions aux limites de
Dirichlet du modele local par le modele global peut étre interprétée comme I'imposition
de la continuité entre u; et uy au travers de I', I'utilisation d’une procédure de correction
pour la conservation des flux modifie u; et/ou wuq, et fait perdre cette continuité. Par
ailleurs, cette correction revient certes a imposer une continuité de la dérivée normale au
travers de I', mais pour des quantitées u; et uy modifiées qui ne sont donc plus exactement
solutions des équations des modeles.

Dans le contexte océanographique, seuls Laugier et al. (1996) et Holstad and Lie (1999)
ont véritablement mis en avant cette faiblesse. Laugier et al. ont comparé différents al-
gorithmes permettant d’obtenir une meilleure régularité (continuité forte de uy et us, et
continuité faible de la dérivée normale), en se plagant dans le cadre formel des méthodes
localement multigrilles et des méthodes de décomposition de domaine de type “éléments
joints” (Bernardi et al., 1994). La contrepartie du gain en régularité se situe alors au niveau
du cout de calcul. En effet, les méthodes utilisées sont itératives, chaque itération corres-
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pondant a une simulation des deux modeles. Le cout de ce systeme de modélisation est
donc multiplié, par rapport a celui de I’approche traditionnelle, par le nombre d’itérations.
Si les expériences de Laugier ef al. peuvent laisser espérer que ce nombre d’itérations soit
assez faible (de I'ordre de 1 & 3 en général), ils n’ont cependant mis en oeuvre ces méthodes
que sur des cas tres académiques, en "'occurence les mémes que ceux de Spall and Holland
(1991) cités plus haut. Notons enfin que I'approche classique des modeles emboités peut
elle-aussi étre interprétée dans ce cadre des algorithmes localement multigrilles, et qu’elle
correspond au cas particulier d’une itération unique (donc sans recherche de convergence)
de la méthode FIC (Flux Interface Correction) proposée par Laugier et al.

Le passage a des cas plus réalistes fait cependant apparaitre des aspects spécifiques
a la modélisation océanique, absents des cas-tests de Laugier et al., et qui amenent des
nuances importantes par rapport a cette vision multi-résolution “classique”. En effet,
I’approche multigrille usuelle vise a résoudre une équation donnée sur un domaine fixé.
Or, comme nous ’avons vu dans 'introduction de ce document, les équations des modeles
océaniques comportent des termes dissipatifs paramétrisant les phénomenes non-résolus
explicitement. Le fait d’augmenter la résolution pour le modele numérique local va donc
amener le plus souvent le physicien océanographe a baisser la valeur de cette dissipation
artificielle par rapport a celle du modele global, c’est a dire en quelque sorte a changer
localement les équations du modele. Par ailleurs, la bathymeétrie réelle de 'océan étant
par endroits tres irréguliere, la forme du domaine de calcul (et donc son volume) peut
changer de facon non négligeable suivant le niveau de résolution auquel on se place. Si ce
probleme est également rencontré dans d’autres applications des méthodes multigrilles, il
est particulierement flagrant en océanographie, et notamment au niveau de la conservation
de la masse. Tout autant qu’une vision multigrille, ¢’est donc aussi, comme nous 1’avons
introduit au §1.1.2, une vision “couplage de modeles” qui convient.

1.2.2 Adaptativité - Algorithme de Berger et Oliger

Nous avons évoqué dans la présentation de ce chapitre que nous souhaitions de plus
aborder 'aspect adaptatif du raffinement de maillage. A notre connaissance, aucune étude
en ce sens n’avait été réalisée en modélisation de la circulation générale océanique au début
de ce travail. Depuis lors un systeme de modeles emboités a été développé par Rowley
and Ginis (1999), dont la (ou les) grille(s) locale(s) peuvent se déplacer. Le nombre et
les tailles de ces grilles sont toutefois choisis au départ par 1'utilisateur et ne peuvent pas
varier au cours du temps.

Nous avons choisi de nous placer, tout au moins dans un premier temps, dans le
cadre algorithmique proposé par Berger and Oliger (1984) pour le raffinement adaptatif
de maillages structurés. Cet algorithme généralise simplement celui des modeles emboités
présenté précédemment, en I’étendant a un nombre quelconque de niveaux de résolution,
et a un nombre quelconque de grilles a chaque niveau. Nous allons ici le décrire rapidement
(pour une description plus précise, voir par exemple Berger and Oliger, 1984; Berger and
Collela, 1989; Blayo and Debreu, 1999).

Cet algorithme gere une hiérarchie de grilles emboitées, a différents niveaux de réso-
lutions. Une grille racine unique Gy, a basse résolution hg, couvre ’ensemble du domaine
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de calcul. Elle recouvre un ensemble de n; grilles locales plus fines Gy, (i = 1,...,n1) de
résolution Ay, formant le niveau 1. Cet emboitement est récursif, chaque grille a un niveau
[ pouvant éventuellement recouvrir quelques grilles plus fines de niveau [ + 1 (¢f figure
1.3). Un nombre maximal L, de niveaux est évidemment défini au préalable.
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Fic. 1.3 — Un exemple de hiérarchie de grilles

Le “ratio de raffinement” h;/h;11 est un nombre entier fixé r (typiquement de 2 a
5). Le pas de temps k; au niveau [ est fixé de fagon a respecter des criteres de stabilité.
Pour la modélisation océanique, un critere CFL est en général approprié. On imposera
donc k;/ki11 = r, ce qui assure que le quotient h;/k; soit constant et indépendant du
niveau de résolution. L’intégration temporelle de la hiérarchie de grilles (figure 1.4) se
fait suivant une généralisation du principe des modeles emboités décrit au §1.2.1: pour
avancer d’un pas de temps ko (de I'instant 7" a 'instant T+ ko), on commence par intégrer
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la grille racine GGy d’un pas de temps kqo. Par interpolation spatio-temporelle des solutions
sur cette grille aux instants T et T' + kg, on calcule des conditions aux limites pour les
grilles de niveau 1 aux instants 7.7 + ky,..., T+ rk; = T + ky. On peut ensuite intégrer
les grilles de niveau 1 sur r pas de temps k;. Cette procédure est récursive, et les grilles
aux niveaux de résolution plus fins sont intégrées de facon similaire. Enfin, pour chaque
niveau de résolution [ excepté le plus fin, les solutions sur les différentes grilles sont mises
a jour a la fin de chaque pas de temps en utilisant les solutions au méme instant sur
les grilles plus fines de niveau [ + 1 qu’elles recouvrent. Notons que, dans le vocabulaire
des méthodes multigrilles, cet algorithme pourrait étre défini comme la mise en ceuvre au
cours de chaque pas de temps grossier ko d’un (et un seul) V-cycle.

Remaillage 7
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Fia. 1.4 — Algorithme d’intégration temporelle de la hiérarchie de grilles. Les fleches ont la
méme signification que dans la figure 1.2. Un remaillage peut éventuellement étre réalisé
périodiquement.

Le nombre, la taille et la position des différentes grilles peuvent étre fixes, ou bien
évoluer au cours de la simulation. Dans ce dernier cas, un critere est appliqué a intervalles
réguliers (tous les NV pas de temps ky) en chaque point de chaque grille, afin de détecter
si une résolution plus fine est nécessaire, ou au contraire si la résolution existante peut
étre relaxée. Différentes considérations peuvent guider le choix du critere de raffinement :
estimations d’erreur a posteriori (comme par exemple le critere de Richardson utilisé dans
les expériences de Berger and Oliger), aspects physiques (e.g.indicateurs de turbulence),
etc. Ce choix est évidemment crucial, et nous illustrerons ce point plus loin. Comme ce
critere détecte seulement un ensemble de points, ceux-ci doivent ensuite étre rassemblés
en sous-grilles rectangulaires (procédure de clustering). Une heuristique efficace pour ce
faire a par exemple été proposée par Berger and Rigoutsos (1991).

Pour terminer, il est a noter que lorsque le nombre de niveaux de grille est égal a 2
et que les grilles sont fixes, cet algorithme se réduit a ’approche classique des modeles
emboités.

Une application de cet algorithme de raffinement adaptatif a un cas météorologique a
été réalisée par Skamarock et al. (1989).
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1.2.3 Analyse numérique de I’algorithme de Berger-Oliger

Si 'analyse numérique de méthodes multigrilles pour la résolution des équations aux
dérivées partielles a été menée dans différents contextes (voir par exemple Trottenberg
et al., 2000), il n’existe pas a notre connaissance dans la littérature d’analyse dans le cas
localement multigrille pour une équation d’évolution, ni donc a fortiori dans le cas de
I’algorithme de Berger-Oliger. Nous avons donc souhaité mener une telle analyse, tout
au moins pour commencer dans un cas simplifié. Cette analyse est décrite en détail dans
Debreu (2000) et Debreu (2002). Nous n’en donnerons ici qu'un tres bref canevas.

On considere 1’équation

2_1; =Lu+f sur  x [0,7] (1.2)
ou L est un opérateur linéaire aux dérivées partielles. On se restreint au cas d’une
discrétisation sur deux niveaux de grilles (L., = 2), de résolutions respectives H et
h, et on notera Qp et ), des maillages de ) de pas respectifs H et h. De plus, on suppose
que la discrétisation temporelle est réalisée a ’aide d’un schéma décentré amont d’ordre
1 (schéma d’FEuler amont).

Notons Ep et Ej les espaces vectoriels des fonctions de grille sur Qp et €, et ]{I
I'opérateur linéaire de restriction de Ej, dans Ey utilisé lors des phases de mise a jour
dans D'algorithme. L’analyse est basée sur une décomposition de Fj classique dans le
contexte multigrille (e.g. Madel et al., 1987) sous la forme:

By, = Ker If! @1m (1)’ (1.3)

qui peut étre ré-écrite

Ej, = Ker Il @ Iml}, (1.4)

en définissant I}, comme l'opérateur d’interpolation adjoint de I}7. Cette décomposition
est en fait une séparation des petites et des grandes échelles, puisque qu’elle indique que
toute fonction uy, de E) peut s’écrire comme la somme d’une fonction v;, de Ker ]{I (i.e.de
petites échelles invisibles sur Ky car ]{Ivh = 0) et d’une fonction wy de Im[}} (i.e.de
grandes échelles entierement représentables sur Ky, car wy, = ]}}wH avec wy € Fy).

On applique alors Ialgorithme de Berger-Oliger a 1’équation-modele (1.2) en écrivant
uf, solution approchée sur €2, au pas de temps n, sous la forme u? = v + [hw? avec
IHy? = 0. Ceci ameéne un certain nombre de simplifications, et permet d’obtenir une

inégalité du type
g ) ( g )
L U AL I 15
( i+ ol (15)

(i étant un vecteur lié uniquement au terme de forgage f de (1.2).

Les conditions de stabilité, déduites de ’analyse de la matrice A, portent essen-
tiellement sur la “qualité” de l'opérateur de restriction, et sur la consistance entre les
discrétisations de l'opérateur L sur les grilles fine et grossiere et les opérateurs d’in-
terpolation et de restriction. [’adaptation éventuelle du maillage amene une condition
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supplémentaire, portant sur la fréquence des remaillages et sur 1’opérateur d’interpolation
utilisé pour initialiser la solution sur les grilles fines.

Ce travail a été complété par une estimation d’erreur en fonction des ordres de
discrétisation des différents opérateurs.

Bien que réalisée sur un cas simplifié, cette analyse nous aura permis de mettre claire-
ment en évidence 'effet des petites échelles sur la stabilité de la méthode, et 'importance
des opérateurs de transferts inter-grilles a cet égard.

1.2.4 Quelques résultats numeériques

Afin d’appréhender le comportement numérique et I'intérét potentiel du raffinement,
éventuellement adaptatif, du maillage dans le contexte des modeles de circulation océa-
nique, nous avons réalisé un certain nombre d’expériences numériques avec différents
modeles. Pour toutes ces applications, le maillage est raffiné uniquement horizontalement.

De premieres applications ont été menées avec des modeles simplifiés (modon baro-
trope, modele quasi-géostrophique multi-couches, modele shallow-water), essentiellement
pour aborder certains aspects physiques et numériques essentiels (hypothese du toit ri-
gide, propriétés de conservation, grilles décalées...), avoir une premiere évaluation des
performances d'une telle méthode, réaliser et valider les développements informatiques
nécessaires (c¢f §1.2.5), et ce tout en limitant les difficultés par rapport & une application
totalement réaliste. Ces expériences sont décrites pour la plupart dans Blayo and Debreu

(1999) et Debreu (2000).

Les principaux enseignements que nous en avons tirés sont les suivants:

e D’une facon générale, le raffinement adaptatif permet bien d’obtenir a moindre cotit
des solutions numériques tres proches de la solution de référence obtenue avec un
maillage uniformément fin (a quelques pour-cent pres sur les divers diagnostics exa-
minés). Le gain est effectif a la fois en termes de temps de calcul et d’encombrement
mémoire. Il est typiquement de l'ordre d’un facteur 3 a 4. La qualité des résultats
dépend cependant évidemment du critere de raffinement utilisé, qui doit étre adapté
au cas traité.

e La conservation des flux au travers des interfaces entre grilles fines et grossieres
est une propriété essentielle, qui doit étre assurée lors des procédures d’interaction
entre grilles. Si ce n’est pas le cas, les résultats numériques peuvent dériver assez
rapidement, notamment dans les modeles a surface libre.

e Par rapport a I'approche classique des modeles emboités, l'adaptation du maillage
apporte —comme ¢’était prévisible— un surcroit de précision a cout de calcul iden-
tique. C’est le cas évidemment au niveau de la solution globale sur la grille grossiere,
qui est mieux “reconditionnée” par des grilles fines adaptatives. Mais, et cela peut
peut-étre sembler moins évident, c’est également le cas au niveau des résultats lo-
caux : on obtient localement une solution de meilleure qualité dans le cas adaptatif,
meéme si la zone d’intérét n’est jamais raffinée lors de la simulation, que dans le cas
d’un zoom fixe centré sur cette zone. Ceci illustre simplement le fait que la qualité
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de la solution sur un zoom fixe dépend fortement de la qualité des conditions aux
limites fournies par le modele grossier, et qu’il peut donc étre plus intéressant de
favoriser la recherche de la qualité de la solution globale.
e Enfin, ces expériences ont permis d’identifier les aspects-clés d’une implémentation
informatique de cet algorithme et d’en réaliser une maquette logicielle (¢f §1.2.5)
Une illustration de ces expériences en contexte simplifié est donnée sur la figure 1.5, pour
le cas de ’adaptation de maillage dans un modele shallow-water.

Grille haute résolution Grille basse résolution Grille avec zoom

Fi1G. 1.5 — Tests dans un modéle shallow-water avee deux niveaux de résolution (25km et
8.33 km). Hauteurs instantanées a t = 1.5 an (haut), t = 3 ans (miliew) et t = 4,5 ans
(bas). Colonne 1: simulation de référence a haute résolution; colonne 2: simulation a basse
résolution; colonne 3: simulation basse résolution avec un zoom fizre a haute résolution
localisé sur la trajectoire du jet; colonne 4: simulation basse résolution avec adaptation de
maillage a haute résolution. Dans ces deux derniers cas, les grilles fines couvrent environ

40% de la surface du domaine. (Debreu, 2000)

La généralisation de ces conclusions a un cadre de simulation océanique réaliste était
toutefois loin d’étre évident, notamment du fait d’une physique plus complexe et de
la présence de forts effets locaux liés a la bathymétrie ou aux forcages. Divers travaux
complémentaires ont donc été menés, avec plusieurs modeles aux équations primitives :

e modele de circulation générale OPA du LODYC (e.g. Madec et al., 1999), dans sa

version en coordonnée z et a toit rigide, dans une configuration Atlantique Nord
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a 2 niveaux de grilles (Debreu, 2000; Blayo et al., 2002) et dans une configuration
régionale du détroit de Gibraltar a 2, 3 et 4 niveaux de zooms fixes (Blayo et al.,
2000; Debreu et al., 2001).

e modele cotier MARS de 'ITFREMER et du SHOM (coordonnée sigma, surface libre),
dans une configuration idéalisée a 2 niveaux de zooms fixes (collaboration avec T.
Pichevin et C. Grit) et sur une configuration régionale de la zone Sud-Bretagne
(collaboration avec F. Dumas et M. Jouan).

e modele régional ROMS de UCLA (coordonnée sigma, surface libre), dans une confi-
guration a 3 niveaux de zooms fixes sans rétroaction de la baie de Californie du Sud

(collaboration de L. Debreu avec P. Marchesiello et J. Mc Williams, ¢f Mc Williams
et al., 2001).

Deux illustrations sont données a titre d’exemple sur les figures 1.6 et 1.7.
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Fic. 1.6 — Simulation de la circulation dans le détroit de Gibraltar, réalisée avec le modele
OPA. En haut: zone modélisée, avec indication de la position des zooms successifs et
superposition de la bathymétrie. En bas a gauche: coupe de salinité a 37N (remarquer la
langue d’eau méditerranéenne plus salée); a droite: champ de vitesse en surface dans le
détroit sur la grille la plus fine (1.7 km de résolution).
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Fic. 1.7 — Simulation de la circulation dans la baie de Los Angeles : solution locale sur les
trois niveaux de zoom aux résolutions successives de 18 km (en haut a gauche), 6 km (en
haut @ droite) et 2 km (en bas a gauche), et emprise géographique des trois modeéles em-
boités (en bas a droite). Simulation réalisée avec le modéle ROMS (UCLA) - collaboration
de L. Debreu aveec P. Marchesiello et J. Mc Williams.

La diversité de ces modeles nous a permis d’étre confrontés a un panel sans doute
assez complet des difficultés nouvelles associées au raffinement de maillage en contexte
réaliste. Nous pouvons tenter de les regrouper en trois catégories principales:

o les difficultés liées au contexte physique et numérique plus complexe — Citons par
exemple la nécessité de préserver numériquement la non-divergence du transport
barotrope dans le modele a toit rigide OPA, sous peine de créer artificiellement des
ondes de gravité, trop rapides pour étre représentées correctement par le modele, et
qui peuvent rapidement provoquer une explosion numérique. De méme, |'utilisation
de la coordonnée verticale sigma pose des problemes spécifiques pour les opérateurs
d’interpolation et de restriction, les points de grille voisins devant interopérer étant
situés a différentes cotes verticales z.

o les difficultés liées a la configuration réaliste du domaine de calcul — Le principal
probleme provient du fait que la bathymétrie réelle possede de hautes fréquences
spatiales, et est donc différente suivant le niveau de résolution. Ceci provoque trois
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types de difficultés: d’une part au niveau de la définition des traits de cotes; d’autre
part, pour un modele en coordonnée z, la profondeur peut par exemple admettre
un maximum local sur la grille haute résolution a l'intérieur d’une maille basse
résolution, auquel cas il peut exister des points de grille fins a certains niveaux de
profondeur n’admettant pas de voisins sur la grille grossiere; enfin, le volume d’une
zone géographique peut différer suivant le niveau de résolution auquel elle est vue,
ce qui doit évidemment étre géré convenablement pour satisfaire les contraintes de
conservation. Citons aussi le probleme de la gestion des iles, ou encore des forcages
qui, eux aussi, peuvent comporter des hautes fréquences spatiales et temporelles.

les difficultés liées au choix du critere de raffinement — Il s’agit la d’un probleme
sans “solution miracle”. Les possibilités sont nombreuses, dépendent des aspects que
I’on souhaite privilégier dans la simulation, et nous n’en avons exploré que quelques-
unes. Dans notre contexte océanique, 'utilisation de criteres basés sur la physique
nous a paru plus pertinente que des criteres essentiellement mathématiques comme
I’estimateur de Richardson. Ils menaient d’ailleurs a des résultats plus satisfaisants
sur les cas-tests ou nous les avons comparés. Pour des modeles de circulation générale
ou régionale, le critere de raffinement nous semble devoir étre basé en premier lieu
sur la dynamique horizontale. Il peut ensuite favoriser tel ou tel aspect de cette
dynamique, ce qui peut mener a des résultats tres différents.

A titre d’illustration, la figure 1.8 compare, pour trois criteres de raffinement, les
pourcentages de temps de simulation pendant lesquels les points de la grille grossiere
sont raffinés. Si on note V' = (u,v) un vecteur vitesse horizontal, définissons les
quantités Q; = ||[V|| = (u* + v})'2 (norme de V), Q2 = |RotV| = [0,v — dyu
(valeur absolue de la vorticité), et Q5 = d,u dyv — 0xv Jyu. Q3 est 'expression dans
le cas 2-D de la différence des normes des parties antisymétrique et symétrique
du tenseur des vitesses de déformation. Cette quantité, proposée par Hunt et al.
(1988) et utilisée en simulation de la turbulence (e.g. Delcayre, 1999) peut étre
interprétée comme une balance entre vorticité et cisaillement de 1’écoulement. Il
est a noter que (J3 est une quantité signée, contrairement a ¢); et ()2. Les trois
criteres comparés ici sont donc finalement : raffinement des points (z,y) tels que
Qi(x,y) > s; (1 = 1,2,3), ou les s; sont des valeurs-seuils. Pour pouvoir comparer
les criteres sur la figure 1.8, nous avons imposé le fait que la proportion de domaine
raffinée soit du méme ordre (15%) dans les trois cas. Nous avons utilisé ici pour V
la vitesse barotrope (i.e. moyennée verticalement). Comme on peut le voir, le critere
()1 ne détecte quasiment que les régions du Gulf Stream et du courant Nord-Brésil.
()2 ajoute la détection des régions de seuil (Groénland-Islande-Ecosse), mais détecte
fréquemment, de facon surprenante, une zone au large de la Norvege a l'extrémité
Nord-Est du domaine de calcul. Il s’agit probablement d’un artéfact lié au rappel
en température et salinité utilisé par le modele sur une bande de quelques degrés au
Nord du domaine. Enfin, le critere ()5 reprend les zones dynamiquement importantes
citées précédemment, y ajoute la zone du Labrador, et élimine le probleme du critere
()2 mentionné ci-dessus. Les résultats de simulation sont également assez différents,
notamment par exemple dans le gyre subpolaire, comme on peut le voir sur la figure
1.9. Sans les commenter en détail, indiquons toutefois que le critere ()3 a conduit
assez systématiquement aux meilleurs résultats.
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Fia. 1.8 — Statistiques sur la position des zones raffinées. Simulation d’un an avec le
modeéle OPA, avec remaillage tous les | jours. La palette va du blew (zones presque jamais

raffinées) au rouge (zones raffinées presque en permanence). A gauche: critére de vitesse
barotrope; au milieu: critére de vorticité barotrope; a droite: critére de Hunt. (Debreu,

2000)
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FiG. 1.9 — Fonction de courant barotrope moyennée sur un an sur la grille basse résolution,
en fonction du critere de raffinement. En haut a gauche : simulation basse résolution; en
haut a droite : critére de vitesse barotrope; en bas a gauche : critéere de vorticité barotrope;
en bas a droite: critére de Hunt. Intervalle entre isocontours: 4 Sv (=4 10°F m>.s7!)

(Debreu, 2000)
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Ces diverses expériences menées avec des modeles réalistes nous conduisent globale-
ment a des conclusions confirmant les résultats des cas idéalisés. [’adaptation de maillage
permet, pour un cout de calcul divisé typiquement d’un facteur 3 a 5 en temps et place
mémoire, d’obtenir des résultats proches de ceux d’un modele a résolution uniformément
fine. Elle présente également une supériorité (et aussi une complémentarité) par rapport
a I'approche classique en zoom fixe. La physique complete océanique étant tres riche, de
nombreuses investigations complémentaires sont toutefois encore a mener pour acquérir
une bonne expertise des possibilités offertes par ce type de méthode.

1.2.5 Aspects informatiques

Nous avons mentionné en introduction de ce document l'importance que nous at-
tachons a l'implémentation informatique des méthodes numériques. Celle-ci doit étre
évidemment propre et efficace. De plus, elle doit autant que possible étre modulaire,
de facon a rendre les méthodes aisément utilisables quasiment sans modification des
modeles numériques. Ce dernier point est particulierement important dans le contexte
océanographique, ou les modeles sont des outils lourds, dont les modifications peuvent
étre complexes a effectuer et a valider.

La méthodologie du raffinement adaptatif de maillage décrite ci-dessus pouvant s’ap-
pliquer a priori a une tres grande variété de modeles a maillage structuré, nous avons sou-
haité écrire un certain nombre de fonctionnalités génériques facilitant son implémentation.
Par rapport aux quelques packages informatiques existants et qui adressent ce probleme
(e.g. AMRCLAW, DAGH, PARAMESH), nous nous sommes fixés essentiellement deux
contraintes fortes supplémentaires : d’une part travailler en Fortran 90, afin d’avoir la pos-
sibilité d’une approche orientée objet et d’étre en méme temps directement compatible
avec la tres grande majorité des modeles océaniques (et donc d’éviter toute interfacage
du type C++/Fortran 90 par exemple); et d’autre part avoir autant que possible une
approche “boite noire” vis a vis du modele, i.e. éviter au maximum d’avoir a modifier le
modele.

Ceci a été réalisé dans le package AGRIF (Adaptive Grid Refinement In Fortran), que
nous ne détaillerons pas ici (voir Debreu and Blayo, 2002). Indiquons simplement que ce
package permet une mise en ceuvre aisée d’un raffinement adaptatif de maillage dans tout
modele aux différences finies. La tache de I'utilisateur consiste principalement a remplir
un fichier de configuration dans lequel il décrit les paramétrages choisis pour le raffinement
(interpolation, restriction, ratio de raffinement, etc) et quelques caractéristiques du modele
(nom des variables globales, position sur la maille, etc). Ce fichier est ensuite interprété afin
de créer les routines correspondantes utiles a la méthode, qui, associées a d’autres routines
indépendantes du modele, vont former la librairie finale. Par ailleurs, 1'utilisateur devra
éventuellement apporter des modifications aux procédures d’entrées-sorties, afin qu’elles
puissent aussi fonctionner sur les grilles fines.

Une premiere version de ce package, développée essentiellement lors des tests sur les
modeles idéalisés, a permis une implémentation rapide de la méthode sur les différents
modeles aux équations primitives cités au paragraphe précédent. Typiquement, on par-
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vient a une mise en ceuvre informatique en quelques jours de travail, contre sans doute
plusieurs mois sans cela. De plus, le nombre et la variété des modeles testés ont assuré
une bonne validation de cet outil.

Une seconde version est en cours de développement, avec le soutien de 'INRIA (poste
d’ingénieur-associé de C. Vouland pour 2001-2002), et qui incluera diverses améliorations
importantes (notamment la possibilité du raffinement sur la verticale et la parallélisation).

En complément a ce travail, nous avons réfléchi aux problemes d’équilibrage de charge
qui se poseront nécessairement lors de l'implémentation parallele d’un tel raffinement
adaptatif. En effet, le nombre et la taille des grilles étant amenés a varier au cours de
la simulation, il nous faut disposer d’un algorithme efficace permettant 1’affectation a
chaque étape de remaillage des processeurs aux différentes sous-grilles. Ce probleme a été
abordé dans le cadre d’une collaboration avec le laboratoire ID-IMAG (G. Mounié, D.
Trystram), et a abouti a la mise au point d’un algorithme de répartition, qui a été testé
sur une maquette simplifiée (Mounié, 2000; Blayo et al., 2000). L’approche développée est
basée sur la notion de tache malléable (i.e.une tache élémentaire parallele a laquelle on
peut affecter un nombre quelconque de processeurs; ce sera typiquement un pas de temps
d’une grille de calcul) et sur I'utilisation du facteur d’inefficacité (i.e.la connaissance,
étalonnée a priori grace au modele sur grille uniforme, de la dégradation de 'efficacité de
la parallélisation en fonction du nombre de processeurs et de la taille de la grille).

1.2.6 Conclusion sur le raffinement adaptatif de maillage

Ce travail mené sur le raffinement, éventuellement adaptatif, de maillage constituait la
premiere phase de notre approche explicitée au §1.1, visant a aller vers une modélisation
par composants.

D’un point de vue méthodologique, ce travail est maintenant relativement complet et
validé, méme si nous souhaitons encore évidemment travailler certains aspects: analyse
numérique de problemes plus complexes, raffinement vertical, parallélisation, et améliora-
tion de la phase de mise a jour (update) pour permettre une meilleure régularité au niveau
des interfaces entre grilles.

Il reste par contre a réellement valider ces outils du point de vue de la physique
océanique. Les premieres simulations que nous avons réalisées, seuls ou en collabora-
tion avec des physiciens, vont en ce sens. D’autres travaux vont suivre, menés par des
océanographes utilisant nos outils pour des études physiques: circulation dans la zone Sud-
Bretagne (IFREMER-SHOM), baie de Californie (UCLA), zooms a tres haute résolution
dans le modele Clipper de 'océan Atlantique (LEGI Grenoble et LPO Brest), ...

L’aspect adaptatif n’est par contre pour I'instant pas du tout “passé dans les moeurs”
des physiciens océanographes, qui concentrent leur attention a des zooms fixes sur des
zones d’intérét particulier, ou sur des régions ou leurs modeles ne donnent pas de bonnes
solutions, par exemple a cause de paramétrisations sous-maille déficientes. Pour aller
vers ’adaptation de maillage, des travaux supplémentaires sont nécessaires, qui devront
étre menés essentiellement par des physiciens, orientés d’une part vers la recherche et
I’expertise sur les criteres de raffinement, et d’autre part vers la validation poussée d’un
point de vue physique des résultats obtenus.
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1.3 Vers le couplage de modeles océaniques

Notre but a terme étant de travailler a la mise en oeuvre d’un systeme de modélisation
par composants, nous allons nous attacher maintenant aux méthodes de couplage de
modeles. Le raffinement de maillage était un cas particulier d’un tel couplage. En nous
appuyant sur cette premiere expérience, nous souhaitons ici avoir une approche qui per-
mette d’obtenir une meilleure consistance entre les variables d’état des modeles (nous
avons vu que ¢’était la un point faible de I’algorithme classique de modeles emboités), et
soit en méme temps plus généraliste. Par ailleurs, nous attacherons comme toujours une
importance toute particuliere au cotit des méthodes que nous envisagerons.

Nous allons, dans les pages qui suivent, présenter et motiver un projet de recherche
pour les années a venir, focalisé sur ces aspects.

1.3.1 Cadre général: les méthodes de Schwarz

Poussées par ’avenement des calculateurs paralleles, les méthodes de décomposition
de domaine ont connu un essor tres important depuis une quinzaine d’années. L’objet ici
n’est pas de faire une revue exhaustive des différentes méthodes développées (méthodes
de Schwarz, avec ou sans recouvrement, méthodes de Schur, méthode des joints...), on
pourra pour cela se rapporter a des ouvrages de référence (e.g. Valli and Quarteroni, 1999;
Proceedings de la conférence annuelle Domain Decomposition Method, 1987-2001).

Présentation

Nous allons cependant rappeler le principe général des méthodes de Schwarz, celles-ci
fournissant a priori un cadre théorique particulierement intéressant pour nos problemes
de couplage. Reprenons pour cela les notations du §1.1, et du probleme-modele:

L1u1 = f1 dans Ql X [O,T] L2u2 = f2 dans QQ X [O,T]
u; donnée at =0 et uy donnée at =0 (1.6)
Biuy = ¢g; sur 9Q9" x [0,7] Baoug = gy sur 095" x [0, 7]

Les modeles étant a priori différents, supposons ici que €4 et {5 ne se recouvrent pas (le
cas avec recouvrement ne posant pas véritablement de difficultés supplémentaires). On
note a nouveau I' leur interface. On désigne sous le terme générique de méthodes de
Schwarz les algorithmes itératifs du type:

° u? et ug données sur I

e Tant que I’on n’est pas a convergence, résoudre:

Lyt =1 dans 4 x [0, T]

wit™ donnée At =0 (1.7)
Bt =g sur 905" x [0, 7] '
Ciuf™ = Cwg  sur T x [0,7]
Loust = f, dans Q5 x [0, 7]
nt1 N 4
ot Uy donnée at=0 (1.8)

Bouytt =gy sur Q5" x [0,7]
Couyt™ = Coul  sur I' x [0, 7]
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ou Cy et C'; sont des opérateurs aux dérivées partielles de couplage a définir. Cet algo-
rithme est appelé algorithme de Schwarz addititif. Si ’on remplace la condition d’interface
Coul™ = Cou? par Couly™ = Couf™, on parle alors d’algorithme de Schwarz multiplica-
tif. Celui-ci converge a priori plus vite (en terme de nombre d’itérations) que la version
additive, mais les deux systemes (1.7) et (1.8) ne peuvent plus étre résolus en parallele a
chaque itération (probleme qui peut cependant étre contourné quand il y a plus de deux
sous-domaines).

Consistance et vitesse de convergence

Nous avons vu au §1.1 qu’un point-clé du couplage de modeles réside dans la définition
d’un critere de consistance entre u; et uy. Pour notre contexte océanique, on cherchera
a priori la continuité et la dérivabilité du raccord entre u; et uy au travers de I', dans la
mesure évidemment ou une telle régularité sera compatible avec les équations des modeles
(1.6).

Un second point-clé tient ensuite dans I'utilisation d’une méthode numérique permet-
tant d’obtenir cette consistance. Les méthodes de Schwarz permettent a priori cela, la
régularité du raccord étant spécifiée via les opérateurs de couplage Cy et (5. Ainsi par
exemple, pour obtenir un raccord C', on peut choisir €y = Id et Cy = 9/dn (ot n est
une normale a I'), ou plus généralement tout couple C; et €y de combinaisons linéaires
indépendantes de Id et d/dn: C; = 0/0n + r; Id, avec ry # rs.

L’algorithme étant itératif, et chaque itération mettant en jeu une intégration des deux
modeles numériques, le cott total sera donc égal au nombre d’itérations que multiplie le
cotut des deux modeles. De ce fait, il peut s’avérer extremement élevé si la convergence de
la méthode n’est pas rapide. Tout I'enjeu sera donc de trouver des opérateurs C; et (s
assurant une bonne vitesse de convergence.

Pour illustrer 'importance de cet aspect, prenons un exemple simple de décomposition
de domaine sur une équation stationnaire de réaction-advection-diffusion 1-D a coefficients

constants: P e
cu—l—aa—z—z/a—;:f(x) re€R (a>0,v>0) (1.9)
On a donc Ly = Ly = L = ¢ld + ad, — v0,,. Choisissons une décomposition sans re-

couvrement de @ = R en @ = R_ et Qy = R4, et cherchons & résoudre (1.9) par
un algorithme de Schwarz en retrouvant la continuité et la dérivabilité de la solution au
niveau de I'interface x = 0. L’algorithme “naif” de Dirichlet-Neumann s’écrit :

n+1 _
5 nlﬁl - g npour z<0 ot { Lud™ =f pouraz>0 (1.10)
Uy Uy n+1 _ .
0) = 0 u 0) =ul(0
5—(0) =—2(0) 2 (0) = ui(0)
Notons AT et A~ les deux racines du polynéome caractéristique ¢ + a X — v X%
o a+ a2+ der ot = — a—va?+ 4dev (1.11)

2v 2v
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On montre aisément que le taux de convergence! de I’algorithme (1.10) vaut:

B AT B a—a?+ deyv (1.12)
P= A a+ a2+ der '

Il dépend donc des parametres de ’équation, et si I'on est par exemple dans un cas ou
cv est grand devant a?, p sera alors proche de 1, ce qui signifie que 1’algorithme ne va
converger que tres lentement.

Par contre, si 'on choisit maintenant les conditions a priori moins évidentes (; =
0, — A7 1d et Cy = 0, — ATId, on montre que p = 0, i.e. que 'algorithme va converger
exactement en seulement deux itérations.

Le choix de C et (5 est donc primordial pour 'efficacité de la méthode.

1.3.2 Couplages océanographiques usuels et méthodes de Schwarz

Il nous a semblé intéressant, pour mettre ce projet de recherche en perspective, de
replacer les réalisations océanographiques actuelles de type couplage dans cette optique
des méthodes de Schwarz. Prenons ici quelques cas parmi les plus courants:

e Couplage modeéle cotier / modele hauturier — Un modele régional ou global,
a basse résolution, est couplé avec un modele cotier local a haute résolution et a
physique différente. On a un recouvrement total, et I'interaction est souvent sans
rétroaction du modele local vers le modele global. Les équations sont donc du type:

Louy = fo  dans Q5 x [0, 7]

uy donnée at =0

Bauy = gy sur 095 x [0,7]
ug =uy  sur I' x [0,7]

L1u1 = f1 dans Ql X [O,T]
u; donnée at=20 puis

Byuy = g1 sur 095 x [0, 7]

(1.13)

On voit ici qu’on réalise en fait une (et une seule) itération d’une méthode de Schwarz
multiplicative, avec C; =0 et Cy = Id.

A noter que le modele 1 ne “voit” ici jamais le modele 2. Le fait d’ajouter une
rétroaction ne change cependant pas fondamentalement les choses du point de vue
formel.

e Raffinement de maillage — On a vu au §1.1 que le raffinement de maillage peut
étre vu comme un cas particulier de couplage. Il s’agit en fait exactement du méme
cas que précédemment. On peut donc interpréter I'algorithme usuel du §1.2 comme
une unique itération d’'une méthode de Schwarz multiplicative avec recouvrement
total.

La méthode FIC proposée par Laugier et al. (1996, ¢f §1.2.1) revient par contre a
mener a convergence cette méthode de Schwarz.

n+2 n+2
, . .. U — ul (2 U2 . , .
1. On définit ici le taux de convergence par p = —| = —|, t.¢.le taux de décroissance
u—u u—u
1 2

de Derreur au cours des itérations. Il doit étre plus petit que 1 pour que I’algorithme converge. Plus il est
proche de 0 et plus ’algorithme convergera rapidement.

26



e Couplage océan-atmosphere — La méthode utilisée actuellement dans les mo-
deles couplés océan-atmosphere consiste a découper la simulation en fenétres tem-
porelles [t;,t:41] (1 = 0,1,...) de longueur constante T' (typiquement de I'ordre de
24 heures), et a résoudre les deux modeles successivement sur chaque fenétre en
utilisant des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann figées dans le temps,
et calculées sur la fenétre précédente. Ceci peut étre écrit symboliquement :

Lairuair = fair da‘ns Qair X [t27t2+1]
Bairuair — gair sur aQ:(: X [t27 t2-|—1]
uair(Z — 07t) — uocéan(Z — 07t2) t € [tmtl-l—l]
et (1.14)
Locéanuocéan = focéan da‘ns roéan X [t27t2+1]
Bocéanuocéan — gocéan sur aQZ)c(Zan X [t27 t2-|—1]
aa—zuocéan(z =0,t) = aa—zum(z =0,t;) t€ [titit1]

Un tel algorithme peut étre vu comme une unique itération d’une méthode de
Schwarz additive sans recouvrement, avec Cy ~ Id et Cy ~ 0/0z = Jd/0n.

e Le probleme de frontiére ouverte — On est souvent amené en modélisation
océanique, pour des raisons de cott de calcul, a tronquer le domaine de calcul par une
frontiere artificielle I', placée en plein océan. Se pose alors évidemment le probleme
de la spécification des conditions aux limites sur ', encore appelées conditions de
frontiere ouverte. Une abondante littérature a été (et continue d’étre) écrite sur
ce sujet. Pour des simulations réalistes, ces conditions cherchent non seulement a
évacuer avec un minimum de réflection les perturbations se présentant sur I', mais
également a faire ressentir au modele une “influence moyenne” de I'extérieur, connue
en général de facon seulement tres grossiere par des données climatologiques.

Les conditions effectivement mises en ceuvre dans les modeles réalistes existants
sont le plus souvent extrémement simples. Il peut s’agir par exemple d’imposer les
données climatologiques aux frontieres (condition de Dirichlet u = wy,, sur I') ou
bien d’utiliser une condition radiative avec rappel climatologique, du type
g—?ﬂ(u).wz —% (1.15)
clim
La-encore, bien que ce soit a priori moins intuitif, on peut donc considérer qu’on
a affaire a un couplage (sans rétroaction) du modele numérique avec un modele
climatologique, réalisé par une itération unique d’une méthode de Schwarz.

Une itération ne fait pas la convergence...

Les descriptions précédentes, qui interpretent les méthodes courantes actuelles comme
les réalisations d’une premiere itération d’un algorithme a priori itératif, montrent bien
que 'on ne peut pas espérer ainsi obtenir une “consistance complete” (au sens des criteres
de régularité choisis). Ces méthodes sont toutefois évidemment justifiées par le fait qu’elles
imposent malgré tout une consistance “partielle”, tout en n’entrainant aucun surcotit.
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Une question se pose des lors de fagcon immédiate : quelle est 'influence réelle de cette
perte de consistance? Se traduit-elle en particulier par une réelle perte de précision sur
les solutions numériques?

Faute de pouvoir donner une réponse générale, prenons deux exemples simples sur des
équations d’évolution, exemples sur lesquels nous reviendrons par la suite. On considere
dans les deux cas un couplage de type “océan-atmosphere” comme explicité précédemment
dans I’équation (1.14), c’est a dire avec un découpage de la simulation en fenétres tempo-
relles de longueur T' et des conditions d’interface entre sous-domaines de type Dirichlet-
Neumann calculées lors des fenétres précédentes.

Cet algorithme appliqué en 1-D sur IR avec un découpage en deux sous-domaines IR_
et IRy s’écrit:

gzl<x7t> o Oau T < 07 ¢ E]t“tH—l] et LUZ( 9 ) T > 0 l E]tzvtz-l-l] (1 16)
——(0,) = ==(0,4;) t €]ti, tig] u2(0,1) = ( 1) tE]t“ml] '
Oz Oz
Choisissons une équation de diffusion (L = 0y — v 0y), avec une condition initiale
gaussienne up(x) = G(x;0%) = \/—U exp ( %) La solution exacte de Lu = 0 sur IR

est alors u(z,t) = G(x;0%+2vt). On peut dans ce cas simple réaliser & la main les calculs
correspondant aux premieres fenétres temporelles de I'algorithme (1.16), et obtenir ainsi
une expression analytique de 'erreur. On constate alors par exemple que I'erreur relative
a 'interface x = 0 apres seulement deux fenétres vaut

w(0,27) — u(0.27) _ 2 /1 +4T/o? (1.17)

u(0,27) T 1 14+ 2T/o?

qui peut valoir jusqu’a 2/7 ~ 64% si le rapport vT'/o? est petit devant 1.
La figure 1.10 visualise 1’évolution temporelle de ’erreur relative (en norme Ls) lors
d’une réalisation de cet algorithme.

Fic. 1.10 — Résolution d’une €quation de la chaleur 1-D sur IR décomposé en 2 sous-
domaines IR_ et IRy, parle couplage (1.16). Fvolution temporelle de Uerreur relative (en
norme Ly) sur les 50 premiéres fenétres temporelles. Le rapport vT [a* vaut ici 0.25
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Considérons maintenant, dans un second exemple, une équation d’advection-diffusion
2-D:
Ju

5t a.Vu—vAu=0  dans Q x[0,7] (1.18)

traitée par V. Martin (Paris 13) dans son travail de these. On résout cette équation sur un
domaine 2 = [0, 1] x [0, 1] a partir d’une condition initiale donnée. Par ailleurs, on résout
de facon approchée cette équation en coupant ) en deux sous-domaines rectangulaires
d’interface I' = [ = 0.2], et en utilisant I’algorithme de découpage en fenétres temporelles
précédent, avec des fenétres de longueur égale a un pas de temps. Autrement dit, on réalise
a chaque pas de temps une et une seule itération d’une méthode de Dirichlet-Neumann. On
voit alors (figure 1.11a) que I'erreur croit régulierement jusqu’a des niveaux de 1072 —107!
(alors qu’elle reste de I'ordre de 107'° avec une “vraie” méthode de décomposition de
domaine), et que I'on commence & en voir distinctement les effets sur la solution au bout
de quelques dizaines de pas de temps (figure 1.11b).

FiG. 1.11 — Résolution d’une équation d’advection-diffusion 2-D sur © = [0,1] x [0, 1]
avec un découpage en 2 sous-domaines (interface en x = 0.2). On utilise un couplage
réalisant une et une seule itération de Dirichlet-Neumann a chaque pas de temps. A
gauche : évolution du logarithme de Uerreur en fonction du temps. A droite: solution a

t =1, aprés 100 pas de temps; Uerreur au niveau de ['interface commence a étre visible.
(d’apres le travail de thése de V. Martin)

Sans pouvoir évidemment tirer de ces cas tres simples des enseignements valables
pour des simulations océaniques réalistes, ces exemples montrent toutefois clairement que
les méthodes de couplage actuellement utilisées dans les applications océanographiques
usuelles sont susceptibles de conduire a des imprécisions importantes.

1.3.3 Le projet COMODO

Dans le contexte qui vient d’étre décrit, nous avons mis en place en 2000-2001 un
projet de recherche sur les 4 ans a venir. Ce projet COMODO (COuplage de MOdeles

et Décomposition de domaine en Océanographie) regroupe des mathématiciens appliqués

29



(L. Halpern, C. Japhet, V. Martin - LAGA, Paris 13; E. Blayo, L. Debreu, V. Fedo-
renko - LMC, Grenoble) et des physiciens océanographes (B. Barnier, S. Cailleau - LEGI,
Grenoble), et a regu le soutien du SHOM et du programme national Mercator.

Nous viserons dans ce projet trois objectifs principaux :

o développer des méthodes de couplage performantes adaptées a la physique et aux
modeles océaniques;

e mettre en ceuvre une expérience de couplage de taille réelle, sur laquelle diverses
méthodes pourront étre testées;

e développer une approche informatique de type metacomputing, laissant autant que
possible les modeles inchangés.

Reprenons maintenant ces objectifs un a un, en donnant quelques pistes de travail.

Des méthodes de couplages performantes

Comme indiqué précédemment, le cadre formel dans lequel nous nous placerons sera
a priori celui des méthodes de Schwarz. Pour déterminer des opérateurs d’interface effi-
caces, nous utiliserons les techniques de conditions aux limites artificielles exactes et ap-
prochées (e.g. Engquist and Majda, 1977; Halpern, 1986; Halpern and Schatzman, 1989;
Nataf et al., 1995; Lie, 2001) et de conditions optimisées (e.g. Japhet, 1998; Gander et al.,
1999). Afin d’illustrer rapidement les idées sous-jacentes, reprenons ’exemple de 1’équation

d’advection-diffusion 2-D (1.18).

Prenons pour simplifier Q = IR?, ; et Qy les demi-plans x < 0 et > 0 respecti-
vement, et a = (a,b) constant. On utilise ’algorithme de Schwarz (1.7)-(1.8). En notant
el = u—uj et ef = u—uj les erreurs sur {2 et {1y a 'itération n, on voit aisément qu’elles
sont solutions des systemes:

Lei™ =0 dans 4 x [0, T] Lef™ =0 dans Q5 x [0, 7]
ett =0 at=0 et estt =0 at=0 (1.19)
Ciei™ = Chred sur I x [0,7] Coes™ = Chel sur T x 0,7

ou L désigne 'opérateur d’advection-diffusion. Donec, si I'on parvient a choisir C; et Cy
tels que Cyed = 0 et Cye] = 0, €7 et €3 seront nuls, car solutions d’un probleme homogene.
L’algorithme aura donc convergé exactement en deux itérations. De telles conditions d’in-
terface Cy et Cy seront appelées conditions aux limites artificielles exactes.

Dans le cas présent, on peut les déterminer aisément par transformée de Fourier en
temps et en espace (dans la direction y) de (1.19). On montre en effet que les transformées
des erreurs sont de la forme:

¢} = a"exp(Ata) et éy = " exp(Ax) (1.20)
avec
u a++/a? + 4v(w + bk)i + 4v2k? O a —/a? 4+ dv(w + bk)i + 4v2k?
N 2v © N 2v
(1.21)
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w et k étant respectivement les fréquences en temps et en y. On déduit de (1.20) que

jay e}
0é]

ox

jay e}
0és

—ATer =0 et e

— AT =0 (1.22)
En définissant les opérateurs A~ et AT dont A~ et At sont les symboles, il suffit donc
pour terminer de poser

o o,

(c’est ce type de technique qui avait permis de déterminer les bonnes conditions d’interface
pour I’équation (1.9) au §1.3.1).

Ces conditions d’interface exactes sont malheureusement inutilisables en pratique, car
I’expression de AT et A~ rend la transformation de Fourier inverse de (1.22) difficile. AT
et A7 sont en l'occurence des opérateurs non locaux en temps et en espace. On va donc
plutot tenter de les approcher par des opérateurs simples. On peut pour cela réaliser des
développements de Taylor de AT et A™. A l'ordre 1 par exemple, on obtient :

1 b 1 b
A i — ik et A~ L it 2k (1.24)

a a 1% a a

ce qui donne les conditions approchées:

g 19 b0 Jd «a 1ad b0
:a—x{—ga—kga—y et 02 —[d ————— e (125)

G T or v a dt  a dy

Les développements de Taylor n’étant valables qu’au voisinage de 0, les approximations
(1.24) ne sont a priori valides que pour les basses fréquences. Les opérateurs (1.25) risquent
donc de perdre de leur efficacité si la solution contient des hautes fréquences. Pour éviter
cela, on peut rechercher d’autres approximations de A* et A~ en travaillant directement
sur le taux de convergence p de la méthode et en cherchant a I'optimiser sur la gamme de
fréquences “vues” par le maillage en temps et en espace. C’est le principe des conditions
optimisées. Ainsi, on va choisir par exemple

Cy= 0y =N 0d et Cy=d,—\F Id (1.26)

p— _I_ . . . .
avec A et AT qui minimisent max p(k,w).

Ces techniques, si elles sont tres performantes, n’ont toutefois été pour 'instant réel-
lement mises en oeuvre que sur des équations simples (EDP linéaires, le plus souvent a
coefficients constants). Une des difficultés majeures du projet consistera a tenter de les
étendre aux équations bien plus complexes de l'océanographie.

Par ailleurs, méme si 1’on obtient ainsi de bonnes conditions d’interface, permettant

d’espérer une convergence rapide de 'algorithme, il est primordial de garder a l’esprit
le fait que chaque itération correspond a une intégration complete des deux modeles
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couplés. Le cout des modeles océaniques étant tres lourd, la réalisation en moyenne ne
serait-ce que de 4 ou 5 itérations peut donc s’avérer inacceptable. C’est pourquoi nous
testerons également des stratégies “intermédiaires”, consistant a ne réaliser qu’une (voire
deux) itérations de I’algorithme de Schwarz avec ces bonnes conditions d’interface. Pour
un surcout nul ou limité, on peut tout de méme espérer apporter ainsi une amélioration
sensible par rapport aux méthodes usuelles.

A titre d’illustration, les figures 1.12 et 1.13 reprennent les exemples déja traités sur les
figures 1.10 (équation de la chaleur 1-D) et 1.11 (advection-diffusion 2-D), en remplacant
uniquement les opérateurs Id et 9/dx par des conditions de Robin optimisées du type
(1.26), déterminées par les techniques que nous venons d’exposer. On voit que 1’on réduit
ainsi, dans les deux cas, sans aucun surcotut de calcul, I'erreur d’un a deux ordres de
grandeur.

On constate également (figure 1.13) que le fait de réaliser deux itérations avec ces
nouvelles conditions (ce qui double cette fois le colit de la modélisation) réduit encore
I’erreur d’un ordre de grandeur supplémentaire.

Robin optimisé

0

a2k

Robin optimisé

14 L L L L L
-60 -40 20 0 20 40 60

L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fic. 1.12 — Méme cas que pour la figure 1.10, mais avec des conditions de Robin op-
timisées. A gauche : Fvolution temporelle de Uerreur relative (en norme Ly) sur les 50
premieres fenétres temporelles. On a reporté la courbe de la figure 1.10, correspondant
a des conditions de type Dirichlet-Neumann. A droite: Erreur par rapport a la solution
exacte a la fin de la simulation, en fonction de x, pour les deux types de conditions.

Une expérimentation en taille réelle

Un souci constant de nos travaux est leur applicabilité dans un contexte réel. Au-
dela des cas idéalisés —absolument nécessaires dans un premier temps pour la mise au
point des méthodes—, nous souhaitons donc également travailler sur des modeles réalistes.
(C’est pourquoi nous menerons de front les deux aspects dans le projet COMODO. Nous
réaliserons d’un coté le développement des techniques de détermination des conditions
d’interface (these de V. Martin) sur des systemes d’équations simplifiés, se rapprochant
petit a petit des systemes réalistes : advection-diffusion 2-D, modele shallow water linéaire
et non-linéaire, et enfin équations primitives. Et nous mettrons en place d’autre part un
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8fen

log10(Erreur L2)

| ——  Dir/Neum
-5 —— Robin Opt 1 iter
—— Robin Opt 2 iter

-6 I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
pas de temps

F1G. 1.13 - Idem figure 1.11a. Les trois courbes (de haut en bas) représentent le logarithme
de Uerreur lorsque le couplage a liew via respectivement: une et une seule itération de
Dirichlet-Neumann; une et une seule itération avec conditions de Robin optimisées; deux
itérations avec conditions de Robin optimisées.

couplage en vraie grandeur de deux modeles réalistes (these de S. Cailleau et travail post-
doctoral de V. Fedorenko), sur lequel nous testerons diverses stratégies de couplage, avec
pour commencer des méthodes simples usuelles pour aller petit a petit vers des méthodes
plus performantes, du type de celles détaillées précédemment. Nous pourrons ainsi compa-
rer les performances des diverses méthodes dans un cadre réellement océanographique, en
nous attachant en particulier aux propriétés physiques des solutions (e.g. conservation).

Bien que les choix définitifs n’aient pas encore tous été faits, ce couplage réel mettra
vraisemblablement en jeu un modele au 1/3°(~ 30 a 35 km) de I'océan Atlantique Nord
et équatorial avec un modele régional du Golfe de Gascogne a tres haute résolution (de
Pordre de 1/15°~ 6 a 7 km). Ces modeles différeront notamment par le traitement de la
surface (toit rigide / surface libre), de la coordonnée verticale (coordonnée z / coordonnée
o), et sans doute des paramétrisations sous-maille.

Une approche “boite noire” et metacomputing

Notre troisieme et dernier objectif enfin consiste a avoir une approche informatique
“propre”. Comme dans le cas du raffinement de maillage (¢f §1.2), nous nous impo-
sons donc a priori la contrainte de rester autant que possible indépendant des modeles,
i.e.de séparer au niveau informatique les aspects indépendants des modeles des aspects
dépendants des modeles, et de traiter ces derniers par le biais d’interfaces externes, sans
modification des modeles proprement dits. De plus, nous souhaitons demeurer dans la
mesure du possible indépendants des plate-formes de calcul qui seront utilisées.

Nous ne sommes évidemment pas les premiers a aborder ce type de probleme infor-
matique, et différents outils et projets existent déja dans ce qu’il est convenu d’appeler
le domaine du metacomputing. En termes d’outils, citons en premier lieu I"architecture
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Corba, fondée sur le concept d’objets distribués, et qui permet la conception d’applications
distribuées a 'aide d’objets répartis a I’échelle d’un réseau. Plusieurs coupleurs existent
également, comme OASIS (bibliotheque d’interpolation et de communication développée
au CERFACS Toulouse - contact : S. Valcke) ou encore MpCCI (coupleur plus généraliste
développé en Allemagne au GMD-SCAI - contact : R. Redler). En termes de projets, une
action liée au projet européen PRISM est en cours autour de la définition des interfaces
pour le couplage de codes de climatologie a I'IPSL de Paris 6 (contact: M.A. Foujols,
P. d’Anffray) et au CERFACS (contact: S. Valcke). Une autre action, plus axée sur le
metacomputing et les outils Corba, Java et Unicore a débuté a 'IDRIS dans le cadre du
projet européen EUROGRID (contact: D. Giroud). Par ailleurs une Action de Recherche
Concertée “couplage” a été menée en 2000-2001 a 'INRIA (contact: T. Gautier, INRITA
Rhoéne-Alpes).

Nous chercherons donc a tirer profit des résultats de ces nombreuses recherches pour
nos propres applications.
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Chapitre 2

Schémas numériques et modeles
d’océan

Nous avons, dans le chapitre précédent, considéré les modeles océaniques comme des
entités que nous avons utilisées sans les modifier, pour aller vers des systemes plus com-
plexes. Nous allons au contraire dans ce second chapitre entrer dans le coeur des modeles,
et nous intéresser a leurs aspects numériques. Il s’agit la de travaux assez récents, et en tout
état de cause beaucoup moins poussés que ceux décrits aux chapitres 1 et 3. Le but a terme
ici est double: nous souhaitons d’une part réfléchir au probleme d’une évaluation assez
systématique des schémas numériques, adaptée au contexte de la modélisation océanique,
et d’autre part mettre en oeuvre une telle évaluation pour différents schémas numériques.

Apres une rapide description des principaux “ingrédients” des modeles océaniques
usuels, nous introduirons un formalisme simple permettant de mettre plus facilement
en évidence le role des schémas numériques dans les modeles. Nous donnerons ensuite
quelques éléments de réflexion concernant leur évaluation, et présenterons a titre d’illus-
tration un certain nombre de résultats obtenus en collaboration avec C. et E. Kazantsev
avec des schémas compacts. Enfin, nous indiquerons quelques pistes de travail qu’il nous
paraitrait particulierement intéressant de développer dans les années a venir.

2.1 Modeles numériques d’océan

Comme nous 'avons indiqué dans l'introduction de ce document, la grande majorité
des modeles actuels de circulation générale océanique résolvent le systeme des équations
primitives (1), qui traduisent la conservation de la quantité de mouvement, de la masse, de
la chaleur et du sel, sous les approximations hydrostatique et de Boussinesq. Ces modeles
utilisent quasiment tous une discrétisation par différences finies, sur un maillage structuré.
Ils se différencient les uns des autres par un certain nombre de choix, numériques mais
surtout physiques. Nous n’allons pas ici entrer dans tous les détails, on pourra pour cela
consulter par exemple les ouvrages de Haidvogel and Beckmann (1999) et de Kantha and
Clayson (2000), ou encore 'article de synthese de Griffies et al. (2000), ainsi que les tres
nombreuses références qui y sont données.
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Nous pouvons toutefois énumérer rapidement les points principaux:

e Coordonnée verticale — C’est sans doute le degré de liberté le plus important
a choisir, car il a de nombreuses conséquences sur la formulation des équations et
des paramétrisations. Trois types de coordonnées verticales sont actuellement tres
utilisées dans les modeles, sans qu’aucune ne s’impose véritablement : la coordonnée
z “naturelle” (iso-gravité), variant de 0 a la profondeur locale H(x,y); la coordonnée
o épousant la forme de la topographie o = z/H(x,y); et la coordonnée isopycnale
p, t.e.la densité potentielle du fluide.

e Coordonnées horizontales — Les modeles utilisent le plus souvent un systeme
de coordonnées orthogonales, ou curvilignes orthogonales, parfois plus ou moins
généralisées grace a des procédés de projection et de raccordements de grilles, pour
permettre une certaine adaptation a la forme des cotes et un déplacement éventuel
hors du domaine de calcul de la singularité associée au poéle nord.

e Type de grilles horizontales — Arakawa (1966) a proposé une classification
des différents choix envisageables pour le positionnement des variables sur la grille
de calcul (figure 2.1). Les avantages et inconvénients de ces grilles sont en général
comparés dans la littérature du point de vue de la représentation des principales
ondes océaniques (inertie-gravité, Rossby, Kelvin) et de la mise en ceuvre des condi-
tions aux limites le long des cotes. Les grilles “B” et “C” sont les plus utilisées en
océanographie.

e Surface libre / toit rigide — La dynamique océanique peut étre décomposée
de facon un peu schématique en une dynamique barotrope (i.e.moyennée sur la
verticale) bidimensionnelle rapide, et une dynamique barocline (i.e.dépendant de
la profondeur) tridimensionnelle lente. Jusque récemment, la plupart des modeles
adoptaient I'hypothese du toit rigide, par laquelle la surface océanique est assimilée
au plan z = 0 et ne varie pas dans le temps. Ceci a notamment pour effet de filtrer
les ondes de gravité barotropes, extrémement rapides, et de rendre la dynamique
barotrope non-divergente, et donc représentable par une fonction de courant. Ce-
pendant, les modeles tendent maintenant de plus en plus a représenter explicitement
les variations temporelles de hauteur d’eau (surface libre), via 'introduction d’une
nouvelle variable pronostique.

¢ Schémas d’advection — L’advection des traceurs, actifs ou passifs, est évidemment
un processus majeur qui se doit d’étre correctement représenté dans les modeles
d’océan. Une tres abondante littérature existe sur ce sujet en mécanique des fluides,
bien au-dela du seul contexte océanographique, et de nombreux schémas numériques
sont disponibles a cet effet. Malgré plusieurs études récentes, il ne semble pas se
dégager pour l'instant de choix clair pour les modeles océaniques.

e Modéle de couche de mélange — La couche de mélange est la partie supérieure
de l'océan qui interagit directement avec ’atmosphere et la glace de mer. Sa re-
présentation est donc cruciale, notamment dans 1'optique de simulations couplées
océan-atmosphere. Cette couche est le lieu de phénomenes dynamiques et thermo-
dynamiques complexes, et de nombreuses paramétrisations en ont été proposées.

e Paramétrisation de la couche-limite de fond — De facon analogue a la couche
mélangée de surface, il existe a proximité du fond de 'océan une autre couche
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mélangée, dont I'épaisseur (de l'ordre de quelques dizaines de metres) dépend de la
rugosité du fond et de la vitesse du fluide. Son effet peut la-aussi étre paramétrisé
par diverses méthodes.

e Paramétrisation des phénomenes sous-mailles — Un terme important dans les
modeles numériques d’océan vise a simuler leffet des phénomenes non représentés
du fait de la limitation de la résolution. Cette paramétrisation intervient le plus
souvent via un opérateur de friction latérale qui peut prendre différentes formes.

A la relecture de cette liste (non-exhaustive) de points-clés dans le design des modeles
océaniques actuels, il est frappant de constater que la plupart concernent la représentation
ou la paramétrisation de la physique océanique, mais bien peu finalement des aspects
numériques, hormis le choix des grilles de calcul et de schémas d’advection. S’il est tout
a fait logique de développer en premier lieu la physique de ces modeles afin de simuler
avec un maximum de réalisme ’extréme complexité de la circulation océanique, 1’orien-
tation actuelle vers des expérimentations numériques tres lourdes et a haute résolution
doit cependant nous inciter également a envisager une révision du contenu numérique des
modeles, hérité directement en grande majorité des premiers modeles des années 60. Ainsi
par exemple, excepté pour le cas bien identifié des schémas d’advection, il est implicite-
ment admis que les schémas numériques sont des schémas aux différences finies centrées
d’ordre 2. Depuis I'époque de ces premiers modeles pourtant, de nombreuses recherches
ont été menées, qui ont vu "apparition de nouvelles méthodes de discrétisation et de nou-
veaux schémas, et dont certains pourraient sans doute étre appropriés au contexte des
modeles de circulation générale océanique.

C’est dans cet esprit que nous avons commencé a travailler depuis 1999 avec C.
et E. Kazantsev, en essayant d’une part de mettre en place des éléments d’évaluation
systématiques, adaptés a la physique océanique, et d’autre part en commencant a mettre
en ceuvre cette démarche d’évaluation sur des familles de schémas compacts.

2.2 Opérateurs aux différences finies usuels
en océanographie

Nous allons dans ce paragraphe introduire un systeme de notations simple qui nous
permettra par la suite de traiter de facon assez générale la discrétisation par différences
finies de divers systemes d’équations.

Les équations de 'océanographie, comme on peut le voir sur le systeme (1), font inter-
venir essentiellement des opérateurs de dérivation premiere et seconde, sauf éventuellement
dans certains termes de paramétrisations qui peuvent étre d’ordre plus élevé. Nous avons
vu par ailleurs au §2.1 que la position des variables a I'intérieur d’une maille peut différer
suivant la grille de calcul choisie (figure 2.1). 1l suffit donc a priori simplement, pour cons-
truire entierement un modele numérique d’océan, de trois schémas 1-D, d’interpolation,
de dérivée premiere et de dérivée seconde, que nous noterons respectivement Sg, S; et Ss.
Pour la simplicité de I’exposé et des notations, nous considererons dans la suite une grille
de calcul horizontale réguliere (i.e.de maille constante). Le cas d’une grille irréguliere
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comme c’est le cas de toute facon par exemple sur la verticale) n’apporte pas de réelle
G p p pPp p
difficulté supplémentaire, ni ne modifie les idées qui seront développées.

uv uv \'
A B C
h,uv h u h u

u\v uv Y

u h uv h

D E
Vv h Voouv h uv
u h uyv h

FiG. 2.1 — Grilles de calcul de type A a F suivant la classification d’Arakawa (1966).
Noter que la taille des mailles est égale a d pour les grilles A-D, et a dv/2 pour la grille
E, de fagon a avoir la méme distance entre points de grille associés a une méme variable.
u et v sont les composantes horizontales de la vitesse, et h est la hauteur d’eau (ou la
pression, ou la fonction de courant barotrope, suivant la formulation des modéles).

Si I'on note (z;);en une grille 1-D réguliere de pas d sur laquelle on suppose connue

les valeurs f; d’une fonction f, ces schémas sont :

i+ Tip1
2

e Sp:schéma d’interpolation donnant une estimation f;y1/2 de f au point ;4 /, =

e 5: schéma de dérivée premiere, donnant une estimation f/ de f’(x;)
e S5: schéma de dérivée seconde, donnant une estimation f/ de f"(x;)

Si l'on utilise une grille décalée (i.e. autre que la grille A - ¢f figure 2.1), on aura également
besoin de

® 5i/2: schéma de dérivée premiere donnant une estimation fi/-|-1/2 de f/($i+1/2)

Tous les modeles numériques d’océan aux différences finies sont actuellement basés

pour leur physique horizontale sur les classiques schémas centrés d’ordre 2, rappelés dans
la table 2.2.

A partir de ces schémas 1-D, on construit par simples combinaisons tous les schémas
2-D nécessaires a ’approximation de la physique horizontale. On utilisera par exemple
dans la suite les schémas ci-dessous (les notations u, v, h font référence a la figure 2.1):

e Sy pour approximer u sur un point v (et v sur un point )
e S¥ pour approximer d,h sur un point u (et par symétrie d,u sur un point h)

e et de méme pour S, S et S
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A B C D E
Sy Id Id SFyoSy SyoSy Id
Sy 57 f/QOSé’ f/z St oSy f/z
Sy ST f/QOSé’ St oSy f/z f/z
Sy 57 f/zosg 57 05§ i//z z1»//2
S, S 31‘//2056" f/z St 0 5§ f/z

TAB. 2.1 — Schémas 2-D obtenus par combinaison de schémas 1-D, en fonction du type de
grille. L’exposant x ou y sur les schémas 1-D indique la direction dans laquelle le schéma
est appliqué.

Leur construction est indiquée dans la table 2.1.

2.3 Evaluation de la qualité d’un schéma

2.3.1 Démarche générale

La physique océanique étant tres complexe, de nombreux aspects interviennent lorsque
I’on souhaite évaluer des schémas numériques en vue de leur utilisation dans un modele
de circulation. En particulier, une simple comparaison des propriétés intrinseques (ordre,
troncature, fonction de transfert, stabilité, conservation), bien qu’indispensable, est in-
suffisante. Au dela de cette phase “académique”, il nous parait essentiel de comparer les
comportements des schémas dans un cadre spécifiquement océanique.

Ce probleme n’est évidemment pas nouveau pour les modélisateurs océanographes,
qui mettent souvent en place des configurations spécifiques de modeles afin de tenter
d’isoler les effets et de comparer divers choix numériques ou de paramétrisations. Il
parait évidemment raisonnable pour ce faire d’adopter une démarche tres progressive. On
peut dans un premier temps s’intéresser a un certain nombre de processus-clés (équilibre
géostrophique, ondes de gravité et de Rossby, couche-limite de bord Ouest...) qui sous-
tendent la dynamique océanique, et qui doivent étre correctement représentés dans les
modeles numériques. Ces processus sont représentables par des systemes d’équations tres
simples, sur lesquels les comparaisons peuvent étre menées analytiquement. Nous y re-
viendrons au §2.3.2.

Il faut ensuite passer dans un second temps a des tests numériques sur des modeles
plus complexes, pour lesquels la validation sera plus difficile car on ne connait pas en
général la solution exacte. Il faudra alors définir une solution “de référence” par rapport
a laquelle on évaluera les résultats. Nous citerons quelques exemples au §2.3.3.

La phase ultime de tests sera ensuite la réalisation de simulations réalistes avec un
modele aux équations primitives. On se heurtera alors au probleme de la définition de
criteres précis, permettant d’évaluer les effets (positifs et négatifs) des schémas testés,
et de dégager des recommandations quant a leur utilisation en fonction des objectifs de
la simulation nunérique. Il s’agit la d’un point qui doit évidemment étre traité par des
océanographes.
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Enfin, le colt des modeles numériques étant en pratique un aspect limitant, il faudra
s’attacher a l'efficacité de la mise en oeuvre informatique des schémas et a leur “rapport
qualité-prix”.

Nous allons maintenant revenir plus en détail sur quelques-uns des points précédents,
avant de les illustrer au §2.4 sur le cas de schémas compacts.

2.3.2 Processus océaniques fondamentaux
Géostrophie

L’équilibre géostrophique traduit la balance entre force de Coriolis et gradient hori-
zontal de pression. Il peut étre considéré comme un équilibre fondamental autour duquel
oscillent les circulations atmosphériques et océaniques. Il s’écrit :

h= fo
{ggyh:ifu (2.1)

Cet équilibre intervient dans les équations de conservation de la quantité de mouve-
ment horizontale, qui sont discrétisées dans les modeles numériques aux points u et v.
[’équivalent discret du systeme (2.1) sera donc, avec les notations introduites au §2.2:

g55(h) = [Solv)
{ gSu(h) = — FSofu) (22)

Par transformation de Fourier en x et y: z(x,y) = Zékl ¢! HY) es systemes exact et
kel
approché (2.1) et (2.2) deviennent respectivement

[ Om fow  THE)

— =1k s Lz )
9 hy g hw Tolk, 1)
J . Yk, et i _Ev(kvl) Yk, (2.3)

G b Tolk D)
ou les T(k,l) sont les fonctions de transfert des schémas 2-D. Elles sont définies par

S(e*et )y = T (k, 1) e!ho+lv) et leurs expressions se déduisent aisément des expressions
des fonctions de transfert 1-D, par simple produit.

g ibkz

La qualité de la représentation de 1’équilibre géostrophique dans un modele dépendra
donc de la proximité des rapports T.'(k,l[)/To(k,1) et T (k,1)/To(k,l) aux fonctions

exactes 1k et ¢l.

Ondes d’inertie-gravité

Les ondes d’inertie-gravité correspondent aux phénomenes d’ajustement gravitation-
nel, et sont décrites par les équations shallow-water linéarisées sur le f-plan (e.g. Gill,
1982):

Owu — fov + gdh =0
0w + fou + goyh =0 (2.4)
Oh + H(Opu+ 0yv) =0
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ou le parametre de Coriolis fy est supposé constant. En cherchant des solutions sous
formes d’ondes progressives (u,v,h) = (Us, Vo, Hy) ek Ftv=«1)

dispersion bien connue caractérisant ces ondes:

, on obtient la relation de

fo
ou A = +/gH/ fy est appelé rayon de Rossby.

(i)z =1+ X (K4 1) (2.5)

Avec les notations précédentes, la version semi-discrétisée du systeme (2.4) s’écrit

O — foSo(v) + ¢S, (h) =0
I+ foSo(u) + ¢S, (h) =0 (2.6)
Oeh + H [S2(u) + Si(v)] =0
et conduit a la relation de dispersion
2
() =000 -2 0+ 7 0 27)
0

Etant donnée la forme de (2.7), il est clair que I'approximation de (2.5) sera d’autant
meilleure que les fonctions de transfert des schémas seront proches des fonctions de trans-
fert des opérateurs exacts. Par ailleurs, il est intéressant de calculer également la vitesse
de groupe (Oyw, dw), qui correspond au transport de 1’énergie. Il est en effet connu que
les approximations numériques peuvent conduire a des erreurs importantes localement,
voire méme a des inversions de signe.

Ondes de Rossby

Les ondes de Rossby sont des ondes lentes correspondant aux processus d’ajustement
géostrophique, et qui jouent un role majeur dans la circulation océanique de grande échelle.
On peut étudier leur représentation par une démarche tout a fait analogue a ce qui vient
d’étre fait pour les ondes d’inertie-gravité. Sans rentrer dans les détails de calcul (¢f Blayo,
2000), indiquons que le point principal est la prise en compte des variations suivant y du
parametre de Coriolis, qui introduit une non-linéarité dans les équations. La relation de
dispersion exacte de ces ondes s’écrit

w Nk

g 2.

g 1T+ AX (k24 12) (28)
tandis qu’on a montré que la relation de dispersion discrete est

Tk DRk D) — TP (k, ORY K,

=

To(k, )2 = X2 [Tk, 12 + T2 (k. 1)?]

On note ici I'apparition de nouvelles quantités R, du fait de la dépendance en y du
parametre de Coriolis. Nous les avons nommées “fonctions de transfert d’ordre 1”7 des
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schémas, définies par S[(y — yo)e'**tW)](z0, yo) = Rk, 1) 7o) pour tout (xo, o). Ces
quantités s’expriment a partir des fonctions de transfert d’ordre 1 des schémas 1-D de
base, définies par S[(z — z0)e™**](z0) = R(k) ¢'**0 pour tout x.

De cette expression (2.9), il ressort deux grandes différences par rapport au cas des
ondes d’inertie-gravité: d’une part, la relation de dispersion étant sous forme de quotient,
I’amélioration des approximations du numérateur et du dénominateur ne garantit pas celle
du quotient; d’autre part, contrairement au cas des fonctions de transfert 7, la qualité des
fonctions de transfert d’ordre 1 R a tendance a se dégrader lorsqu’on augmente 'ordre
des schémas, particulierement aux hautes fréquences (on illustrera ce point dans le cas
des schémas compacts sur la figure 2.8). Le fait d’accroitre 'ordre des schémas ne menera
donc sans doute pas systématiquement a une meilleure approximation des vitesses de
phase (et a fortiori des vitesses de groupe) des ondes de Rossby.

Couche-limite de Munk

Le modele de Munk (1950) est un modele simple de couche-limite de bord Ouest,
exprimant ’équilibre local entre effet § et dissipation latérale. 11 s’écrit :

dPo(z) 1
7o gl =0 w0 2.10
v(0)=0 (non-glissement a la cote) (2.10)
v(4+00)=0 (couche-limite d’épaisseur finie)
1/3
ou le parametre § = 5) est une taille caractéristique (v est la viscosité latérale). La

solution (non identiquement nulle) est connue analytiquement et est représentée sur la

figure 2.2. La largeur de la couche limite est de Uordre de 276/v/3 ~ 3.64.

-0.5

Fia. 2.2 — Allure du profil de vitesse dans la couche-limite de Munk, pour des valeurs
typiques océaniques (abscisses en km, ordonnées en m/s, 6 = 17km)
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Ce processus est un bon exemple d’un principe de base de la méthode des différences
finies, a savoir I'importance de la notion d’échelle caractéristique dans ['utilisation de
schémas numériques. En effet, le changement de variable £ = ¢/, w(§) = v(«) transforme
(2.10) en

w(§)
—w() =0 >0

w(0) = w(4o00) =0

(2.11)

Ceci montre que la discrétisation de (2.10) par un schéma d’ordre p sur une grille de pas
d donnera une erreur en O(d?/é?). Le fait de passer d’un schéma d’ordre p & un schéma

: : o v d
d’ordre supérieur ¢ fera passer typiquement le terme principal d’erreur de C), e C, S0
o\ V)
et ne sera donc bénéfique que dans la mesure ot d < § | == , i.¢.s1 la couche-limite

est correctement résolue par la grille de calcul. Dans le cas contraire, I'accroissement de
I'ordre du schéma dégradera la solution numérique.

2.3.3 Quelques tests numériques “standard”

Comme nous ’avons indiqué précédemment, les modélisateurs océanographes ont de-
puis bien longtemps réfléchi au probleme de la validation de leurs modeles, et ont mis au
point de nombreuses configurations de tests, dont beaucoup peuvent certainement étre
reprises pour évaluer 'impact de schémas numériques. On peut, un peu arbitrairement,
les répartir en trois groupes.

On a tout d’abord les tests de simulation de la propagation d’une structure cohérente
dont l'expression analytique est connue. C’est par exemple le cas du modon barotrope
(Flierl et al., 1981) solution des équations quasi-géostrophiques barotropes sans vent ni
dissipation, ou encore du soliton équatorial de Rossby (Boyd, 1980), solution asymptotique
des équations shallow-water non-linéaires sans vent ni dissipation. Le comportement de
ces solutions est notamment sensible aux erreurs sur la dispersion des ondes, et a la
dissipation numeérique.

On peut classer dans une seconde catégorie la simulation de systemes d’équations
simplifiés (quasi-géostrophiques ou shallow-water) dans un domaine de forme simple (rec-
tangulaire le plus souvent) a fond plat, et avec un forcage de vent analytique simple. Le
comportement des solutions de ce type de simulations a été tres bien étudié et décrit dans
de nombreux articles. On peut donc utiliser ce cadre pour tester de nouveaux schémas, en
prenant comme référence les résultats “classiques” et leurs propriétés statistiques, ainsi
que les résultats obtenus a tres haute résolution.

Enfin, on peut regrouper dans une troisieme catégorie les expériences de simulation
de processus isolés assez complexes, comme par exemple les écoulements stratifiés au-
tour d’une montagne sous-marine (test de la précision du calcul de gradient de pression),
I’ajustement gravitationnel d’un front de densité (test du schéma d’advection) ou encore
les écoulements d’eau dense. Citons d’ailleurs a cet égard l'initiative du projet DOME
(Dynamics of Overflow Mixing and Entrainment), coordonnant un exercice d’intercom-
paraison de modeles sur une configuration commune, auquel participent de nombreuses
équipes internationales.
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2.4 Une premiere application: les schémas compacts

Nous allons maintenant donner dans ce paragraphe une illustration de la démarche
générale qui vient d’étre discutée, sur le cas de schémas compacts.

2.4.1 Schémas compacts: présentation générale

Nous avons indiqué précédemment que les modeles actuels utilisent quasiment uni-
quement la famille de schémas centrés d’ordre 2 (notés E2 dans la suite, ¢f table 2.2).
Outre un “héritage historique”, les raisons en sont également les inconvénients inhérents
aux schémas d’ordres supérieurs. En effet, dans la méthode de construction classique
(i.e.explicite) des schémas, I"accroissement de I'ordre de précision (ordre 4 ou plus, ty-
piquement) va impliquer des largeurs de schémas de plus en plus importantes (i.e. par
exemple 'utilisation des points x,_3 a ;42 pour ordre 4). Ceci rend ces schémas inuti-
lisables au voisinage des frontieres, ou l'on doit mettre en oeuvre des schémas décentrés
d’ordre élevé.

Une fagon élégante d’éviter ces inconvénients consiste a écrire les schémas d’approxi-
mations non plus de facon directe comme précédemment, mais de fagon indirecte, via une
formule hermitienne implicite. Ceci permet d’obtenir un ordre élevé tout en limitant la
largeur des schémas. Bien que relativement ancienne (e.g. Collatz, 1966), cette approche
(dite “hermitienne” ou “compacte”) est restée encore assez confidentielle jusqu’au début
des années 90, ou elle a été popularisée notamment par le travail de Lele (1992).

Dans notre cadre de modeles océaniques, la qualité des approximations aupres des cotes
nous a paru étre un aspect particulierement important, notamment du fait de I'existence
de couches-limites, et nous avons donc fait le choix de nous restreindre a des schémas
utilisant seulement les voisins immédiats (i.e. de largeur 1) . Nous avons ainsi sélectionné
deux familles de schémas compacts d’ordre 4 et d’ordre 6 (notées C4 et C6 dans la suite),
qui sont présentées dans la table 2.2. On peut noter que les schémas 57 et S5 de la famille
C6 sont obtenus conjointement par une formule compacte combinée (Chu and Fan, 1998)
afin d’atteindre 'ordre 6 sans accroissement de la largeur des schémas.

Ces schémas compacts présentent de tres bonnes qualités intrinseques. Ainsi par
exemple, leur terme principal de troncature est divisé d’un facteur typiquement de 2 a 10
par rapport aux schémas centrés explicites de méme ordre. De méme, ils permettent une
tres bonne approximation spectrale, comme on peut le voir sur la figure 2.3 qui représente
leurs fonctions de transfert (on rappelle que la fonction de transfert 7' d’un schéma 1-D
S est définie par S(e'**) = T (k) ).

L’utilisation de ces schémas s’est développée ces dernieres années, notamment dans le
domaine de la modélisation de la turbulence ainsi qu’en aérodynamique. Dans le contexte
météorologique, un modele global sur la sphere a été développé par Tolstykh (1997). En
océanographie par contre, seuls Chu and Fan (1998) se sont pour I'instant intéressés a ces
schémas, mais pour un modele extremement simplifié (modele stationnaire de Stommel).
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1
So fix1/2 = 5 (fi + fix1)
51/2 fz'/-|-1/2 = fH_ld_ i
E2
Jiv1 — fiza
/_
i1 — 2fi + Ji-
52 fi// — f‘|‘1 d.]; f 1
1 1 2
So 6]2’—1/2 + fiy12 + 6fi—|—3/2 =3 (fi + fix1)
1 1 12 fiqn — fi
51/2 ﬁfz’l—nz + fi/-|-1/2 + ﬁfz{m/z = 1 d
C4
3 fz - fi—
51 Tt Sl g =5
1 6 fix1 —2fi+ fina
g " _°
: 10“+f+10f2 5 &
3 3 3 1
So Efi—nz + fiv12 + Efi+3/2 = 1 (fi+ fiy1) + 20 (fic1 + fir2)
9 63 firn—fi 17 fiya — fia
S1/2 62f2 v+ fliae + 62f2+3/2 2 4 ‘T 34
C6
7 d 15
fi/ + E (fi/—l—l + fi/—l) - E (fz’lf|-1 - fi”—1) = m—d(fi-l—l - fi—l)
S1 -5,
1! 1 1! 1! 9 ! ! 3
i g(fi+1 + i) + 8_d(fi-|—1 —fi) = ﬁ(fi-l-l —2fi+ fiz1)

TAB. 2.2 — Les trois familles de schémas K2, C} et C6
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F1G. 2.3 — Fonctions de transfert. A gauche : Ty pour E2 (A), C4 (B), C6 (C) et Uopérateur
d’interpolation exact (D). A droite: Ty pour E2 (A), Cf (B), C6 (C); Ty pour E2 (D),
C4 (E), C6 (F), et opérateur de dérivation exact (G). En abscisse : le nombre d’onde k,

adimensionnalisé pour une maille de largeur 1.

2.4.2 Schémas compacts et processus océaniques fondamentaux

Examinons maintenant I’adéquation des schémas précédents pour la représentation de
quelques processus particulierement importants mentionnés au §2.3.2.

Géostrophie

On a vu au §2.3.2 que la qualité de la représentation de I’équilibre géostrophique sera
Tk T
ik To(k,l) il To(k, 1)
on peut le voir sur la figure 2.4, ces rapports sont nettement améliorés lorsque I'on passe
des schémas F2 aux schémas compacts C4 et C6, ce qui n’avait a priori rien d’évident

d’autant meilleure que les rapports seront proches de 1. Comme

(Pamélioration des fonctions de transfert n’entrainant pas forcément ’amélioration du
rapport).

On peut également noter, et cela nous semble important en pratique pour les modeles
actuels, les erreurs assez fortes commises avec les schémas E2 (notamment en grille C)
du fait de 'utilisation d’un schéma d’interpolation Sy de qualité assez médiocre (cf figure
2.3). Nous reviendrons plus loin sur ce point.

Ondes d’inertie-gravité

Comme nous I’avons mentionné au §2.3.2, la forme de I’équation (2.7) montre que I'uti-
lisation des familles de schémas C4 et C6 devrait améliorer la représentation de ces ondes
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B
C
. , , | TR ,
Fia. 2.4 - FEquilibre géostrophique : erreur relative | —=——~ — 1| en fonction de kd/ et
ik To(k, 1)

Id/m pour les grilles B et C, et les trois familles de schémas E2, C/ et C6. Isocontours :
10%, 20%, 30%, 40% et 50%, du blanc au noir.

dans les modeles. Le gain obtenu est analysé en détail dans Blayo (2000). En résumé,
indiquons que 'utilisation de ces schémas améliore de facon importante la précision des
résultats, tant sur les vitesses de phase que sur les vitesses de groupe (voir a titre d’illus-
tration les figures 2.5 et 2.6). Si les performances relatives des différentes grilles demeurent
qualitativement identiques (les grilles B et C sont les meilleures, avec une préférence pour
la grille B & basse résolution et C a haute résolution), I'amélioration obtenue avec C4 et
C6 est telle que toutes les grilles (sauf peut-étre la D) deviennent de bons choix.

Ondes de Rossby

Comparons maintenant les qualités respectives des trois familles de schémas pour la
représentation des ondes de Rossby. Nous avions indiqué au §2.3.2 que le gain n’était cette
fois pas assuré, du fait de la forme de la relation de dispersion discrete (2.9). En effet,
comme on peut le voir sur la figure 2.8, la fonction de transfert d’ordre 1 Ry du schéma
d’interpolation Sy se détériore lorsque 'ordre du schéma augmente. En ce qui concerne les
schémas de dérivée premiere 51/, et Si, I/, et Ity sont plutot améliorés lorsqu’on passe
de E2 a C4, mais se détériore si 1’on utilise C6.

Sans rentrer dans les détails des résultats (¢f Blayo, 2000), nous donnons un exemple
de comparaison sur la figure 2.7. Indiquons simplement qu’au final les approximations
sont globalement meilleures pour C4 que E2, notamment pour les grilles C et D. Par
contre, 'utilisation d’un ordre plus élevé (famille C6) dégrade les résultats. La famille C4
apparait donc comme un bon choix pour la représentation des ondes de Rossby.
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FiG. 2.5
pour les grilles A a F et les trois familles de schémas E2, C4 et C6, dans le cas d’une
grille a haute résolution (A\/d = 2). Isocontours: 10%, 20%, 30%, 40% et 50%, du blanc

au noir.

Ondes d’inertie-gravité : erreur rms relative sur w en fonction de kd/m et ld/w
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Fic. 2.6 — Erreur rms relative sur Uamplitude de la vitesse de groupe, dans le méme cas
que la figure 2.5. Isocontours: 20%, 40%, 60%, 80% et 100%. Les vecteurs d’erreur sont

dessin€és lorsque erreur angulaire est supérieure a 30°.
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FiG. 2.7 — Idem figure 2.5, mais pour les ondes de Rossby.
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Fi1G. 2.8 — Fonctions de transfert d’ordre 1. A gauche : Ry pour E2 (A), C} (B), C6
(C) et Uopérateur d’interpolation exact (D). A droite: Ry pour E2 (A), C} (B), C6 (C);
Ryjy pour E2 (D), C4 (E), C6 (F), et opérateur de dérivation exact (G). En abscisse : le

nombre d’onde k, adimensionnalisé pour une maille de largeur 1.

Couche-limite de Munk

On a vu au §2.3.2 que l'utilisation de schémas d’ordre élevé devrait apporter une
amélioration a 'approximation du modele de Munk, a condition que la couche-limite soit
correctement résolue par la grille de calcul. Ceci est illustré sur la figure 2.9, ou l'on
a mis en oeuvre les familles E2 et C4 pour la résolution de (2.10), et ou I'on observe
bien ce phénomene. Par ailleurs, C. Kazantsev (2000a) a analysé en détail les erreurs de
discrétisation correspondant a cette expérience, et a mis en évidence I'importance de la
condition limite a la cote.

2.4.3 Tests dans un modele shallow-water

Nous allons maintenant présenter quelques résultats de simulation obtenus dans un
cadre un peu plus complexe, avec un modele shallow-water. Les équations, obtenues par
intégration verticale des équations de Navier-Stokes, sont :

(=)
Owu—(f+&v+0,B = TH —ru + vAu
Po
(v) 2.12
oo+ (f+u+0,B = TH—errl/Av (2:12)
Po
Oth + 0y (hu) + 9y(hv) = 0

ol { = J,v — Jyu est la vorticité, B = ¢’h + § (u* + v*) est le potentiel de Bernoulli, et
7 = (70, 7¥) est la tension du vent. On fait ’hypothese du S-plan (f = fo + By), po
est la densité de 'eau, ¢’ la gravité réduite, H la profondeur moyenne au repos, r et v les
coefficients de frottement et de dissipation.
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FiG. 2.9 — Modeéle de Munk : erreurs sur v, v’ et v” en fonction de la taille de la maille,
pour les schémas E2 et C4. On a prisd = 17km, i.e. une largeur de couche-limite de 60km.

Le systeme (2.12) est discrétisé sur une grille C, selon la disposition de variables
indiquée sur la figure 2.10:

(@)
o = S+ OSH0)+ STpB) = = ruct v (S]w) + Spa)

() .
0+ S+ OST () + SIp(B) = T —robr(Si) e sty P

D + S715(Sg (h)u) + ) jy(Sg(h)v) = 0

Nous avons réalisé avec C. et E. Kazantsev quelques simulations a différentes résolutions,

en utilisant les familles de schémas E2 et C4. Le domaine de calcul est un bassin océanique

rectangulaire de taille 2000 x 2000 km, forcé par un vent constant dans le temps, créant

une circulation en double gyre. Les différents parametres de simulation (y compris les

coefficients de friction et de dissipation) sont rigoureusement identiques dans toutes les

expériences; seules varient la résolution horizontale et la famille de schémas employés. Les
enseignements principaux de ces simulations sont les suivants:

e Des lors que la couche-limite de bord Ouest est correctement résolue (ce qui rejoint

les remarques précédentes sur la couche-limite de Munk), les schémas C4 menent

avec une résolution horizontale deux fois moindre a des résultats quasi-identiques a

ceux obtenus avec les schémas E2. Une illustration en est donnée sur la figure 2.11.

o A résolution égale, le surcout du a l'utilisation des schémas C4 par rapport aux

schémas E2 est de l'ordre de 3. 5i 1’on se place par contre a résultats identiques, une
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FiG. 2.10 — Position des variables du modéle shallow-water sur une maille de calcul

résolution deux fois moindre étant suffisante avec C4, les schémas C4 deviennent
avec ce modele 2 a 3 fois moins couteux que les schémas E2.

e Nous avons signalé précédemment la médiocre qualité de la représentation de 1’équi-
libre géostrophique avec les schémas E2 en grille C, du fait du schéma d’interpolation
So. Nous avons voulu en estimer les conséquences en réalisant une simulation uti-
lisant les schémas E2, sauf Sy pris d’ordre 4. On obtient alors des résultats bien
différents de ceux obtenus avec la famille E2 seule, ce qui illustre I'importance de Sy
dans ce type de modele. E. Kazantsev travaille d’ailleurs actuellement a la construc-
tion de nouveaux schémas d’interpolation d’ordre élevé, spécialement adaptés aux
équations de la circulation océanique.

2.4.4 Aspects informatiques

Les schémas compacts étant implicites, i.e. demandant la résolution de systemes li-
néaires tridiagonaux (¢ftable 2.2), leur utilisation est évidemment plus complexe et plus
couteuse que celle des schémas usuels. Nous allons a titre d’exemple donner une évaluation
de leur cout dans deux cas distincts.

Considérons dans un premier temps un domaine rectangulaire a fond plat couvert par
un maillage régulier, uniforme horizontalement, de taille N, x N, x N.. A chaque opérateur
discret (So, Sij2 ou Sy, ...) dans chaque direction (x, y ou z) est donc associée une (et
une seule) matrice tridiagonale, que 1'on peut en fait décomposer une fois pour toutes
sous forme LU en produit de deux matrices bidiagonales. Le cotlit de cette décomposition
est négligeable, vu le grand nombre de pas de temps que 1’on aura a réaliser. Le cott de
stockage sera alors de 3N, pour chaque opérateur dans la direction s (= x, y ou z), auquel
il faudra éventuellement ajouter le stockage des champs calculés, si ceux-ci doivent étre
réutilisés a plusieurs reprises a l'intérieur d’'un méme pas de temps. Le colt de calcul a
chaque utilisation du schéma sera quant a lui de 4/V,, contre N, pour un schéma usuel de
type E2.

Si l'on considere maintenant un domaine de forme quelconque maillé de facon irré-
guliere, les coefficients des schémas varient d’un point de grille a "autre, et on doit les
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stocker pour chaque point de grille. De plus, étant donnée la forme irréguliere du domaine,
les tailles des matrices tridiagonales varient en fonction de la ligne de mailles sur laquelle
on applique le schéma. Il est donc hors de question de stocker leur décomposition LU, ce
qui fait passer le cott de calcul a 6 Ny a chaque utilisation. Une approche par méthode
de capacité ou de domaine fictif pourrait toutefois peut-étre permettre de s’affranchir de
cette difficulté, en ramenant les calculs sur un domaine rectangulaire.

L’implémentation informatique de schémas compacts doit étre réalisée soigneusement
pour que les calculs soient efficaces. Citons par exemple I’algorithme proposé par Povitsky
(1999) pour optimiser le nombre d’acces a la mémoire-cache. Par ailleurs, I'utilisation sur
calculateurs paralleles pose des difficultés, du fait des nouvelles dépendances entre sous-
domaines créées par les schémas compacts. Un travail de masquage des communications
et d’optimisation doit donc étre réalisé dans ce cas. Enfin, concernant 'utilisation sur
calculateur vectoriel, les boucles de substitution lors des résolutions LU ne sont a priori
pas vectorisables, et il faut donc veiller a imbriquer les calculs dans les différentes directions
x, y, z afin de conserver les avantages de la vectorisation.

2.4.5 Synthese concernant les schémas compacts

Ce paragraphe sur les schémas compact visait tout autant a illustrer une démarche
d’évaluation de schémas pour les modeles de circulation océanique qu’a exposer quelques
premiers résultats numériques. Ceux-ci sont évidemment encore partiels, et des tests
complémentaires sont a mener. Nous envisageons notamment de réaliser des simulations
en coopération avec les océanographes du LEGI (A. de Miranda, B. Barnier) avec le
modele aux équations primitives OPA dans la configuration standardisée du projet DOME
(¢f§2.3.3). Les schémas compacts pourraient notamment étre testés sur les opérateurs ver-
ticaux, particulierement importants dans ce probleme d’écoulement d’eau dense.

Les qualités intrinseques des schémas compacts, dues a leur ordre élevé et a leur
faible largeur de bande, semblent améliorer grandement la représentation des principaux
processus océaniques, notamment avec la famille C4. Toutefois, ces schémas posent deux
problemes: d’une part, leur stabilité, notamment en lien avec les conditions et schémas
aux limites, pose des difficultés et doit étre mieux étudiée (¢f Carpenter et al., 1993, 1994;
Abarbanel et al., 2000a,b); d’autre part, les difficultés liées aux applications réalistes
doivent étre mieux évaluées, comme par exemple le cas de grilles non-uniformes (¢f Spotz
and Carey, 1998; Gamet et al., 1999). Il n’est pas clair en effet a ’heure actuelle de savoir
si ces difficultés sont ou non rédhibitoires.
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Fi1G. 2.11 — Cartes d’énergie cinétique moyenne (a gauche) et turbulente (a droite) obte-
nues sur 10 ans de simulation. En haut: schémas FE2, résolution de 25 km; au milieu :
schémas E2, résolution de 12.5 km; en bas: schémas C}, résolution de 25 km. On re-

marque que les schémas Cf meéenent a des résultats trés proches de ceuxr obtenus avec les
schémas E2 et une résolution double. (unité: cm*.s7%)
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2.5 Quelques pistes a explorer

Nous avons mentionné au début de ce chapitre qu’il nous parait important dans le
contexte actuel de mener une réflexion sur les aspects numériques des modeles de cir-
culation océanique. Il n’existe pas a I’heure actuelle en France de recherche réellement
structurée en ce domaine, contrairement a ce qui peut exister dans d’autres pays. Ce
theme intéresse pourtant a I’évidence les équipes de recherche en océanographie, ainsi que
les grands organismes de recherche, dont les appels d’offre comportent souvent des points
liés aux méthodes numériques.

Les difficultés et limitations numériques majeures rencontrées en modélisation océanique
proviennent essentiellement du fait que:

o la précision des méthodes utilisées est, comme nous I"avons déja indiqué, généralement
peu élevée (différences finies d’ordre 2, simples a mettre en oeuvre et d’exécution
rapide), ce qui conduit notamment a utiliser des maillages tres fins pour avoir une
précision correcte, et donc aboutit a des problemes de tres grandes dimensions.

o l'intégration sur des temps longs, notamment dans l'optique climatique, demande
d’utiliser des schémas ayant des propriétés particulieres de stabilité en temps et de
conservativité.

Nous souhaitons, avec C. et E. Kazantsev, développer dans les années a venir la réflexion
amorcée dans ce chapitre sur les méthodes numériques en modélisation océanique. Sans
trop entrer dans les détails, nous pouvons toutefois évoquer quelques points importants:

e Schémas d’ordre élevé: au-dela des quelques résultats présentés au §2.4, beaucoup
reste a faire pour évaluer ’apport de schémas d’ordre élevé (compacts ou non), dont
I'utilisation pourrait permettre un gain appréciable en coit et/ou en précision. On
a vu que la complexité ainsi que les fortes non-linéarités de la physique océanique
ne garantissent pas a priori leur efficacité, et que des études spécifiques sont donc
nécessaires. A la lumiere des résultats obtenus sur les schémas compacts, C. et E.
Kazantsev travaillent a la construction de schémas explicites d’ordre élevé adaptés
aux équations océaniques, qui allieraient de bonnes qualités intrinseques et une plus
grande facilité d’implémentation sur des cas réalistes.

e Méthodes de volumes finis: si la formulation par différences finies peut souvent
s’apparenter a une formulation en volumes finis, notamment en grille C, ce n’est
toutefois pas rigoureusement identique. L’utilisation d’une véritable approche par
volumes finis permettrait sans doute de traiter de facon plus adéquate que cela n’est
le cas actuellement un certain nombre de problemes liés a la représentation de la
ligne de cote et de la bathymétrie, tout en conservant une grande facilité d’écriture
et d'implémentation . Il peut s’agir la, nous semble-t-il, d’un point important dans
I'optique des applications réalistes des modeles.

o Intégration en temps long: les modeles océaniques sont souvent utilisés pour des
simulations de longue durée. Les schémas couramment utilisés actuellement sont
stables dans le sens ou l’erreur par rapport a la solution exacte croit linéairement
dans le temps (stabilité au sens de Lax, ou stabilité GKS pour Gustafsson, Kreiss
and Sundstrom). Cependant, ceci devient insuffisant lorsqu’on doit intégrer sur des
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temps longs. On peut alors envisager la construction de schémas “asymptotique-
ment stables”, dont la notion a été développée ces dernieres années (Carpenter et
al., 1993, 1994; Abarbanel et al., 2000a,b). Ces travaux n’ont cependant été menés
que sur des cas simples, et la généralisation a des cas plus complexes reste a faire. De
plus, la conservation de certaines quantités physiques est souvent un point crucial
dans les simulations. Pour 'obtenir, il peut étre nécessaire de prendre des schémas
spécifiques, notamment aux limites du domaine, et 1’on peut alors gagner en conser-
vativité ce que 'on perd par exemple en précision. Par ailleurs, la conservation exacte
simultanée de différentes quantités peut s’avérer numériquement impossible, alors
qu’elle est physiquement souhaitable. L’étude de ces aspects constitue également
un point intéressant. On peut noter a ce sujet que ’approche par volumes finis,
conservative par essence, va en ce sens.

o “Hybridation” de méthodes: les avantages intrinseques a une méthode peuvent se
révéler capitaux pour la simulation de certains processus, et I'utilisation simultanée
de différentes méthodes peut ainsi permettre d’augmenter la précision du calcul
d’un processus particulier sans alourdir tout le code. C’est le cas notamment des
méthodes particulaires (PIC - Particles In Cell) pour les termes d’advection, qui ont
largement fait leurs preuves en dynamique des fluides (voir par exemple les travaux
de G.-H. Cottet).

Toutes ces idées ne pourront étre testées efficacement que si ’on dispose d’un outil adapté.
(C’est pourquoi il nous semblerait utile de développer, éventuellement a partir d’un modele
existant, un modele numérique océanique ayant une structure totalement modulaire jus-
qu’au niveau des schémas de base, permettant ainsi aisément I'implémentation et I'inter-
comparaison de méthodes numériques. Enfin, on sera en permanence confronté dans ce
travail au probleme abordé dans ce chapitre de 1’évaluation des méthodes, et insistons
encore a cet égard sur I'importance de disposer de configurations de tests standardisées,
et de mener ces études en collaboration avec des modélisateurs océanographes.

2.6 Bibliographie du chapitre 2

Références liées & des travaux personnels et en collaboration

Blayo E., 2000: Compact finite difference for ocean models. Part 1: ocean waves. J. Comp.
Phys., 164, 241-257.

Kazantsev C., 2000a: Schémas compacts pour le modele de Munk. Rapport interne.

Kazantsev C., 2000b: Schémas compacts pour un modele shallow-water. Rapport interne.
Bibliographie générale

Abarbanel S. S. and A.E. Chertock, 2000a: Strict stability of high-order compact implicit finite
difference schemes: The role of boundary conditions for hyperbolic PDEs, 1. J. Comp.
Phys., 160, 42-66.

Abarbanel S.; A.E. Chertock and A. Yefet, 2000b: Strict stability of high-order compact implicit
finite difference schemes: The role of boundary conditions for hyperbolic PDEs, II. .J.
Comp. Phys., 160, 67-87.

59



Arakawa A.; 1966: Computational design for long-term numerical integration of the equation
of fluid motion: two-dimensional incompressible flow. Part 1. J. Comp. Phys., 1, 119-143.

Boyd J.P., 1980: Equatorial solitary waves. Part I: Rossby solitons. J. Phys. Oceanogr., 10,
1699-1717.

Carpenter M. H., D. Gottlieb and S. S. Abarbanel, 1993: The stability of numerical boundary
treatments for compact high-order finite difference schemes. .J. Comp. Phys., 108, 272-295.

Carpenter M. H., D. Gottlieb and S. S. Abarbanel, 1994: Time stable boundary conditions
for finite difference schemes solving hyperbolic systems: Methodology and applications to
high-order compact schemes. J. Comp. Phys., 111, 220-236.

Collatz L., 1966 : The numerical treatment of differential equations. Springer- Verlag, New York.

Cottet G.-H. and P. Koumoutsakos, 2000: Vortex methods: theory and practice. Cambridge
University Press.

Chu P.C. and C. Fan, 1998: A three-point combined compact difference scheme. J. Comp.
Phys., 140, 370-399.

Flierl G.R., V.D. Larichev, J.C. McWilliams and G.M. Reznik, 1980: The dynamics of baroclinic
and barotropic solitary eddies. Dyn. Atmos. Oceans, 5, 1-41.

Gamet L., F. Ducros, F. Nicoud and T. Poinsot, 1999: Compact finite difference schemes on

non-uniform meshes. Application to direct numerical simulations of compressible flows.
Int. J. Numer. Methods Fluids, 29, 159-191.

Gill A.E., 1982: Atmosphere-ocean dynamics. Academic Press, San Diego, 496pp.

Griffies S.M., C. Boning, F.O. Bryan, E.P. Chassignet, R. Gerdes, H. Hasumi, A. Hirst, A.-M.
Tréguier and D. Webb, 2000 : Developments in ocean climate modelling. Ocean modelling,
2, 123-192.

Haidvogel D.B. and A. Beckmann, 1999: Numerical ocean circulation modelling. Series on
environmental science and management, vol. 2, Imperial College Press, London, 318pp.

Kantha L.H. and C.A. Clayson, 2000: Numerical models of oceans and oceanic processes.
International Geophysics series, vol. 66, Academic Press, New York, 936pp.

Lele S.K., 1992: Compact finite difference schemes with spectral-like resolution. J. Comp. Phys.,
103, 16-42.

Munk W., 1950: On the wind-driven ocean circulation. J. Meteorol, 7, 79-93.

Povitsky A.; 1999: Wavefront cache-friendly algorithm for compact numerical schemes. NASA /ICASE
report 99-40.

Spotz W.F. and G.F. Carey, 1998: Formulation and experiments with high-order compact
schemes for nonuniform grids. Int. J. Numer. Methods Heat Fluid Flow, 8, 288-303.

Tolstykh M., 1997: Global semi-Lagrangian atmospheric model based on compact finite-differences
and its implementation on a parallel computer. Rapport de recherche INRIA RR-3080.

60



Chapitre 3

Assimilation de données et réduction
d’ordre

Apres nous étre intéressés dans les chapitres précédents a des aspects liés essentiel-
lement a la modélisation, nous allons maintenant aborder le probleme de 1’assimilation
de données dans les modeles, en nous centrant sur le développement de méthodes de
rang réduit. Apres un paragraphe d’introduction résumant rapidement les principales
méthodes d’assimilation de données et les spécificités liées a leur application dans le
contexte océanique, nous reviendrons sur la notion de “variabilité” du systeme océanique,
et présenterons un petit bestiaire mathématique de vecteurs, caractéristiques chacun en
un certain sens de cette variabilité. Nous proposerons ensuite quelques utilisations de ces
vecteurs dans la construction de méthodes d’assimilation de rang réduit, en donnant des
illustrations issues essentiellement du travail de these de Sophie Durbiano. Enfin, nous
exposerons un certain nombre de pistes de recherche pour les prochaines années.

Je tiens a signaler ici que la plupart des idées originales présentes dans ce chapitre
résultent de nombreux échanges avec mes collegues J. Blum, S. Durbiano, F.-X. Le Dimet,
D.T. Pham, J. Verron et A. Vidard, qui en partagent donc pleinement la paternité.

3.1 Assimilation de données en océanographie

La connaissance de la dynamique océanique est basée sur les deux sources d’informa-
tion que sont les modeles (physiques et numériques) et les observations. Ces visions sont
complémentaires, chacune d’elle étant incomplete et entachée d’erreur. Ainsi les modeles
proposent une interprétation spatialement et temporellement consistante de 1’évolution
du systeme; mais ils ne sont toutefois que des simplifications d’une réalité physique plus
complexe. D’un autre coté, les observations apportent des informations sur la physique
réelle, mais sans véritable cohérence dans le temps et 'espace du fait de leur caractere
localisé. Dans ce cadre, les méthodes d’assimilation de données sont des techniques visant
a combiner ces informations de fagon optimale (en un sens a préciser).

On distingue généralement deux points de vue pour ’assimilation de données: le lissage
et le filtrage. Le lissage s’inscrit dans une démarche de reconstruction et de compréhension
du systeme, et consiste a rechercher une trajectoire globalement proche des observations.
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Le filtrage quant a lui vise souvent a préparer une prévision de 1’état futur du systeme,
en cherchant a fournir la meilleure estimation de I’état présent au vu des observations
passées et présentes.

Plusieurs programmes de grande envergure d’assimilation de données océaniques sont
en cours ou en préparation actuellement. C’est le cas de GODAE (Global Ocean Data
Assimilation Experiment), expérience coordonnée au niveau mondial, et dont 'objectif
est de démontrer la faisabilité et I'intérét de "assimilation en temps réel et a I’échelle de
I’océan global de toutes les données disponibles. Ce projet, dont le programme Mercator
déja cité a plusieurs reprises dans ce document est la composante francaise, est une étape
de démonstration indispensable, en vue de la mise en place d’un systeme permanent
d’observation et de prévision de ’océan mondial.

La quantité de mesures océanographiques disponibles s’est énormément accrue ces
dix dernieres années. On dispose ainsi d’une part de mesures in situ, réalisées par des
bateaux et par des bouées, qui fournissent en différents points et a différentes profon-
deurs des valeurs de température, densité, et/ou vitesse. D’autre part, 'avenement de
“locéanographie spatiale” (i.e.’observation de 'océan depuis I’espace) a permis un bond
quantitatif et qualitatif considérable, avec la fourniture continue depuis une décennie de
mesures synoptiques d’altimétrie de 'océan mondial (satellites Topex/Poseidon, ERS-1
et 2, et maintenant Jason-1 et Envisat), ainsi que de mesures de température de surface
ou encore de “couleur” de 'océan (liée a la concentration en phytoplancton). Il est a
noter que ces données satellitaires possedent deux spécificités importantes, qui sont leur
caractere superficiel (elles ne concernent que la surface de I'océan) et leur échantillonnage
spatio-temporel tres particulier, lié aux orbites des satellites.

Deux classes principales de méthodes mathématiques sont utilisées afin d’assimiler ces
données dans les modeles, basées sur les théories du filtrage stochastique et du controle
optimal. Notre propos n’est pasici de présenter en détail ces méthodes et leurs nombreuses
variantes; on pourra pour cela se reporter a plusieurs articles de référence (e.g. Ghil and
Malanotte-Rizzoli, 1991; Bennett, 1992; Miller and Cane, 1996; De Mey, 1997; Talagrand,
1997; Bouttier and Courtier, 1999). Nous nous contenterons d’exposer les points qui nous
paraissent essentiels pour la suite.

Soit un modele d’océan discrétisé en espace sur une grille de calcul, et écrit sous la
forme symbolique

X
{ SL=RXV),  teT) 5.1)
X(t=0)=U

Supposons que 'on dispose d’observations partielles Y°* reliées a la variable d’état X du
modele par un opérateur d’observation H: Y°» = H(X°>) ou X°™ est homogene a X. Les
méthodes variationnelles consistent a définir une variable de contréle (U, V') (typiquement
la condition initiale, et/ou éventuellement des parametres, des conditions aux limites ou
des forcages du modele), ainsi qu'une fonction cott J(U, V) mesurant un écart entre la
trajectoire du modele et les observations

HUV) =5 /OT IH(X) = Y| di (3.2)
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et a chercher dans un espace U,q de controles admissibles le contrdle optimal (U*, V*) qui
minimise J.

En pratique, on ajoute souvent a JJ un terme “d’ébauche” (ou background) représentant
I’écart entre le contréle et une premiere ébauche issue le plus souvent d’une prévision
préalable. Le cas le plus courant en océanographie consiste a contréler uniquement la
condition initiale. Le probleme s’écrit alors:

dX
{ S =Fx), e 33)
X(1=0) = X + 86X,
Trouver § X € Uyq tel que J(6Xy5) = _inf  J(dXo)
Xo€Ugq
T bs (2 1 2
avec  J(6Xo) = /0 |H(X) — Y°™|Zdt + 5 1|6 Xoll; (3.4)

DN — DN

T
/0 (H(X) — Y*) RY(H(X) — Y*) dt + % SXIB16Xy (3.5)

La définition des normes ||.||, et ||.||s, i.e. des matrices de covariance d’erreur R et B
sur les observations et 1’ébauche, est évidemment tres importante. La minimisation est
réalisée par un algorithme de descente, le gradient de J étant évalué a chaque étape par
une méthode adjointe (i.e. mettant en oeuvre a chaque itération le modele direct et son
adjoint — ¢f par exemple Le Dimet and Talagrand, 1986).

Les méthodes stochastiques d’assimilation de données sont elles basées sur le filtrage
de Kalman. On considere alors 1’évolution temporelle du modele comme un processus
aléatoire discret, et ’on corrige les prévisions du modele en tenant compte des observa-
tions au fur et a mesure de leur disponibilité. Sous quelques hypotheses de normalité et
de décorrelation, on obtient les équations suivantes pour le filtre de Kalman “étendu”,
i.e. utilisable avec un modele non-linéaire :

Xg—l—l = Mn—>n+1(X7{) (3.6)
Piﬂ = Moo (Xi)PSMZ%H(XZ) + Qn (3.7)
Xo o= X+ Ko (Yo — Hopn(X]40) (3.8)
Koot = PLHD (X)) Mo (X )P (X + Ren ] (3.9)
Pl = Pg—l—l - Kn+1Hn+1(X7{+1)P7{+1 (3.10)

ou:

les exposants f et a font respectivement référence aux états prévus (forecast) et
filtrés (analysis),

les indices n et n 4+ 1 désignent les étapes du processus,

M et M désignent le modele et son linéaire tangent, et H et H l'opérateur d’obser-
vation et son linéaire tangent,

P, ) et R sont les matrices de covariance d’erreur de 1’état, du modele, et des
observations.
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Ces deux approches, bien que basées sur des théories différentes, possedent de nombreux
traits communs. Ainsi, elles sont toutes deux optimales dans le cas d’un modele linéaire
(i.e.la fonctionnelle J est alors quadratique et admet donc un minimum unique, tandis
que le filtre de Kalman fournit a chaque étape I'estimateur sans biais de variance minimale
de I’état du systeme). On montre méme que dans ce cas les deux approches conduisent
au meéme état final a ¢t =T

Par ailleurs, les principales difficultés rencontrées lors de la mise en ceuvre sont com-
munes a ces deux méthodes. 1l s’agit tout d’abord de la tres grande dimension des
problemes, dont le corollaire est le cott. Nous avons indiqué que la taille m du vec-
teur d’état X pour un modele réaliste est de 1'ordre de 10° — 107. Les méthodes de
contréle optimal opérant une minimisation dans un tel espace de dimension m, celle-ci est
évidemment tres cotiteuse, et difficile a réaliser de facon efficace. Les méthodes de filtrage
quant a elles doivent manipuler des matrices de covariance de taille m x m, ce qui cette
fois est impossible pour les calculateurs actuels.

Une seconde difficulté provient du fait que les modeles d’océan sont non-linéaires. Les
méthodes d’assimilation perdent donc a priori leurs qualités d’optimalité, et 'on doit de
plus se poser la question de la validité de 'hypothese linéaire tangente lors de leur mise
en ceuvre.

Enfin, une troisieme difficulté est liée a la méconnaissance des différentes erreurs inter-
venant dans le processus d’assimilation. Si ’on dispose en effet de quelques éléments pour
espérer définir assez correctement les matrices de covariance d’erreur d’observation R, ce
n’est plus le cas concernant I'erreur d’ébauche (matrice B de I"approche par contréle, ou
P§ de I'approche par filtrage), ni I'erreur du modele (matrice @) du filtre, absente dans
I’approche usuelle par controle qui suppose que le modele est parfait).

La plupart des recherches actuelles concernent ces difficultés. Nous allons dans la
suite résumer notre contribution de ces dernieres années, en exposant pour l’essentiel
des résultats issus de la these de Sophie Durbiano. Ce travail a bénéficié de diverses
collaborations extérieures au LMC, notamment avec J. Verron (LEGI Grenoble) et A.
Weaver (Cerfacs Toulouse), et a été réalisé avec le soutien du programme Mercator.

3.2 Vecteurs de variabilité maximale

3.2.1 Toute direction n’est pas bonne a suivre

L’océan est un systeme dynamique admettant un attracteur étrange, ce qui signifie
que les trajectoires de ce systeme sont attirées vers une variété, a priori de dimension
réduite (e.g. Dymnikov and Filatov, 1997). D’un point de vue physique, cette variété est
sans doute proche de 1’équilibre géostrophique.

Au voisinage de cet attracteur, les perturbations qui lui sont orthogonales seront amor-
ties naturellement, alors que celles qui lui sont tangentes ne le seront pas forcément. Ces
dernieres peuvent méme étre fortement amplifiées en raison du caractere chaotique du
systeme (le fameux “effet papillon”).

Les perturbations autour d’un état donné du systeme peuvent donc étre décomposées
selon des modes stables et instables. Ceci a été vérifié sur divers modeles tres simplifiés,
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comme par exemple le modele de Lorenz (e.g.Pires et al., 1995) ou le modele quasi-
géostrophique barotrope (Kazantsev, 1999).

Cette propriété, vérifiée également par la dynamique atmosphérique, est exploitée par
exemple dans les méthodes d’ensemble pour la prévision météorologique (e.g. Toth and
Kalnay, 1993; Molteni et al., 1996). On génere un certain nombre de perturbations “op-
timales” (i.e. correspondant aux directions les plus instables, qui sont a priori situées sur
lattracteur) d’un état initial donné, afin de réaliser différentes prévisions correspondant
a ces différents états perturbés. L’analyse des résultats permet alors d’affiner la prévision
et d’estimer ses statistiques d’erreur.

Cette propriété peut également étre exploitée dans le contexte de 'assimilation de
données. En effet, les méthodes d’assimilation consistent a déterminer la meilleure (ou
tout au moins une bonne) correction a un état donné (I’ébauche X, ou la prévision X7{+1
pour les méthodes décrites au §3.1). Une idée naturelle consiste donc a ne chercher a
effectuer cette correction que dans les directions les plus pertinentes, i.e. selon les modes
les plus instables. C’est par exemple I'idée du filtre SEEK (Pham et al., 1998; Brasseur et
al., 1999), les quelques modes instables utilisés étant estimés dans ce cas par un procédé
statistique.

Partant de cette constatation, nous avons cherché a dresser un inventaire des vec-
teurs qui pourraient étre candidats a décrire ces modes instables, i.e.des vecteurs ca-
ractéristiques, en un sens a préciser, d’une variabilité maximale du systeme.

3.2.2 Une taxinomie de vecteurs

La définition de tels vecteurs va dépendre étroitement de la définition choisie pour
le terme “variabilité”, qui peut étre interprété selon des points de vue tres divers. On
peut en effet adopter par exemple des approches par analyse statistique ou spectrale, par
systeme dynamique, ou encore basées sur des considérations purement physiques. Nous
avons choisi ici de nous focaliser d’une part sur les composantes principales (ou EOF's
- E'mpirical Orthogonal Functions), déja tres utilisées en océanographie, et d’autre part
sur différents vecteurs issus de la théorie des systemes dynamiques. Les définitions de ces
vecteurs, leurs principales propriétés et leurs procédures de calcul sont détaillées dans la
these de S. Durbiano. Nous n’indiquerons ici que 1'idée générale.

Composantes principales: on suppose connu un échantillon X = (Xi,...,X,)
d’états du systeme. L’analyse en composantes principales consiste a déterminer les axes
principaux d’inertie du nuage de points associé cet échantillon, i.e. les directions de projec-
tion de variance maximale. Il s’agit en fait des vecteurs propres associés aux plus grandes
valeurs propres de la matrice de covariance (X — X)T(X — X)) o X est la moyenne des
X;.

Les EOFs sont présentes dans diverses contextes en océanographie. Concernant 1’assi-
milation de données, elles sont utilisées pour définir la base réduite initiale du filtre SEEK
cité précédemment, et sur lequel nous reviendrons au §3.3.3.

Vecteurs d’amplification maximale: on considere une période de temps [t1, 1],
et un état du systeme X (1) a linstant initial. Soit My, 4, le modele entre t; et 15, et
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|||l une norme sur 'espace des états du systeme. On définit le taux d’amplification d’une
perturbation Z(t;) par

[ My, (X (1) + Z(11)) = My, (X)) ]
12t

La perturbation destinée a croitre le plus sur la période [ty, {5] est donc celle qui maximisera
ce rapport :

p(Z(h)) =

(3.11)

p(Zi(th)) = max p(Z(t1)) (3.12)

On peut de la méme facon définir par récurrence d’autres vecteurs de grande variabilité
par
p(Z5(ty)) = max p(Z(t1)) 1> 2 (3.13)
Z(t)LVect(ZF (1), 25, (1))

et construire ainsi une famille orthogonale de vecteurs “d’amplification maximale”.

Plusieurs degrés de liberté interviennent dans cette définition: la période [t1,15], le
modele et la norme. De plus, on peut s’intéresser non plus aux perturbations a l'instant
t1 qui vont croitre le plus jusqu’a t2 (vecteurs directs), mais aux perturbations a 'instant
ty qui ont été le plus amplifiées depuis 'instant ¢; (vecteurs rétrogrades). A ces différents
choix correspondent diverses famillles de vecteurs:

e vecteurs singuliers: [{,{;] est de longueur finie et M est approximé par son

linéaire tangent M. Ce sont en fait les vecteurs propres de M*™M (vecteurs directs)
ou MM" (vecteurs rétrogrades).
Dans le contexte de la dynamique des fluides géophysiques, ces vecteurs ont été uti-
lisés dans diverses études depuis une vingtaine d’années en météorologie (e.g. Farell,
1982), et plus récemment en océanographie (e.g. Moore and Kleeman, 1996; Huck
and Vallis, 2001).

e vecteurs de Lyapunov: ils correspondent aux limites des vecteurs singuliers pour
des temps longs (t; — 400 pour les vecteurs directs, t; — —oo pour les vecteurs
rétrogrades).

e vecteurs singuliers non-linéaires: ils correspondent aux vecteurs singuliers, mais
sans approximation linéaire tangente. Seuls les vecteurs directs sont calculables re-
lativement aisément. Ils n’ont été introduits que tres récemment (Mu, 2001) et
quasiment aucun résultat théorique n’a encore été établi a leur sujet.

e vecteurs de “breeding” : ils correspondent aux vecteurs de Lyapunov rétrogrades
mais sans approximation linéaire tangente. Ils ont été introduits de facon purement
algorithmique par Toth and Kalnay (1993, 1997) dans le contexte météorologique,
et la encore ne font appel a aucune théorie mathématique.

Au dela des choix précédents, plusieurs autres familles de vecteurs auraient pu également
étre examinées:

- en considérant la variabilité en termes d’énergie : on peut définir des bases par analyse
de Fourier ou par ondelettes.

- en se basant sur des criteres purement physiques: Klein et al. (2000) ont mis par
exemple en évidence dans le contexte quasi-géostrophique un critere analytique de dyna-
mique de vorticité permettant d’identifier les vecteurs maximisant la croissance d’erreur.
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- en se placant dans un contexte d’assimilation de données: 'inverse de la matrice
hessienne a 'optimum est égale a la matrice de covariance d’erreur d’analyse a 'instant
initial. Le calcul de ses premiers modes propres permet, par intégration par le modele,
d’obtenir une estimation de 'erreur d’analyse a I'instant final, i.e. de 'erreur d’ébauche
pour la prochaine prévision (e.g. Barkmeijer et al., 1998), et fournit donc sans doute
une base de correction intéressante. D’autre part, des vecteurs basés sur des statistiques
d’innovation et/ou de résidus d’innovation seraient également porteurs d’une information
riche.

De nombreuses possibilités sont donc a explorer en ce domaine.

3.2.3 Un exemple

Quelques exemples de ces différents vecteurs, calculés pour un modele shallow-water
similaire & celui décrit au chapitre 2 par les équations (2.12), sont présentés sur la figure
3.1. La norme utilisée est celle de 1’énergie totale: %(u2 + v?) + gh, qui est la norme
naturelle de ce modele.

On y constate de nombreuses différences d’échelles et de localisation entre ces vecteurs,
conséquences des différentes définitions. Ainsi par exemple, le premier vecteur singulier
direct (b) est caractérisé par une structure située dans le courant de bord Ouest, et
destinée a s’amplifier sur les 30 jours suivants. Au contraire, le premier vecteur singulier
rétrograde (c) correspond a la perturbation finale ayant été la plus amplifée sur ces 30
jours, i.e.a 'intégration par le modele linéaire tangent du vecteur direct précédent (a
une normalisation pres), et comporte essentiellement des structures tourbillonnaires au
niveau du jet central. L’influence de la longueur de la période considérée est illustrée
ici par les différences entre le premier vecteur singulier rétrograde (c) (période de 30
jours) et le premier vecteur de Lyapunov rétrograde (d) (période infinie), pour lequel
les perturbations sont beaucoup plus “étalées”, comme cela était prévisible. La prise en
compte complete des non-linéarités est également un aspect important, comme on peut
s’en apercevoir en comparant le premier vecteur singulier direct (b) avec le premier vecteur
singulier non-linéaire (e), ou encore le premier vecteur de Lyapunov rétrograde (d) et le
premier vecteur de breeding (g). Enfin, notons que I'approche statistique des EOFs (f)
conduit a des vecteurs caractérisés par des échelles assez nettement plus petites que celles
des vecteurs précédents obtenus par approche dynamique.

Au dela d’une comparaison directe de ces premiers vecteurs, il convient d’avoir une
approche plus globale, et de comparer les sous-espaces vectoriels engendrés par un nombre
fixé suffisamment élevé de vecteurs de chaque famille. C’est ce qui a été représenté sur
la figure 3.2, pour les 180 premiers vecteurs de chaque type. On y constate clairement
I’apport spécifique des non-linéarités, les EOF's et les vecteurs de breeding n’étant qu’en
faible partie projetables sur les vecteurs obtenus par approximation linéaire tangente.
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Fic. 3.1 — Différents vecteurs obtenus avec un modeéle shallow-water sur une période
[t1,t2] de 30 jours. On a représenté a chaque fois la hauteur d’eauw h. (a) solution du
modeéle a linstant t1. (b) premier vecteur singulier direct a Uinstant t;. (¢) premier vecteur
singulier rétrograde a Uinstant ty. (d) premier vecteur de Lyapunov rétrograde a linstant

ty. (e) premier vecteur singulier non-linéaire a Uinstant t1. (f) premiére EOF (calculée
par échantillonnage a 3 jours d’une séquence de 600 jours du modéle). (g) premier vecteur

de breeding a Uinstant ty. (d’aprés Durbiano, 2001)
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Fic. 3.2 — Taux de projection de chaque vecteur d’une base sur les autres bases. Le vecteur

projeté, dont le rang est indiqué en abscisse de 1 a 180, est un (a) vecteur singulier
rétrograde (BSV), (b) vecteur de Lyapunov rétrograde (BLV), (¢) vecteur de breeding
(BGV), (d) EOF (Durbiano, 2001)

Enfin, avant de tester 'utilisation de ces vecteurs dans les méthodes d’assimilation
de données, nous avons voulu vérifier dans une certaine mesure si ces vecteurs sont bien
représentatifs de la variabilité “naturelle” du systeme. L’idée pour cela était de modi-
fier certains parametres “naturellement” variables du modele (des termes de dissipation
et de forcage) et de projeter les écarts entre les trajectoires obtenues sur les différents
sous-espaces engendrés. En séparant ces écarts e(x,?) en une partie systématique €(x)
et une partie fluctuante ¢'(x,t) de moyenne temporelle nulle, il apparait que les vecteurs
caractéristiques, et notamment les vecteurs rétrogrades, parviennent a reconstruire une
part importante de €/(x,t), les meilleurs résultats étant obtenus dans notre cas avec les
vecteurs de breeding. Le biais systématique €(x) se projette par contre tres mal sur les
sous-espaces caractéristiques, ce qui est d’ailleurs assez aisément explicable pour plusieurs
de ces types de vecteurs. Nous en tirerons des conséquences plus loin dans la mise en ceuvre
de méthodes d’assimilation.
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3.3 Applications en assimilation de données

Nous allons maintenant décrire brievement trois applications proposées pour ces vec-
teurs dans le contexte de ’assimilation de données, dans 'optique d’évaluer leur apport
potentiel vis a vis des principales difficultés mentionnées au §3.1: grande dimension, ges-
tion des non-linéarités, méconnaissance de la structure des erreurs.

3.3.1 Controle de la condition initiale en espace réduit

Rappelons la formulation classique de la méthode 4D-Var d’assimilation variationnelle :

dt (3.14)

{ X _px), e
X(t=0) = X, + 5

Trouver § X7 € Uyq tel que J(6Xy) = _inf  J(6Xo)

5X0 euad

T
avec  J(6Xo) = % /0 (H(X) = Y)Y RTYH(X) = Y™)dt + % §XIB75X,

Pour les modeles réalistes, la variable de controle §X; est définie dans un espace de
dimension typique m = 10 — 107, ce qui rend évidemment le processus de minimisation
assez couteux. Par ailleurs la qualité de la solution obtenue dépend assez fortement de la
définition de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche B dont le role est notamment
d’aider a transporter 'information fournie aux points de mesures sur les autres points
d’espace et sur les autres variables. Cette matrice B est bien sir mal connue, et divers
travaux s’intéressent a sa modélisation (e.g. Weaver and Courtier, 2001).

Nous proposons ici d’écrire § Xy dans un espace de dimension p tres petite par rapport
a m, sous la forme

P
5Xo= SN L (3.15)
=1

ou les L; sont des vecteurs caractéristiques. La fonctionnelle a minimiser est donc main-
tenant

ST :J(é& Li) (3.16)

De plus, la définition méme des L; assurant une consistance physique a la correction ¢ X,
nous pouvons nous contenter d’utiliser dans ce cas une matrice B diagonale, ce qui est
un avantage pratique important. Plusieurs expériences ont été réalisées par S. Durbiano
avec le modele shallow-water précédent, et ont montré clairement que les EOF's étaient
les vecteurs les plus pertinents pour ce type d’application.

Un test plus réaliste a ensuite été mené avec le modele OPA dans une configuration
Pacifique équatorial. Il s’agissait d’expériences jumelles avec assimilation de données si-
mulées de température a la localisation du réseau de bouées fixes TAO (¢f Durbiano et al.,
2002). Nous avons comparé la méthode 4D-Var classique & une méthode de rang réduit, en
décomposant 6 X, sur p = 30 EOFs (alors que la taille du vecteur d’état était m ~ 10°).
Ces 30 EOF's représentent 97% de 'inertie de 1’échantillon qui a servi a les calculer. On
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a indiqué a titre d’illustration sur la figure 3.3 le premier niveau vertical de la premiere
EOF, ou l'on distingue notamment la signature de la variabilité des courants équatoriaux,
ainsi que l'oscillation nord-sud de la température.

Du point de vue du processus de minimisation, la méthode en espace réduit permet
une convergence beaucoup plus rapide, typiquement d’un facteur 5 a 10. De plus, ce gain
tres important en temps calcul ne se fait pas au détriment de la qualité de la solution,
bien au contraire. En effet, 'information physique apportée par 1'utilisation des EOF's
mene a des corrections plus pertinentes, ce qui se traduit par des erreurs plus faibles sur
toutes les variables et a toutes les profondeurs (figures 3.4 et 3.5).

Ces résultats prometteurs sont toutefois a modérer, car ils ont été établis dans le
contexte d’expériences jumelles, c’est a dire sans erreur-modele. Des expériences com-
plémentaires dans un contexte plus difficile (avec données réelles, ou avec des données
simulées mais issues d’un modele perturbé) montrent que la méthode en espace réduit
avec EOFs ne fonctionne plus dans ce cas, car les vecteurs caractéristiques testés ne four-
nissent plus de directions de correction appropriées. Ainsi, il semble donc que le concept de
“4D-Var réduit” puisse apporter d’importantes améliorations au 4D-Var classique, sous
réserve que l'on soit capable de définir correctement 1’espace réduit de correction. En
présence d’erreur-modele, cet espace ne peut étre simplement engendré par les vecteurs
caractéristiques précédents, mais on doit alors sans doute en imaginer d’autres plus perti-
nents. Une piste envisagée a I’heure actuelle serait de ne pas utiliser du tout la dynamique
fausse du modele pour définir la réduction d’ordre, mais de réaliser celle-ci par un controéle
multi-échelles, basé par exemple sur une décomposition en ondelettes (¢f these de I. Paun,
2001). Une autre possibilité pourrait consister a utiliser des EOFs comme précédemment,
mais en prenant explicitement en compte dans le contréle un nouveau terme modélisant
Ierreur du modele (¢f paragraphe suivant).
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Fic. 3.4 — FEvolution de Uerreur Rms par rapport a la solution exacte de référence au
niveau 2 (z =15 m). En x : temps (de 0 a 6 mois). Eny: (a) u (m.s7'), (b) v (m.s7!),
(c) S (kg.m™2), (d) T (°K). Trait pointillé : solution du modéle sans assimilation; trait
plein : solution obtenue par 4D-Var classique; trait gras: solution obtenue par jD-Var en
espace réduit. (Durbiano et al., 2002)
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F1G. 3.5 — Idem Fig. 3.4, mais au niveau 20 (z = 750 m). Les observations de température
ne sont disponibles que jusqu’a 500m. (Durbiano et al., 2002)
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3.3.2 Controle de ’erreur modele

On a vu que le 4D-Var fournit une trajectoire optimale vérifiant les équations du
modele. Celui-ci est donc une contrainte forte de la méthode, ce qui peut étre interprété en
disant qu’il est supposé parfait. C’est pourquoi il est naturel de chercher des variantes du
4D-Var pour lesquelles on pourrait relacher cette hypothese. On écrit alors, en travaillant
sur le modele discrétisé pour des facilités d’écriture :

{ )CHJ ::A4ﬁ+n+lﬁxﬁ)+_en+l

Xy = X 46X, (3.17)

ou X, € IR™ est le vecteur d’état a l'instant ¢, et e,41 € IR™ est 'erreur du modele. La
fonctionnelle a minimiser est

1
J(6Xo,€1,...,eNn) = 5 SXIB'5X,

!
2

N 1N (3.18)
S0V~ ) R Y~ H(X) 4 5 3 Qe
n=1 n=1

Chaque e; ayant la taille du vecteur d’état, et le nombre de pas de temps N pouvant
étre grand, 'espace de minimisation est alors de dimension gigantesque, et il n’est pas
envisageable de traiter ce probleme directement. La méthode de 4D-PSAS (Courtier,
1997; Louvel, 2001) contourne dans une certaine mesure ce probleme, en travaillant sur
une formulation duale qui mene a une minimisation dans un espace de dimension égale
au nombre d’observations assimilées (ce qui reste toutefois élevé). Cette méthode est
essentiellement équivalente & la méthode des représenteurs proposée par Bennett (1992).

Dans 'optique de notre travail sur les vecteurs caractéristiques, nous avons proposé
de réduire plus drastiquement la taille de e, en I’écrivant comme somme d’une erreur
systématique et d’une erreur instantanée engendrée par les premiers vecteurs caracté-
ristiques:

P
en=¢€+» 'L (3.19)
=1

(on a vu au §3.2.3 la motivation de cette décomposition qui traite € a part). On controle
alors 0 Xy, € et les ¢, dans un espace de minimisation de dimension 2m + pN.

Une expérimentation tres simple sur une équation d’advection-diffusion 1-D avait été
réalisée par Vidard et al. (2000), et avait permis une premiere évaluation de cette approche.
Dans un contexte plus océanique, 5. Durbiano a mené des tests numériques par expériences
jumelles avec le méme modele shallow water que précédemment, avec un modele “vrai”
de référence et un modele “faux” comportant des termes de dissipation et de forcage
perturbés. Les résultats obtenus semblent démontrer, tout au moins dans ce cas simple, la
faisabilité et I'intérét de cette méthode. En effet, on parvient a améliorer assez nettement
I'identification, a la fois sur les variables observées et sur les variables non-observées.
On constate ainsi sur la figure 3.6 un gain de l'ordre de 10% a 20% sur l’erreur rms.
Les vecteurs de breeding semblent les plus intéressants a cet égard, avec les vecteurs
singuliers rétrogrades mais qui sont eux beaucoup plus lourds a calculer. De plus, et c’est
la un point particulierement important, ces améliorations ne requierent pas de moyens
supplémentaires: les résultats présentés ici sont obtenus a cout constant.
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FiGg. 3.6 — Comparaison 4D-Var classique (CI, trait pointillé fin), 4D-Var + erreur
systématique € (CI+ES, trait pointillé gras) et 4D-Var + erreur systématique + erreur ins-
tantanée (CI+ES+EI) décomposée sur 2 bases différentes : vecteurs singuliers rétrogrades
(BSV, trait plein fin) et vecteurs de breeding (BGV, trait plein gras). Evolution de lerreur
relative rms sur (a) u (m.s™') (b) v (m.s™') (¢) b (m) en fonction du nombre de pas de
temps. (Durbiano, 2001)

Le passage a des modeles plus réalistes reste évidemment a réaliser, ce qui représente
encore un travail important. Signalons cependant qu’A. Vidard (2001) a réalisé dans sa
these une telle expérience en assimilant 5 ans de données réelles dans la configuration Paci-
fique équatorial du modele OPA mentionnée précédemment, en controlant simultanément
la condition initiale § Xy et la partie systématique € de 'erreur. Il a ainsi démontré qu’a
cout égal on améliorait les résultats du 4D-Var classique, notamment la ou celui-ci était
particulierement déficient. De plus, il a établi que ’estimation de € pouvait étre réutilisée
efficacement pour corriger le modele en phase de prévision, et améliorer ainsi ses perfor-
mances de facon nette.

Pour terminer sur ce point, notons qu’une perspective particulierement intéressante du
contréle de I'erreur du modele consiste a tenter d’interpréter le controle optimal obtenu
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en termes de déficiences du modele, de facon a corriger celui-ci pour "améliorer. De tout
premiers tests avec le modele shallow water semblent montrer que 1’on peut effectivement
corréler significativement cette erreur avec les termes des équations qui ont été perturbés.

3.3.3 Vecteurs caractéristiques pour le filtrage de rang réduit

La troisieme et derniere application concerne cette fois le filtre SEEK (Pham et al.,
1998). Cette méthode de filtrage de rang réduit, de plus en plus utilisée dans la com-
munauté océanographique, approche la matrice de covariance d’erreur d’analyse initiale
P§ (¢f équations (3.6)-(3.10)) par une matrice de rang faible p, qu’elle transporte ensuite
lors de I'algorithme de filtrage en lui conservant son rang. Cette matrice FJ, qui décrit
un sous-espace d’erreur initiale, est généralement définie par les p premiers modes de
variabilité (EOFs) d’une analyse en composantes principales.

Notre démarche s’est ici bornée a constater que les autres vecteurs caractéristiques
introduits au §3.2.2 pouvaient aussi étre a priori de bons candidats pour définir F§, et a
réaliser différents tests numériques pour valider cette idée. Des expériences avec le modele
shallow-water ont montré que c’était effectivement le cas pour les vecteurs de breeding, qui
semblent pouvoir apporter des améliorations significatives par rapport a 1'usage habituel
des EOFs. Ainsi, on a indiqué sur la figure 3.7 les courbes d’erreurs correspondant a
des expériences jumelles avec erreur-modele et données échantillonnées sur des pseudo
traces-satellites. Sans entrer dans le détail des résultats, on peut simplement indiquer que
I'usage des vecteurs de breeding permet de réduire de 10 a 30% les erreurs relatives sur
les différentes variables par rapport a la méthode usuelle des EOFs, et ce pour le filtre
SEEK complet ou pour sa variante moins cotiteuse a base fixe. Ces bonnes performances
des vecteurs de breeding (et des EOFs) soulignent au passage 'importance de la prise en
compte des non-linéarités lors du calcul de la base réduite.

Un essai préliminaire du méme type a été réalisé avec le modele du Pacifique équatorial
décrit plus haut, et semble confirmer ce bon comportement et les gains obtenus. Ceci
demande cependant a étre étudié beaucoup plus en détail, afin par exemple de mieux
comprendre d’'une part le contenu physique des vecteurs de breeding et d’autre part leur
comportement dynamique dans 'algorithme de filtrage, notamment vis a vis des transi-
tions rapides pouvant survenir dans le modele.
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Fi1G. 3.7 = Comparaison des filtres fires (SFEK, traits pleins) et évolutifs (SEEK, traits
pointillés) pour des bases de correction formées d’EOFs (traits fins) et de vecteurs de
breeding (traits gras) - Evolution temporelle de Uerreur relative pour (a) u (m.s™*) (b) v

(m.s™%) (¢) h (m) en fonction du temps (jours). (Durbiano, 2001)

3.4 Perspectives

Bien des questions, difficiles mathématiquement et liées a des aspects importants
en pratique, sont encore ouvertes actuellement en assimilation de données. Citons par
exemple les méthodes encore quasi-inexistantes pour 1’assimilation de certains types de
données (images satellites, données lagrangiennes. .. ), ou encore le probleme de la loca-
lisation optimale des mesures a réaliser en vue d’une prévision, étant donné un état du
systeme. Sans vouloir aborder ce type de questions, je vais simplement donner ici quelques
directions de travail plus directement reliées aux travaux qui viennent d’étre présentés.
Comme on le verra, ces développements nécessitent le plus souvent d’étre réalisés en lien
étroit avec les physiciens océanographes, car les solutions pertinentes mathématiquement
sont sans doute intimement dépendantes de la physique des écoulements océaniques.
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3.4.1 Réduction d’ordre

Les différentes applications qui viennent d’étre décrites nous paraissent établir I'intérét
d’une approche par réduction d’ordre pour les méthodes d’assimilation de données. Au-
dela de ces premiers travaux, il reste encore évidemment beaucoup a faire pour mieux
comprendre et maitriser cette approche, et envisager des applications opérationnelles.

Ainsi on a vu que les vecteurs de breeding sont particulierement prometteurs pour
représenter 'erreur-modele, que ce soit par controle ou par filtrage. Cependant, ces vec-
teurs ne sont définis qu’empiriquement, par un algorithme tres similaire a une méthode de
la puissance itérée, utilisée pour le calcul des vecteurs propres associés aux plus grandes
valeurs propres d’une matrice. Il est maintenant nécessaire d’étayer ces outils par une des-
cription mathématique plus solide, a rechercher sans doute dans la théorie des systemes
dynamiques non-linéaires. Il serait d’ailleurs intéressant dans le méme esprit de définir
I’équivalent en temps fini de ces vecteurs de breeding, a savoir des vecteurs singuliers non-
linéaires rétrogrades (et non plus directs), car il semble bien que ces deux caractéristiques
soient primordiales pour une bonne efficacité pratique des vecteurs.

Parallelement a cet aspect mathématique, on devra également s’attacher a mieux
comprendre le contenu physique des vecteurs de breeding, et leur degré de dépendance
aux différents régimes du modele dont ils sont issus. A cet égard, ’adaptation des méthodes
d’assimilation en fonction de la dynamique (stable ou instable) du modele est d’ailleurs
un point particulierement intéressant (e.g. Cohn and Todling, 1996; Hoteit, 2001).

Enfin, il est évidemment nécessaire de mettre en ceuvre et valider les idées présentées
aux paragraphes précédents dans diverses applications réalistes et notamment dans des
modeles de circulation aux latitudes moyennes, ou les non-linéarités sont plus fortes qu’a
I’équateur. Par ailleurs, ’extension du 4D-Var évoquée plus haut, dans laquelle on controle
simultanément la condition initiale et 'erreur systématique €, parait particulierement
prometteuse, et un travail complémentaire autour de la modélisation de e, soit par des
considérations physiques, soit par une décomposition multi-échelles, pourrait permettre
de rendre cette méthode opérante assez rapidement pour des applications réalistes.

3.4.2 Comparaison et hybridation des méthodes

Les développements en assimilation de données ont jusqu’a présent été menés assez
parallelement et indépendamment par les adeptes du controle optimal et ceux du filtrage
stochastique. De nombreux progres ont été réalisés pour chaque approche, et les difficultés
qui subsistent de part et d’autre sont en fait le plus souvent liées aux mémes aspects phy-
siques sous-jacents. Le temps est sans doute venu maintenant de réfléchir a la construction
de méthodes hybrides, tentant d’allier les principaux points forts des diverses approches.
La communauté grenobloise (LMC et LEGI) est particulierement bien placée a cet égard
et affiche depuis quelques temps déja une volonté d’aller en ce sens. De premiers travaux
ont d’ailleurs été réalisés par F. Veersé et al. (2000), avec le développement d’une méthode
variationnelle intégrant I’estimation de ’erreur d’analyse du SEEK.

Une premiere étape vers cet objectif d’hybridation consiste aussi sans doute a mener
des comparaisons systématiques des méthodes existantes dans des cas applicatifs réalistes.
Assez curieusement, un tel travail n’a encore jamais été réalisé a notre connaissance, méme
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sur des cas assez simples. Dans cette optique, la comparaison tres détaillée des perfor-
mances de méthodes 4D-Var, 4D-Var de rang réduit, et de filtres SEEK dans le modele
du Pacifique équatorial mentionné déja a plusieurs reprises dans ce chapitre constituera
la premiere partie du travail de these de C. Robert (en co-direction avec J. Verron, début
en mai 2002). On espere ainsi alimenter une réflexion sur ce que pourrait étre une réelle
hybridation de méthodes variationnelles et stochastiques.

3.4.3 Multi-résolution et assimilation de données

Un troisieme aspect que nous aimerions étudier, notamment avec .. Debreu, concerne
I’apport des méthodes multi-résolutions pour I"assimilation de données. Du simple point
de vue des applications pratiques, nous avons vu au chapitre 1 que les modeles cotiers et les
systemes de modélisation par grilles emboitées sont en plein développement. Il commence
donc a se poser le probleme de ’assimilation dans de tels systemes, qui requiert sans doute
une certaine adaptation des méthodes usuelles.

Toutefois, au-dela de ces applications, on peut également réfléchir a l'intérét d’une
approche multi-résolution dans les méthodes elles-mémes. Ceci pourrait étre notamment
une voie possible pour réduire significativement le colit de 'assimilation, en effectuant
certains calculs a plus faible résolution. Cette idée a d’ailleurs été mise en ceuvre et validée
dans des applications météorologiques par 4D-Var, pour lesquelles les premieres étapes
de minimisation de la fonction colit étaient réalisées sur des grilles a basse résolution
(Courtier et al., 1994; Veersé and Thépaut, 1998).

En ce qui concerne le filtrage séquentiel, pour lequel la majeure partie des calculs
concerne ’évolution de la matrice de covariance d’erreur de prévision, on peut de méme
envisager de ne réaliser qu'un calcul approché en dégradant la résolution pour cette partie
de l'algorithme. Signalons que ceci a déja été testé dans une certaine mesure par Fukumori
et al. (1993) mais sans donner lieu a notre connaissance a des études ultérieures. En effet, la
résolution était dans ce cas dégradée uniformément, ce qui ne permettait sans doute pas de
capturer certains modes de variabilité importants et rendait 1’assimilation moins efficace.
De plus, la difficulté de 'implémentation informatique rendait cette méthode assez lourde.
Toutefois, une approche localement multigrille et basée sur le package AGRIF (c¢f chapitre
1) pourrait peut-étre lever I'essentiel de ces difficultés et permettre une investigation plus
systématique des possibilités en ce sens. On peut ainsi envisager d’adapter la dégradation
de la grille de calcul des covariances a la dynamique de la solution, en sélectionnant par
des criteres a déterminer les zones et les échelles pertinentes a cet égard.

Ces idées sont par ailleurs certainement a rapprocher et a confronter avec celles

développées par I'équipe d’A. Willsky pour 'estimation de processus stochastiques multi-
résolutions (Basseville et al., 1992; Chou et al., 1994; Ho, 1998).
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En guise de conclusion...

J’ai présenté dans ce mémoire un résumé de mes travaux de recherche de ces dernieres
années, qui portent sur le développement de méthodes numériques pour la modélisation et
I’assimilation de données en océanographie. Comme on a pu le constater, ce travail est motivé
par des applications réelles, et comporte a ce titre le plus souvent une part d’adaptation spécifique
a la physique océanique, ainsi qu’un souci de développement informatique propre, modulaire, et
aussi indépendant que possible des modeles.

Ce document est une photographie instantanée d’activités en cours, et j’ai dressé au fur
et a mesure de chaque chapitre les perspectives de recherche pour les 3 & 5 ans a venir, dans
la lignée des travaux précédents. A plus long terme, beaucoup d’autres aspects évidemment
émergeront, souvent pluridisciplinaires, et qui apporteront leurs lots de difficultés mathématiques
et numériques.

Au niveau des modeles eux-mémes tout d’abord, un travail important est encore a réaliser
afin d’améliorer les différentes paramétrisations: physique sous-maille, couches-limites de sur-
face et de fond, couches-limites latérales. Il me semble notamment que ces aspects pourraient
grandement bénéficier d’une approche par analyse mathématique, bien que n’étant pas du tout
spécialiste de ce domaine.

J’ai évoqué au chapitre 1 la notion de systéme de modélisation, qui va je pense prendre de
plus en plus d’importance dans les années a venir. Ainsi, on couplera aux modeles de circulation
océanique nombre d’autres composants (transport sédimentaire, biologie, chimie. ..) afin d’aller
vers une vision aussi complete que possible du milieu océanique. La plupart des principaux
modeles d’océan sont d’ores et déja sur cette voie. La problématique du couplage, avec ses volets
mathématiques, numériques et informatiques, restera donc sans doute encore assez longtemps
un sujet de recherche en mathématiques appliquées a I’océanographie.

On a vu de plus que les observations sont une source d’information complémentaire des
modeéles, et les systémes de modélisation et prévision océaniques intégrent donc (ou intégreront)
des méthodes d’assimilation de données. La aussi beaucoup reste a faire. Sur les méthodes elles-
mémes tout d’abord: en termes de cout, d’optimalité, ou encore d’estimation d’erreurs. Mais
aussi en se placant dans ce contexte de systéeme intégré: comment par exemple adapter de
fagon optimale le maillage du modele a I’état de 'océan et aux observations disponibles? Ou
comment adapter les réseaux d’observations de fagon optimale en fonction de I’état de 'océan
et des modeles numériques disponibles? Une réponse mathématiquement correcte a ce type de
questions est difficile et requiert des outils lourds et complexes.

De nombreux sujets passionnants, tant du point de vue des mathématiques appliquées que
des applications elles-mémes. ..
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