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INTRODUCTION

La premiére motivation pour étudier les problémes relatifs au paraliélisme

a été le désir d'obtenir un meilleur emploi des ressources et une accélération

des calculs dans les crdinateurs. A partiv de la fin des années "60", les

progrées dans le domaine des composants ¢lectroniques et par conséquent la pers-
pective d'utilisation d'architecturce parelléles et distribuées, ont posé aux
informaticiens un grand npombre de problémes relatifs au calcul parallele touchant
auwx domaines de la coneeption des machines, de 1'algorithmique (recherche d'algo-
rithmes de nature parallele, transfornation d'algorithmes séquentiels en paralleleg),
des langages de programmation (enrichissement en primitives ce fagon a pouvoir

exprimer directement le parallélisme dans les progremmes).

La recherche sur ces problémes a meré & 1'étude de questions rlus fondamentales
concerngnt, le phénoméne de flot de 1'information, la nature du parallélisme et

les concepts nécessaires a la modélisstion des systémes paralléles.

En ce gui concerne la modélisation des systémes paralléles, il est vite apperu
commode de les considérer comme un enseible e soug-systémes ou de processus sé-
quentiels qui interagissent en transformant des objets communs. Cette interactilon
traduit sur le plan fonctionnel la coordination des cumposantes d'un systéme pour
realiser scn compurtement glebal et revét deux aspects fondamenlaux et complémen-
taires: la concurrence {pour 1'acquisition par les actions des ressources nécessai-
res a leur exécution) et 1la coopération (1'utilisation par une action du résultat
d'une autre). Aujourd'hui, la décomjosition d'un systéme en sous-systémes évoluant
en parallele est considérée non seulemunt comme une commodité mais comme une étape

nécessaire de ladgnarche de la conception.

Un systeme paralléle étant congu coime un ensemtle de sous-systemes évoluant
simultanément, il n'est pas réaliste, pour des reéisons techinologiques, logiques et
methodologicues, de faire une hypothese quelconque sur 1'existerce de relations

entre les durées des actiors dans chacun e ses sous-systéres. Cecl a mené a
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considérer 1'asynchrenisme comme une des caractéristiques fondementales des

systemes paralleles, c'est-a-dire & adopter 1'hypothése qu'il n'existe pas de
mesure comnune des durées de leurs actions. Une conséquence de cette hypothése

est que les actiors ont des durées finies meis ron borrées et qu'un systéme paral-
lele bien congu doit avoir un comportement indépendant de sa vitesse. L'idée

de construire des machines totelement asynchrones en espérant une meilleure utili-
satior du ratériel et donc un gain en rapidité - dars ce cas les durées des actions
sont leurs durées réelles et non une borne supérieure comme dans le cas synchrone -
a motivé un certain nombre de travaux et projets .qui n'ont pas sbouti jusgu'a
aujourd'hui & dee résultats facilemert exploitables [MUL63] [KEL74] [2JUM75] [PAT70]
[RUM75]. Néanmoine, 1'asynchrorisme reste une hypotheése trés commode lorsqu’on
modélise des systémes parslleéles & partir d'un certain niveau d'abstraction méme

si leur implémentation est de nature synchrore.

Les systémes paralléles étant ccnsidérés comme des ensembles de sous-systémes qui
interagissent mais ayant chacun son propre rythme d’évolution, leur fonctionnement,
par rapport & celui des systémes séquentiels, est caractérissé par un haut degré de
non-déterminisme. Ce non-déterminisme est di aussi bien & leur caractire asynchraone
qu'au fait qu'il existe & un moment donné plusieurs évolutions possibles respectant
les contraintes de coordination ertre sous-syst@mes. Le caractére non-déterministe
des systemes paralléles rend le probléme de leur vérification beaucoug plus diffi-

cile gue celui de la vérification ces systémes séquentiels.

En effet, lors de la modélisation d'un systéme séquentiel le concepteur a la notion
d'état global et peut plus facilemernt appréherder le fonctionnement engendré &
partir d'un état initial donné et ses propriétés. Par contre., pour les systémes
paralléles la conraissance de chacun de ses sous-systémes et leur conformité & cer-
tains criteres de validité ou de bon fonctiornement, n'implique cu'une conraissance
imparfaite du comportement glotal et de ses prcpriétés. De plus, si pour les sys-
temes séquentiels la vérification par simulation est envisageable, le non-détermi-

nisme des systeémes paralleles rend les méthodes de ce type impraticables dens la



mesure 06 leur application présuppuse gque le tonctionrement & partir du méne

état initial méne au m8me résultat:

Un grend nombre de modéles ont été Progoses Jdans le but de représenter et d%tudier
les systémus paralléles. Pour une étude comparative des principaux parmi ces mo-
deles on peut se référer & [PET74) (MIL73] [MI174] [MIL757 [MIL76]. 11 est affirné
dans [PET741 que toute description dans un de ces medéles est décomposable en deux
parties : ure partie contrdle et une partie opérative. Dans la premiére on repré-
sente seulement les espects du systéme relabifs au seéquencement et la coordination
ces actions tandis que dans la partie opérative on cécurit les actions, leur effet
sur les objets qu'elles transfornent en définissarl une interprétation du contréle.
Les premiers modéles pour 1'étude du culcul paralléle [ LUCES) [RODG7] sontl des
modeles interprétés. Dans les nodéles les plus récents, la tendance est de faire
abstraction de la neture et des caracteristiques des actions el des obijets de la
Fartie cpérative. Cecl permet d'étudier sur des medéles plue simples des propriétés

inhérentes aux systewes paralléles.

Ce principe ve 1'étude séparée du conlrole a été adepte dans ce travail motivé par
la recherche d'un "bon" mocéle pour lo représentation du contréle des systémes asyh-
chrones, c'est-a-dire d'un modéle permetiant la description aisée el naturelie, par
les concepts et primitives gu'il introduit, et offrant des possibilités ¢tanalyse

statique.

Par analyse statigue d'un systéme, novs ertendons 1'extraction d'infornations
(relatives & la vérification d'une proprietél) a partiv ¢'un modéle de ce systéme
sane faire appel a une simulation. Cetle distinction est parfois difficile a
cerner: plusieurs méthodes d’analyse statique sort basées sur la simulation ex-
haustive sur un nodéle en faisent inlervenir des artifices simplificateurs. Le
différence de fond se situe su niveau des resultals que 1'on peut obtenir ; les
nétrodes d’analyce statique permettert la déwonstretion des proprietés et donnent

donc des résullats "absolus", tandis gue les méthodes par sinulation ne permettent
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qu'ure vérification partielle relative au contexte de forctionnement cimulé.
Cette distinction justifie d'ailleurs 1'intérét porté aux mé&thodes d'analyse

statique.

lLes propriétés étudiées caractérisert la fagon cdont la coordination ces actions
de la partie opérstive est assurée et peuvent 8tre étudiées sur 1la partie contrdle
en faisant abstraction de son environnemernt. On peut les classer en deux

catégories :

- Les propriétés logiques dont la vérification se ramére & la démorstration

d'une propcsition incdépendante de la vitesse de fonctiornement du systéme.

- Les propriétés dynamiques dont 1°'é&tude permet de céterminer les limites d'uti-

lisation d’un systéme (temps de réporse, débite) & partir d'informations sur
les ceractéristiques dynamiques de ces composantes (durfes des actions, den-

sités des probabilités d’exécution des actions).

Cette étude, merée sur un ersemble de modéles, est divisée en deux parties.

Le premiére (chapitres I, II, IT1I), présente des résultats d’application génrérale
et la deuxiéme (chepitres IV, V, VI, VII) dec résultats propres aux réseaux de
Petri. Chaquectapitre est précécé d'une bréve présentation. La bibliographie
est organisée par chapitres et une liste des symbules et notetions utilisées est

donrée en arnnexe.

Le premier chapitre est consacré a la présentation des hypothéses et de 1'ohbjet
de travail, & savcir la définition progressive des notions utilisées et du domaine

d’application des résultate présentés.

Les systémes de transitions corstituert un mocéle primitif sur lequel sont présen-
tés, au deuxiéme chapitre, des résultats d'application générale pour la vérification
du contrdle. On montre cue ces propriétés sont exprimables & pertir de deux concepte
de base, ceux d'invariant et de trajectoire, et que leur vérification se ramere au

probléme cdu calcul de points fixes d'opérateurs monotornes.
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Au truisiene chapitre, les résiltats cu chap?Llre pricédent. sort illustrés
sur deux mode:les dont les actions sunt "pardées” par uvn ensenble de concitions
ou par vn invariant. De plus, deux types d'inveriants particuliers sont etudiés

sur ces wodeles: les invariants carccleristiques et les verrous.

Bans les quatre chapitres qui suivent nous étudions les propriétés et les méthodes
c'analyse cCes systémes paralléles sur les réscaux de Petri qui constituent le
wodele le plus "représentatif” parmi les nodéles utiiisés pour Ja représerntation
du flot du conirble tels que les “"graphes ‘bilogiques™ | BAE7O], les systémes

d'addition ces vecteurs [KARE69], les systémes de remplacement des vecleurs [KEL77].

Les trois premiers chapitres sur les réscauy de Pebtri sont respectivement conseacrés,
a la présentaticn et comparaison des différentes extensicns de ce modéle, & la pré-
seritation de résultets sur 1'analyse stalique de leurs propriétés et a 1'étude de
concepts propres & ce modele. Le dernier chapitre porte sur Ja vériiication des
propriétés dynamiques des systémes & partir des réceaux de Pelri temporisés.

De plus, ce dernier mudéle est compure & ('autres types de réseaux tels que les

réseaux & impédarce et les réseaux & dipoles linéaires.

Ce travail a &€té effectué depu’s décenbre 1976 dans le cadre du projet "Description
des Systemes Dynanmiques Disgrets” développé dans 1'équipe "Conception et Mise en
Oeuvre de Langages”. L'objectif de ce projet est de concevoir, puis de mettre en
oceuvre, un farnalisme de description qui scit de haut niveau et qui repose sur un
modeéle facilement aralysablae. Ceci duit fermettre wne description aisée st
naturelle & 1'aide de notions de bese dvoluées ainsi que l'analyse steticue de
cette description. L'idée consiste & définir ur largage de description évolué
congu pour qu'il seit possible d'obtenir de facon sbtomatique, & partir d'une des-
cription faite dans ce langage, un nodele représentant certains aspects du fonc-
ticanenent et en particulier le contréle du systéme décrit. Le madéle aipsi
obtenu doit étre analysé statiquerenl pour vérifier des. propriétés logiques et

dynemiqQues.
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Initialement, le modéle "facilemént anclysable” était les réseaux ce Petri.
L'insuffisance de ce modele a exprimer efficacement le contrdle lorsque ceci
dépend fortement de 1l'état de la partie opérative [QUE78 ] ncus & amené & consi-
dérer des modeéles de plus haut niveau étudiés cdans la premiére partie de ce

travail.
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CHAPITRE 1

PRESENTATION

Ce chapitre est consacré & la présentation de 1’objet de cette étude qui

est le contrdle des systémes asynchrones. 11 a eté écrit dans le but de clarifier
des notions relatives au fonctionnement parallele des systémes qui, quoique
Couramment utilisées, n'ont pas été encore suffisamment bien étudiées dans leur
ensemble. En particulier, 1'utilisation de mod&les non déterministes séquentiels,
tels que les réseaux de Petri et les programmss non déterministes, souléve un
certain nombre de questions relatives aux liens entre parallélisme et non déter-
minisme ainsi qu'a la possibilité de représenter les aspects principaux d'un

fonctionnement paralléle par un modéle sequentiel non déterministe.

Ce chapitre doit 8tre considéré plutét comme un support pour la meilleure
compréhension des chapitres qui suivent qu'un ensemble de résultats mathematiques

bien étahblis.
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I.1. - LA NOTION PRIMITIVE DE SYSTEME

N . n . .
Nous admettons qu'un systéme S est un ensemble d’objels {Vi}i~ interagissant

1
sulvant des lois qui peuvent étre décrites par des relations mathématiques [MES72]

ScVv vax...an

1
tn objet Vi est un ensemble dont les &léments sont appelés états. L'ensemble des
états de Vi correpond a 1’ensemble des différents aspects sous lesquels cet objet
est pergu ou utiliseé.

Un systene est un mécanisme qui évolue ; la relation S décrit précisément 1'en-
semble des cunfigurations d'état possibles au cours de son évolution. D°une facon
imageée, le fonclionnement d'un systéne peut 8ire considéré comme un "jeu" qui est
le résultat de 1l'activité d'un ou plusieurs "joueurs” modifiant indépendamment
1'état des objets mais agissant de sorte que la contrainte raprésentée par S

soit vérifiée. Par exemnpls,

- 51 5_v1xv2 avec V1=V2=lg',(u,ble S1 <> gh= est un systéme

dont le lieu des états esl une hyperbole.

A P iz x =
- 52.5 VaxV4 avac V3 {u,1}" , V4 {fo,4}

{0+ 1™ 0 13x{1} v (D)™ - (0+11%1 0 1) (0}

]

S,

N

représente le comportement d'un automate ayant comme vocabulaire d'entrée et
comme vocabulaire de sortie {0,1} et qui reconnail tous les mots se terminant
par 1 U 1. 11 faut remarquer que dans cet exemple on attribue des rdles particu-
liers aux abjets V3 et V4 : V3 représente les entrées et V4 représente les sor-
ties de 82. Ceci implique en particulier gu’il existe une relation cause-effet
entre les changements des états de ces ohjets, c'est-a-dire que pour tout change-
ment de 1'état de V3

la contrainte donnée par 52 soit satisfaile.

1'état de V4 doit étre éventuellemenb modifié de fagon que



Cette définition constitue un cadre suffisamment général pour en déduire,

en apportant des précisions supplémentaires, la définition de différents types

de systemes. 1I1 s'agit notamment de préciser, si certaimsobjets jouent un réle
particulier pour le fonctionnement, la signification de certains termes comme
par exemple "configuration d'état” ou "modification d’'état”. On peut en effet

se demander si n'importe quelle modification des états est permise ,51 ces modifi-
cations ont une "durée” et si dans ce cas elles sont superposables dans le temps.
De plus, il est évident que la vérification du fait qu'une confliguration d'états
des objets constituant un systéme appartient &8 S ne peut 8tre effectuée qu'a des
instants olU celle-ci est définie, c'est-a-dire & des instants .ol aucune modifica-

tion n'est en train de se produire.

Nous pensons gque 1'étude des questions que souléve cette définition primitive
doit mener & une meilleure appréhension de ce concept et une classification géné-
rale qui n'a pas été faite, & notre connaissance, jusqu'a aujourd'hui. Notre
objectif dans ce chapitre est d'introduire et de justifier (intuitivement) cer-
taines notions utilisées le long de cette thése concernant la nature, le fonc-

tionnement et la modélisation des systémes asynchrones & évolutions parall&les.

I.2. - LES SYSTEMES ETUDIES

Pour le type des systémes étudiés - qui sont des systémes discrets - on

suppose que 1'état des objets constituantun systéme ne peut &tre modifié que par

1'exécution d’une action. Une action a, est une relation sur un ensemble d'objets

2

a < [V, xV, X...xV, ) ou {i,,i,,...,1 } < {1,2,...,n} et n est le nombre
r — i i 1272 5 -

1 -
* d'objets du éystéme.S Elle ne peut étre exécutée gque si le vecteur s={si1,siz,...s
représentant les états des Vi.’ 1< j < s appartient au domaine de a.. Apres
son execution, le vecteur repiésentant les états de Vi. devient s'=[s£1,852,...,s£

tel que (s,s') e a . Pour ce qui suit, un systéme estJdéfini par une relation
S 5_121 Vi munie d'un ensemble fini d'actions A={ai}T=1 dont 1'exécution peut

seulement modifier 1'état des objets. De plus, on suppose gque 1'exécution d'une

i

S

S

)



action commence par un événement, son debut, et se termine par un événement, sa fin.
Par conséquent elle peut avoir une "durée” : entre le début et la fin d'une action,
d'autres débuts et fins d’actions peuvent se produire, leur nombre donnant une
mesure de sa durée. Aucune relation entre les durées des actions n'est supposée.
Elles sont par hypothése finies mais non bornées ; entre le début et la fih d'une
action, un nombre fini mais non borné de débuts et fins daction peut se produire.
Cette hypothése donne le caractére d'asynchrone aux systémes considérés. Aussi
11 est ilwportant de supposer, pour 1’'étude de ces systemes, que les événements
début et fin d'action sont élémentaires, c'est-a-dire de durée nulle. Cette hypo-
theése permet de caractériser le fonctionnement des systemes par 1’ensenble des
séquences d’événements de début et de fin d'actions qui peuvent se produire.

; 0 "
On dira que le fonctionnement d’une systéme S 5.121 Vi A={ai}i=1 est séquentiel
5i ses actions s'exécutent 1'une aprés 1'sutre, c'est-a-dire aucun evenement
n'a lieu entre le début et la fin d'une action. Le fonctionnement séquentiel
d'un systéme consiste en 1'exécution d’une séquence d’actions a; a; ... 4, eee s

1 2 s

L'exécution de cette séquence peut &tre congue comne le résultat de l'activiteé
d'un "joueur” qui seul peut transformer 1°'état du systéme en exécutant une action
a la fois. Un tel "joueur” peut é&tre défini par la donnée de la séquence d'actions

qu'il exécute et s'appelle processus sequentiel ou plus simplement processus.

L*état s=[51,52,...sn] d'un systéme a functionnement séquentiel est un vecteur

dont les compusantes sont les états des objets qui le constituent ; il est défini
uniquement pendant les ingtants compris entre la fin d'une action et le début de

1'action qui lul succéde. L'exécutiun d'un processus a - «.. & partir

a,
11 i,
v

(3
d'un état initial SDE'S consiste & transformer successivement : s_ par a, . 1'état

v
1
ainsi atteint s, par a. etc...
1 i,
Un systéme S sera dit déterministe si pour chaque état s ¢ S il existe au plus

un état successeur direct de cet état. Evidemment, un systéme deéterministe ne peut
engendrer qu'un seul processus & partir d'un état donné. Un systeme dont on ne

considére que le fonctionnement séquentiel est un systéme de transitions. Pour

les systémes de transitions en peut supposer que la durée des actions est nulle

etant donné qu'aucun événement ne se produit entre leur début et leur fin. Les



actions de ces systémes seront appelées transitions. Remarquons qu'un systéme

n

de transitions S 5-151 vy A={ai};':1 peut &tre considéré comme un automate non
déterministe dont 1'ensemble d'états est S et le vocabulaire d'entrée est en

bijection avec les transitions.

On dira que le fonctionnement d'un systéme est paralléle lorsqu'il n'est pas
séquentiel, c'est-&-dire lorsqu'il y a superposition des actiocns dans le temps.
Pour introduire ce type de fonctionnement il faut définir une relation d' "indépen-
dance” entre actions : deux actions a; et aj sont indépendantes si les ensembles
d'objets qu'elles transforment sont disjoints. Cette relation est symétrique

mais non transitive.

Soient a, et a, deux actions indépendantes telles que la séquence a, a, soit exé-
cutable & partir d’un état Sg € S. Ces actions agissant sur des objets différents,
on peut les exécuter en paralléle en initialisant a, avant la fin de 1'exécution

de a L.’état du systéme apres la fin des exécutions de ces deux actions sera

le m;me qu'aprés leur exécution séguentielle. On peut généraliser ce raisonnement
en permettant 1l’exécution en parllele d'un ensemble d'actions deux & deux indépen-
dantes si apres leur exécution le systéme atteint un état s, s € S. Evidemment,
il est possible d'exhiber pour un systéme des fonctionnements parall&les pendant

lesquels son état n'est jamais défini en impossant un degré de parallélisme suffi-
samment grand (une action au moins est en cours & tout instant]. Remarquons enfin

que des fonctionnements paralléles ne peuvent &tre définis que pour des systémes

non déterministes.

I.3. - MODELISATION D'UN SYSTEMt A FONCTIONNEMENT PARALLELE

Dans ce paragraphe nous présentons deux approches pour la modélisation des systémes
asynchrones, la premiére consistant & considérer un systéme comme un ensemble
d'objets avec des régles de transformation de leurs états et la seconde comme un

"ensemble de processus avec des régles de coordination.



[.3.1. L'approche “objective"
On peut etudier le fonctionnement paralldle d'un systéme S c XV, A={a.}

sur un modéle qui est un systéme de transitions S' dont les transitions corres-
pendent aux débuts et fins des actions de S et qui peut 8tre défini de la fagon

suivante

1/ s’ g.(181 Vi) x P(A} o0 P(A) est 1'ensemble des parties de A
m
Al = {E;}?=1 U {ii}i=1 ol 5; et a sont des transitions associées au début
et 3

la fin de ai € A.

2/ Pour s ¢ S et b e P(A) on a {s,b) ¢ ' ssi les acltions de b sont indépendantes.

~

Initialement si S se trouve & 1'étatl S S' se trouve & 1'état (su.ﬂ].

3/ La transition'gz est exécutable & partir de 1'état (s,b) si ay ast exécutable
dans S & partir de s et b u {a,} ne contient que des actions deux & deux indé-
i |
pendantes.  Si s, est 1’'état atteint aprés 1'exécution de a; dans S alors

[si. bu {ai}] est 1'état de S' aprés 1'exécution de 5;.

La transition a, n'est exécutable & partir de 1'état (s,b) que si a; ¢ b.

[

l

L'état atteint aprés son exécution est (S,b*{ai}).

On peut vérifier que S' est bien une représentation de S @ si $° se trouve &
1'état s'=(s,b) alors dans S les actions de b s'exécutent en paralléle et s est

1'eétat de S lorsque leur exécution sera terminée.

Le fonctionnement du mod&le S' peul étre considéré de fagon classique

[PET74] comme le fonctionnement d'un aulomate qui contréle un environnenent ot

se trouvent les objets Vi et des opératuurs réalisant les actions ai. L'ensemble
. des états de cet automateest 1’ensemble S', son vocabulaire dentrée esl en bi-

jection avec {E;}?=1 u {ai}?~1 et son vocabulaive de sortie est en bijection avec

—H . . f s " X .
{ai};=1 » Sa fonction de transition est définie par 3/. 0On peut imaginer le .

dialogue de 1'automate avec son enviruvnnement de la fagon suivante :
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R1/ Avant 1'’exécution d'une action ay I’environnement présente le symbole
d’entrée g;'é 1’automate pour lui demander 1'autorisation d'exécuter cette
action. Si la transition E; est exécutable dans 1’automate, alors le symbole
E; est présenté en sortie ; ceci est interprété par 1'environnement comme
1'autorisation d'exécuter 1'action aj- Sinon, le symbole d’entrée E; est

mémorisé.

R2/ Lorsqu'une action se termine, l'environnement présente & 1'automate le
symbole a, - A la lecture de ce symbole 1'automate exécute la transition a,
et ne pfggente en sortie aucun symbole {on admettra par la suite que dans ce
cas il présente le mot vide de ({3,}"_,)* lorsqu'on considérera les automates

i 1=1
de ce type comme générateurs de langages).

R3/ Aucune hypothése n'étant faite sur les vitesses relatives de 1’environnement
et de 1'automate, on admettra que les symboles d’entrée qui correspondent
4 des demandes non traitées, ou refusées, sont mémorisés et que 1'automate

choisit au hasard le symbole & lire & un moment donné.

Nous appelerons les automates utilisés dans un tel contexte controleurs. Cette
distinction entre contréle et environnement contrtlé est & la base de plusieurs
modéles de description de systémes & fonctionnement parall&le [KARS9I[KEL73]
frROU78] [VAL7E].

1.3.2. L'approche "phenomenologique"

Il est parfois commode et naturel d'associer au fonctionnement paralléle d'un
systéme un objectif glabal et de considérer que cet objectif est atteint grace

a la"coordination” de processus séquentiels, chacun remplissant une fonction
particuliére par 1'exécution de la séquence d'actions gqui le caractérise. Cette
‘coordination” est le résultat de leur interaction en trénsformant des objets
communs. Remargquons que vu sous cette optique, un systéme "existe” indépendamment

du fait qu'il engendre un, plusieurs ou aucun processus.
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On peut adopter une vision plus "subjective” d'un systéme a fonctionnenent

paralléle en considérant non pas ce qu'il est eftectivement, mais comment son
activité est perque par un observateur qui ne peut observer gue les événements
qui s'y produisent. Celui-ci considére yue le systéme est un ensemble de pro-
CESSUS ﬂ1,ﬂ2,... "r‘ qui respectent pendant leur exéculion des contraintes qui
sont exprimables & partir de variables représentant des quantites observables

telles que le nombre d'exécutions d’unc action, 1'activité ou la non activiteé

d'une action. On supposera que ces uuutrainﬁes, appelées contraintes de synchro-
nisation s'expriment par une relation S° E-i§1 Vi oh les Vi sont des variables
de syanchronisation. L'effet sur ces variables Vi des événements qui sont si-
gnificatifs pour le respect des contraintes, est représenté par un ensemble d'ac-

m . -
tions A’ = {ai}i_ en bijection avec ces événements.

1
On peut dans ce cas, comme précédemment, modéliser un systéme en considérant qu*il

est constitué de deux parties, un contivleur et son environnement :

1/ L'environnement est constitué de 1 processusy PP PPRRR HP. Chagque praocessus ny
est decrit séparément par la donaée d'une séquence d'actions Gj et d'un ensemble
d'objets dont 1'état est modifiable uniguement par ses propres actions. 0On
distinguera également les actions lorsgu'elles sont utilisée par des processus
differents c'est-a-dire paur PP ﬂj deux processus distincts on a AT g Aj =@

N | j .
od A* et AY sont repectivement leurs ensembles Jd'actions.

2/ Le controleur est un automate qui sera construit 3 partir du systeme de transi-
n
. . m -y .
tion 8' ¢ 151 Vi A'={ai}i‘1 Gomme precedemment.. On suppose que A' est en

. i . . ont dis s a5 de ¢ _
bijection avec {A };_1 U {A]};“1 oi Al et Ai sont des ensembles de synboles

Lo , - . . i
correspondant respectivéement aux deébuls et aux fins des actions de AL,

Cette méthodologie de description des systémes a fonctionnement paralléle a été

proposée par E.W.Bijkstra [DIJE8] et adoplee par [CAMZS] [PUL78 [AGE74] [ROB77].

Remarque 1 :
Les ensembles d'actions des processus &hant disjoints, on peut réduire le vocabu-

— . R~ |
laire d'entrée du controleur 3 {Ai]i'1 i supposant gue lorsgue un processus



demande 1'autorisation d'une action, il signale également 1la fin de l'action

qui le précéde.

1.3.3. Comparaison des deux approches

L4

lLa comparaison des deux approches présentées peut susciter un certain nombre

de questions d'ordre epistemologique qui se situent au-dela du domaine de cette
recherche. Si nous les avons présentées ici c’est parce que ces deux approches
soutendent deux méthodologies de description des systémes "entre” lesquelles se

situent celles utilisées en pratique.

- Selon la premiere approche, le systéme est considéré comme un ensemble d'abjets
muni d'un ensemble de régles de’nanipulation” de ces objets définies par les
121 Vi' La.notion de processus n'est pas primitive:

un systeme est défini indépendamment du fait qu’'il engendre un, plusieurs ou

actions et la contrainte S ¢
aucun processus.

~ Selon 1l'approche dite phénoménologique, la notion de processus est primitive. Un
systéme est un ensemble de processus ayant leurs propres objets et leurs propres
actions. Les processus respectent pendant leur exécution des contraintes portant

sur des variables qui représentent des quantités observables.

Ici, i1 est important de noter cependant gque les deux approches ménent & des modéles

gui sont formellement équivalents :

Les deux cas conduisent & une mé&me notion de contréleur tandis que les environne-
ments ne différent gque par la "structuration” des actions en processus. Le
modele obtenu par 1'approche”objective” n'est donc qu'un cas particulier du second

on peut en effet considérer qu'a chaque action ay correspond le processus

o«
a;=a; a; a; e o Inversement, si 1'on part d’un modéle & processus, on peut
obtenir un modéle du premier type en modifiant le controleur (le nouveau controleur

verifie que les actions de chague processus s'ex8cutent dans 1'ordre spécifié par

la séquence qui le caractérise).
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Dans ce qui suit, un systéme sera représenté par un controleur dont 1'environne-
ment est un ensemble de processus. Pour simplifier on admettra quse la fin de
1'exécution d’une action par un processus est signalée en méne temps que la demande

de 1'action qui lui succede (remarque 1).

1.3.4. Conclusions

Tout systeme & fonctionnement paralliéle S peut 8tre représenté par un systéme
de transitions non déterministe S'. DOe plus S’ peul éire décompusé en deux
parties qui dialoguent : un automate non déterministe, appelé controleur, st un

environnement composé des actions et des objets de S.

On peut étudier le fonctionnement de S & partir de son controleur si on suppose
que ce fonctionnement est représenté par 1'ensenble des séquences d’événements de

debut et de fin d'action gui peuvent se produire dans S.
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CHAPITRE II

PRESENTATION

Les concepts et propriétes du contréle des systémes asynchrones lorsque
ceci est représenté par un systéme de transitions, sont étudiés.

Apres avoir montré comment on peut définir des controleurs a partir
d'un systeme de transitions, deux notions fondamentales pour leur

etude sont introduites : celles d'invariant et de trajectoire.

Il est montré que les propriétés caractéristiques du contréle s'ex-
priment en termes de ces deux notions et que la vérification de ces

propriétes se ramene au calcul de points tixes de fonctions monotones.
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11.1. - LES SYSTEMES DE TRANSITIONS EN TANT QUE CONTROLEURS

I1.1.1. Définitions

Un systeme de transitions [KEL72} est duéfini par un triplet S=(Q,T,Rel) ol

- Q est un ensemble (nun nécessairement fini) d'états
- T est un ensemble fini de transitions

- Rel est un sous-ensemble de QxTxQ.

On écrit g-t»q' a }Ja place de (q,t,q') ¢ Rel et g»q’ pour présenter le
fait gu’il existe te T tel que g-t>q'. On dit que t est validée par qe¢ @
ssi 11 existe ' ¢ Q tel que g-t»q' ; ' est 1'etat atteint & partir de q aprés

activation de t. La notation g-t> signifie que t est validée par q.

A un systeme de transitions on peut assccier un graphe dont 1'ensembtile des
sommets est @ et les arcs sont étiguetés par T : il y a un arc de qaq'
étiqueté par t ssi g-t+q'. Si Q est fini alors ce graphe représente un automate

non-déterministe.

. * < . . R - <
La notation q * q' représente le fait qu'il existe une séquence d'états

Qqelgyeeeeq, et une séquence de transitiong t1,t2,...,tr telles que qj-t

-1 17 94
pour 1<is<r et 4474 qr=q’. On dira alors yue q° usl atteignable & partir de q.

La sequence g=t, L

1 2""'tr~1 definit un chemin & partirv de gq.

On dira que g est un état puits si il n'existe pas Je transition t telle que
q-t+ ; g est un €tat source si pour chague état g’ il n'existe pas de transition

t telle que q'-t»q.

La donnée de Rel est équivalente & la donnée d'un ensemble {Ri}?=1' m={T{,
de relations binaires
Ri = {(q,q')<50xul q~ti+q')

c'est-adire Ri est la projection de Rel suivant la transition t, (tigure 1).
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L'inverse d'un systéme de transitions S=(g,T, {R } ] est le systéme de
transitions S -(Q T, {R 1}m ol R;1 represente 1 inverse de la relation Ri'

Commentaire

On peut vérifier que la définition des systémes de transitions donnée dans

le chapitre précédent est équivalente & la définition précédente. Les systémes
de transitions constituent le modéle le plus primitif des systémes discrets

les grammaires formelles, les réseaux de Petri, les programmes séquentiels ou
paralleles peuvent &tre considérés a un certain niveau d'abstraction comme

des systemes de transitions [KEL786] [KWO77]1 [ROS7617. La simplicité et la géné-
ralité de ce moddle le rendent un éupport trés utile pour 1'étude des concepts

et des propriétés des systémes.

I1.1.2. Construction d'un controleur a partir d'un systéme de transitions

Un systéme de transitions S=(Q,T,Rel) peut étre utilisé comme controleur d’'un
environnement constitué d’un ensemble de processus asynchrones de la facgon

suivante

Soit A l'ensemble des événements de 1'environnement qui sont significatifs pour °
1'expression des contraintes de synchronisation. Selon la remarque 1 du chapitre
précédent, A peut 8tre considéré comme un ensemble de symboles représentant des

demandes d'autorisation de 1'exécution d’une action.

On definit une fonction d'étiquetage f des transitions de S, f:T-Au {1}

o A est 1'élément neutre (mot vide) du monoide libre A”. De plus, f est telle

que sa restriction fpoosur T, T! = {teT|] f(£)#\} est une bijection (rr|=1aD.

Régles de fonctionnement

R1/ Chaque processus avant 1'exécution d'une action demande 1l'autorisation au
controleur en présentant le symbole carrespondant. Les requdtes pendantes

sont mémorisées.
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8=(0.T,Rel) = (Q.T,{R,,R,})

[
K
2
R'I
P = {1,5}
pre(SlP) = v CIVER {1,2,31
prefl S1HPY = TprelS1CP) = W o0 v o= {1,4}

(pref sl a

prelSNP) = 2 a2 - {1}

Figy 1
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R2/ Supposons que le controleur n'est pas en train de traiter une demande et
que A' ¢ A est 1'ensemble des requétes pendantes & cet instant. Le contro-
leur choisit arbitrairement une transition t appartenant & 1'ensemble
£l v T,

Si cette transition t est validée
- 11 modifie son état en effectuant cette transition,
-8l te f_1[N) alors il autorise 1'action f{t);sinon il choisit un autre

transition.

R3/ Aprés 1’exécution d’une transition 1le controleur rajoute & A' les requétes

présentées entre temps.

Observation

Les transitions étiquetées par A n'ont pas d'effet direct sur 1'environnement

controlé et correspondent & des événements internes au controleur.

I1.1.3. Comparaison des contro]euﬁs en tant que générateurs de langages

On peut considérer un controleur comme génerateur d'un langage sur son vocabulaire
d'entrée A en supposant que chaque fois qu'une transition tj est exécutée, il
présente en sortie le symbole f(tj). Le langage ainsi généré représente 1'ensemble
des séquences d'actions autorisées et caractérise d'une certaine maniére la coordi-
nation que le controleur peut effectuer. On peut donc comparer des controleurs

ayant le méme vocabulaire d'entrée A en comparant les langages générés.

On représentera par C=(S,A,f) un controleur construit & partir d'un systéme de

-

transitions S, ayant A comme vocabulaire d’entrée et f comme fonction d'étiquetage ;

(C,qU] est un controleur initialisé a 1’état g

Définitions

Le langage généré par un controleur initialisé (C,aq,) représenté par L(C,q.) est
& 0 0

1'ensemble des séquences de sortie possibles de C lorsqu'on prend comme état
initial ag- C'est~a-dire

L[C,qol = {flo) | o « T* ig € Q : Qg-0~ q}
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-~ N - z . s - 3 *
ou T représente également 1'extension du la fonction d'etiquetage sur T

VteT , VoeT ., Flot) = £(0) F(L) et FIA)=A.

Etant donnés deux controleurs initialisés [C,qU) et (C',qa) on dira que (C,qol
contient (C',qb] si L(C"qﬁl.i L[C,qnl. On dira également qu'un controleur C
contient un  contraleur €' si pour chague état g* de €' il existe un état q de

C tel que (C,q) contient (C*,q').

Deux controleurs initialisés (C,qul (C’,qb) sont dits equivalents si L(C.qul =
L(C'.qé]. On dira également que deux controleurs C et C' sont equivalents si C

contient C' et inversement.

On dira enfin qu'un controleur C réealise un controleur C* si pour chaque état

g’ de C' i1 existe un état q de C tel que (C,q) el(C’,q’) soient équivalents.

Ces définitions s'appliquent également aux systémes de trapsitions.  On peut
en effel considérer un systéme de transitions S=(Q,1,Rel) comme un controleur

C=(S,A,¥) avec A=T et f=identité.

Remarquons que la relation d'équivalence définie ici est liée a 1'utilisation que
1'on fait des systémes de transitions en tant gue cotroleurs. Si par exemple les
systémes de transitions représentéieut‘dus programm:s de calcul, la relation d'é-
quivalence serait exprimée non comme une relation entre langayges, mais comme une
relation entre ensembles d'états puits atteints & partir des états initiaux

(voir par exemplé [ ASH70] page 31).

Enfin, i1 faut signaler que nous avons adopté la détinition d'équivalence proposée
faute de neilleure. . En effet cette définition ne préserve pas des propriétés ca-
ractéristiques de la quelité de la coordination réalisée. Dire par exemple que
(C,qD) et (C'q'U) génerent le méme langape signifie que leurs ensembles des sé-

quences de sortie possibles sont les ménes mais ceci ne garantit le fait qu'une
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séquence générée par (C,q,) sera certainement générée par (C',q'.) (voir &
0 0

ce propos la définition des situations de coalition au paragraphe I1.3.1. et

la remarque 4 du chapitre IV).

I1.2. - DEUX CONCEPTS DE BASE : INVARIANTS ET TRAJECTOIRES
11.2.1. Les fonctions PRE et POST

Soit @ un ensemble et P l'ensemble des prédicats sur Q :

PeP <= P:Q+{vrai,faux}. On représente par L=(P,v,A,”,7,1) le treillis
booléen sur P avec respectivement v,An,”,T,1, les opérations de conjonction,
disjonction, négation, le prédicat "toujours vrai” (vP) et le prédicat "toujours
faux" {AP). L est isomorphe au treillis booléen des parties de Q : & chaque
Pe P on peut associer de fagon biunivoque son ensemble caractéristique

P = {qe@ Plg)=vrai}. L représentera la relation d’'ordre sur L.

Soit F(P) 1’ensemble des fonctions & une variable P définie sur P et R 1'ensemble
des relations binaires sur Q. On associe & chague ReR .une fonction
pre[R] ¢ F(P) définie par :

VYPeP , pre[RI(P) = W ol

WeP et (Vge Q) (W(g) = vrai <=> 3q',P(q') = vrai et (g,q') eR)

On représentera par R{P) 1’ensemble des fonctions ainsi définies & partir de R

et pour chaque ReR , par post[R] %a fonction pre[R‘1].

i
\

Proposition 1

Soit F e F(P)}. Alors, FeR(P) ssi F(1)=1 et pour chaque séquence {Pi}i de
prédicats de P,Fl(v Pi) = v F(Pi).
i i

Démonstration :

Si F ¢ R(P)} alors F(4)=1 par la définition précédente.

Aussi, tout élément de R(P) étant une fonction croissante on a : F(Pj]E Flv Pi)
_ 5 .
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Ceci implique : vF(Pi) L Frv Pil. Toversement, supposons que 3qe Q tel
i i
que (F(v Pi))[q)=¥£§1. Soit R tel que F=pre[R]. On a alors : 3q',(vPi)[q')=vrai
i i
et (q,q')cR= 3g' et Ik eN , Pk(q']=vrdi et (g,y')eR => F(Pk)(q)=vrai =
(vF[Pi)](q]=yrai.
i

On démontre maintenant que F{1)=1 et F(ij]=vF(Pi) implique que F ¢ R(P).
i 71
A chaque élément 9 de Q on associe un prédicat Pq tel que Pq (q)=g£91 ssi q=q; -
i i
Il est évident que tout prédicat de P est axprimable comme la disjonction d’un
ensemble de ces prédicats. Soit R la relation de R telle que pour [tiezﬂl
({g,9.) e R ssi F(P_ (g)=vrai). Alors, V P prefRIF ) = F(P_ ). Ceci
t 9 9 9 9
implique que pre[R]=F & cause de la distributivité de F par rapport a la disjonction.

On peut également démontrer les propriétés suivantes pour les éléements de R(P).

Propriétés 1 :
Pour chaque,

a/ R1, R2¢5R, pre[R1 ° R2]=preLR1] oprulel

b/ ReR, {Pi}i séquence de prédicats de P, pre[R](APi] LA pre[R](Pi).
i i

c/ R1,R2ezR, pre[R1 u R2]=pre[R1] v pre[Rz] ot u représente 1'union sur les

relations de R.

4/ PeP, P# § , DPB[UR](P]=J., pru[1H](P)=P. pre(UxQ (P)=T od UR est la
relation vide, 1R={(q,q9) € Ox0ly=q'}.

Etant donné un systéme de transitions SxIQ,T.{Ri}?=1] on représentra par pref Sl
et postfS] les fonctions

m

prefsS) = v pre[Ri]
i=1

post{§] = @ post[Ri]
i=1

1/ lLe prédicat pre[S1{(P) représente 1'ensemble des préedécesseurs directs

possibles de P c'est-a-dire tous les états & partir desquels un état de P peut étre
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atteint en activant une transition de T. De fagon analogue, post[S1(P) repré-

sente l'ensemble des successeurs directs possibles de P. On notera par cy

(respectivement ki] le prédicat pre[Ri](T] (respectivement post[Ri](T] ). Le

prédicat c4 représente 1'ensemble des états gqui valident une transition ti'

Donc, les prédicats A “ci et A "ki caractérisent respectivement 1l'ensemble
i=1 i=1

des états puits et 1'ensemble des états sources.

Notation

Etant donné F ¢F(P) on représentra par F la duale de F : VP ¢P,F(P)="F(TP).

2/ Le prédicat pre[S](P) représente 1l'ensemble des états & partir desquels

il n'est pas possible d’atteindre un €lément de P en activant une transition.

Evidemment, R “ci £ pre[sS1(P) pour chagque P e P.

i=1
De fagon analogue, post[S]{P} représente 1'ensemble des états qui ne peuvent
pas étre atteints & partir de "P. Evidemment, 3 ”ki C post[SI(P) pour chaque

PeP. i=1
3/ Les prédicats (pre[S] A pre[S]1)(P) et (pdst[S] A post[S])(P) représentent
respectivement 1'ensemble des états qui ne sont pas des états puits (sources)

et dont tout successeur direct est un élément de P (tout prédécesseur direct

est un élément de P).

Les propriétés suivantes peuvent étre démontrées. Aussi, toute propriété déri-
vable a partir de ces propriétés en remplagant pre par post, post par pre et
c; par Ki est également vraie.
Propriétés 2
a/ Pour toute séquence {Pi}i de prédicats de P :
prelS] [vPi] v pre[S](Pi)
i i
pre[ S] (AP,) pfé[S][Pi]
i i .

il
>
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pru[S](APj] A prufS](Pi)
i i )

1]

Xp?e[S](P.l v prelslivie,)
i i i 1

b/ VP ¢ P, prelSIPY v prefSI1(TP) v (A Tog) e v

i=1

e/ W e P, (pre[S] o post[shP) & p
d/ v < P, P E (pFelS] o postis (p)
I1.2.2. Invariants et trajectoires en tant que points fixes de fonctions monotones
11.2.2.1. Définitions et propriétés
Soit S=(Q,T.(Ri}?=1) un systeme de transitionps.
- Un invariant J de S, est un prédical Je P tel que pour chaque couple d'états

q.q9°

Jlg)=vrai et g+q' => 1lq'l=vrai

Tout invariant de S sera appelé invariant inverse de S.

- Une trajectoire W de S, est un prédicat We P tel gue pour chagque état q,
W(q]=31§i soit il existe un état ', g-—+q°', Wlg'J=vrai soit ¢ est un état

puits. Une trajectoire sans fin W de S est une trajectoire de S telle que

m
Wa o Tc

i=1
inverse (sans fin) de S.

. . . L p .
{54 Toute trajectoire (suns fin) de § sera appelée trajectoire

Remarques
1/ Notre définition d'invariant correspond a la notion Jde qﬂ—inductif preée-
sentée dans [KELZ7B] avec la diffdrence que nous n'altachons pas au prédicat

J un état particulier -
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2/ 5i J est un invariant de S alors Vq, J{gl=vrai, J est vérifié pour tous
les successeurs directs possibles de g (et par conséquent pour tous les
Successeurs possibles de g). Si J est un invariant inverse de S, alors

Yq, J(g)=vrai, J est vérifie pour tous les prédécesseurs possibles de q-.

3/ La notion de trajectoire correspond exactement a4 la notion de "computation”

de [ROS767] définie sur des systémes de transitions particuliérg,

Proposition 2

Soit S un systéme de transitions. Les trois propositions suivantes sont

quivalentes

a/ J est un invariant,
b/ J est solution de post[S](P) E p
¢/ J est solution de P & pFe[S](P)

Démonstration

a/ et b/ sont évidemment équivalentes. Supposons que post[S1(J) £ J.
Alors, (pre[S] o post[s]KJ) E pre[S1(J) et par 1a propriété 2d on a J & pFels](J).
Inversement, supposons que J & pre[s](J). Alors post[S]1(J) & (post[S] o pre[ SI(J)

et par la propriété 2c¢ (en interchangeant pre et post) on a post[S]1(J) E 7.

Proposition 3

Soit S un systéme de transitions. Les trois propositions suivantes sont

equivalentes

a/ J est un invariant inverse,
b/ J est une solution de pre[s1(P) E p
¢/ J est une solution de P & post[S](P).

Proposition 4 :

J est un invariant de S ssi TJ est un invariant inverse de S.
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Démonstration :

i J E prel s1(3) alors prelS1CCI) & 73 et inversement .

Proposition 6

Soit S un systeémede transitions.

a/ W est trajectoire de S ssi W est solution de P & pre[STHP) v ? e

i
ssl "W est solution de (prefSia prelsiip) & p. i=1

b/ W est trajectoire sans fin de S ssi W est solution de P E prelS1(F)
ssi TW est solution de pre[Sl(P) & p.

Démonstration :

Les relations P & prefs1(P) v R‘"cj et P& prel $1(P) expriment directement
i=1
les definitions de trajectoire et trajectoire sans fin. On a, par la propriété
20, prelSTP) v N “ui = prelSI(P) v prelSTHP) et par dualisation de la pre-
i=1

miére inéquation (prelSla prelShr) & p.

Remarque

51 W est une trajectoire alors fﬂ contient tous les états g qui ne sont pas

des elats puits et dont chaque successeur direct appartient a8 "W

Proposition 6 :
Soit S un systéme de transitions.

a/ W est une trajectoire inverse de 9 ssi W est une solution de
5 L [T I L .
P L postisltey v o § k; ssi "W est solution de
i=1
(postls] a postlsP) & p.
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b/ W est une trajectoire inverse sans fin de S ssi W est une solution

P & post[S1(P) ssi "W est solution de post[S1(P) € p.

I1.2.2.2. Rappel de résultats sur les points fixes des fonctions monotones

Dans ce paragraphe nous rappelons des résultats connus sur les points fixes

des fonctions monotones qui sont utilisés par la suite [ TAR55] [PARG69] [SIN76].

Définition :
Soit F ¢ F[P] une fonction monotone.

. F est inférieurement continue ou i-continue ssi pour chaque séqguence

croissante {Pi}i’ Pi L Pi+1 , i=0,1,2, de prédicats de P

FivP.) = vF(P.)
. 1 : 1
i i

. F est supérieurement continue ou s-continue ssi pour chaque séquence

- . C .= c s .
décroissante {Pi}i , Pi+1 =P, 1=0,1,2,... de prédicats de P
FAP,) = AF(P,]).

o i i

i i

Proposition 7

Soit F e F(P) une fonction i-continue et P1 un prédicat tel que P1 £ F[P1).

Le plus petit point fixe de F supérieur ou égal a P1 est égal a v Fl[P1]=F*[P1).
i=0

La proposition suivante est la duale de la proposition 7.

Proposition 7'

-

Soit F ¢ F(P) we fonction s-continue et P1 un prédicat tel que F[P1] L P1

est 6gal & A FI(P )=FX(P1].
i=g

Le plus grand point fixe de F infériewou égal a P1

Lemme 1

Soit {Pi}i un ensemble de prédicats de P. Alors,”VP, = AP
i i

Proposition 8

Soit F une fonction monotone de F(P).
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a/ F esl i-continue ssi F est s-continue.

b/ Pour chayue P prédicat de P si PD est le plus petit point fixe de F
supérieur ou égal & P alors ”PU gst le plus grand point fixe de F
inféleur ou égal 3 7P (et inversement). En particulier, si F est

i-continue alars FY(P) = " (F*(Tp)).

Démonstration ;:

a/  Supposons que F est i-continue VF(Pi] = F[VPi) avec Pi Lp
i i
i=0,1,2,... Par complémentation on oblient grace au leme précédent :
AFPY = TETATP ). Posans W =P, pour i=0,1,2,... Ona : ATFCW.)="FUAW. )
i i 1 i i i i i i
ce qui donne AF(Ni] = FU\Wi) et {wi}i est une séquence décroissante.
i i

i+l

b/ Démonstration par dualisation.

Dans ce qui suit, nous montrons qu'il existe une svus-classe de FI(P) dont les

fonctions sont i-continues et s-conlinues.

[1.2.2.3. Continuité des fonctions monotones construites a partir de pre et post

Proposition 9
a/ Toute fonction preflR] de R(P) west i-continue.

b/ Toule fonction preflR] de R(P) eut s-continue ssi Vy € U, le nombre des

successeurs directs de q dans R est fini.

Démonstration
a/ Toute fonction prelRlest non sculement i-continue mais aussi distributive

par rappurt a la conjonction (proposition 1).

b/ Deémontrons d'abord que si Vg « U, [1q'](q.q*) ¢ R}| est fini alors prelR]

est s-continue.
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Soit {Pi}i , Pi+1 L Pi , 1=0,1,2,... une séqguence décroissante de prédicats.
Alors prelR] étant une fonction croissante on a pre[R](éPi) L fpre[R][Pi).

Il reste & démontrer que si 4dg € Q tel que [f pre[R](Pi;][q)ingi alars
[pre[R](fPi]][q]=¥£§£. ;

1
(Apre[R](Pi])[q)=¥£§1_=> Vs € N, (pre[R](PS]](q]=vrai =
i

Vs € N, 4g' (P_(q')=vrai et (q,q') € R) =

¥s € N, dg' (

Pi(q']=vrai et {g,gq') € R}, parce que {Pi}i est une séquence
i

1]

n>m oW

décroissante.
Supposons que (pre[R][APi)](q)=faux <> Aq’' ¢ G, ((APi](q']=vrai et (g,q') ¢ R).

i i
Si an représente par Pq le predicat ayant comme ensemble caractéristique {qg} on a:

post[R](Pq) AR Pi)=1. => post[R][Pq] L v"Pi {par le lemme 1). Ceci implique

i i
que Vqr€ Q, Dost[R](Pq](qF)=vra{, i Pjr, j. e N, Pjr[qr]=faux. {Pi}i étant une
séquence décroissante et 1'ensemble caractéristique de tout prédicat post[R](Pq)

étant fini on déduit que

Vg e Q postiRI(P Y{g l=vrai. 33 , jzmax{j }, ¢ 3 P.)(g)=faux, contradiction.
r g r’— r St .

Inversement, supposons qu'il existe q ¢ 0 tel que |{g'|(g,q') R}I est infini.

Considérons {qs }j une suite d’'éléments distincts de {q'|(g,q’) ¢ R}

J

et la suite décroissante d'ensembles d'indices::IO=EJ,I1#N-{DL...,I =N-{0, ... (k-1)}.

k
Alors la suite des pméd:‘mats{Pi}_i telle que P, = {qS 1 est également
- JJe L
i

décroissante. De plus APi=1 ce qui implique pre[R][APi)=1 . Dr'autre part, Vi ¢ WN
i i
pre[R](Pi)[q]=vrai ce qui est équivalent & D\pre[R](Pi]](q)=vrai. Par conséquent

Apre[R](Pi] # pre[R]O\Pi]. *
i i

Proposition 10 :

Spiént F1 et Fz'deux fonctions i-continues de F(P). Alors F1 v F2 et F,l A F2

sont également i-continues.
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Démonstration :
Si F1, F2 sont I-continues alors évidemment F1 v F2 est i-continue.

. - C ;o . o - N . _ E 5 ,

Sait (P}, . Pk Pivg » 150,0,2,000 . On & FiP A Fo(P) F1(;f1]A F2(;fi)
Jul dmpli 3 T

ce qui implique ;F1(P1)A F2(Pil |1(:Pj)A FZ(ZPil

Supposons gue (F1(vPi] A Fz(vPi))(q]=vrui. Ceci implique que

i i
([IF1(P111 A (IFZ(Pil)](ql=vrai >

1r,s e N, F1[Prl[q]=1£§1 et F,(F )(gl-yrai -=>

si r<s (F1(P5] A FZ(PS])(Q)=vrai - (; F1(Pi) A FZ(Pi))(q)=¥£gi.

Corollaire :

soient £, et F, deux fonctiens s-continues de FIP). Alors, F, v F,

2t F_ A F.
et F1 F.

sont égalenent s-continues.

Observations :
- Toute fonction constante de F(P) vst & la fois i-continue et s-continue.

. Si F1 et F2 sont deux fonctions i-continues (s-continues) de F(P) alors

F1 ° F2 st i-continue (s-continuel.

Notation :
_ . . B K . . * 2

Etant donné F ¢ F(P) on représentera par F la Tonction F =1 vV F v Fo v oo.= VF
et par F* 1a fonction F =T a F A FZ Aeev = AFT
i

Proposition 11 :

. . . . K . .
Si F ¢ F(P) est i-continue (s-cuntinue) alors F- (F) est également i-continue

(s~continuel.

Démonstration :

F*(vPi)(q)=vrai <=> Jk Fk(vPil(q]=x£ﬂi <> 4K VFK(Pi)(q)=vrai parce que Fk
i i i
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est i-continue si F est i-continue <=>3k 3j Fk[Pj](q)=vrai<=>3j F*(Pj](q)=vrai
<=>(vF*(Pi)1(qJ=vrai.

i
Théoréme 1

Soit R = {R e Rl Vg e Q 3k e W, [{g'](q,9') € R}| <k} et R (P) .1'ensemble des
elements de R(P) définis & partir des relations de P Toute fonction de F(P)
construite & partir d'éléments de R (P) et de oonstantes en effectuant un nombre
fini de fois les opérations de conJonctlon, disjonction, dualisation, compasition,

€toilage est & la fois i- continue et s-continue.

D'aprés ce théoréme toutes les fonctions définies au paragraphe précédent sont

& la fois i-continues et s- continues si les relations R appartiennent a R

Cette condition implique que le non- déterminisme du systeme de tran81t10ns
S-[D,T,{R.}. 4) est bornée ([DIJ76] chapitre 9). Pour ce qui suit, on suppose
que les R des systemes de transitions étudiés appartiennent a P Cette hypo-
these permet une presentation plus elégante des résultats sans etre d'une im-~
portance quelconque en ce qui concerne leur exploitation pratique.

Résoudre des inéquations du type P & G(P) ou G(P) £ P ot G est i-continue et
s-continue revient & calculer des points fixes respectivement de I A G et

I vGotTlest la fonction identité. Pour P1 €P on a P1 Lav G)(P ) et

{(Ia G)[P ) € P1. Par conséquent (I v G)~ [P ) est la plus petite solutlon de
G(Py k P supérieure ou égale 3 P1 et (I A G] [P1] est la plus grande solution de
PEGP inférieure ou égale a P1. '

11.2.2.4. Calcul des invariants et des trajectoires

Pour simplifier les notations on represente par pre et post les fonctions pre[S]
et post{S] définies pour un Systeme de transitions S—(Q,T,{R% ?=1 . Aussi, on

écrit ATc, & la place de A Tc, et vg, a la place de C,
i j=q 1 S | 1!1 i
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Proposition 12 :

Soit P1 un prédicat de p.
a/ p?ex[P1) est le plus grand invariaut de S inférieur ou égal a P1.
b/ post*(P1) est le plus petit invariant de S supérieur ou égal a P1.

c/ pd&tx(P1] est le plus grand invariant inverse de S inférieur ou eégal & P1.

a/ pru*(P1)est le plus petit invariant inverse de $ supérieur ou egal &4 P

1

Démonstration :

Cette proposition est conséquence lirecte des résultats ou paragraphe preécédent
si on tient compte du fait que (I v f]*[P]=F*(P] si F est distributive par
rapport & la disjonction et (I a FYS(P)=F"(P) si F est distributive par rapport

a la conjonction.

Observation :

* * . . ;
post [P1) et pre (P1) representent respectivement les ensembles des successeurs

ossibles et des prédécesseurs possibles 4 partir des états vérifiant P1.

La proposition suivante est obtenue par application de la proposition 8 au cas

des invariants.

Proposition 13 :

a/ J est le plus petit invariant inverse de S supérieur ou égal & P1e P ssi

7 est le plus grand invariant de S infériew ou épgal a ﬁP1.‘

b/ J est le plus petit invariant e $ supérieur ou égal a P1<'P ssi —J est

le plus grand invariant inverse de S inférieur ou Egal 3 ”P1.

Observation :

Les propositions 12 et 13 suggérent 4 diiférentes approches pour le calcul des

invariants de S.



I1-19

Proposition 14 :

L'ensemble des invariants d’un systéme de transitions S forme un sous-treillis

distributif de L.

Démonstration
Soit J1 et J2 deux invariants, J1 L p?e(J1] et J2 L p?e[Jz). Alors

L % p = 07 i C 7 T C
J,l A J2 pre(J1] A pre(Jz] pre(J1 A J2]. Aussi, 31 v J2 pre[J1] v pre(J2]
pre[J1 v J2].

Le plus grand et le plus petit invariant sont respectivement T et 1. I étant

distributif, le treillis des invariants est distributif.

Observation

Les éléments atomiques du treillis des invariants de S sont des prédicats dont
les ensemhles caractéristiques contiennent soit un état puits, soit les états

des composantes fortement connexes du graphe associé a S.

Définition

Un invariant J de S est dit invariant sans blocage si J Evci.

Observation :

51 J est un invariant sans blocage de S et si S est intialisé & un état g,

J{g)=vrai alors S n’atteindra Jamais un état puits (ne se bloquera jamais).

Proposition 15

J est invariant sans bDlocage de S ssi J est solution de P L (pre A pTe)(P).

Observation :

Le plus grand invariant sans blocage de S est (I A pre A p;e]x(T] = {I A pre A

C

p?e]x(vci]. En remarquant que pre[VCi] = Ve, on trouve gue le plus grand invariant



sans blocage de S est égal a (I a u%u}x(vui] c'est-a-dire le plus grand
invariant inférieur ou égal a Ve, . (Un peut vérifier par ailleurs que ce
résultat découle de la définition méme Jdos invariants sans blocage : pour
chaque invariant J de ce type, L vci]. Aussi, si on wutilise la propriété
FXp) = “(;x(ﬁP)] (proposition B8) on trouve gue le plus grand invariaent sans
blocage de S est égal a "(pra*(A“ci]) i ce prédicat caractérise 1'ensemble des

gtats qui ne sont pas prédécesseurs pussibles de 1'ensemble des états puits.

Proposition 16 :

La plus grande trajectoire sans fin d'un systéme de transitiomsest égale

lim prer(vci].
)

Démonstration :

. . . . X
La plus grande trajectoire sans fin est cgale & (I A pre) (v). On a,

(Vui] v pPe(VCi) = V@ Done (1 A pru)x(T) = Aprer(Vci) = lim prer(ch].

r I

i

I1.3. - PROPRIETES DES SYSTEMES DE TRANSITIONS

IT.3.1. Présentation informelle des propriétés é&tudiées

La démonstration de la validité d'un systéme passe par la démonstration de
propositions ou interviennent des relations entre ses variables, son état ini-
tial, 1'ensemble des états atteints, 1'ensemble des séquences d'actions possi-
bles ete... Parmi ces propositions d'autres sont spéci Fiques au fonctionnement
du systene étudié et d'autres ont un caractére général dans la mesure ol elles
expriment des situations dont 1’étnde est intéressante dans un grand nombre

de systemes. Dans ce paragraphe nous présentons des propriétés générales qui
caractérisent le fonctionnement des sysbiines asynchrones a fonctionnement paral-

lele.
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Propriétés de vivaciteée : .

Ces propriétés sont utilisées pour exprimer le fait que une ou plusieurs
actions d'un systeme peuvent se reproduire au cours de son fonctionnement a
partir d'un état initial. I1 y a différentes fagons d'introduire ces proprié-
tés, la plus naturelle étant a notre avis, leur définition d'ébord pour un

état initial et une transition (action) t. Trois variantes de ce concept peu-
vent 8tre définies suivant le fait que t est activale un nombre fini, non borné,
ou infini de fois & partir de 1'état initial (voir [KEL72] pages 38-41 et leur
comparaison sur les réseaux de Petri, paragraphe V.1.). Le type de vivacité la
plus fortepour une transition t et un état initial g est celui qui implique
que t est activable non seulement 2 partir de g mais aussi & partir de tout
état successeur passible de dg- On peut étendre ces propriétés de différentes
manieres en introduisant la notion de vivacité, pour un ensemble d'états ini-
tiaux, pour un ensemble de transitions, pour un systé&me (lensemble:de ses tran-
sitions). Nous ne donnerons pas une liste exhaustive des propriétés de ce type
mais seulement celles que nous considérons fondamentales ou qui sont facilement

exprimables et vérifiables sur chacun des modéles étudiés.

Soit S=(Q,T,Rel) un systéme de transitions, t € T, Qg € Q. On dira que t est
1-vivante a partir de g si 11 existe 0 ¢ T* tel que qD—0t+

vivante a partir de 93 si pour chague g successeur possible de dg- t

est 1-vivante & partir de q.

La non satisfaction de propriétés de vivavicité caractérise des situations de
blocage (total ou partiel) c’est-a-dire des situations ol une ou plusieurs ac-
tions ne peuvent pas se produire & partir d'un certain instant au cours du

fonctionnement.

Propriétés caractérisant les situations de "coalition" :

La vivacité d'un systeme, méme la plus forte, ne garantit pas que toutes les

actions vont certainement se reproduire & partir d'un certain instant au cours

de son fonctionnement. En effet, si un systéme est vivant, alors chagque transi-

tion peut 8tre activée & partir de tout état successeur de 1’'état initial ;



néanmoing son activation n'est pas sire.

Etant donné S=(Q,T,Rel) un systéme Je transitions t e T, Q, ¢ Q on dira

gu'il y a coalition contre t si il existe une séquence infinie de transitions

g telle que 4,0 et pour chaque préfixe 04 de 0 (g = 0102 ) 1'état

Yy qn—01+q1, ne valide pas t.

Propriétés de persistance :

Lorsque pour un état q d'un systéme de transitions, deux transitions distinctes
U et t' sont validées, un choix doit &trv fait pour déterminer un parmi les
états successeurs possibles. Les propridtés de persistance caractérisent la

reversibilité des choix de ce type, c¢'est-a-dire si 1’occurrence de t a comme

conséquence 1'inhibition de 1'eccurrence de t'. Des variantes de cette propiéteé
ont été propusées par [KARBY] [KEL72] et [HAC76] page 38. Pour ce qui suit

hous adopterons la défipnition suivante :

Etant donné un systéme de transitions S=(Q,7T,Rel) ot Q, € 0 on dira que S est
persistant pour qg si pour chague couple de transitions distincts t et t' et
chaque état q successeur possible de qd, tel que g-t> et q-t’> on a g-tt'~>
(et par symétrie q-t't»).

Ces propriétés, lorsque les systémes e Lransitions sont utiliseés comme controleurs,
caractérisent la fagon dont les conflits entre actiuns sont résolus. Elles ont
Eté étudiées en liaison avec les propricetos, de commutativite pour les systeémes
de transitions[KEL72], de déterminé [KARLYT] et de confluence [ROS7687] [KWO771

pour les programmnes paralléles.

Propriétés de borné :

Un systéeme de transition S avec état initial Qp est Jit borné pour q” si

1'ensemble des états successeurs de Uy est find.



1T1.3.2. Types d'atteignabilité
Nous partons de la constatation gqu'un grand nombre de propriétés des sysfémes
est exprimable par la donnée

a/ de deux prédicats P,l et P2 caractérisant respectivement un ensemble

d'états initiaux et un ensemble d’'états "buts” ;

b/ d'un type d’atteignabilité.

Dans ce paragraphe, nous définissons neuf types d'atteignabilité que nous
exprimons & partir de relations entre les concepts définis précédemment.
Définitions :

Etant donné un systéme de transitions S et P1, Pze P on dira que

ssi

. P2 est potentiellement atteignable ou 1-atteignable & partir de P,I

Vg € Q,P1[q)=¥£§1 il existe un chemin & partir de g menant a q' € Q,
Pz[q')=vrai, c'est-a-dire P1 L pre*[PZ).

. P2 est obligatoirement atteignable ou 2-atteignable & partir de P1 551

Yq € Q,P1[q)=vrai pour toute évolution de S & partir de g soft il atteint

un état puits, soit il passe par un état g’ € Q, P?(q']=vrai, c'est~-a-dire

E ~ *
P1 L (I v pre) [PZ]'

. P2 est inevitablement atteignable ou 3-atteignable a partir de P2 ssi

Y¥g e, P1(q]=ngi_pour toute évolution de S il passe par un état q' € Q,

P2(q']=vrai, c'est-a-dire P1 £ (1voprea p?e]*(PZJ.

On introduit maintenant la notion d'atteignabilité systématique pour qualifier

les situations ol un ensemble d'états "buts” P2 est atteignable non seulement

& partir de tout état d'un ensemble d°'états initialx P, mais aussi & partir de

tout état successeur des états de P1.
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. P? est 1-systématiquement atteignable ou 1-s-atteignable a partir de P1
. N . * N
ssi PZ est 1-atteignable a pariir de post (P1) clest-a-dire

vost e ) L *
post [}1) t pre (le.

. P, est 2-systématiquement atteipnable ou 2-s-atteignable & partir de P

2 1
ssi pust*(P1) E(av pFe)*(le.

PZ est 3-systématiquement atteipnable ou 3-s-atteignable & partir de P1

PR L N e *)
ssi post (P1) = (I v pre A pre) [rgl.

On introduit la notion d'atteignabiliteé Juasi-systémal ique.
b &

. Pour i=1,2,3 'Pz est 1-quasi-systénatiguement atteignable {i-gs-atteignable)

a partir de P1 ssi P2 est i-atteipnable & partir de P1 et P2 n'est pas
i-s-atteignable 3§ partir de Pl'

On utilisera aussi les notions de s-atieignabilité et de gs-atteignabilite
en se referant non & un ensemble d'étuts initiaux P1 ,» Mais a8 un invariant J

de la fagon suivante. Pour i=1,2,3

<

« P, est i-g-atteignable sous 1'invariant J ssi P2 est i-atteignable &
partir de J.

. P2 est i»qs-atteignable sous 1'invariant J ssi P? A JEL et P2 n’est pas

i-s-atteignable sous 1'invariant 1.

Remarque

Les lypes d'atteignabilité définis correspondent a ditférents types de causalite
ou d'"implication dans le temps”. Pour les introduire, nous avons considérsé
trois notions d'atteignabilité, 1'atteighabilité simple, systénatique et quasi;
systématigue, et pour chacune de ces notions, trois diftférentes nodalités, poten-

tiellement, obligatoirement et inévitablument (tableau 1).
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Les trois types d'atteignabilité simple permettent d'exprimer les cas ol a
partir des états vérifiant un prédicat P1 il est possible, obligatoire ou
inévitable de passer une fois (au moins) par un état vérifiant P2' On peut en
en particulier exprimer & l'’aide de ces types d'atteignabilité les propriétés
de terminaison d’'un systéme si P2kreprésente 1'ensemble de ses états d'arrét.

{
Les types d’atteignabilité systématique permettent d'exprimer les situations
o0 & partir des états vérifiant un prédicat P1 et & partir de tout successeur
de ces états il est possible, obligatoire, inévitable,de passer par un état
vérifiant P2 ; autrement dit, P2 est atteignable un nombre non borné de fois si
le systéme est initialisé & un état vérifiant P1. Ces types d'atteignabilité
permettent en particulier d'exprimer les propriétés de vivacité, d’'absence de

coalition et leurs variantes.

Enfin, les types d'atteignabilité quasi-systématique ont été introduits pour
caractériser des situations intermédiaires et peuvent &tre utilisés en pratique
pour exprimer des propriétés telles que la vivacité partielle et la présence de

coalition.

Proposition 17

P2 est 1-atteignable & partir de P1 ssi pour tout invariant J inférieur ou

P, A J=1.

égal a P2, 1

Démonstration

P2 est 1-atteignable <= P1 A "pre*(P2]=1. Mais d'aprés la proposition 8
"pre*[le = p?ex(“Pz) est le plus grand invariant contenu dans ﬂPz.
Remarque

Lorsque P2 est tel que ﬁpre*(P2]=1., P2 est 1-atteignable & partir de tout
état initial.

On peut démontrer de fagon analogue les propositions suivantes :
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Proposition 18

P2 est Z2-atteignable & partir de P1 ssl pour toute trajectoire sans fin W

inférieure ou égale a ~P P,I A W=g.

2’
Proposition 19 :

P2 est 3-atteignable & partir de P,I ssi pour foute trajectoire W inférieure
ou égale a “Pz, P1 A W=g.

Proposition 20 :
Les expressions suivantes sont équivalentes
a/ P2 est 1-s-atteignable 3 partir de P1,
|

|
b/ pour tout invariant J inférieur ou égal a ~P post*(P1] A J=1,

21

c/ il n'existe pas d'invariant J, J#y, tel que J & post*[P1) A "Pz.

Démonstration

Par la proposition 17 et la définition de la 1-s-atteignabilité a/ est

équivalent a b/.

51 P, n'est pas 1-s-atteignable & partir de P1 alors post*(P1) A “pre*(leﬁi.

-

Cette derniére expression représente la conjonction de deux invariants, donc

un invariant J. Cet invariant est contenu d'une part dans post*(Pq] et d'autre
part dans “PZ.
Inversement, supposons que post*(P1) L pre*[le et qu'il existe un invariant
J, Jfy, I E post*[P1) A "PZ. On a alors J & pre*(Pz]. Donc J ¥ “Pz.
Corollaire :

post*(P1] A “pre*(Pz] = p?exfpost*(P1) A ”le

Corollaire :

Les expressions suivantes sont équivalentes :
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a/ P2 est 1-s-atteignable sous 1l'invariant JU'

X
4

b/ Pour chaque invariant J, J & 7p., 4 A Jg=t-

c/ Il n'existe pas d'invariant 3, J#4, tel que J £ 0 A “p_ .

Proposition 21 :
Les expressions sulvantes sont équivalentes
a/ P, est 2-s-atteignable & partir e P, Csous 1'invariant 350

b/ Puur chaqgue trajectoire sans fin W contenue dans “PZ,
hust*(P11 AWML (g A e )

c/ Il n'existe pas de trajectoire sans fin W, WAL, telle que
. L Gt ¥ " £ s
W = post [P1] A P2 W JO A le.

Démonstration :

Analogue a la précédente. Remarquer yue la conjonction d'un invariant et

d'une trajectoire sans fin est une trajectoire sans fin.

Proposition 22 :
Les expressions suivantes sont équivalentes
a/ P2 est 3-s-atteignable & partir de P1 (sous 1'invariant JU)'
b/ Pour chaque trajectoire W, W k ﬁPz, pust*(P1) A W=y (Jﬂ A W=1),

c/ Il n'existe pas de trajectoire W, WAL, telle que W E pust*(P1]/\"P2
Lo -
(W JU A le.
Le résultat principal de ce paragraphe est que 1'on peut exprimer les neuf
types d'atteignabilité définis, en termes de relations entre, d'une part, le
prédicat de départ P1 ou le plus petit invariant supérieur ou égal a Px,_et,
d'autre part, le plus grand invariant, trajectoire sans fin, trajectoire, infé-

rieure ou égale 3 ﬁPz. Ces situations sont illustrées en figure 2.
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OO0

atteignabilité simple atteignabiliteé systématique atteignabilité—quesi-systématique

Figure 2
\

B = post*[Pq) ou invariant quelconque.

Définition de A

1 -*x%x- atteignable: A est le plus grand invariant contenu dans “Pz

2 -*%x- atteignable: A est la plus grande trajeétoire sans Tin contenue dans ﬁPZ

3 -xx- atteignable: A est la plus grande trajectoire contenue dans ﬁPZ

{ *% représente les préfixes "s", "gs" ou l'absence de préfixe)
p g
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11.3.3. Etude systématique des propriétés

11.3.3.1. Propriétés relatives au blocage

On introduit diftérentes variantes de la potion de "blocabilité” d'un

systeme obtenues & partir des types d'atteignabilité de la fagon suivante :

On dira qu'un systéme de transitions S est est "x"-blocable & partir de P1 ssi

-

A ¢y est “x"-atteignable & partir de P1 dans 5. De méme, pour i=1,2,3 on

dira que S est i-s-blocable (i-gs-blocable) sous 1'invariant J ssi A—'ci est

1-s-atteignable (i-gs-atteignable) sous 1'invariant J danps S.

meeZ:

Si P2 est un prédicat tel que A"cj L ., alors,

A

P2 v p?u(le = P2 v pfe(Pz) A pre[PZJ.

Proposition 23 :

Les expressions suivantes sont équivalentes
a/ 5 est 2-blocable & partir de F'1
b/ S est 3-blocable a partir de P1
¢/ S5 est 2-s-blocable & partir de P1

d/ S est 3-s-blocable a partir de P1.

Démonstration :
Par le lemme précédent on a a) = b) et ¢) = d).
~ ,
De plus, si P1 L (1v pre)} (A“cil alors tout successeur passible d'un état
vérifiant P, vérifie le prédicat (1 v prel” o).

onc, pust*(P1) L(rv pFe]*[A?ci] c'est-a-dire a) = c).

Proposition 24 :

Les propositions suivantes sont des contradictions
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o

a/ S est 2-gs-blocable partir de P1

2113

b/ S est 3-gs-blacable partir de P

17

Proposition 25 :

Un systéme de transitions S est 2-s-blocable & partir de P, (resp. sous

1

un invariant JD] ssi pour toute trajectoire sans fin Won a WA P,=1

1
{resp. Wa JU=1).
Démonstration :

Par application de la proposition 18 et en remarquant que toute trajectoire

sans fin est inférieure ou égale a ve, .

Observation

Si S est tel que la plus grande trajectoire sans fin 1lim prer(v Ci)=l
. e

alors S est inévitablement blocable & partir de tout é&tat initial.

Proposition 26

S est 1-blocable & partir de P1 ssi pour tout invariant J sans blocage

P1 A J=1.

Démonstration :

Cunséquence immédiate de la proposition 17.

|
{
Observation :

Si S est tel que le plus grand invariant sans blocage (I A p?e]x[v ci]=1

alors S est possiblement blocable pour tout état initial.

Proposition 27

Les expressions suivantes sont équivalentes
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a/ S est 1-s-blacable & partir de P1 (sous 1'invariant JU],

b/ Pour tout invariant sans blocage J de S, J A post*(P1F1.(J A JD=1).
L/ 11 n'existe pas d'invariant J, J#i1, tel que J L post*[P1] A (vei),
(1 &3 alvc,)).
0 i

Démonstration :

Par application de la praposition 20.
La figure 3 résume les prineipaux résultats de ce paragraphe.

Remarques

a/ Le plus grand invariant J tel que S soit 1-s-blocable sous J est égal 3
~ L2 - A * - - * . : ~
pre” (pre” (A ci]]= pre (pre (a ui]) = “pre [prex(v ci)l. prex(v cj)
est le plus grand invariant sans blocage et “pre*(pFex(V cj]l représente

I'ensemble des états & partir desquels cet invariant n'est pas atteignable.

b/ Le plus grand invariant J tel que S soit 2-s-blacable sous J est égal &
"~ E ~ k3 - - * - - -~ - - r
prex((I v. prae) (A Ci)) = pre ({1 v pre]*(A ci)] = pre*((l A pre]x(VCi]].
Ce dernier prédicat représente 1'ensemble des états a partir desguels la

plus grande trajectoire sans fin n'’est pas atteignable.
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(:::)“b
AEy

1-blocable 1-s-blocable 1-gs-blocable

2-blocablez
3-blocables
-blocables

2-38
3-s-blocable

= le plus grand invariant sans blocage

= post*[P1] ou invariant quelconque

= la plus grande trajectoire sans fin

figure 3
R
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11.3.3.2. Propriétés d'activabilite

11.3.3.2.1. Activabilité d'un ensemble de transitions

Soit S un systeme de transitions, P1c P. JU un invariant de S et L < {1,2,...m}
ol m est le nombre de transitions de S. On introduit la famille des propriétés

d*activabilité pour un ensemble de transitions {ti} de S.
iel

On dira gque {ti} est "x"-activable a partir de P1 ssi v 4 est "x"-attei-
iel : “ick
gnable & partir de P1 dans S. De mé&me, powr j=1,2,3 on dira gue {ti} est
icl
j-s-activable (j-gs-activable) sous J“ gsi v ey est j-s-atteignable (j-qs-
icl

atteignable) sous JU.

Evidenment les propriétés préfixées par "2" ne presentent pas un intérét pratique.
La figure 4 moptre comment on peut caractériser les autres types d'activabilité

en utilisant les propositions 17, 19, 20 et 22.

Si |L|=1 alors les propriétés préfixées par "1" correspondent a des propriétés
de vivacité d'une transition : ces proprietés expriment la possibilité d'activer
une transition sans toutefois garantir que son activation sera effective.

Par contre les propriétés préfixsées par "3" expriment dans quelle mesure 1'acti-
vation d'une transition aura inévitablement lieu et peuvent caractériser 1'ab-

sence ou la présence de coalition.

On peut simplifier les énoncés des prupositions 20 et 22 lorsque P2 = Vci de
la fagon suivante ieb

Proposition 28
Soit S=(Q,T,[Ri}?=1] et L c{1,2,...m}
L'ensemble des transitions {ti} est 1-s-activable dans S & partir de P

iel
{sous un invariant JO] ssil 11 n'’existe pas d'invariant J de S tel que

3a postI'S]*(P,‘)i‘l (1A JgAl et Ja (v =L
iel

1
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@ o

{ti}ieL est 1-activable {ti}ieL est 1-s-activable {ti}isL est 1-gs-activabie
{ti}isL ast 3-activable t, ie est 3-s-activable {ti}ieL @st 3-gs-activable
= \Y

P2 cy

iel.
J = le plus grand invariant contenu dans ATC,

iel
W = la plus grande trajectoire contenue dans A g,
N iel

B = post (P1] ou invariant quelconque.

Figure 4
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Proposition 29 :

Soit s=(Q. TR} ) et L e {1,2,...,u).

L'ensemble des transitions [tj} esb J-activable dans 8 & partir de P
iel
(sous 1'invariant JU) ssi il n'existe pas de trajectoire W de S telle que

1

W Apost[S]*[P1]#1 (WA Jgh1) et Wa (ve )=
. iel

Remarque :

a/ Le plus grand invariant sous lequel v cy 25t 1-s-activable est égal
iel
a pFex(pre*( Vel = "prek(“pre*( ve)) o= “pre*(pFex( ATe ).
. i , i R i
iel iel iel

b/ Le plus grand invariant sous lequel Vv ¢, est 3-s-activable est

iel

égal a pre((I v pre a pre) (v c;)) = “pre’ (1 A (pre v pPe))x(Aﬂcil)=
icl iel

-y * ~ ~ . . . - . - B ~ -
pre (W) oo W est la plus grande trajectoire inférieure ou égale a A7c,.
iclk
11.3.3.2.2. Activabilité d'un systéme de transitions

Un systeme de transitions S est dit "x"-activable & partir de P1 ssi ve,

est "x"-activable 3 partir de P1 dans S,

Propriétés
s opret(ve) = v
a pre eyd = ve,
b/ ve, v pre(vci)=T

c/ (I v prea pf“e]*(vci]wci

La propasition suivante présente des résultats découlant des prapriétés pré-

cédentes et de l'application des propousitions 17, 18, 18, 20, 21 et 22.
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Proposition 30 :

Soit S un systéme de transitions, P2 € P et JO un invariant de S.

a/ S est 1-activable & partir de P1 ssi S est 3-activable & partir de Pq’

b/ S est 2-activable & partir de P

c/

1 est une tautologie,

est 1-s-activable & partir de P1 (sous JO) ssi S est 3-g-activable

w

partir de P1 {sous JU],

o

a/
e/

est 2-s-activable & partir de P,I [sous;JD] est une tautologie,

est 1-gs-activable & partir de P1 {sous JD] ssl S est 3-gs-activable

w

fallg

partir de P_ (sous JD),

1
f/ S est 2-gs-activable & partir de P1 (sous JD] est une contradiction.

Observation

A“ci est en méme temps invariant et trajectoire.

La figure 5 représente les principaux résultats de ce paragraphe.

© O,

1-activable= 1-s-activable= 1-gs-activable=
3-activale 3-s-activable 3-gs-activatble

B = post*(P1) ou invariant guelconque

Figure 5
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Remarque :

Le plus grand invariant sous lequel S est 1-s-aclivable est égal &

o * ~ X
prex(pre (vci)) = pre (vci) = le plus grand invariant sans blocage.

11.3.3.2.3. Propriétés de coactivabilité

Suil S un systéme de transitions, P1«;P , J0 un invariant de S et L ¢ {1,2,...,m}

avec m=nb de transitions de S. On dira qu’un ensemble de transitions {ti}
iel
est "x"-coactivable & partir de P1 (sous JU] ssi Vi e L,{ti} est "x"-activable

4 partir de P1 (sous JU].

Pour i=1,2,3, i-coactivable et i-s-coactivable impligue respectivement i-activable
et i-s-activable (mais i-gs-coactivab’ g w’' tipldvee pas i-gs-activablel.

La figure 4 pourrait &tre utilisée pour illustrer les cas de 1-coactivahilité

et de 3-coactivabilité d'un ensemble de transitions {ti} en remplagant J par
iel
1'ipvariant v “pre*(ci) et W par la trajectoire v (I v pre A p?e)*(cil.
ieL iel

Remarque :

Les termes 1-s-coactivable et 3-s-coactivable correspondent aux notions de
vivant ou de sans coealition pour un ensemble de transitions ou pour un systéme

(dans ce dernier cas on prend L={1,2,...m}).

11.3.3.3. Persistance

On peut généraliser la définition de persistance pour un ensemble d'états ini-
tiaux deéfini par un prédicat P1 et 1'exprimer pour un systéme de transitions

S=(Q,T,{Ri}?=1) de la fagon suivante ;

L'ensemble des états qui valident deux transitions ti et tj est représenté par

X
le prédicat cy A Cj A post [S](P1). Uonc, pour que S soit persistant & partir de P1
1l faut que pour chaque couple de transitions t., et t.

i ]
. 4 ~ A* (o 3 E
pust[Ri] (c; A e, A post [JJ[P1)) €5

]
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II.4. - LE CONCEPT DE VARIANT

Définitions
Soit J un invariant et P1 un prédicat P1 t .

Pour i=1,2,3 on dira que P, est une i-pente sous l'invariant J ssi “P. A J

1 1

est i-atteignable a partir de P1. On appellera “P1 A J i-bassin sous J.

Proposition 31

in]
[N

P1 est une 1-pente sous J ssi P1 ne contient pas d'invariant et P1

Démonstration :

Si P1 est une 1-pente sous J alors d'aprés la proposition 17 P1 A p?ex{P vV 7J)=1.

/l
Mais p?ex(P1] v pre”(~3) E pfex[P1 v'3). Ceci donne P p;ex[P1]=1.

~ X
4 N pre [P1]

Donc si P1 est 1-pente sous J alors P1 ne contient pas d’invariant.

Inversement, supposons gue P1 ne contient pas d’invariant et P,l £ . Alors,
p?‘ex[P,l]=.L==> pre*(“P1)=T ==> "F’,I v pre*( P1)=T => P1 L pre*[“qu. Supposons gue
P1 n'est pas 1-pente : P1 A p?ex[P1V"J]#1 . L'invariant p?ex[P1V"J] n'est pas
contenu dans P1 parce que p?ex(P1]=L. Donc, 7J A p?ex[P1V"J)#L . Ceci veut
dire qu'il existe au moins un état de P1 a partir duquel on peut atteindre ™J.

C

Absurde parce que J est un invariant et P,I = J.

Proposition 32 :

P est une 2-pente sous J ssi P1 ne contient pas de trajectoire sans fin et

L
P,=J.

Démonstration

* o ~ -
Si P1 est une 2-pente sous J alors P1 L(rv pre) ( P1 AJ)yE (1w pre]*( P1) =>

(Iv pfe]*[ﬁP1]=T => (I A pre]x(P1]=1 . Donc P1 ne contient pas de trajectoire

sans. fin.



Figuie 6

est 3-variant

1E-401

i=2

PR
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Inversement, supposons que P1 L (1v p?e)*[”Pq) et P1 Ly, si P1 n'est pas
une 2-pente aloars, P1 A (I A pre]x(P1vﬁJ]#1.

Donc, (I A pre]X(P1v"J] est une trajectoire sans fin contenue dans P1 v 7J et

non dans P,. Donc, on peut atteindre TJ & partir de P, ce qui implique que J

1
n'est pas invariant.

1

Propositiaon 33

P1 est 3-pente sous J ssi P1 L J et P1 ne contient pas de trajectoire.

Remarque :

Les 1-pentes et les 3-pentes ne contiennent pas d'états puits.

Définition. :

Soit P1 £ J ot J est un invariant. Pour i=1,2,3 ,P1 est i-varient sous J

ssi P1 et "P1 A J sont des i-pentes.

La tigurg 6 illustre les notions définies. Ces notions semblent &tre intéressantes
dans la mesure ol elles permettent d'exprimer de fagon naturelle un grand nombre
de propriétés. Par exemple, ti est j-activable sous J

0 signifie que Ci A d

La notion de 1-pente est une généralisation de la

o
est une j-pente sous JD.
notion de "homing predicate” dans [KEL76] : si P1 est une 1-pente sous JD

alors prouver gue P2 est 1-atteignable & partir de JD revient & montrer que P2

est 1-atteignable & partir de "P,l Ay

La notion de variant permet d’exprimer le fait qu'une propriété n'est pas

vérifiée "tout le temps" par un systéme. Si F’1 est 1-variant sous JD' alors pour

chaque invariant J & JD on a P1 A JEAL et —'F’,I A JFL . Autrement dit si 1'état du

systéme satisfait initialement P1 A J alors on peut atteindre un état qui satis-
fait “P1 A J et inversement. Si P1 est un 3-variant sous JD alors aprés initia-

lisation a JU' le systéme "oscille” : & partir d'un état vérifiant P, A JD on

1
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atteint inévitablement un état véritiant _‘P1 A Jn et inversement. Les notions

de 3-pente et 3-variant sont illustrées dans 1'exemple 8 du chapitre II1I.

Calculer des pentes et des variants revient a8 calculer des points fixes de

fonctions non-monotones. En effet, toulte 1-pente sous 1'invariant J doit

vérifier
prex[P]=1 et PL 3
Ce qui est éguivalent a |
P LA pre*(pre[“P]]
En posant 7U = pre*[pre("P)] on a
P=PaAJaTU
u-= p?ex[pFB(P]]’=> U = prelP) A pre(ll)

Les solutions "intéressantes” de ce systéme d'équation sont évidemment les

solutions maximales.

Remarque :

On peut introduire les concepts d'invariant, trajectoire, pente, variant en les
exprimant non a partir de prédicats mais comme des relations p c OxE o £ est
un enseble quelconque de la fagon sulvante

Etant donneé p c QxE on définit 1'ensemble des prédicats sur §, {pe}e€E :
Ve ¢ E, Vg ¢ @ (Pe(q]"!}'ﬁl"""> e« plg))

Evidemment, si |E|=1 alors p représente un prédicat. La relation p sera dite

relation invariante, relation trajectoire, relation pente, relation variante ssi

Ve ¢ E, pe est respectivement invariant, trajectoire, pente, variant.

S5i p est une fonction (partielle) de O dans E (Vg ¢ @, |p[q)|s1] on parlera

de fonction invariante, fonction trajectoire, fonction i-pente, fonction i-variante.

On peut simplifier les définitions de tonction invariante et fonction variante.
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Si p est une fonction invariante alors d'aprés la définition:

Vg e Q Ve e E (p (glsvrai et 1g' € @, g 3 q' => p _(g')=vrai)
e — e —

Mais p étant une fonction, on peut écrire la définitian précédente:

Yg,q9' € @ (g 3 q' => plg)=plg"))

Cette définition est équivalente & celle donnée par [AMY78].
Be méme, on peut définir une fonction 1-variante par:

YaeQ, 39" € Q@ (q3 g et plgléplg’)).
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Présentation :

Ncus présentone deuvx modélas de descliption du controle Gui sont des systémes

de trancsitions dont les actions sont "gerdées” soit per un ensemble de conditions
£0il par un invériant. Les réseaux de Petri constituent ur cae particulier de
ces nodéles qui sont comwparés en introduisant um nouvecy Lype d'invariants

les invariants caractéristiques.

Les verrous constituent un autre type 'invariarts qui peuvent 8tre facilewent

calculés sur les modéles introduits scns recourir & la méthode generale.

Entin, les résiultats du crapitre précécent sort illustrés sur des exenples,
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ITI.1. - CA-SYSTEMES et TA-SYSTEMES

Définition :

U systéne "condition-action” ou CA-systeme est un Lrdiplet S = {y,C,A) ol

-V = {V1'V7"'°'Vn} egst un ensemble de variables d'élat dont on donne également
les domaines de céfipition, respectivement, D1'“”""'“n'

-Cc={c,,c vee.oC } ESE Un ersemble de conCitions sur V, chaqgue condition
1°72 (ift — !

étant un prédicat celculable.

- A= {a1.a2,...,a“} eslt un ensemble d'actions en bijection evec les corditions.
, dctions

Fl

Chagque action &, est un ensemble C’assignatiaors V = ai(V]. Les menbres

i
droiis ce ces asslignations sent des fonctions calculables de V évall ées
"simul tanément” (tous les membres droits sont évalués pour la méme valeur de \!

avant 1'assigpatior).

On considérera un CA-systéme comwe un systéme de trensitions non-déterministe
1

- n
S = (U.T.{Ri}

1;1) tel que Q¢ X 0. et les relations Ri sont définies par ;

i=7

£q,9’) ¢ Rj ssi Cj(q) = vrei et aifq] = g°
Remargrons que ce modéle est €quivalenl & la sous-classe des programrmes. a

"comr andes pardées” [DI1J75].

do ¢, > sk, [l e, 8L

5 . n ... ¢ - st od

m m —
ot les SL1 sent les affectations Gy o

Définition :

I'n systéme "invariant-action® ou IA-systeme est un triplet S = (V,J,A) o0 V et A
sont definis comme dans la définition pricédentes et J est un prédicat eppelé

inveriant carecléristique de S.
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On considégera un IA-systeme comme un systéme cde transitionsS = (Q,T,{Ri}gl1)

avec § ¢ Di et les Ri téfinis par

19

(g,g') ¢ Ri ssi J(g) = vrai, q' = ai(q) et J{g') = vrai

Remarguors que tout IA-systéme représente un systéme de trensitions cdont J est
un invariant.

i

|
Les deux modéles introduits dene te paragraphe €tant des systémes de transitiors

particuliers on peut les comparer en utilisant les définitions du paragraphe 11.1.3.

Proposition 1

Etent donné un IA-systéme S = (V,J,A}, 1e CA-systeme S* = (V,C,A) avec c; = J A aiJ,

ol aiJ représente le prédicet aiJ(q] = J(ai(q]). est éguivalert & S.

ITT.2. - 1INVARIANTS CARACTERISTIQUES DES CA-SYSTEMES

D'aprés la proposition précédente &tant comné un IA-systére on pect trouver un
Ch-systéme qui lui est équivalent, ce qui implique gue toute coordinction réalisée
par des IA-systémes peut B8tre réalisce par les CA-systémes. On peut se demancer

si l'inversze ect égalemert vrai, c'est-a-dire si Etant donné un CA-systéme S’ on
peut trouver un TA-systéme S gui lui est équivalent. Ce Frobléme se raméne a la
recherche d'inveriants particuliers de &'. Soit en effet J un invariant guelconque
ce S* = (V,C,A). Alors pour chaque état g tel que Jlg)=viai , (S,q) contient

{(S*,q) ot S est le IA-systeme obten. & partir de S° en remplagent C par J,

S = (V,J,A). |

Définition :
Etant donné S' = (V,C,A) un CA-systeme, on appellera iﬂyaripgﬁ_Eg;gg}éz;stique

de S’ un prédicat J tel que poLr chague état a,J(gl)=vrai, (S,q)=(S’',q) ou
S = (V,J,A).



Les invariants caractéristiques «’ur CA-systéme constituent une closse d'inve-
riants plus précis que les autres, Jans la mesure oo leur donrée est équivalente
a la donnée de 1'ensemble des conditions C.  Dans ce paragrapghe nous montrons gue
le caleuvl des invariants caractéristigues d'un Ch-systeme se reméne ac probléme

¢u celeul de pointes fixes cde fopctiors non nonotones.

Soit S = (V,C,AY un CA-systeme ayant § conme ensemble d'étets et |A'=m. Nous
représentons par X 1’ensemble des applicatiors internes de @. C( sera considéreé
comme ur suus-ensenble de R (ensenble des relations binaires surr §) conl les

elemerts a sont tels que :

Vo € 0(! Vg e R fpostladtg)}] = 1

On peut alors exprimer pour les CA-syslewmus S les fonctions pre[S] et postlis]

scus la forme "

prels] = v ey A pre[ujl
postlS]= Vv pust[aj](nj) A posL[ai]
Aussi les propriélés suiventes peuvent Stre démortrées facilemeil.

Propriétés :
a/ o X , P’I'PZ e P .pr-ezl’ul[l‘,l A PZ'} = m-e[a](l’-,l] A pr‘e[u](le

b/ KR e PO Telading) = prelal ()

1
o/ o N, Py Pog e pulalPya) - P, (alq))

Notation :

Four simplifier 1'écriture de prelal{’) on l¢ représentera par ab ca af représente

par definition le prédicat aP{gl=vrai ssi Plalg))=vrai (propriété c/).

Four que 1 soit un invariant ceractéristique de S 1l faut el suffil que
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I/ J est ur imvariant de ¢ c'est-a-dire

c. A JE5a,J, pour i=1,2,...,m
i i

I1/ Chaque transiticn possible dars le IA-systéme (V,J,A) soit possible
dans S, c’ect-&~dire

2

J A a,d £ c; , pour i=1,2,...,m

I et II sont respectivement éguivalents a

i
2 A e, v ]
J 421 { Ci aiJ,
m
JE A (e, v Ta )
i=1

Donc pour que J scit inveriant carpctéristique de S il faut et suffit que
m

C - - -
J = i=1( c, Vv aid) A (ci v aiJ]

ce qui est éguivelert & \

m

L A =
J L i1 (ci aiJ]

Exemple 1 :

Soit le CA-systéme S = (V,C,A) avec V = {v}, € = {c}, A =1{a}, c = (v>2)v (v <0),

a= (v :=v-2), doreinede v =TR.

Pour trouver des inveriants caractéristiques il faut calculer des solutions ce
JETce alcu o représente 1'opérateur "ou exclusif”. On péut calculer un inva-
riant caractéristique particulier en résolvant 1'éguetion linéaire & retards
J="Tc @al.

- - 2—1 k-—.
J= ¢ ® 0oc & o4 c ©® ... ® o c ® ...

Ce gui donne

J

[o o]
(D £v<?2) vV ([(2k+1 € v < 2k+2}
k=1
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Exemple 2 :

Q y PA-aystc 3 = ™ . N = o= > - = = :
Soit le CA-systéme S (V,C,A) avec V fv1,v2}, ¢ {L1,L2}, A {d1,d2},

dowaine des v, = M. lLes conditions el les actions sont définies par
= > 0 c, = {v, >
¢4 [v1 i) o ( 5 J
= sz - H S a,. : = +1, -y o= o0
3 7 Ly a2 vymh vy e vl 1o g = vt vy i vt)

On reut essayer de trouver des invariants ceractéristiques contents déns un

predicat dorné JU en calculanl itérativement

Jk*1 = Jk A e, ® o JK) T | c, ®a, Jh)' kK= 0,1,2,...

n

5i on prend 3 = [v1+v2=1) A (v1 ) A (v2 z () on trouve

Gt
"

3 = vy=1) A (v,=0) v (vy=03 A fv,=1) = J,

[
i

Si on prend 0 (v1+v2-2] A (v1 2 U) a (vz z 0} on trouve

n

ot
il
<.

(v, =2) A [v2=01

) ] (v, =1) A (v,=1) v (v=0) A (v,=2) = J

On peut pénéraliser ce résultat et démontrer que chaque préedicat du type

(v,+v.=k) A (v, 2 0) A (v, 2 0) Kk=0,1,2,... esl un ipvariant carectéristique.
1 72 1 2

I1T.3. - LA NOTION DE VERROU

Le probleme de la détection et de 1o protection contre les verrous a eté toujours
&étudié dans un contexte particulier, celui du partage d'un ersemble de ressources

par un ensemble de processus utilisateurs [COF?17 [HOL72]). Dans ce paragraphe nous
intioduisons la notion de verrou dans les CA-systémes comme un typs d'invariants
particuliers : un verrou correspond & une configuration de valeursvd'un sous-ensenble
de variables cui ne sont pas modifiéw pour toute évolution possible. Cette
définition présente 1'avantage ¢'étre indépendante de tout cortexte d'utilisation du
systeme et d'englober aussi bier la rotion de verrou total (ou mortel) yre celle de

veriou partiel.
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Notation :

Soit n = {1,2,...n} et n cn, n, # P. Etant donné un ensemble V = {v_}"

1 i“i=1

on représentera par V/n, le sous-ensemble de V , {v.}. .
1 _ i“i en1

Définition :

Soit S = (V,C,A) un CA-systéme & n variables. Un verrou de S est un invariant D

de S tel que pour chaque couple d'états q et q', D(gl=vrai et q -+ q', on a

q/n1 = q'/n1 ol n1 E_f1,2,...,n} et V/nq est 1'ensemble des variables dont dépend

effectivement D.

Proposition 2 :

Soit § = (V,C,A) , |V|=n, |A|=m, un CA-systéme et D un prédicat sur V dépendant
effectivement d'un ensemble de variables >V1=V/n1. n1 S‘{1,2....n}. n1ﬂﬂ . D est
un verrou de S si il existe M, c {1,2,...m}=u tel que
C ATc,
B j.eui
et
(V] eu~u1)(Vq e Q) (si [Cj A D)(g)=vrai alors ocj(q)/n1 = q/ﬂ1]

Démonstration :

On démontre d'abord que D ainsi défini est un invariant. Donc D doit satisfaire

les relations D A ck'; o D  pour %k=1,2,...m. Ces relations sont satisfaites

pour ke M, étant donné que DL A ﬁci . Si ke’u—u1 et pour un état g, (DA ck)(q)=y£gi
16111

alors uKD(q)=!£§i parce que aKD(q] = D(ak(q]] = D(ak(q)/n1] = D[q/n1] = D(q).

De plus, si Gg est un état initial D[qU]=X£§i, en effectuant une transition a

partir de g seulement les composantes de 9 dont les indices appartiennent & 1'en-

semble n~n1 peuvent changer.

Les verrcus correspondent & des situations de blocage partiel qui peuvent é&tre
détectées en eppliguant la proposition 28 du chapitre II. 0On peut cependant dé-
terminer plus facilement des verrous. d'un certain type er exploitant le résultat

de la proposition précédente.
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La methcde présentée ci-dessous est une genéralisation de la mélhude de calcul

de 1'ersemble des verrous d'un réseau de Pelri (chapitre V paragraphe V 4.1.3.).

Soit un CA-systéme S = (V,C,A) avec V = {VQ'VQ'V3'V4'V5} C = {01,c2,03,04},

A = {a1,a7,aa.a4}. lLe grephe de la figure 1 donne d'une part la relation ce
deépendance des conditions par rapport aux variables vy el d'autre part les variables
qui sont modifiées par une action a

Par exemple la condition c, dépend das

i
modifie les variables V3'V

3

variables v, et v, et 'action a 4 el Ve

1 4

[ ]
4
[ ]
€2
C. V3 . 33
3 .
VQ/
o [ ]
04 v5 .34
figere 1
Recherche d'un verrcu D = I\_'C]-

i € Uy
Supposons gque S contient un verrou D = A’bi ou Hy 57{1.2,3.4]. Pour déterminer
1 cu1
un tel ensenmble 0y il suffit, d'aprés la proposition 2, que pour cheéque variable Vg

dont cépend vne condition o i eMy ¢ vV oj ¢ UoHy oF ne nodifie pas V-

Si, par exemple, 1c¢ p1 il faut que 2c~u1 parce que a., transforre la variable v,
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dont dépend ¢ De méme si 3 €u1 il faut que 1 eu1 2<zu1 et 4—6111 parce que

g
Cqy dépend de vy et de V el ces variables sont modifiables, la premiére par a,
et a, et la seconde par dg et a,-

On peut chercher les verrous de ce type & partir des implications

=22, 2=>1, 3=>1A2A 4, 4=> 1A 2 A 3
I1 faut interpréter une implication 1 => j A kKA 1 comme la propositiorn "si i.eu1

alors j eu1 et ke u1 et 16}11".

Cet ensemble d'implications est éguivalent & :
(T1Tv2)A T2V 1A(C3Y1A2a 43 A T4V 1A2a3) =

-

= TMAT2ZAT3IATEY 1A2A T34 4 V. 1A 2A 3A¢4

On trouve donc comme "solutions” u1={1,2} et u1={1,2.3,4}. C'est-a-dire

01 A 02 et 01 A 02 A 03 A 04 sont des verrous.
Recherche d'un verrou D & A"ci :
i € Hq

Si a part le graphe de 1la figure 1 on connait une décomposition des c; en

conjonction de prédicats on peut chercher des verrovs p L Aﬁci en appliquant
~ . iey

le méme principe. 1

Supposons par exemple gue c =¢ (v ), ¢2(v ), ¢ (v ) A ¢ (vg), ¢ —¢5(v3]A;¢S(v ).

Les verrcus cherches sont des COHJODCLIOHS de sous- ensembles de l ensemble des

précicats {ﬁ¢ }
i=1
On peut écrire de nouveau les implications
1522, 21, 3= 102, 4=>5vg 5= 1, 5= 3v4
{1'implication i = JAM k(1= 3 V) représente la proposition "si ﬁ¢i est
facteur de D alors ﬂ¢j et (ou) “¢K sont facteurs de D").
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L'ensentle des implications précédenles est équivalenl a V'expression {on omet

les opérateurs A )

(C1v2) C2v1) (C3vie2) Cavsve) (Csvi) CsY 3V 4) =
= 12737478 B YT TP T 47T BV 274 T v 5T v

V12374V 1235vizi6Vvi124h8Vv12468

On trouve donc que A“¢i est un verrou ou L peut &tre un des ensembles d'indices.
iel
(1,2}, {4,6}, {1,2,3}, {1.2,5}, (4,2.3,5}, {4.2,3.06),
{1,2,4,5), {1,2,4,86}, (1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,6)
{1,2,3,5,6), {1,2,4,5,6}, {1,2,3,4,4,6}.

Exemple 3 :

Soit le CA-systéme décrit par le programe non déterministe {([FLOS7] pege 600O).

do
p1=0 A ri=1 > rli=r1-1 ; pl:=1l l]
12020271 5 pli=z ]

=
n
-
>
-
N
n
-
¥

p1=2 + r1:=1 5 r2:=1 ; pi:=0 ]
p2= A 12=1 > p2i=r2-1 ; p2:=1 ﬂ
P21 A 1=l 2 rli=r1-1 ;o prisr ]
p2=2 > ri=1 ; r2:=1 ; pi=0
od
On représente par g4 el a; respectivenenl la condition et 1'action de la i-&me com-

mande gardée ( les indices correspondenl & 1'ordre d'écriture ).

On pose

¢1 = (p1=u) 2 ¢2=[P1=1) N ¢3=(P1=2]
Py = (P o 9g=lpy=1) o = lpy=2]

¢7 = [P1=1] ’ ¢B=&‘2=1)-
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Cherchons des verrous du type D = A T¢,

méthode.

jeK

,» Ke{1,2,3,4,5,6,7,8} par cette’

On écrit & 1'aide du graphe de la figure 2,les implications :

=> {2
=> {1
=> (1
=> (5
(4
=> (4

\'%

v

8313
713
71 (2 v 8)
7)6
8)6
8)Y(5 v 7)

=> 3(7 v 5}B
=> 3(8 v 4)6

DN U e W N
i
\Y

Cet ensemble d'implications est équivalent & :

"1 7273 74 s e 778 v 12374757877 7Bv4 56 71727377 ey

vV3iB78Vv23467VvV13568v12345G86.

figure 2
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Bonc on trouve gue A7 est un verrou pour K un parnd les ensembles {minimaux)
N jek> '
d'indices : J

{1,2,3}, (4,5,6}, {3,6,7,8}, {2,3,4,6,7}, {1,3.5.6.8).
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ITI.4. - APPLICATION DES RESULTATS PRESENTES AU CHAPITRE 11

Les résultats présentés au chapitre précédent sont applicables & n'importe quel
modele pourvu qu'on arrive a exprimer pour chague systéme S décrit dans ce mocéle
les fonctions prelS] et post[S]. Nous avone déja montré dans le paragraphe III.Z.
comment on peut exprimer ces fonctions pour un CA-systéme ou un programme non
déterministe du tyre do c > a, {J c; ~ ai} od.

Exemple 4 :

Le contrdle d'un systéme lecteurs-rédacteurs est représenté par le CA-systéme

S = ({x}, {61.02,03,04}, {51,a2,33,a4}] avec

c1=[x > 0) a1=(x:=x—1]
02=[x > ) az=[x:=x+1l
c3=[x = 0} 63=(x:=x~1]
c4=(x = -1} a4=[x:=x+1)

La variable de synchronisation x est définie sur 7 x=0, x=k > 0, x=-1
correspondent respectivement aux sitLations od la ressource partagée est libre,

k lecteurs utilisent 1a ressource,un rédacteur utilise la ressourca. Les transitions
t2 et t3 sont associées respectivement aux demandes des lecteurs et des rédacteurs
pour ytiliser la reesocurce tandis gue les trensitions t1 et t4 aux sigraux de libé-

ration de la ressource par des lecteurs et des rédacteurs.

Pour trouver le plus grand invariant sans blocasge, il faut itérer

4
Ph+1 = PK A DPB(PK) avec PU = _Y1 ey
On a =
4
Ve, = x 2= -1
. i
i=1
et
pre(F) = [ c, A Cy Vv aqP] AT Co A Cy v azP]

p?e(PD)= [x<0vx201ax<-1vyx>-2]=r7

Donc P1 = PD = x 2 -1 est le plus grand invariant cans blocage.
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Cherchons la plus grande trajecloire sans fin conlenue dans "03=[x#ﬂ] pour

vérifier s'il y a coalition contre la Lrensition tq. On calcule itérativement s

PK+1 = Pk A pre(Pk) ave: Py = “03

PU = [x#0)

P, = (xA0) A [(x 2 0) A (xA1) V (x 2 1) A {(xF-1)] = x 2 1

P2 =xzA)Afix20)A (x22)Vvix2z-1)Aa(x20)]=xz1

Bonc i1 y a coalition contre tB'

- ECherchons la plus grande trejectoire sans fin cantenue dans “02=[x < 0) ;

u

{(x < 0)

P1 (x <) Aaf{xz20)A (x<1)V (x2 1A (x<-11=1

Donc i1 n'y & pas de coalition contie L, -

Exemple 6 :

Deux processus cycliques exécutent successivement des cpeéraltions da lecture et
d*écriture sur une ressource commure (figure ?). Les cpérations d'écriture et

de leclure-écriture doivenlt s'exécuter er muluelle exclusion.

{x=1} lecturs lecture {y=1)

(x=0) repos

Ny

LLUre e 3oriture

figure d
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Le contrble est représenté par le CA-systéme S =({x,y}, {ci}B , {ai}bl

i=1 i=1
c, = (x=0) A {y#2) a, = {x:=1)
c, = (x=1) A (y#1) A (y¥2) a, = {x:=2)
ey = (x=2) ag = (x:=0)
Cy = (y=0} A (x#2) a, = {y:=1)
c, = (y=1) A (x#1) A (x#2) ag = {y:=2)
cg = (y=2} ag = (y:=0)

On veut verifier si le systéme est blocable. Le plus grand invariant sans blocege
est ﬂpre*(A "ci]. Si on tient compte du fait que le fonctionnement représenté

n‘a de sens que 81 0 £ x £ 2 et 0 <y<?2 on a :

A "ci = (x=1) A~ (y=1), représenté par le vecteur |1|
- 0 1
pre (A ci] = |1| v lUI

2 - 0 2 1
pre”(r Te.) IDI v |1l v l2|

3. o, 0 2
pre (A Li] [2! % IDI
a ) 2 1 0
- pre’ (A Te,) = |2| Y lOI v |1|
4 . N
Mais V prel(A “ci] = T = pre (A ”ci]
i=0

Donc le plus grand inveriant sans blocage est i et par conséquert ce systéme ecst

1-s-blocable & partir ce tout état initisl.

Exemple 6 :

Un producteur et un consommateur sont reliés par un buffer de capacité 5. Pour

cheque acces au buffer, le producteur dépose 4 objets et le conscmmateLr er retire 3.

Le fonctionnement du systéme producteur-consommateur est représenté par le

Frogramme

do 0 x <1~ x 1= x+4 ﬂ X 2 3> x 1= x-3 od
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Un peut montrer gue ce systéme est indévitoblemert bLlocable a partir de tout

état initial. bkn effet,

Vci = oy Y ., = (0 » 21} v (x z3)

(D < x 2 1)A [(-9x<£-3) Vv {x2-1)]1v

pre(VLj)
(x 2 3) A (3 < x <4 v (x286)]

n

{x=0,1,3,4,6,/,4,...)

prBZ(VCj}= (x=0,3,4,6,7,49,10,11,12,...)

pre (Vci]= (x=0,3,6,7,49,10,12,13,14,15, ...)
pF84[VCi)= (x=3,6,9,10,12,13,1%,16,17,18, ...)

[
pre‘(Vui)= (x= K*+3 o0 & ¢ preq(Vci) )

8]

Généralement pour s = 0

preq+S(V Ci) = (x = kt3s ol k ¢ preq(vﬁi] )

- . - N . r
Uonc la plus grande tralectoire sans fin cst égale & lim pre (Vci] = 1
e

et par conséguent ce csystéme est inévilablement blocable & partir de ltout état

initial.

On peul eppliquer ces résultats pour la vérification ron seulement du coenlrole

mais aussi des systémes paralléles apres Lrensforvation a des systémes non-déter-
ministes & fonctionnement séquenticl eguivalents [FLUY7). Celle approche qui
consisle & éludier un systeme parallile & partiv ¢'un modéle non déterministe

a eté suivie par Flon et Suzuki [FLUZZ7ITHLE 78] el SinLzoff el Van L amsweerde:

LLAMZ6 ) [LANMZB] [SIN781.  Le trovail due ces derpiers csl @ 'origine de la recherche

sur la verification présentée canc les chepitres [T et T11.

Exemple 7
Cel exemple est pris dans {FLO777 on un considére le probléme de mutuelle exclusior
discuté per Dijhetre [DIJ65]) et on domcnbie que deux processus A st B e peuvent

pas se Llouver simultanément en cection critique.
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La solution proposée cans [FLC77] est

var inA,inB:boolean initially false

prty: (A,B} initially A ;

processA:while true dc pracessB:while true do
<think> <tHink>
inA«true ; inB+true H
while inB do while inA do
if prty=B then if prty=A then
inf«false ; inB«false ;
while prty=B do skip od ; while prty=A do skip od ;
inA«true inB«true ;
i 1
oc ; od ;
<c¢critical sectiorn> <critical section>
inf<false ; inB«false ;
prty<B prty<A
cd od

La version non déterministe de ce systéme parallele est :

pl+p2«1 ; inA«inB«false ; prty+«A ;

do
p1=1 -+ inA«true ; p1<2 []
p1=2 A inBepi1«3 ]
p1=3 A prty=B -+ inA+false 5 pl«4 D
p1=4 A prty=B - skip ﬂ
P1=4 A prty#B + inActrue ; p1<2 ||
p1=3 A prty#B » pi<2 ]

-

p1=2 A 7inB -+ <critical section> ; p1+5 ﬂ
p1=5 -+ inA<false ; pi«6 ||

p1=6 - prty«B ; p1<«1 ﬂ
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p2=1 > inb<true ; p2«2 ﬂ

p2=2 A inA = p2«3 ||

pP2=3 A priy=A -+ inBfalse ; p2«4 ]

pP?=4 A prty=A - skip ﬂ

P2=4 A prty#A - inpbetrue ; p2<? ﬂ

p2=3 A prtyAA -+ p2<2 |

p2=2 A TinA + <critical section> ; p2<5 ||
p2=5 - intefalse ; p2«t [}

p2=b + prtycA ; p2«1

Pour montrer qu'il y a mutuelle exclusion, il sutfit de démontrer que les
gardes des sections critiques ne peuvent étre vérifiées en méme temps. C'est-a-
dire qu'il existe un invariant J contenu dans

Iy = “[(p1=2) A (TinB) A (p,=2) A (CinA)]

et que le systéme est bien initialis¢ dans J.

Pour cela calculons itérativement: Jk+1 = Jk A pFe(Jk). k=0,1,2 ...
2 = ~3 = 18 BN N y " N N o -4 ~ St 3~
On a 3, = 3y A pre(dy) = Jg A e [ Gy oV ouy JUJ ot les ¢, et a, sont respecti

vement les conditions et les actions du LA-systéme représenté par le programne

non-déterministe ci-dessus (on suppose gue les indices correspondent & 1'ordre

" d'écriture, par exemnple Cig © (p2=1)). La solution proposée étant symétrique

. 8 . o . 4 -
pour évaluer 1 ( cy Voo, Jg) il surfit d'évaluer L (Tc

va, J.)
i=1 i=1 1o

i

Remaraquons que toute action ai contenant une affectation du type p1 « j, j#2

on a a, J etant donné gue JU = p1f2 v ointd v p2#2 v inA.

o'

-

11 reste donc & calculer Ci v ui J“ pour i = 1,4,5,86

Pour i=1
Gy voay Jg = p A1V (242) v inlh v p,#2 vV T=T
Pour i=19
c4 v a4 JD = 04 v JD
Pour i=5
Tc.va.l, =

= P4 v oprty=B v inp v p,#2 vV T=T
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c, va, J. = p1#3 V prty=B v ipB v p2#2 v inA = K

Posons L = p2#3 V prty=Av inA v p1#2 v inB

On a J1 = JD A pre(Jol = JO AK AL

Calculons JZ = J1 A pre[J1] = JD A pre(JD] A pre(K) A pTre(l)
~ 18 o

On a pre(K) = A (Tc, v q. K)
. =1 i i

Remarquons que pour chaque i, 1 < 1 < 18, tel que ai contient une affectation
du type Py * 3, j#3, prty « B, inB <« true, Py * 8, s#2, inA < true, on a

ﬁCi V(ﬁ K= T . De plus, lorsque ai=5kip on a ﬁci V(xiK = cy vV K et ce terme

est absorbé par p?e(JU]. Donec il reste & évaluer ﬁCi v o, K pour

i=2, ﬁcz Va,K = p1#2 V 7inB Vv prty=B v in8 \fp2#2 vVipnA = T
i=15, Cyg Vv a15K = p2#3 V prty=Av p1%3 V prty=B v inB v p2#2 v ipA = T

Donc pre(K}=T et par symétrie pre(L)=T
Par conséquent le plus grand invariant pour lequel la mutuelle exclusion est
respectée est égal &

J = J1 = JD AKAL

J=4ipA v ipB v [p1#“2] A (p2#2] v (p1f2) A (p2¥3] v (p2#2] A (p1#3] v
V(p2#2] A (prty=A) v (p1#2) A (prty=B)

I

Cet invariant est vérifie pour les valeurs initiales des variables et par consé-

quent les deux processus accédent en mutuelle exclusion aux sections critiques.

Remarquons enfin que, contrairement & ce qui est fait dans [FLO77], 1la mutuelle

exclusion a été prouvée sans recourir & une astuce ou intuition quelcongue.

Exemple 8

Considérons le probléme de 1'auto-stabilisation d'un ensemble de machines
connectées en anneau étudié par Dijkstra [DIJ74]. La premiére solution proposée

peut &tre décrite par le programme :

S = do SD ﬂ S1 ﬂ " ﬂ Sn od avec
Sy = (x0=><n - x0:=(x0+1)modn)
S; = (xi#xi_1 - xi:=xi_1l s 1<is<n
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Commentaire :

On considére le cas ou il y a un " yéman central”. Les Xy représentent
les variables d*état des n+1 machines et les opérations sur les indices

s'effectuent modulo (n+1).

Soient 4 et a; la condition et 1'action respectivement de la i-éme commande
gardée et representons par B, le nondme = TcoATC, a0 A Te, A e AT
ga pres pé i mondne Ui 0 1 i-1 i i+1
Prouver que la solution proposée est confurme aux spécifications du probléme
revient a démontrer gue :
n .
-3 = iYUBi est un invariant (sans blucage) c’est-a-dire tout successeur
d'un etat légal est un etal lupal.

- Pour tout couple (Bi.Bj), Ui, j<n, i#j, Bi est content dans
1'ensemble des prédécesseurs indvitables de Bj' (Ceci implique en

particulier que chacun des H_i st 3-variant sous J1).
- Le systéme s'autostabilise : indépendamment de son état initial, i1
atteint aprés 1'exécution J'un sombre fini de transitions un état légal.

(Ceci est équivalent au fail yue ~J est 3-pente sous T).

On a :
B, = [xU TR T eee S X E X E . = x“)
- = = = = p { B L., = , < <
Bk (xg X4 cee EX g F X xn) 1 <k=n
Démontrons que Bi c [pre[si] A pri sj])(ui*1l ; cecl est équivalent a
- E -, s = -
Ui L (ci A ai 81*1] A Gy ai Uif1) oy A Gy B].*1
Pour i=0 on a :
x0=x,l=><2=...=xn[':x[]*15‘x1=x2=...=xn
Pour 1 = k # 0 an a ;
= = = = x L = EY = = Faa®
Xg = Xq ‘e Xk-1 ¥ X ree KB oXg = ox, Xk=1 = ®k-1 # X1
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s C of Taf e
Donc B, (pxeLSi] A prafsi]liﬁi+1)
Les B1 étant disjoints on a :

C efST A orelS (&
B, = (prelS] A prelShH (Hi+1]

Ceci donne c B, L C (prefS] A p?e[S])(Bil £ (prelsl a pFelS]) (v B;)

i=0 i=0

La derniére relation prouve que J est un invariant ‘sans. blocage. De plus, les

relations B, E (prels] a pre[S])(Bi+1] pour 0 < 1 £ n prouvent que si le sys-

téme est initialisé a un état vérifiant B1 alors il parcourt cyeliquement des

états vérifiant successivement B B, ,...,B.,8,,... pour atteindre un état
1+177i+2 0’1

verifiant Bi apres n+1 transitions. Donc chaque Bi est 3-variant socus J.

Pour démontrer que ~J est une 3-pente sous T il faut démontrer que la plus grande
trajectaire contenue dans ~J est & (I A prefSN*(TI1=1). Le calcul de
(I prefSH”CI) a 1a main pose d?s problémes de simplification et de manipula-

tion de prédicats non triviaux.

ITI.5. - DERIVATION DE SYSTEMES CORRECTS

M. Sintzoff et A. van Lamsweerde [LAM761 [LAM78] [SIN78] ont travaillé sur le
prableme de la dérivation, & partir d'un systéme paralléle donng, décrit par un -
progranme non deterministe, un systéme "compatible” avec le précédent et qui de
plus satisfait une ou plusieurs propriétés caractéristiqugs d'un fonctionnement
correct. Dans notre langage ce probléme de 1' "amélioration” des programmes peut

étre exprimé de la facon suivante :

" Etant donné un CA-systéme S=(V,C,A), 'C|=m et une propriété P, trouver un
CA-systeme S'=(V,C’',A} tel que
a/ c'i L oy 1=1,2,...m (ce qui veut dire que S contient S')
b/ S' satisfait la propriété P

c/ Les ¢',; sont maximums (ou maximaux) pour les contraintes a/ et b/. "

i
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Ce probleme se pose lorsque en modélisanl un sysléne on ne trouve pas
directement le wmodéle qui le représente offectivement. Si donc on sait que

le systeme modélisé doit satisfaire une propriété p et ce n'est pas le cas pour
le modele trouvé S, on peut se demander comment i1 faut renforcer les conditions
de S pour trouver un modéle $' "pruche” de S qui satisfait P. Ce probleme

a eté studié dans les cas ol P correspond aux propriétés "S' ne se bloque pas
totalement * [LAM76] (S' est 1-s-activable), "S' se termine toujours” {LAM78]

(5' est 3-blocable) et "S’ est sans coalition” [LAMZ6] (S' est 3-s-coactivale).

A titre d'application, nous étudions ici le cas o0 le CA-systéme S* est 1-s-acti-

vable. §' doit avoir un invariant sans hlocage 4. 1'ol les relations :

- U'i C a; J L1 =1,2,...m (1 est invariant de S*)
- JE prefs*'1(3) (J est trajuctoire sans fin de S')
-c', E g, i=1,2,...n

i i

Les conditions C'i et J sont solutions du systéme itératif

c', =g, Ac, Au, Jd

1k*1 1k i i 'k
I
J = TR =] e
K+ Jk A prefs l{lkl Jk A [.v etioaay Jk)
i=1 k
m
Remarquons que J L v c'i étant dunndg que J est un invariant sans blocage de 5°,
i=1
m
dope JE v Ci . Pour trouver lu plus grande solution de ce systéme on itére
i=1
2 renant
en prenal "
-0 2= v g = { 53 = M
¢’ ¢; pour i=1,2,...m, L JU .Y €5
i1
On a
m
-1 = M
¢’y CiA ui(iY cil
M m N
doo= Cve dapre[SIC v ¢.) = prefST v ¢, )
1 . i . i . i
i=1 i=1 i=1

En utilisant les propriétés du pa%ugruphe 111.2. on trouve

CiZ = C]'_ A ai[Pl‘e[S](‘v (;j])
] m i=1
J, S pl-.e l's]( vV e ]
2 |
i=1
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On peut montrer par induction que
KMo
C'i = Gy A ai((pre[S]) (v Ci]]
k+1 i=1

c.)

J = (pre[S]]k+1[ i
1

K+ .
i

t < 3

Donc J est égal 3 la plus grande trajectoire sans fin de S et C'i ey A aiJ

pour i=1,2,...m. D'od la proposition

Proposition 3

Etant donné un CA-systeme S=(V,C,A), IC[=m, le plus grand cpasystéme S'=(V,C’,A}
m
contenu dans S et qui est 1-s-activable & partir de i! c’i est défini par

C’i =c; A aiJ ot J est la plus grande trajectoire sans fin de S.

ITI.6. - EXEMPLES D'APPLICATION AUX RESEAUX DE PETRI

Nous appliquons ci-dessous les méthodes proposées au deuxiéme chapitre a des
CA-systemes qui représentent des réseaux de Petri. Nous montrons a travers ces
exemples comment ces méthodes peuvent &tre simplifiées l?rsqu'elles sont appli-
quées a des CA-systémes particuliers. Aussi, nous estimons que la présentation
de ces exemples donne au lecteur la possibilité d'apprécier les différences entre
les méthodes d'application générale et les méthodes proprés aux réseaux de Petri

présentées dans les chapitres suivants.

Exemple 9

. . B 3 5 N 4 N 4
Soit le CA-systéme S=(V,C,A), V {Vi}i=1 , C-{ci}i=1 . /-\--{ai}i=1 , domaine

des vi = N, avec

c, = {v1 > 0], c, = [v2 > 0], Gy = [v1 > 0) A [v5 > 0),
Cy = (v3 > 0} A [v4 > 0) ‘

a, = {v1 = vm1, v, 1= Votl, Vg oi= v3+1}

a, = {v1 =Vt v, s v2—1}

ag = {v1 e I P L S PR UL v5-1}

a, = {v1 O e P R L R v5+1}
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On étudie ce systéeme - qui est en fait un réseau de Petri - pour les fonc-
tionnements tels que vy <1, i=1,2,3,4,5. 0On représente par x4 et ;I les pré-
dicats vi=1 et Vi=0 respectivement. Puar hypothése, le systéne a un invariant
5
qui est J = A [xi v ;;) ce qui pous perwet de renforcer les conditions c, en
i=1
calculant des nouvelles conditions C'i' c'i = Ci A,
. .
T N ey
] = N
c’, Ky %y
' = v
€3 1 Xg Xy
’ = . e e
R B T R BT
Calculouns la plus grande trajectoire sans fin
4
el v ¢’ ) = X X VX X %oV %L X Xe oV X, v
pxe(i:1u i) Xq Xg Xg ¥V X4 X, Xg VX4 X, X Xg Xq Xy X Xg
v % v ox_ x.
X4 X3 X4 Xg Xy Xq Xg X
L, 4 —— — L . L
2 v ¢! = Y Y LV
pre (i=1u 1) Xy Ko Xg Xy X VoXg Xg o Xa X, Xo X Xy Xg
Xy Xy Rg Xg X VoXg Ko Xy X Xe V Xy Xg Xy Xg V¥
Xq Ko Xg Xg X VoXo X, Xg Xy Xg
prea[ Vve' ) =pre (Ve ) = x, Xo Xo X, X, V X, X Xo X, Xo V
i i 1 72 73 74 7y 172 73 74 7%
i=1 i=1 — —_—
vV ox . X, v Y
Xy Xy Rg Xg X Xq Ko Xg Xg X
ViX) Ky Xg Xg XV Xy Xp Xy X, X
VX Xy Xg Xgq Xg ¥V Xg Xy Xg Xg X

Cette derniére expression represente la plus grande trajectoire sans fin = de S
lorsqu'on ne considére que les fonctionnements tels que vy <1 1i=1,2,3,4,5.
On peut renforcer les conditions c‘1 pour obtenir un systéme sans blocage total

(proposition 3). Les conditions c"i de ce systeme sont

o —_—

ey = 1[x4 Xe ¥V Xa %]
v —_— e

¢", = ety x5(x3 v x,)

4
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Remarque :

Pour le cas des réseaux de Petri dont les variables sont bornées par 1

on peut

systématiser les calculs en introduisant une "opération” * sur les X4 telle que

X, * X, = 1, X, * X, = L , X, * X. = X, , X. * X. = x.
i i i i i i i i i i
/\ = =

calculer 01 a1P avec 01 x1 Xo 3 P X4 x2
,(x,l Xo x3] * (x,l o x4] = [x1 * x1] A [x2 * x2] A Xg A X

Exemple 10 :

51 on veut par exemple

X4 il suffit de calculer

4

Considérons le CA-systéme S=(V,C,A), V={vi};}_1 , C = {Ci}i

domaine des vi = IN , avec

c, = [v1 > 0) A (v2 > 03}, c, = (v2
Cy = (v3 > 0], g = (v4 >0

a1 = {v1 i = v1-1, v2 := v2—1, v3 $=
a, = {v1 1= v1+1, Vo i v2-1}

a, = {v,I = v =1, v, s v2+1}

a, = {v2 = Vo, vy = vg-1)

ag = {v1 1= v1+1, Vg i v4—1}

S est représenté par le réseau de Petri de la figure 3, chapitre V.

> 0),

T Xq Xp X3 Xy
5
-1 A {ai}i=1 ,
>
" 0)
v4+1}

I1 est

facile de prouver & partir du réseau que S est 1-s-blocable & partir de tout

état initial, c'est-a-dire que le plus grand invariant sans blocage de S est

égal a 1 .

trouver un CA-systéme 1-s-activable contenu dans S.

On peut cependant, en utilisant le résultat de la proposition 3,

Considérons comme pour

1’exemple précédent les fonctionnements de S tels que les vy < 1 et renforgons

les conditions c; pour otebnir les conditions c’i

X,, G

C = ) 1

Xq X » 2

3 %4 X

3
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La plus grande trajectoira sans fin:
sre( 3 c'.) = prez[ 3 L) = Xy X, Xo XV X, X, VX, Xo V Xo Xo X
pret i 4 172 %3 %q ¥ X2 Xy 1 %2 Y % %2 %3
i=1 i=1 o
Xy Xy Xg

Le plus grand CA-systéme 1-s-activalle contenu dans S est S"=(V,C" ,A) avec

R BT B %3 %Xq = o'y

0"2 = X, Xy o= c‘2

0"3 = Xy Xy ® 0'3

“"4 = Xq fZ [31 V'?E) = C'4£i1 v ii)
0"5 = X4 %Xg (x2 v x3) C'f(xz V'xgl.

Exemple 11 :

5

4 (a4
}j=1 , A~{di}1=1

Vi={0'1}' Si on représente par xi,;;'luu prédicats (vi=1] et (vi=ﬂ]. les C4

1 . .
Soit le CA-systéme S=(V,C,A) , V={vi};;1 , C={ui , domaine des

sont définds par : .

X X

By % Xq X Xgs By = Xg Xo Xyp Gy B Xo Xy Xe, Gy = Xg X, Xg
Les a, sont

a, = {x1 I R L A IR x4+1}

a, = {x1 i= x1+1, Xo #% x2+1, Xgq 17 x4—1}

8y = {xz ;= x2—1, Xgq 3% x3"1, R &= x5+1}

a, = {X2 = x,71, Xy 8% Xyt1, x, 1= x5~1}

S est utilisé pour contrdler 1'accés 4 une ressource de deux pProcessus en

mutuelle exclusion.

verifiée.

I1 y a mutuelle

égal a "pre*(ﬂ(;; v ;;)). On a

‘,*[
pre (x, x

Donc

(

X

exclusion si la contrainte x, v x

est

4 5

lLe plus grand invariant J sous lequel on a mutuelle exclusiocn est
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4 4
Remarquons que pre( v ci] = Vv c; - Donc, le plus grand invariant sans blocage
i=1 i=1
est égal 3 Jsb = 3 4 et le plus grand invariant sous lequel le systéme est
i:'] .

1-s-activable et la mutuelle exclusion est respectée est egal a

J A Jsb = X

IIT.7. - CONCLUSIONS

I1 a été montré dans 1le chapitre précédent que le probleme de la vérification
des propriétés des systémes se raméne au probléme du calcul de points fixes

de fonctions monotones. Ces points fixes peuvent &tre calculés itérativement,
le seul critére d'arrét des itérations étant la stabilisation. L'application

de ces méthodes en pratique souléve un certain nombre de probléemes dont les

plus importants sont celui de 1la manipulation, simplification et comparaison de
prédicats sur plusieurs variables. A ces difficultés s'ajoute le fait qu'il
n'existe généralement pas de critére garantissant 1la convergence des itérations
ni de notion d'approximation permettant d’apprécier 1'écart entre le résultat de

la i-éme itération et le point fixe approché.

Tous ces problémes rendent 1'utilisation de ces méthodes de vérification difficile
méme pour des systémes "simples”. C'est pourquoi nous estimons que dans 1'état
actuel des choses 1'apport essentiel de ce travail est plutdt 1'approfondissement
des concepts fondamentaux et des propriétés des systémes que des méthodes de

vérification exploitables en pratique.

I1 faut enfin insister sur 1la généralité des résultats présentés au chapitre 11 ;
ils peuvent &tre appliqués pour 1’analyse des descriptions d'un systéme discret

S & condition de pouveir exprimer les fonctions pre[S] et postl[S] & partir de ces
descriptions. Dans [GUE79] on montre comment ces résultats peuvent &tre utilisés

pour étudier et analyser sémantiquement des programmes non-déterministes.
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PRESENTATION

V-1

CHAPITRE TV

Les différentes extensions des réseaux de Pelri sont présentées

et leur puissance de description en Ltant que controleurs cumparee .
En particulier, deux nouvelles extensions sont introduites qui ont

€té utilisées 1'une puwr 1'étude des réseaux de Petri non autono-

mes et 1l'autre pour la comparaison des réseaux de Petri aux IA-sys-
témes. Cette derniére exiension est également utilisée pour démon-
trer que tout CA-systeme posséde un invariant caractéristique et

par conséquent 11 est représcntable par un IA-systéme.
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IV.1. RESEAUX DE PETRI ORDINAIRES

IV.1.1. Définition

Un réseau de Petri est un quadruplet ® = (1°, 1, «, g) tel que :

P = ensemble d'objets appeles places, P /A U

I = ensemble d'objets appelés transitions, T A B et P nT =4
Px T
TxPp

relatjon d’incidence avant

a

I r

relation d'incidence arriére.

i

In

Représentation :
On représente un RdP par un graphe biparti orienté. Les noeuds du graphe sont
places et les transitions, représentées respectivement par des cercles et des
barres (figure 1). Il y a un arc de la place Py a la transition tJ ssi
(ps. LJ) € a. De méme, i1 y a un arv de la transition tv a la place p ssi

w

[tr‘ pw) € B.

Conventions de notation :
l.es notations suivantes sont adoptécs

al t e T, "t ={p e P I {p, t) ¢ a}

"t est dit ensemble des places d'entriée de t.

bl ted, t°=(pepr | (t, p) ¢ B)

t" est dit ensemble des places de surtie de t.

clpeP, ‘p=1Iltet| (t, p) e B}

‘p est dit ensemble des transitions d’entrée de p-

les
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d) peP, p" ={teT | {(p, t} € a}

p" est dit ensemble des transitions de sortie de p.

IV.1.2. Réseaux de Petri particuliers

Un réseau de Petri pur est un RdP tel que

Vti e T ti n ti =4

autrement dit, aucune transition n'a une place d'entrée qui est en méme temps

place de sortie.

Un réseau de Petri simple est un RdP tel que

Vi, e T, u Ctyon e <
tieT, 3#1 J

autrement dit, tel que toute transition a au plus une place d'entrée qui est

partagee avec d’'autres transitions.

Un réseau de Petri libre choix est un RdP tel que :

¥p € P, si Ip'l > 1 alors \-/ti € p’ I'til = 1

autrement dit, tel que si deux transitions ti et tj ont en commun une place

d'entrée p alors p est la seule place d'entrée de ti et tj'

Un graphe marqué est un RdP tel que
Vp e P, ['p|l £ 1 et [p’] <1

autrement dit, tel que toute place a au plus une transition d’entrée et une

transition de sortie.

Un graphe d'état est un RdP tel que
Vte T, |["t] <1 et |t°] <1

autrement dit, tel que toute transition a au plus une place d'entrée et une

place de sortie.
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IV.1.3. Reégles de fonctionnement d'un RdP

Etant donné un RdP R = (P, T, u,‘B}, on Jdefinit un marquage M de R comme étant
une application de P dans IN. (IN éLant 1'ensemble des entiers naturels

G, 1, 2, 3, ...).

Dans le cas ova R a un nombre fini de places, IPl = n, un marquage M de R est
défini par la donnée d'un vecteur de ", On note

“]1

M= . et 0y = N(pi)

Sur le graphe associé & R, on peut alurs représenter un marguage M par une
distribution, dans les places, d'objets appelés mal'quus. Une marque est

repreésentée par un point et chaque place p. contiendra m, marques (figure 1).
P p P b Py i q

o ={[p1.t1].(p3.t1l,(p2.t21.

(pqatalp(psotq).(pﬁltﬁln ‘l’
(p,,tg ), (py.tgll) P, . !

"o

8 ={(t,|.p2).(tz.p1).(t1.p4l. t 0
(L‘alpﬁla[t31p6]'[tqlp7]l pl 0

t. eat validde pac M

(tS.pd).(tﬁ.pal}

Figure 1

Une transition t de R est dite tirable ou validée par le marquage M ssi :

Vp e "L, on a Mip) z 1

autrement dit, ssi toute place d'entrée de t contient au moins une margue.

Soient M 1'ensemble des marquages d'un Rd® R, et t une transition de R. On

dgéfinit la mise & feu de t comme étant 1'upération gui & un marquage Mi €M

fait correspondre le marquage ”j tel que
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Mi(p]—1 sipe t-("tnt")
Yp € P, Mj[p] = {M(p)+1 sip e t*-("tnt")

Mi[p) sinon

On note MAFt(Mi] = Mj' L'opération MAFt est définie seulement pour les marquages

M qui valident t.

Sur la représentation graphique associée & R avec un marquage M, 1'opération
MAFt consiste a enlever une margue de toute place d'entrée de t et & déposer
une marque dans toute place de sortie de t. Cette opération n'’est possible gue

si chaque place d’'entrée de t contient au moins une marque.
q P

Definition 8 :

*
On désigne par T 1le monoide libre construit sur 1l'ensemble T des transitions d'un

RdP R. Socient o = ti ti ‘e ti , 0 € T*, et My un marquage de R. On dira que o
1 2 ]

est une séquence de simulation ou séquence de mises & feu & partir de MD ssi

il existe une suite de marquages M1, Moy wees M, telle que MAFt. [Mj—1) = Mj

Vi = 1,2,...,s. 5

On note MO 8 MS. Ms est le marquage atteint par application de o & partir de Mg

*
La iéquence g = A, A mot vide de T , est dite séquence de simulation vide. On note

MD > MD‘

On appelle classe des marquages successeurs de MD 1'ensemble

—)«
Mg = Mek | d0eT etm 3m

IV.2. PRINCIPALES EXTENSIONS DES RdP

IV.2.1. Reéseaux de Petri & Arcs Inhibiteurs (RdPZ) [AGE73]

Un RdPZ est un doubla:RZ = (R,I) tel gque :

R est un RdP (P,T,a,B) et

I ¢ Px T est un ensemble d'arcs inhibiteurs, I nao =¢4.
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Régles de fonctionnement

Sur la représentation graphique assuciée & un RdPZ, on distinguera les arcs
inhibiteurs des arcs wordinaires dans R en plagant un petit cercle aux extrémités

incidentes aux transitions {(voir exemple sur figure 2).

Une transition t est valldée par un marquage M ssi chaque place d'entrée reliée
a L par un arc ordinaire contient au moins une marque et chaque place d'entrée
reliée & t par un arc inhibiteur est vide. L’opération mise & feu de t est
definie pour M ssi M valide t, et son exécution consiéte a enlever une marque
de toute place d’'entrée reliée par un arc ordinaire et & déposer une marque

dans toute place de sortie.

Iv.2.2. Reéseaux de Petri Généralisés (RdPG) [HAC75}

Un RAPG est un doubld;RG = (R,p) tel que :
R est un RdP (P,T,a,B8) et

¢ est une application de l'enseuible U = o u B des arcs de R dans IN-{0}.

Sur la représentation graphique associée & un RdPG, chaque arc u ¢ U porte comme

renseignement la valeur ¢(u). Cette valeur est appelée poids de 1'arc (voir

exemnple sur tigure 3).

Regles de fonctionnenent :

Une transition t ast validée par un marguage M ssi chacune de ses places d'entrée
contient un nombre de marques au moins égual au poids de 1'arc qui la connecte

a t. L'opération mise & feu de t est définie pour M ssi M valide L. Son exécution
consiste alurs a enlever de chaque place d'entrée un nombre de marques égal au
poids de 1'arc qui la connecte & t el & déposer dans chaque place de sortie un

nombre de margues égal au poids de 1'arc qui la connecte a t.

IV.2.3. Réseaux de Petri a Priorité (RdPP) [HACK75]

Un RAPP est un doublet RP (R,0) tel que

R est un RdP (P,T,a,B) et

0 est une relation d'ordre sur 1.

Si (t,t') € O, on dira que t est plus prioritaire que t*.
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Régles de fonctionnement :

Une transition t est validée par un marquage M ssi chacune de ses places d’entrée
contient au moins une marque. L'opération mise & feu de t est définie pour M ssi
M valide t et ne valide aucune transition plus prioritaire. Son exécution

s'effectue comme pour les RdP.

IV.2.4. Réseau de Petri a Priorité Elémentaire (RdPPE) [MOA78]

Un RAPPE est un RdPP (R,0) tel que O définit deux classes de transitions non
comparables TA et TD avec : TA UTg =T, et

(tA’ tO] € T, x T0 <= (t_, tD) e 0, t

N # tg

A A

IV.2.5. Réseaux de Petri a contraintes d'exclusion (RdPEX) [SIF783

Un RdAPEX est un doublet Rex = (R,€) tel que :
R est un RdP (P,T,a,B) et

¢ est une relation symétrique, non réflexive, § cPx P,

Sur la représentation graphique associée & un RdPEX, on représentera la relation &

par des arcs entre les places (voir exemple sur figure 73}.

Régles de fonctionnement :

La relation ¢ représente une contrainte de mutuelle exclusion qui doit &tre
respectée aussi bien par le marquage initial que par tout marquage successeur
de ce marquage : (pi.pj) € £ = Py et pj ne peuvent pas &tre marguées par le
méme marquage M. Autrement dit pour tout marquage M, M[pi)*M(pj] = 0. Une

transition ti est validée par un marquage M si elle est validée dans R et le
t,
marquage M', M + M', respecte la contrainte de mutuelle exclusion donnée par £.

Les mises & feu des transitions validées s'effectuent comme pour les RdP ordinaires.

Remarque 1 :

Les RdP et leurs extensions sont des CA-systémes particuliers dont les variables
sont définies dans IN et les actions sont des incrémentations et décrémentations

par des entiers. Leurs conditions sont des prédicats particuliers construits a
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partir de preédicats portant sur une seule variable du type (vi > 0) ou (vi = 0).

Dans ce gui suit, la dénomination RdP sera utilisée pour désigner un réseau
quelconque appartenant 3 1'une des classes définies ci-dessus. On utilisera

la dénomination explicite RdP ordinaire pour désigner un réseau répondant & la

définition primitive donnée eniv.1.1.

IV.3. COMPARAISON DES EXTENSIONS DES RdP

Dans ce paragraphe, nous comparons la puissance de description des différentes
extensions des RdF lorsqu’elles sont ulilisées en tant que contrdleurs. On
reprisentera un contrdleur construit a partic d'un RdP, par un RdP dont les
transitions sont éligquetées pour les éléments d'un vucabulaire V ; ces éléments

correspondent & des noms d'actions de 1'environnement contrélé.

IV.3.1. Reéseaux de Petri étiquetés
Définition :
Un RdiP étiqueté est un triplet (R,V,t) ou
R est un Rdf,
V oest un vocabulaire, et
f-est une application de 1’ensembile | des transitions de R dans V u {1} ou

. X
A est le mot vide du wonoide libre Vo construit sur V.

Remarque 2 :

Tout RdP peut etre considéré comme étant étiqueté de fagun triviale en prenant

V=Tetf

il

application identité.

Remarque 3 :

. I : . ¥
Etant donné £ : T + V, on notera par #* 1'extension naturelle de £, TR V*,

définie de la fagon suivante : si t ¢ 1, o ¢ 1 et.A1 est le mot vide de T*
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on a £ (to) = £(t) (o) et f*[A1) = 2.

Definition :

Soient RE = (R,V,f) un RdP étiqueté et M un marquage de R. On note par
LOIRE,M] 1'ensemble des séquences de mise & feu de Rg & partir de M.
[LU[RE’M)

par LV[RE.M] est le sous-ensemble de V© défini par :

LC[R,MJ]. Le langage généré par Rg & partir de M, que 1'on note

*
L,Re.M) = {£7(a) | do € L (Rz.M))

Définition :
Soient RE1 = [R1,V1.F1] et Rg, = [RZ.VZ.FZ) deux RdP étiquetés. On dira que

RE1 réalise REZ ssi pour tout marquage M2 de R2 il existe un marquage M1 de R1
tel que : LV[RE1’M1] = LV(REZ‘MZ]'

Définition :
On dira que deux RdP étiquetés RE1 et RE2 sont équivalents ssi chacun des deux

réseaux réalise 1'autre.

IV.3.2. Proposition 1

Etant donné un RdPZ RZ (considéré comme étant étiqueté de fagon triviale), on peut

toujours construire un RAPPE étiqueté RE qui le réalise.

Démonstration :

Un arc inhibiteur (p,t) dans un RdPZ représente la condition que la transition t
ne peut &tre validée par un marquage M que si le test <place p vide pour M?>

est vrai. Ce test peut &tre transformé en <place B contient une marque?> si 1'an
peut garantir la propriété de "complémentarité” suivante : pour tout marquage

de départ MD et pour tout marquage successeur M e ED pour lesquels l'’opération

MAFt est définie, 5 contient une marque ssi p est vide.
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Ce principe est appliqué pour la construction du RaPPE étiqueté RE qui reéalise
le RaPZ RZ‘ Si RZ = (RZ.I] avec RZ = (P, T,0,B), alors Re = (R,.V,. T ) avec

= 5} s T loe roavlies auivanltes
Re (lie.Te.ae,Be].Ol construit selon les regles suivantes

r1l ¥p e P =2 poe€ Pe
rzl Vi e T == teld
e
rg) Vip,t) € a = (p,t) ¢ a
r4) Vit,p) ¢ B == (t.p) ¢ Be
r5) pour toule place p € P de laquelle est issu un arc inhiviteur (p.t) e 1,

an crée une place p et une transition t telles que :

Ap

Speb.t € Te’ (p'tAP] € a . [p.LAp) e ., [tAp‘p] € Be

Ap
- th e 1, (p,ti] € a4 —> (ti,ﬁl € BG
- Vt 3 Fl ’ o= -l.- A » ,.' [

j € T, {p tj) ¢ 1 => (p tJ) a, (tj p) Bu

r.) (t.,L.) € O, t, AL, <= ¢t, ¢l - eL t, ¢« I
i’ e i

r,) vt ¢ T, F.(t) =t g1 t e T et A sinon.
& e

Cette construction est illustrée par la fFigure 2.

(b) dans RE

Figure 2
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Soient M l'ensemble des marquages de RZ et Me 1'ensemble des marquages de RE.

On définit 1'application g : M - Me telle que :

si g(N]~= Me alors Vpi € P, Me(pi]_: Mip;)
ij € PP, Me(pj) = 0 si M(pj) > 0 et 1 sinon.

lLes déductions suivantes sont triviales :

d1) V¥t € T, si t est validée par M, dans RZ alors t est validée par

Meo = g(MD) dans RE.

d2} si MAFt[Mi] = Mj dans R, alors MAFt[g[Mi]} = Me, dans RE tel qu 1} existe

Z
une séquence de simulation unique (& une permutation pres)

g =t t P , t € Te - T, telle que :

APy APy AP ARy

g

- Mé. - Me' = g[Mj),
J J

- aucune tranpsition t € T -T n'est validée par M_ .

Ap e ej

d3) si R, est borné (resp. vivant) pour My alors Rp est borné (resp. vivant)

pour Meo = g[MOJ.

d4) si R, est persistant pour M, alors R_. est persistant pour M = gM,}.
VA 0 E e, 0
d5) LV[RE'MBU] = LV(RZ,MU).

IV.3.3. Proposition 2

Etant donné un RdPG RG (considéré comme étant étiqueté de facon triviale), on

peut toujours construire un RdPPE étiqueté RE qui le réalise.

Démonstration :

Soit RG = (Rg,@] avec Rg = (P,T,a,B}. On considére le réseau Ry obtenu a partir

de RG en effectuant pour chaque place p les deux transformations illustrées en

figure 3 et figure 4.



.1z

th
B
i “n-1
| t
i “h-1
P,
| “n-2
%mz
£ 52 ty h P
“n-3
i
3 B
-, N . \J
/// S N \\\ N Peq—-l
/ / \ N €,
VA S V. W a1
. P,
h= max [ =Wt ,p) It:ie Pl t:ez
e
{a) dans R 2
G P,
1
te[
P
(b) dans R,
Figure 3
La transtormation en figure 3 introduit h-1 places Pg » Pg » =e0s Py et
1 2 h-1
h-1 trapsitlons Lo v by v eenn L avec b= max {p; = lty,p) | ty € pk.
1 2 h-1
Chaque transition te a comme place d'entrée Pe et comme place de sortie Pe
J J J-1
pour j = 1,2,...,h-1 en prenant P, = P four toute transition ti €.°p,
1}

si m[ti,p] = g alors 1'arc (ti,pl dans R est remplacé par q arcs connectant t,

aux places p, Pg » Py v «oes By .
- 2 q-1
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“pe  mwem—em e e
\ ra 7

4

k= mij%(mtj) l tjfp'}

h)dmm!%

Figure 4

La transformation en figure 4 introduit 2k places p. ﬁ > P, 5 s eee, P,
s s 5 s 5
) 1 %1 %2 % K
P, et k transitions to o, tS s ey tS avec k = max {@j = m[p,tj] | tj € p}.
Kk 1 2 Kk _
Ces transitions sont connectées de fagon que 'ts = {pS Py } et
- J J J+1
tT = {pS » Py } pour j = 1,2,...,k-1. La transition t, a comme places d'entrée
J J J+1 . k
» et comme place de sortie Py - Pour toute transition tj € p° dans RG’
k k
si m[p,tj] = g alors 1'arc (p,tj] de RG est remplacé par g arcs connectant les

s

places Py > Pg » wees P, @ tj et q arcs connectant tj aux places Py > Pg s =ees P

1 2 q 1 2

g °



Soit RE

Iv.14

= ((R,,0), Vo, ;) le RIPPE étiqueté défini tel que :
- (ti.tj] e 0, ty # tj <= oty e T T et TJ €T
-V = T

e
Vt € Te’ fe(t) =t sit ¢ 1 oet A sinon.

Soient M 1'ensemble des marquages de RG et Me 1'ensemble des marquages de RE'

Un détinit 1'application g : M - MG telle que si g(M) = M, alors

- 81 M(p) = mavec 0 < m £ k = max {wj = m(p.tj) | tj € p+l
alors f’le(ps } = Me(ps,] ces = Mu(Ps b= 1

1 2 in
- 81 M(p) = m avec m> Kk alors Ne[pS } = Ne(psr) ces = Me(pS } =1 et
1 2 kK
Me(p] = m-k _
-Vl o= 1.2, 000k, Ne(psj) = ] <= Me[ps') = 0

- pour toutes les autres placus, He[p] = 0.

Il est aisé de vérifier les déductions suivantes

d1)

d2)

dd)

a4l

ds)

Vt ¢ T, si t est validée pour NU dans RG alors t est validée pour

HEU = g[MD] dans RE.

si NAFL(Ni) = Mj dans RG alors MArng(Ni)l = Né‘ dans RE tel qu'il existe
une séquence de simulation unigue (& une permutation prés)

o =1 t eee L, t e T -1, telle que

A1 AZ An Ai e
lVl 0 =
- ‘e, > Ne, = gle).
J J
- - aucune transition tA € TP~I 'est validee par Me .

J
si RG est borné (resp. vivant) pour M, alors Rt est borné (resp. vivant)
pour Me = g(NO].
0
si R. est persistant pour M, alurs it. est persistant pour M. = g(M.).
G 0 £ g (¥]
LV(RE‘NED] = LV(RG.NU).
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Remarque 4 :

Une solution trés voisine a été proposée par Hack dans [HAC75] qui consiste a

substituer a la place p un "anneau" comportant n places Pg » Pg » ++es Pg et

1 2 r
r transitions ts , tS s ey tS étiquetées avec A (figure 5). Tout arc [ti,p)
1 2 r
de poids h est remplacé par h arcs connectant t, & p_ ., p_, ..., p_ . De méme,
i 5, s, Sy,

tout arc [p,tj] de poids k est remplacé par k arcs connectant les places

Pg s Pg s ===s P a tj. Aucune priorité n’'étant définie entre les transitions.
1 2 I

= l;m;(‘@ir tpj) avec ;= (p(ti,p)| tiep et vy ‘?‘Pltj)l tj ep
’

Figure 5

Le réseau obtenu réalise effectivement le réseau initial. On peut, cependant,
noter les deux inconvénients suivants

1) Il n'est pas donné d'algorithme qui gére la répartition des marques dans
1'anneau. Quand une opération de mise & feu d'une transition d'entrée améne
une marque dans une phase Py cette marque peut boucler indéfiniment sans quitter

1"anneau. Dans ce sens, le réseau obtenu n'est pas simulable.

2) En conséquence de 1, la propriété de persistance du réseau initial pour

un margquage donné MU n'est pas nécessairement conservée dans le réseau obtenu.
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IVv.3.4. Proposition 3

Etanl donné un RdPP RP

Loujours construire un RAPPE etiqueté R

k£

Démonstration :

Soit Rp = (P.T,a.8).0].

partir de RP tel que :

0n considére le réseaun R

e

qui le réalise.

= (fe.fe.ae.ﬁe) construit

1‘1] VpeP-—‘/peP‘3
r,}] vVt e T=> t ¢ TE
rq) Vip,t) ¢ a = (p,t) e @,
r4] Vit,p) ¢ B => {t,p) ¢ Be
rs) pour chaque transition Li’ on introduit Lrois places bi' Bi et
et trois transitions t A et t connectées de la fagon
Ai1 AiZ AiS

suivante

- (Di’t ) € (t

Qen A

M i1
(t

a
e’ A

.) ¢ B,
ol ¢ By

i3

}ov oo et (t
i1 v A

rG) (t.,L.) ¢ U —=
1]

[ti'tj] £ 0= {t

,Di] € BB. [bi.t

'hij < ﬁe. (ti,b )

;s D
J

A ) € ag.

i2

, L

(b A

1i ‘] € a_,

. e
i3

B

e

1i €

pp) € Be

i1

(Li,,L.) € a
i’7] e
(tj.bi) € Be

8

e

&

111

Cette construction est illustrée par la Tigure 6.

i

Soit RE ((Re.Oe]. Ve' fe] la RUPPE ctiqueté dé

[ti,tj
Ve = T
Vt € Te' fe(t)

) € 08' ti i© ‘e‘f et

=t sitel et d sinon

fini tel gue

N |
]J

a

b

(considéré comme: étant étiqueté de fagon triviale), on peut

11
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t; est plus pricritaire que tj R
ti et t:k sont non carparables

Figure B

Soient X 1'ensemble des marquages de RP et Me 1'ensemble des marquages de RE.
On définit 1'application g : M ~ Me telle que si g(M) = Me alors
- ¥Yp e P, Me(p) = M{p]

0 si la transition t; est validée par M dans RP
- Wb, € PP, Me(bi]

n

1 sinon

- Vbi € Pe—P, Me(bi] = 1 si Me[bi] = 0 et 0 sinon

- Vb1i € PB—P, Me(b1i) =0

On peut vérifier facilement les résultats suivants

dl) Vvt ¢ T, si MAFt(MOI est définie dans RP alors MAFt(g[NO)) est définie dans

Re-

d2} si MAFt(Mi) = Mj dans RP alors MAFt(g[Mi]] = Mé' dans RE tel gu'il existe

une séquence de simulation unique (& une permutation prés)

o =t t R T e T_-T, telle que :
Aoy AaoA e



V.1

- ' =
Me‘ Q Me' g[Nj).
J J
- aucune transition t ¢ 1U«l n'est validee par Me .
J : J
d3) si RP est borné (resp. vivant) pour HU alors RE est borné (resp. vivant)

pour M = ghg).
U]
d4) si R, est persistant pour M, alurs R. est persistant pour M. = g(M,).
t u E g 4]
15 L - =
t5) v(Rt.NeD] LV(RP.NU).

I¥.3.5. Proposition 4

Etant donné un RdPZ RZ considere comme étant étiqueté de fagon triviale, on peut

toujours canstruire un RAPEX étiquetld qui le réalise.

Démonstration :

Il est pussible d'obtenir & partir de RZ = (RZ.I) un RAPEX étiqueté

RE = (Re.V.F) avec Re = (R,£) en appliguant successivement les régles suivantes

R1) Pour toute transition ti de R, telle que 1p, lp.ti] € I, remplacer t, par
deux transitions t; et t; et une place Py comme il est montré en figure 7.
Mettre (pt .pi] dans £. *

i

RZ2}) Soit TU 1'ensemble des transitions uJe RZ qui ne sont pas touchées par
I'application de la régle précedente. Ajouter 4 1'ensemble des places de
R une place Py telle qu'elle suit place d'entrée et place de sortie de
chague transition de TD' be plus, b, est place d'entrée de toute transition

t; et place de sortie de toute transition t;.

R3) Soit Re le RAPEX ainsi obtenu. bLa fonction d’étiquetage f de Re est définie
par : '

+ - . -
f[Li) =t f(ti] = A, r(Lj] =t
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I1 n'est pas difficile de montrer que le RAPEX étiqueté ainsi obtenu réalise
R;, Si MO est le marquage initial de RZ soit Moe le marquage tel que

- M (p) = Mo[pJ pour chaque place p de R
.z

oe
) =0

Moe(pt.
i

- Moe(pol = 1.
Pour démontrer que (RZ,MDJ = [RE,Moe), il suffit de remarquer que si [p,ti] e I

dans RZ alors [pt »P) € £ et que la mise a feu de t, dans R, correspond a

- -
la mise a3 feu suc%essivement de ti et de ti dans Re.

Figure 7

De plus, on peut remarquer que cette construction préserve les propriétés

borné, vivant, consistant du réseau initial.

IV.3.6. Conclusion

Deux nouvelles extensions des RdP ont éte présentées dans ce paragraphe :
les RAPPE et les RAPEX. Si on combine les résultats présentés avec des résultats

déj& connus, & savoir que :



FRVIRNIY

- loute coordination représcntable par une machine de Turing est repré-

sentable par un RdPZ étiquete et inversement [AGE741].

- Toute coordination représentalile par un RdPZ étiqueté est représentable

par un RdPP étigueté et inverscuent [HACKZ5].

On arrive & la conclusion que les modéles RAPPE et RAPEX ont la méme puissance

de description que la machine de Turing.

[ 4
Les résultats relatifs aux RAPPE ont été utilisés pour definir des réscaux dont
1’évolution est forcée par des événements externes, les RdP synchreonissés
LMOA781. Les RAPEX sont utilisés dans co chapitre pour comparer les modéles

de CA-systéme et IA-systéme.

IV.4. RESEAUX DE PETRI ET CONTROLEURS A COMMANDES GARDEES

IV.4.1. Réseaux de Petri & contraintes d'exclusion et IA-systenmes

D'apres le résultat présenté dans le paragraphe précédent étant donné un

contréleur construit & partic d'un LA-systéme, il existe un contréleur réalisé
a partir d'un RAPEX qui le réalise. L'objectif de ce paragraphe est de montrer
en se servant de résultats sur les RU', que toute coordination réalisable par

les CA-systémes est réalisable par lus lA-systémes.

Proposition § :

Etant donné un RAP non pur considére comme étiqueté de fagon triviale, on peut

trouver un RdF étiqueté pur qui le rialise.

Démonstration :

Il suffit d'appliquer au RdP non pur R les transtformatiocns décrites par les
régies suivantes :
+ -
R1) Remplacer chaque transition ti de R par deux transitions ti et ti et une
place P, comme il est montré en figure 8. C'est-a-dire les arcs entrants

N 1 N + +
a ti entrent a ti et les arcs soritants de ti sortent de ti'
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R2) Rajouter une place Py a l'ensemble des places de R telles que py soit

s place d'entrée de chaque transition t; et place de sortie de chaque'
transition t;.

R3} La fonction d'étiquetage f du RdP obtenu R' est définie par f[t;) = ti

et F(ti] = A,

Etant donné un marguage MD de R, le réseau R' est équivalent a R si on prend
comme marquage initial My ¢ Ma(p) = Mg{p) ol p est une place du réseau
initial, Mé(pt ] = 0 o Py est une place rajoutée paf la régle R1) et

L —- i i
ND(pD) = 1.

Po

+
i
\/.
7 i i ---i} Py
i
t
i
Figure 8
La_matrice d’incidence d'un RdP_ordinaire [LAU74]
Soit R = (P,T,a,B} un RdP ordinaire, [Pl = n, ]TI = m. La matrice d'incidence

de R est une matrice C = [c, ]

ij nxm
"1 81 (pgaty) € a st (py.t,) £ 7]
€3 181 (pyt) e 8! et (py,t;) £ a

0 sinon
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Observations :

- Si R est pur, la donnée de C est équivalente & la donnée du graphe représenfant
le réseau.

- 81 dans un RdP R, ayant comme matrice d'incidence €, on a a partir d'un
marquage MU MU g M alors i = MDfC vig) ou vio] ¢ nN™ est un vécteur dont
la 15Me composante est égale au nombre d'occurrences de la transition ti dans

o 3 viog) est appelé vecteur de mise a feu de o.

Proposition b :

a) Etant donné un RdP ordinaire pur, on peut trouver un IA-systeme qui le

realise.

b) Etant donné un RAPEX pur, en peut trouver un IA-systéme qui le réalise.

|
i

Démonstration :

a) Soit R = (P,T,a,8), IPl = n, lTl = m un RdP ordinaire pur ayant C = [C1.E2,...,Cm]

comme matrice d°incidence (les Ci sont les colonnes de C).

I

On construit 3 partir de R le IA—systémenS = (V,J,A) oa V {v112=1. domaine

n

des v, = N, A = {a }W“ . On prend J = Ao (v, 2 U) et a,
i"i=1 1=1 i 1

i=1,2,.0.,m. 51 MO est le marquage initial de R on prendra initialement

1 (v = Ve€.) pour

vy T g .
i
b) Si on considére un RdPEX Rex = (R,£), 11 suffit de reanforcer l'invariant
précédent par les contraintes de mutuelle exclusion données par g. C'est-a-dire
il faut prendre comme invariant caractéristigue
n
J = A (v, 20)4 A [tv =0) v (v_=01]
i S
i=1 V[pk.psleg

En combinant les résultats des propositions 5 et 6 avec Jd'autres résultats de ce
chapitre, on peut démontrer qu'étant donné un CA-systeme S, il existe un lIA-systéme
S*' tel que toute coordination réalisable par S (utilisé comme contrdleur) est

réalisable par S'. En effet, étant donné un CA-systéme S, on peut trouver un
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RAPEX étiqueté Rex qui le réalise. D'apres la proposition 5, on peut trouver un
RAPEX étiqueté pur Réx qui réalise Rex et par conséquent un contrdleur construit
7/ .

a partir d'un IA-systéme S°* qui réalise S.

Si on rajoute a 1a tonstatation précédente le résultat de 1a proposition 1 du

Chapitre III, on a :

Proposition 7 :

Etant donng un CA-systéme S, il existe un TA-systéme S' tel que toute coordination

réalisable par S (utilisé comme contrdleur) est réalisable par S*' et inversement.

IV.4.2. Contraintes synchroniques et contraintes d'exclusion

Soit Réx = (R,€) un RAPEX pur avec R = (P,T,q,8), [Pl =n, |T] = m , ayant
C = [C1,C2,...,Cm] comme matrice d’'incidence. D'aprés une observation du

paragraphe précédent, on peut associer & R initialisé a Un marquage MO’

un IA-systéme S = (X,J,A) avec

- X = {xi}?=1, domaine des X; = IN. X représente également un vecteur

colonne & m composante et est initialisé & Q.

- A= {ai}?=1’ a; = (X := X+e;) ol e; est un vecteur colonne ayant toutes

. . . eme , p N
Ses composantes égales & 0 sauf 1a i qul est egal 5 1.

-J = (MD + CX 2 Q).

Le IA-systéme représentant Rex peut &tre obtenu & partir de S en rajoutant & J

les contraintes

* - N N , . &me
YM ¢ MU’ V(pifpj] €&, mimj = 0 of m; et mj sont respectivement 1la i et la

jeme Composante de M.

Soit Q = [qij]nxn une matrice symétrique avec qij e N si (pi,pj] € £ et qij =0

sinon. Alors les contraintes précédentes peuvent 8tre mises saus la forme

VM € MB. Mt M-=0 on Mt est le transposé de M.
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51 on tient compte du fait qu’a tout moment M = ND+CX,1'invariant du IA-systéume
représentant R est .
2 £t t .t
J = (MD r CX 2 0) A (XG0 Mg * X'CQCX = B8).
La relation HD+CX20 definit un polyédre ; les états doivent &tre situés 3
1'intérieur de ce polyedre. La deuxiéme relation représente une surface passant
par 1'origine des axes. Si CtQMD = 0 (le marquage initial ne marque pas

de places impliquées dans la relation £), cette surface est un cdne.

Nous appellerons les contraintes M +CXz0 contraintes synchroniques.

{]

Conclusion : D'apres les résultats gyui précedent toute coordination réalisable
par une machine de Turing, utilisée en tant gque contréleur [AGE741], peut étre .
decrite par un invariant composé de contraintes de deux types sur des variables
choisies de fagon appropriée : des contraintes synchroniques et des contraintes

de mutuelle exclusion.

Ce résultat rappelle la distinctioﬁ entre “structure enlogique” et "structure
synchronique" d'un réseau faite par C.A. Petri [PETR75]. Les contraintes de
mutuelle exclusion sont des contraintes "enlogiques” ; elles peuvent étre
représentées par des transitions "interdites” appelées "facts” dans [PETR75]
[PETR77 1.

Nous avons introduit la classe des RAPEX dans le but d’étudier les relations
entre les modéles de CA-systeme et IA-systéme. Nous pensons néanmoins que
1*utilisation de cette extension peut étre intéressante aussi bien dans le

domaine de la modélisation que de 1'analyse [SIF78].
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CHAPITRE V

PRESENTATION

Ce chapitre porte sur la présentation de méthodes d'analyse des propriétés
logiques et plus particuliérement les méthodes d'analyse des propriétés struc-
turelles. Ces méthodes consistent & étudier les propriétés des RdP en liaisan

avec leur structure, donc indépendamment (ou presque) de leur marquage initial.

Apres avoir rappelé des résultats éénéraux sur le probléme de 1'analyse et
situé les différentes méthodes existantes par rapport aux méthodes étudiées,
nous presentons des résultats liant la vivacité a 1'existence de trappes et

de verrous dans un RdP. Une méthode de calcul de l'ensemble des verrous et des

trappes d'un RdP ast donnée.

Les notions de borné et de vivant sont introduites.de fagon & éire indépendantes
du marquage initial : un RdP est structurellement borné ssi il est borné pour
tout marquage initial et 11 est siructurellement vivant osi 11 existe un mar-
quage initial pour lequel il est vivant. 1I1 est montré que les propriétés
ainsi introduites peuvent étre é€tudiées a partir de la matrice d'incidence d’un

RdP.

L'intérét porté a 1'étude de ces propriétés est justifié par le fait qu’il est
souvent plus facile de prouver gu'un RdF est structurellement borné (structu-

rellement non vivant) plutét que borné (non vivant) pour un marquage donné.

Oe plus, 1l'approfundissement de ces propriétés permet d'apprécier 1'influence

de la structure d'un RdP sur la vérification des propriétés correspondantes

dépendant du marquage.
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V.1. PROPRIETES LOGIQUES DES RESEAUX DE PETRI

Dans ce paragraphe, nous définissons les propriétés introduites au
paragraphe II1.3.1. pour les systémes de trapsitions en termes de concepts

et de primitives des RdP.

Propriétés de vivacite :

Etant donné [R,NU] un RdP ipnitialisé et t upe transition de R, on dira

que

- t est 1-vivante si i1 existe une séguence de mise & feu 0 & partir de
ot
-5

Ml telle que MU

C

.

- t est w-vivante si pour chaque entier naturel k il existe une séquence
. . Ok
de mise a feu(Jk, MU + , et le nombre d’occurrences de t dans(fk est
egal a k.
o
- € est w-vivante si 1] existe une séquence de mise a feuo, My . et

cantient t une infinité de fois.
',

t est vivante (1-s-activible) si pour chaque Me Mn t est t-vivante

¥

dans (R,M).

On pénéralise ces définitions pour up RdP initialisé (R,MU) :

R sera dit 1-vivant, w-vivant, «-vivant, vivant pour MD si chacune de ses

transitions veérifie la propriété correspondante.

Pour une comparaison entre ces différents types de vivagité voir dans [KEL72].

I1 n'est pas difficile de démontrer gue

vivant => c-vivant => w-vivant => 1-vivant



Propriétés caractérisant les Situations de coalition :

Etant donné un RdP [R,MD) et t une transition de R, on dira qu’il y a

£balition contre t si il existe une séquence de mise a feu infinie o

telle que lors de son application R parcourt un ensemble de marquages dont

aucun ne valide t.

Un RdP R sera dit sans coalition pour MO 51 pour chacune de ses transitions

t il n'y a pas de coalition contre t dans (R,MU).

Les situations de ce type peuvent étre caractérisées par des relations entre
nombres d'occurrences de mises a feu et peuvent étre étudiées & 1'aide des

notions d'avance et de distance synchronique présentées au chapitre VI.

Propriétés relatives au partage des ressources :

Etant donné un RdP R on dira que R est persistant 3 partir de M] si pour
chaque marquage Me ﬁ; et chaque couple de transitions (t,t") telles que ME

L] o ]
et Mt* on a Mt£ (et par symétrie Mt+t],
On dira que deux transitions t et t' d'un RdP R sont en conflit
si “tnt*" # g .

La propriété de conflit ainsi introduite est une propriété topologique des
réseaux. La connaissance des conflits facilite la vérification de 1la persis-
tance : un réseau initialissé (R,MD] est non persistant ssi il existe deux

>
transitions t et t' en conflit et un marquage Me MD tel que M valide chacune

separément mais la séquence tt’ n'est pas applicable & partir de M.

D'autres propriétés relatives au partage des ressources sont la mutuelle exclu-
sion et d’une fagon générale, les propriétés exprimant le fait que plusieurs
actions ne sont pas simultanément exécutables. Leur vérification sur un RdP
initialisé (R,MUJ se raméne a la vérification du fait gue deux ou plusieurs

places du RdP ne seront Jamais simultanément marquées ; c’est-a-dire a des
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proprietés du type :
->

d MeM MznM'

0 L4
ot M' est le plus petit marquage qui correspond & une configuration de

marques "interdite”,

Propriété de borné :

Etant dopné un RAP initialisé (R,Mu) et p une place de R, on dira gue
la place p est borpée ssi il existe un entier ke N tel que pour chaqgue
M«sﬁa M(p) <k. Si p est borpée, le plus petit k pour lequel cette propriéteé

est satisfaite sera appelé borne de p. Un RdP R sera appelé borné pour NO

si chacune de ses places est bornée dans (R,ND].

Un RdP R barné pour NO sera appelé sauf pour MO si le maximum des bornes de

ses places est égal a 1.

V.2. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS CONCERNANT LE PROBLEME DE L'ANALYSE

Depuis la publication par A.W. HOLT et ses collaborateurs des premiers résultats
sur la modélisation et 1’analyse des systémes & évolutions paralleles 4 1'aide
des RdP [HOL6B1[HOL70}, un grand nombre de travaux a été effectué dans ce do-
maine. Notrg objectif ici n'est pas de passer en revue tous ces travaux - ce
qui a ete relativement bien fait dans [PET77] - mais de présenter des résultats
qui concernent directement le probléme de 1'analyse. On peut classer ces résul-

tats en deux catégories :

- ceux dont la conpaissance méne & des méthodes d'analyse directement
applicables et qui font 1'objet d'une étude plus approfondie dans les

paragraphes qui suivent ;

- ceux dont la connaissance ne méne pas 3 une méthode de vérification d'une
propriété quelconque ; ils portent essentiellement sur la comparaison des
problemes posés par la vérification des diftérentes proprietés, entre eux

ou avec d'autres problémes connus.



L'essentiel, en ce qui nous concerne, des résultats de cette derniére
catégorie est que le probléme de la verification des propriétés présentées
sur les RdP ordinaires et les RdPG se raméne & la solution de deux problemes
de complexité inégale
-
- le probléme de couverture ("coverability problem”) [HAC?75] a savoir
"Etant donné un RdP initialisé (R,MU] & n places et un vecteur M' e N" vérifier

si i1 existe MelV—IB tel que MM ",

- le probléme d'atteignabilité a savoir "Etant donné un RdP initialisé

(R,MD] & n places et un vecteur M' e " vérifier si il existe Me MB tel que

M=o,

I1 a eté démontré [KEL72] [HAC76] que le probléme de la couverture est récur-
sivement équivalent aux problémes de la vérification de propriétés ; borneé,
1-vivant, W ~vivant, mutuelle exclusion. Ce probléme est décidable {pour les RdP
ordipaires et généralisés) et de complexité exponentielle en temps et en espace

mémoire [LIP76].

Aussi il a été démontré que le probléme de 1'atteignabilité est équivalent

au probléme de la vérification des proprietés de vivant [HAC76] et de persistant
[LAN75] , ainsi qu'aux problemes de 1'atteignabilité du marquage 0 (zéro) &
partir d'un marguage donné et de 1'atteignabilité d’un marquage donné & partir

du marquage 0 [NAS73].

Enfin, dans [HAC76] un certain nombre de problémes relatifs a la comparaison
des classes des marquages ou les langages générés par les RdP ordinaires oy

généralisés sont prouvés indécidables.

En ce qui concerpe les extensions des RdP qui ont la puissance d’une machine
de Turing, toutes les propriétés intéressantes en pratique (borné, vivant,

persistant) ont été prouvées indécidables [HAC?75].



V.3. LES METHODES D'ANALYSE STATIQUE
On peut classer les méthodes d'analyse statique des RdP en trois catégories

1 - Méthodes d'analyse d partir de 1'arbre des marquages

Le point de départ de ces méthodes est 1' "algorithime de Karp et Miller”
[KARE69] [HAC76] [BER78]. Cet algorithme peut étre utilisé pour résoudre le
probleme de couverture et par conséquent pour vérifier les propriétés de

borné, 1-vivant, w -vivant et mutuelle exclusion.

2 - Méthodes d'analyse par transformation

€es méthodes consistent & transformer un RdP initialisé (R,NU], sur lequel

on veut vérifier une propriété PR, en un RdP initialisé (H‘.Nn'] tel que

- si (R'.MU') gatistait PR alors [R,MU) la satisfait également,
- cette propriété est plus facilement vérifiable sur (R'.MD'l que sur
[R'er] L)
Comme un cas particulier de ces méthodes peuvent &tre considérées les
methodes par "réduction” [BER761 [BER78] [SZL7/] ot la vérification d'une
propriété sur (R.MD] est ramenée & la vérification de cette propriété sur

un ensemble de RdP {(Ri.l"lO ]}:=1 plus simples que le réseau initial ("plus

("plus simples” signifie "ayant un nombre de places et/ou de transitions plus
petit que le réseau initial”). L'intérét de ces méthodes repose sur le fait
qu’elles consistent & réduire le RdP & analyser en appliguant des régles de
trapnsformation locale et donc d% complexité indépendante de la taille du réseau.
Leur inconvénient est que leur efficacité dépend de la structure du RdP &

analyser.

3 - Méthodes d'analyse structurelle

Ces méthodes étudient les propriétés des RdP en liaison avec leur structure,
donc indépendanment de leur marquage initial. Elles consistent a chercher
des sous-ensembles de noeuds ou des sous-réseaux du réseau 3 analyser dont

1l'existence est significative pour la vérification ou non des propriétés.



Les méthodes de ce type sont présentées dans ce chapitre.

=

La deuxieme partie du paragraphe suivant porte sur 1'analyse des RdP a
partir de leur matrice d'incidence. Plusieurs auteurs ont publié dans ce
domaine, [LAU741, [LAU751, [CRE761, [BYR75], [MUR771, [LIE76],[LIEN7E],

[MEM 78], [SIF78], et il est difficile de déterminer qui est & 1'origine des
résultats existants. Notre apport consiste & la présentation d'une approche
plus ocu moins compléte et unifiée pour 1'étude des propriétés des RdP en

utilisant des techniques d'algeébre linéaire.

V.4. PROPRIETES STRUCTURELLES DE RESEAUX DE PETRI

Notation
Pour ce qui suit on représentera un RdPG par un quadruplet R=(P,T,a,b) o

a : PxT-»IN » fonctiop d'incidence avant

b : PxT->1N » fonction d'incidence arriére

Les fonctions a et b définies de la fagon suivante & partir des Pelatlons

a, B et la faonction ¢ (paragraphe IV.2.2.)

(D;tJEPXT H a [D.t]
(p,t) e PXT : b (p,t)

<> (p,t)ea et ¢(p,t)=s
w<=>(t,p) eB et ¢(t,pl=w

Le terme réseauy de Petri (RdP)sera utilisé pour désigner la classe des RdPG.

V.4.1. Verrous et trappes

V.4.1.1. Définitions

Soit V un verrou d'un RdP ordinaire R et M un marquage tel que V{M)=vrai.
I1 est évident que M doit avoir un ensemble non vide de composantes égales

a 0 et qui restent égales & 0 pour toute evolution & partir de M. Soit ny
1'ensemble des indices de ces composantes. Alors le prédicat i g% (mi=0]

1
est un verrou.
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Nous appellerons par extension 1'epsemble des places {pi} ainsi
ien
1
définis verrous de R [HAC72] c'est-a-dire on appelera veriou tout ensemble

de places quj si elles ne sant pas initialement marquées, elles resteront

nop marguées pour toute évolution.

Proposition 1 :

Un ensemble de places P, d'un RdP ordinaire est un verrou s8si chaque

1

transition qui est transition d'’entrée d'une place de P, est également tran-

1

sition de sortie d'une place de P,, c'est-a-dire 'P1 5_P1' .

Démonstration :

Si 'P1 ¢ P1' alors 11 existe au moins une place de P1 qui étant initialement

vide peut &tre remplie en marquant initialement les places de P—P1 (P est

1'ensamble des places du réseau).

Inversement si 'P1 < P1'

la mise & feu d'une transition d'entrée d'une place de P

st les places de P1 sont initialement vidaes, alors

1 n'est pas possible

tant qu'il y a au moins une de ses places d'entrés qui est vide.

Considérons pour un RdP ordinaire les invariants du type i gn ("ﬁ.>01’ ny
1
eétant comme précédemment un ensemble d'indices. L'ensemble des places {pi}
ie n1
a la propriété caractéristique suivante : si la somme des marques initiale-

ment posées dans ces places est positive alors elle restera positive pour toute
évolution de R. Nous appellerons les ensembles de places de ce type trappes

de R [HAC72].

Proposition 2 :

Un ensenble de places P2 d'un RdP ordinaire est une trappe ssi chaque transition

étant transition de sortie d’une place de P, est également trapnsition d'entrée

2

) .. . ot - A ] s
d’une place de P2 c'est-a-dire P2 < P2 .



Démonstration

Analogue & la précédente.

Pour ce qui suit, le terme Verrou sera utilisé pour désignper un sous-ensemble

de places {p.} d'un RdP ordinaire telles que Q (mi=D] soit un invariant.
1ien1 1eny
V.4.1.2. Quelques résultats sur la vivacité
Lemme 1 :

Soit R un RdP simple. les propositions suivantes sont équivalentes

a/ t est non vivante pour MO dans R
e . e
b/ IMe ND et pe't tels que YM' e M , M'(p)=0.

Proposition 3

Soit R un RdP simple. Si (R, M ) est vivant alors Y me M et VPV verrou de R,
i pe P tel que M(p) > 0.

Démonstration :

Supposons qu'il existe une transition tD de R qui soit non vivante pour M

o’
D'aprés le lemme precédent il existe alors au moins une place P, tU et un
marquage qu MU tel que : VMe:M1 , M[p1)=0. Notons pen F’,I 1'ensemble cons-

titué de la place Pye A partir de (P1.M1] on peut définir de fagon récurrente

la suite (P1'M1]’{PZ’MZJ""'[Pi‘Mi)"' vérifiant

. > -> _
h%,Pi c P, PE €MO et Vpr_ePi , YMe Mi y M(pr]-U.

(Pj+1,Mi+1) est défini & partir de'[P.,M.] de la facon suivante:

Soit T. l'ensemble des transitions d' entrée des places de P qui ne sont pas

tran51t10ns de sortie de places de P Si T,=@ alors P, ~P. et M, =M.
i i+1 i i+ i

Sinon, soit ti une transition de Ti' Par définition de Ti' ti est non vivante

. a . ’ —*
pour Mi ; 11 existe donc pi+1 € ti s pi+1 £ Pi et M eMi tels que

>
’ I 1 = =M?
YMe M, M[pi+1] 0. On prendra alors Pi+1 Pi(J{pi+1} et M, =M.
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Le nombre des places du réseau étant fini i1 existe un rang h tel que :

Vk<h onakPf, 4 # Py et VYszh onabf_ = Pr» Pp, est un verrou et M, est

un marquage de ﬁ; tel gue : Vpe:Ph . Mh(p]=ﬂ. Donc R n'est pas vivant.

Remarque 1 :

Cette proposition n'est pas vraie pour les RdP non simples. Le RdF de la
figure 1 est non vivant (ts est non-vivantel. Les verrous minimaux de ce

RdP sont {p1.p2} » {pg,pq) et {p2'p4‘p5} et on peut démontrer que pour

chaque marquage M successeur du marquage initial m1+m2>'0 , m3+m4>>0 ,

> 0. A

M, *In, +in
2 7475

N

La proposition suivante due & Commoner [HAC72] donne une C.N.S. pour gu'un

RdP 1libre choix soit vivant.

Proposition 4 :

Un RdP libre choix [R.MD) est vivant ssi chague verrou contient une trappe dont

auy moins une place est marguée par M

0*

Figure 1



L’application de 1la proposition précédente devient trés simple dans le cas
des graphes margués fortement Connexes. Pour les réseaux de ce type tout
ensemble de places qui est un verrou est egalement une trappe et inversement.
De plus, chaque verrou définit un circuit du graphe représentant le graphe

marqué. D'ol la proposition suivapte démontrée dans [COM71].

Proposition 5

Un graphe marqué fortement tonnexe est vivant ssi chaque circuit é€lémentaire

contient initialement au moins une marque.

V.4.1.3. Méthode de calcul des verrous et des trappes

Soit R=(P,T,a,B) un RdP ordinaire a n places. On lui associe un ensemble

de n implications

Lw = 2 ( v w, ) }" (1)

N . - . AN
ou les variables W, sont booléennes. Remarquons que si {in}i_1 est une

solution de (I) alors 1'ensemble des places correspondant & w. =1 est un

i0
verrou et inversement, étant donné un ensemble de places {pi} ien quil est
. . . . 1
un verrou, il détermine une solution de (I) : wiU=1 ssi 1 en1.
Proposition 6
Soit R=(P,T,a,B)un RdP ordinaire & n places et {wi = ui}2=1 avec
u; = A ( v W.) un ensemble d'implications. On peut calculer
tK € Py pj € tk

tous les verrous de R de la fagon suivante

n -
a/ Transformer , ( w; VUu,) en somme de monomes.
i=1

b/ Soit ( & “wi) AL A wi] un de ces monomes, k1.k2 étant des ensembles
i ek1 i ekz
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d'indices, k1llk?=ﬁ ’ k1t1k2 <k = {1.2,....n}. Alors, tout ensemble
de places {pi}16 k. Ky € kg€ K-k, est un verrou.

3
c/ L'ensemble des verrous de R est 1l'union des ensembles des verrous obtenus

a partir des mondmes de cette somma.

Démonstration :

Evidemment tout ensemble de places obtenu aprés application des regles a/ et b/
est un verrou. Le probleme est donc de démontrer que tous les verrous de R

sont calculables par cette méthade.

Lemne :
Soit {p.}, un verrou de R. Alors 1’expression A u. , transformée
i'1ek-k i
1 ie k"k1
en somme de montmes,contient un mondme A w avec'k2 S_k-k1 .

j.e&z

Soit i sk—k1. Alors uy aprés transformation en somme de mondmes contient un

mondme dont les indices des lettres appartiennent tous a k-k1. Les ui etant

formés de variables directes (non complémentées), A u; apres transformation
iek-k

en somme de mondmes contient au moins un monme dont les indices des lettres

appartiennent a k-k1.

Supposons que {pi}i€ koK est un verrou et que aucupe simplification n’est
M

appliquée lors de 1'application de cette méthode sauf la régle wi/\”wi=u.

Alors, d'apres le lemme précédent Auy =AW, Va ol k2 < k—k1 et a est
iek—k,‘ iekz
une somme de mondmes. On peut alors écrire A ("w.Vu,) =b Vv A u, =
i i i
iek-k ie¢k-k
1 1.
cCY A w o4 c=avb est une somme de mondmes.
ie KZ
le produit A (Cw +u. ) contient le terme ( A "w.) A ( A (Cwvu.)) qui a
. i i i
iek 1£k1 1€k~k1



son tour contient le terme (iﬁquwi] A [i€ k_k1wi]. Ceci impligue que
chague ensemble {pi}iE k3 s k2 S-kB g_k~k1 est un verrou et en particulier
il o kk, "

I1 n'est pas difficile de prouver que par application des régles de simpli-
fication aVv AaA a=a et aAAVvba “"AvVaan b = aAXvbaTA les

verrous sont conservés.,

Exemple 1

Soit le RdP de la figure 2

" Figure 2

On a 1'ensemble des implications (pour simplifier on omet les opérateurs A J.

W, == W, (w3 v w4]
My = Wy
Wq => Wy
Wy =W,V owg
W5= W3 \4 W4
5
A [ﬁwl vui] = "w1 “wz "w3 “w4 “wS Vow, W, Wy Vo, W, Wy V "w1 “wz "w3 W, Wg
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Ensembles de verrous générés par chacun des mondmes

"w1 “wz "w3 ﬁw4 ~'wS é

W Wy W, {n1.p2.p4}.{p1.p2.p3.p4},{p1.p2.pq.p5}.{p1.p2.p3.p4.pbl
Wy Wy Wy {p1.p2,p3}.{p1.pz,pa.p4}.{p1.pz.p3.p5}.{p1.p2.p3.p4,p5}
“w1 "w2 "wB Wy g {pq,pS}

Donc 1'ensemble des verrous de R est égal a
{ [p4.p5}.{p1.p2.p3}.{p1.p2.p4].[p1.p2.p3,p4}.{p1.p2.p3.p5}.{p1,p2,p4,p5}.

{pa.pz.pa.p4.p5} }.

Remarque :

Un verrou ne se décompose pas généralement en verrous minimaux. Dans 1'exemple
précédent fp1.p?.p3.p5} n'est pas minimal et 11 n'est pas exprimable comne

1’union de verrous minimaux.

On peut appliquer une méthode analogue pour le calcul des trappes d’un RdP.

Dans ce cas 11 faut considérer un ensemble de n=|P| implications

n
fw = A ( v Wy ) } (1mn
tke ”i p, et K i=1
Pour toute solution {wiu}?=1 de (II), 1’ensemble des places correspondant

a w10=1 est une trappe et inversement étant donné un ensenble de places

{pi}i.en1 gqui est upne trappe, il détermine une solution de (I1) : win=1

Proposition 7 :

Soit R=(P,T,a,B) un RdP ordinaire & n places et {wi*> Vi}?=1 avec

V., = A (v wj) un ensemble d'implications. On peut calculer les
t;kep1 pj.stk

trappes de R de la fagon suivante :



n -
a/ Transformer , rwi v vi) en somne de mondmes.
i=1

b/ Soit ( A “wi]A { A w.) un de ces monfmes, kq, KZ étant deux ensembles
ie K1 ie Kz
d'indices, kqn K2 = @, K1u k2 c k=1{1,2,...,n}. Alors tout ensemble de
places {pi}iE K K2 5_K3 S_k-k1 est une trappe.

¢/ L'ensemble de trappes de R est 1'union des ensembles des trappes obtenues

a partir des mondmes de cette somme.

Démonstration

Analogue & la précédente.

Exemple 2

Pour le RdP de la figure 2 on a les implications :

w, => (w2 vw3] W

1 4
W2 =3 w1
Wy => W, v W
w4 => W’l v w5
We => W,
; - - - - - - - -
{21 ( Wy vvi} = Wy Ty Ty T, Twe Vow, Wy W, VoW, W, Wy V wy Ty W, b

Ensembles de trappes générées pour chacun des mondmes

"w,l "‘w,2 “w3 “w4 "w5 . @

Wy Wy W, L e TLFO PR CPRY-PRT- L0 L U -7 U DO PO I S
Wy Wy W, {p1.p2.p4}.{p1.p2,p3,p4}.{p1.pz.p4.p5},{p1,p2,p3,p4,p5}
Twy Tw, W, W {py.p5t.{pg,p,.ps)

Donc 1l'ensemble des trappes de R est égal a :
{ {04,p5}.{p1.p3,p4}.{ﬂ1,pz.p4},{p3.p4.p5},{p1.p2.p3.p4},{pq.pa.p4,p5},

{D1.pz,p4,p5}.{p1.p2,p3.p4.p5} }
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On peut également calculer les ensembles des places d'un RdP qui sont en
méme temps verrous et trappes en appliquant la mémwe méthode & partir de

1’ensemble des implications

{w. => u. a v.}"
i i

i i=1
ou
u, = A Y o oW, ) et v, = A . | Vioow, )
i
i tk € Py Py ¢ tk J tke Py pje t K |
Exemple 3 : .
Four le RdP de la figure 2 on a les implications :
Wy T Wy vy
w2
W, W,
>
W3 T My
== \J
W, W, VW
==>
W T Vg
5 - - - - - - -3 -
121 ( Wy VU A vi) = g W, Wy Wy W VoW W W, VT, T, g Wy W

D'ol 1'ensemble des ensembles de places de R gul sont verrous et trappes en

méme temps.

{ {P4.DS}.{P1.p2.D4}.{p1,p2.03,p4},{p1.p2.D4.p5},{p1.p2.p3.p4,p5} }

Remarque :

Op peut utiliser des méthodes apaloguas pour caleculer des enseubles de transi-

T2

tions T1.T2 tels que 11 cT, et T,¢

des propriétés caractéristiques de ces ensembles apalogues a celles données

. Nous n'avons pas pu trouver

par les propositions 1 et 2. 11 est montré dans le paragraphe V.4.2.2.
que des ensembles de transitions de ce type jouent un rdéle particulier pour

la vérification par up RdP des propriétés de borné et de vivant.
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V.4.2. Analyse d'un RdP a partir de sa matrice d'incidence

V.4.2.1. Définitions et notations

Un RdP est dit structurellement bdrné ou simplement borné ssi pour tout

marquage initial MD’ [R,MO] est borneé.

Un RdP R est dit structurellement vivant ou simplement vivant ssi il

existe un marquage initial MD tel gue [R,MU] est vivant.

Le graphe des marquages d'un RdP, R={P,T,a,b} avec marquage initial M

0
+
est un graphe orients étiqueté dont 1'ensemble des états est MO et 1'ensemble

des étiquettes T. 1I1 Y a un arc étiqueté par tS d’'un sommet Mi a un sommet

. t
Mj ssi Mi S8 Mj'

Etant donné un RdP R=(P,T,a,b), [P]=n, [T]=m  1a matrice
C = [Cij]nxm o Cij = b[pi,tj] - a(pi.tj]

est appelée matrice d'incidence de R [LAU747.

Notations

Un RdP initialisé et un RdP ayant comme matrice d'incidence C seront représentés
par [C,MO] et (C,-) respectivement. Par convention m et n repré-

senteront - respectivement le nombre de transitions et le nombre des places d'un
RdP. les symboles 0, 2, N représentent respectivement les ensembles des
rationnels, des entiers et des entiers naturels. Si A est une matrice, At
représente sa transposée. Pour U,Ve:En, U 2zV représente la comparaison
composante par composante des vecteurs Uet V. De plus, (U > V) <= U=V et
UFV). SiUetV sont tels gu'aucune parmi les relations U > V V > U soit

vérifiée, alors U et V sont dits incomparables.

Etant donné un RdP, R={P,T,a,b), un sous-réseau de R est un RdP,
= 5 8] s
R1 (P1.T1.d1,b1) tel que P1 < P et T,I c T et a1’b1 sont respectivement les

restrictions de a et b sur P1xT1. Un sous-réseau est défini par la donnée
de (P1,T1].
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L'union de deux sous-résedux R1 et R2 d'un RdP R définis respectivement

par (P1,T1) et (P2‘T?] est le sous-réseau [P1l;P T1lJT?). On dira pour

20
un ensemble {R,} de sous-réseaux de R qu'il couvreRou qu'il est une
Yiel
décomposition de R ssi R = u R,.
iel

. Etant donné un RaP, R=(f,T,a,b) et un vecteur Ve cm. le support de V dans R,
représenté par S(V) est le sous-réseau de R défini par (P1,T1] o
T, = Lt e T| v, 70} et P,
dans R est le sous-réseau S(V) de R défini par (P?.Tzl ol PZ = {pie!DI vifU}

= .T1(JT% . Aussi pour Ve on le support de V
o .
et T2 lZlJPZ .

. Etant donné un RdP ayant comme matrice d’incidence C, un t-flot (p-flot)
est tout vecteur Xe |f" (Xel)n] tel gque CX=0 (xte=00.  on parlera de
t-semiflot (p-semiflot) si X > 0.

« Un RdF ayanpt un t-semiflot (p-semiflot) dont toutes les composantes sont

positives sera dit consistant (conservatif).

V.4.2.2. Matrice d'incidence et propriétés structurelles
Proposition 8 :
Soit R=(P,T,a,b) un RdP.

a/ R est consistant ssi il existe un marquage M et une ségquence g tels que

MY M et o contient toutes les transitions de T.
b/ Si R est borpé et vivant pour un marquage M alors il est consistant.

¢/ Si R est consistant alors “T=T° .

Démonstration :

a/ et b/ sont démontrées dans [RAM73]. Pour démontrer ¢/ remarquer que si une
place d'un RdP consistant a une transition d'entrée, alors elle doit avoir une
transition de sortie au moins (parce que sinon, il n'existe pas de vecteur X

positif tel que CX=0).
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Proposition 9
Soit R=(P,T,a,b) un RdP conservatif.
a/ R est structurellement borné ,

b/ L'ensemble des places de R est verrou et trappe en méme temps.

Démonstration

a/ est un résultat bien connu [LIE78]. b/ démonstration analogue & celle de {c).

Proposition 10 :
Soit (C,-) un RdP pour lequel il existe Y ¢ Qn, Y>0 tel que YtC<D.

a/ (C,-) n'est pas strwtwellement vivant,
b/ (C,-) n'est pas consistant,

c/ L'ensemble des places de S(Y) est un verrou.

Démonstration :

a/ On peut toujours supposer que les composantes de Y sont des entiers
naturels. Posons YtC = Kt = [k1,k2,...,km]-<0. Kt définit une partition

1'ensemble T des transitions de [C,-) : T = T_UTD ol
T =1{t. | k,<0 T, =1{t, | k,=0
=ty K <o) o = (& [k =0}

Supposons qu'il existe un marquage MD tel que (C,MU] est vivant et remarguons

que
_ . t . £

VLDe TD , Si Mi - Mj alors Y Mi = Y Mj
t t t

Vt T , 81 M >+ M alors Y M >YM

- - q 8 g

S

Soit S = MU’M M M

prereallseen

1
0 et MU’Mi1’M12""’MiW"" la sous-séquence de S formée & partir

de ses marguages qui sont atteints juste aprés la mise & feu d'une transition

une seéquence de marquages atteints successivement

a partir de M

de T . Alors, YtN :»YtM, >YtM. > ... >YtM. >... . Donc, la vivacité de
- 0 i i i
1 2 w
(C,MD) implique qu'il existe une séguence infinie et strictement décroissante

d'entiers naturels {absurde).
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b/ est une application directe du théoréme de Stiemke ([DANG3]) page 138).

c/ Unpe démopstration similaire a celle suggérée par la propasition 8c/ peut

etre faite.

Proposition 11 :

Soit (C,Ng] un RdP vivant. Si il existe y¢g", yso tel que YtC:>U

alors (C.MUI est non borpé.

Démonstration :

n
Un peut supposer que Y ¢ IN , sans pour cela restreindre la généralité des

hypotheses. Posons vie = Kk = fk1;k2....,hn]> g. Kt définit une partition

sur 1’ensemble T des trapsitions de (C,-) : T = TOUT+ ol

T = {tjly=0b et 7 = {t |y,>0)

Remarquons gue

t
o ) 0 . R t I
Vtuc TU , si Ni r Nj alors Y Mi Y Mj
t* ! t t
Yt 7T , siM - 1M alors YM >YM
+ + s {} q s

Soit S = NO'M1’N2""'”P"" une séguence de marquages successivement

et M .M, .M ,....M
0 1 12

et formée par ses marguages atteints juste aprés la mise 3 feu d'une transition de

atteints & partir de M la séquence extraite de S

q i i
w

T . Alors, YtN .YtM ,YtM. ,....YtM. 2. est une séquence strictement

+ 0 11 1.2 lw

Croissante d'eptiers positifs. Si [C,NO) ast vivant on peut mettre & feu les
trapnsitions T un nombre infini de fois et par conségquent (C,NUI n'est pas

borné.

Proposition 12 :

Soit (C,-) un RdP pour lequel 11 existe Y e ﬂn, Y>0 tel que YtC>0.

a/ Si (C,-) est structurellement vivant alors il n'est pas structurellement
borne. '
b/ (C,-) n'est pas consistant,

¢/ L'ensemble des places de $(Y) est une trappe.



Démonstration :

a/ est conséquence directe de la propusition précédente. Des démonstrations
paralléles & celles des propositions 10b/ et 8¢/ peuvent &tre faites pour b/

et ¢/ respectivement.

Proposition 13

a/ Un RdP n'est pas structurellement borné ssi il existe Xst, x>0

tel que CX>0.
b/ Si il existe Xest, x>0 tel que CX>0 alors 1'ensemble des transitions

T1 de S(X) est tel que 'T1 < T%

Démonstration

a/ Supposans qu'il existe un margquage MU tel que (C,MU] n‘est pas borné.
Alors il peut &tre démontré [HAC 75) qu'il existe deux marquages M1,M2e ﬁ; tels
+

m
N NI . - . x> 0.
que MZE M1 et M2 M1. Ceci implique que M2 M1+CX, XelN " , et CX>0

Inversement, supposons que 13X e » CX>0. Alors, on peut trouver deux marquages
g
M1, MZ et une, séquence g tels que M1 - M2 et le vecteur de mise 3 feu de g,

vi{o)=X.

b/ 0Oémonstration analogue a celle de Bc/.

Proposition 14 :
m
Soit (C,-) un RdP et X €Q , X>0 tel que CX < 0.

a/ Si (C,-) est structurellement borné alors il n'est pas structurellement

vivant.
b/ (C,-) n'est pas conservatif.

c/ L'ensemble des transitions T? de S(X) est tel que Té < 'T2.

Démonstration :

Supposons que (£,-) est structurellement borné et vivant. Ceci implique qu’il

est consistant. Donc, il existe un t-semiflot XU tel gue CXD=D. Dans ce cas
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on peut trouver un rationnel positif A tel gue X' =) x“—x:»n. on a,
CX' 0 et (L,-) est supposé étre borné (contradiction).

Remarque :

I1 peut étre vérifié que les inverses des propositions 8¢, 9b, 10c/ pe sont
pas vraies. Par exemple, le RdP de la figure 2 contient le verrou
{p1,p2.p3) mais il n'y a pas de vecteur Y, YtC;:U. tel que y1%U, yZ#U,
nyU, y4=0, y5=U.

Lemme 1 :

Soit (C,-) un RdP.

a/ UOu bien (C,-) est consistant ou bien 11 existe un vectéur Ye 2" tel
que YtC > 0.

b/ Ou bien (C,-) est conservatif ou bien 1l existe un vecteur X ¢ 7' tel

que €X >4,

Démonstration :

Ce lemme est une formulation du théoréme de Stiemke -pour les wmatrices C et Ct.
Proposition 15

Soit (C,-) un RdP borpé et consistant.

a/ (C,-) est conservatif.

b/ Pour tout RdP initialisé (C.Mul 1’ensemble ﬁh est formé de vecteurs deux

a deux incomparables.

Démonstration :

a/ Pour prouver cette propusition, il est suffisant de mopirer que si un
RdP (C,-) est borné et consistant il n'existe pas de vecteur X, Xe¢ 2" tel

que CX> 0. Alors la preuve est complétée en utilisant le lemme 1b/ .

Supposons qu'il existe un vecteur X, Xe 2"2 CX>0. (C,~) est consistant et



il existe un t-semiflot XU’

Alors il est possible de trouver un vecteur X1, X1> 0, qui est combinaison

linéaire de X et de XD tel que CX1:>U. Ceci implique que (C,-) n'est pas

CXU=U, avec toutes ses composantes positives.

borné.

b/ Soient M ,M.c M . Alors M, = M +CX. et M. = M.+CX. od X.,X. ¢N™ sont
i3 0 i 0 i J J i3

0
des vecteurs de mise & feu. Si Mi:>Mj alors C(Xi~xj]> 0 et d'aprés le lemme

b/ (C,-) n'est pas conservatif.

Le résultat suivant peut &tre démontré a partir de la proposition 15 et de 1la

proposition 8b/

Proposition 16 :

Si un RdP est structurellement vivant et borné alors il est consistant

et conservatif.

Remarque :

La proposition 15 permet de calculer pour un RdP structurellement borpé et
consistant une borne supérieure du cardinal de ses classes de marquages. Si
par exemple (C,MO] est sauf alors [MBI < (2) ot k=§v si n est pair et k=ﬂé—
si n est impair.

Proposition 17

Soit [C,-) un RdP.

a/ Si (C,-) est conservatif et non-consistant alors il est non structurellement

vivant.

b/ Si (C,-) est non-conservatif et consistant alors il est non structurellement

borné.

¢/ Si (C,-) est non-conservatif et non-consistant, alors il est non structu-

rellement bormé et non structurellement vivanpt.
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Démonstration :

a/ Si (C,-) est nun-consistant'alors il existe Yez" tel yue vt s o,
Si de plus i1 est conservatif, alors il existe un p-semiflot Y“,
Y§C=0 tel que toutes ses composantes suient positives. Dans ce cas on peut
trouver Y, ¢ N7, combinaison linéaire de Y et de Y, tel que Y2C< u.

Des démonstrations apalogues peuvent &tre faites pour b/ et c/.

Remarque :

La réciproque de la proposition 16 n'est pas vraie. Le RdP de la figure3

est censistant el conservatif mais 11 n'est pas structurellement vivant.

figure 3

Proposition 18 :

Un RdP (C,-) est consistant et conservatif ssi il n’existe pas de vecteurs

m R L . . Lo g v o
X1,X25 N et Y1.Y2& N tels que LX1 >9, CX2 <, Y1L a4, Y2L 0.



Démonstration

Par application du théoréme de Stiemke pour les matrices C et Ct.

Lemme 2

S1 un RdP (C,-) est consistant (conservatif) aleors tout vecteur engendré par
1’espace des colonnes (lignes) de C peut &tre exprimé comme leur combinaison

linéaire avec des coefficients positifs.

Proposition 19 :

a/ Soit (C,-) un RdP consistant tel que il existe w ¢ {1,2,... n} , w#@,
tel que : V Ye zn, YtC=D => yi=U Vi ew. Alors (C,-) est non (structu-

rellaaent) burné.

b/ Soit (C,-) un RdP conservatif tel que il existe w c {1,2,... m}, w#g,
tel gue:V Xe 7“, CX=0 = xi=D, Yiew . Alors (C,-) est non (structu-

rellement) vivant.

Démonstration

a/ Considérer un vecteur y tel que ui=0 si jew et uy >0 sinon. Alers
YtU=D, U>0 et U appartient & 1l'espace des colonpes de C. Suivant le lemme 2
il existe X >0 tel gue CX=U. Donc (C,-) est non borné.

b/ Démonstration analogue & la précédente.
V.4.2.3. Composantes d'un RdP et propriétés structurelles
Définitions
Etant donné (C,-)} un RdP et Xe de, YeN™ on appellera

- S(X) composante consistante (respectivement, composante surconsistante,

composante sousconsistante) de (C,-) si CX=0 (respectivement, CX >0,

CX <0},
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- S(Y) composante canservative (respectivement, composante surconservative,

composante sousconservative) de (C,-) si YtC=D (respectivement, Ytt> (i,

YtC<U).

. Une composante R, d'un RdP R sera dit élémentaire ssi i1 n'y a pas de

1

composante du méme type contenue dans R1.

La proposition suivante peut &tre démontrée facilement.

Proposition 20 :

Etant donné un RAP R

a/ L'union de deux composantes du méme type est une composante du méme type.
b/ L'union d'une composapnte consistante avec une composante surconsistante

(respectivement sousconsistante) et une composante surconsistante (respec-

tivement sousconsistante).

¢/ L’union d'une composante conservative avec une composante surconservative
(resepctivement sousconservative) est une composante surconservative

(resepctivement sousconservative).

Proposition 21 :

Tout couple de vecteurs ayant comme support la méme composante consistante

é€lementaire ou composante conservative élémentaire, sont linéairement dépendants.

Démonstration :

Soient X1.X2 deux vecteurs linéairement indépendants tels que S(X1l = S(X2)

et S(X1] une composante consistante élémentaire.

Ko
Si A = min | ;11 } et X3 = X1*AX2, alors Xé>>ﬂ.' A partir de Xé on peut
x7j#0 23

trouver un vecteur X3 = uxé. X, >0, ayant des composantes entiéres. On a

3
CX3=0 et S(Xal i_S[X1]. Par conséquent S(X1] n'est pas élémentaire.
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Proposition 22 :

Tout RAP consistant (conservatif), R=(C,-), est décomposable & un ensemble

de composantes consistantes (conservatives) élémentaires.

Démonstration :

Soit X un t-semiflot de R tel que S[X ) =R. Si R n'est pas une composante
consistante €lémentaire, alors il ex1bte une composante consistante R contenue

dans R et X1 >0, CX =0, tel que R -%(X ).

X
Soient, comme dans 1la démonstration précédente, A = min { ;QJ-} et Xé XD AX
xqj#D 13

Alors X' >0 et on peut trouver un vecteur X. —uXé ’ X23>D, ayant ses composantes
S[X1]118[X2).

Cette méthode peut étre appliquée itérativement pour décomposer un RdP consis-

entlpres De plus S(X )
tant en un ensemble de composantes consistantes élémentaires.

Proposition 23 :

a/ Soit R,l une composante surconsistante ou sousconsistante @lémentaire d’un
RdP R. Alors, il n'existe pas de composante consistante de R contenue

R
dans 1

b/ Soit R1 une composante surconservative ou sousconservative élémentaire d’'un

RdP R.Alors,il n'existe pas de composante conservative de R cohtenue dans R1

Démonstration

Des démonstrations similaires peuvent étre faites pour a/ et b/.

R m = - m = =
Soit qu N, CX1> 0, R1~S(X1] et X2€ N, sz 0, R2 S[Xz]. Supposons gue R

est contenu dans R1. Alors on peut trouver un rationnel positif A tel gue

Xé = X1 - AX >0 et un vecteur X en™, multiple de Xé

S(X ) est une composante surlnvarlanfe contenue dans S[X .. Donc S[X1] n'est

2

par un scalaire.

pas élémentaire.

Proposition 24

Les graphes des marquages d’'une composante surconsistante ou sousconsistante

€lémentaire sont acycliqgues.



Démonstration :

Cette proposition est conséguence de la proposition 23a/ : si un graphe

de marquages d’une composante surconsistante ou sovusconsistante contient un
@

circuit alors elle n'est pas élémentaire.

Proposition 25 :

a/ Une cumposante surconsistante (sousconsistante) élémentaire ne contient

pas de composante sousconsistante (surconsistante).

b/ Une composante surconservative (sousconservative) élémentaire ne contient

pas Jde composante sousconservative (surconservative).

Démonstration :

Analogue & celle de la proposition 23,

Remarque :

11 est facile de vérifier gus les composantes autres gue les consistantes
et les conservatives, ne sount pas décaomposables en composantes du mdme type.
Par exemple, le RdP R de la figure 4 est upe composante surcopsistante non

élémentaire puisque elle contient R, qul est également une composapte surconsis-

1

tapte. Mais il p'’existe pas de composante du méme type R coptenue danps R

20

telle que R = R1 U RQ.

figure 4 R

Figure 4
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Définition :
Un RdP sera dit connexe (fortement connexe) si le graphe qui le représente

est connexe (fortement connexe).

Proposition 26

Si un RdP consistant est conpexe mais non fortement conpexe alors il est
non structurellement borpé et il est décomposable en une composante surconsis-

tante et une composante souscopsistante.

Démonstration

3i R est connexe mais pon fortement coppexe alors il est constitué d'au moips
deux composantes fortement conpexes K1 et K2 telles que de tout noeud de K1
il existe un chemin orienté vers tout noeud de K2 mais il n'existe pas de
chemin d'un noeud de K2 vers un noeud de K1. R étant conpsistant il existe
unpe séquence de mise & feu 0 et up marquage MO tels que MU g MD et g contient
toutes les transitions de R.

Soit 01 une socus-séquence de O obtenue en é€liminant toutes les trapsitions

de ¢ qui n'’appartiennent pas & K,. Représentons par M. le vecteur m_ = m

o 0, .
~ 01 N i i
si pie:K,l et ﬁo =0 sipon. Alors, MU -+ MD parce que les mises & feu des
i
transitions qui n'appartiennent pas a K1 ne fonpt que décrolitre de nombre de
marques de ses places. Soit UU'U1""'US un chemin orienté d'un noeud uU de K1

vers unp noeud ug de K2 et u; un noeud de ce chemin tel que u, € K1 et ui+1{ K1.

~ g ~
Alors si uy est upe place, le fait que MD > MD implique que ¢ n'est pas une

séquence cyclique. Donc, ug est une transition et 1'ensemble des transitions T1

de K1 est tel que 'T1 E-Ti' De plus 1'application de 9,

nombre de marques de places Py Py ¢ K1. Dopc R p'est pas borné et le sous-réseau

fait augmenter le

[Ti. T1] est une composante surconsistante. Aussi v(g) - V[Oﬁ] >0 et S(V[G]—V(Oqll

est une composante sousconsistante telle que R = S[V[U1])t)S[V[0]—V(01)]-
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Proposition 27 :

Si une composante conpservative est coppexe mals nopn fortement coppexe alors
elle est pop structurellement vivante et décomposable en upe composapte sur-

conservative et upe composante sousconservative.

Démonstration : ~

Ep copsidérant le réseau dual du réseau représentant cette composante copser-
vative : il est copsistapt, conpexe mais nop fortement coppexe. Dopc, ce ré-

sultat peut étre démontré en se servant de la proposition précédente.

Remarque :

Les réclproques des propositions 26 et 27 pe sopt pas vraies. Copsidérops,

par exemple, le RdP de la figure 2. 11 est upe composante copsistante et il
est décomposable ep une composante surconsistante et une conpusante sousconsis-
tante mais il est fortement coppexe.

La proposition suivanpte est upe copséquence de la pruposition 26G.

Proposition 28 :

Si un RdP est copsistant, structurellement borné et connexe, alors il est

fortement connexe.
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Chapitre VI

PRESENTATION

Daps ce chapitre sopt présentés des concepts qui peuvent
étre introduits sur les réseaux de Petri & partir d’inpva-
riapnts particuliers qui sopt les places implicites. 11 est

- divisé en deux parties. C -

l.es copcepts d'avance et de distapce synchrogique étudiés
dans la premiére partie permettent d’étudier 1'interdépen-

dance entre les évenements d'un systéme asynchrope.
y y

Daps la deuxiéme partie sopt étudiés des homomorphisimes de
réalisation particuliers, la potiop de codage des réseaux
ainsi que leur applicatiop & la réalisation de systémes

tolérapt les fautes.
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VI.1. PLACES IMPLICITES

Définition :
Soit (R.NU] un RdP ipitialisé R=(P,T,a,b). Une place Py de R est dite
place implicite si le RdP R,l défini par le sous-réseau (P-{pi},T] est tel

que [R,NO) est équivalent & (R1,MD J on “0 est le marquage obtenu a partir
1 1

de NU en enlevant la composante correspopdant a Py~

Proposition 1 :

Soit (C,MU] up RdP et p; une de ses places. Si la i-éme ligne Li de € est
exprimable comme combinaison linéaire a3 coefficients non négatifs des

C [ y = Z z G S E < ] o
autres ligpes Li ifs AS Ls et mui s ifs AS mUc , alors Py est une place
3

implicite.

Démonstration :

tvidemnent le lapgage genéré par (C,Mn) ast conptenu dans le lapgage genéré

par le RdP [C1,MU ] obtepnu & partir du premier en enlevant la place py-

Pour démontrer que le lapgage gépéré par (C1,ND } est contepu dans ie lap-
1

gage généré par (C.MU) 11 suffit de démoptrer gue

' Xe N, M +CX20=>M +CXz0
o, " 0

C ) jc ai si L. = & ) : g
ecl est toujours vrai si l1 ifs AS LS LR AS my et les XS sopt

i g
des rationnels pon négatits. En effet,
M, +C X20= % A m + L AL X20=>0% X mlet, Xz 0=>m_ +_
1 ) g 0 i

0 igds s 0 i#s i#s i a
1 8 5 i

(6}

Proposition 2 :
Soient Y e N et (C.M,) un RdP initialisé & n places.

a/ Le RdP (C',Nb] obtenu a partir de (C,Nul en lui rajoutant une pouvelle

B . I e o e 3 a (cC .
place pn+1 telle que C [‘%\] » NU Mﬂ est équivalent a (L.ND]
(C th
0
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b/ Si (C,-) est conservatif, alors il existe une camposante conservative
dans (C',-) qui contient la place rajoutée, autrement dit (C',-) est

également conservatif.

Démonstration
a/ Par application de la proposition précédente mur le RdP (C',Mé).
b/ Si J est un p-semiflot de (C,-) tel que S(3)=(C,-), alors le vecteur

ligne [Jt—Yt,1] est un p-flot de (€',-). Op peut toujours rendre ce
p-flot positif par choix approprié de J.

Définition

Soit R=(P,T,a,b) un RdP et Py une de ses places. La place p; sera dite

potentiellement implicite si le RdP R, défini par le sous-réseau GD*{pi},T]

est tel que pour tout marquage MO de R1 on peut trouver un marquage my de Py
1 i
rendant Py explicite dans R.

Proposition 3

Seit R={P,T,a,b) un RdP conservatif et P, une de ses places telle que le

sous-réseau (P—{pi},T) soit conservatif. Alors, p;, est potentiellement implicite.

Démonstration :

R étant conservatif on peut écrire L, = & A L of les A, sont des
i 443 J 73 J
coefficients non forcément positifs et Li est la i-eme ligne de sa matrice

d'incidence. Le sous-réseau (P-{p.},T) étant conservatif il existe des coef-

ficients yj>D tels que iij yj Lj = 0. On peut en additioppant les deux éga-
lites et en choisissant les yj suffisamment grands, obtepir Li = igj AS Lj

avec A' =20,
J

Remarque :

D'aprés les propositions précédentes on peut facilement rajouter des places

implicites & un RdP initialisé. Aussi on peut utiliser la derpiére proposition
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pour "simplifier” up RdP en enlevant les places implicites étapt dopné que

ces places ne jouent aucup réle pepdant le fonctiopnement ([HER767).

Exemple :

Soit le RAP de la figure 1. 11 a comme matrice d'ipncidence

~-1 1 0 04
1-1 0 0
C = g 0-1 1
g 0 1 -1

-1 1 -1 -
Les composantes copservatives élémentaires sont définies par les p-semiflots
{11000}, [001101, [01011]. Op a d*aprés la proposition 3 (Li repreésente la
i-eme ligne de C).

Ly = Lyl
AL
Lg = Lyvig

Donc Pye Py et Py, sont poteptiellement implicites dans (C,-). Elles sopt
effectivement implicites lorsque leurs marquages initiaux satisfont respecti-

vement les relations :

m 2 ih. i, » 0 2 ih s M Zm.
01 U4 U5 03 02 05 05 01 03

Pour le marquage dopné p1 et Py sopt implicites mais Pg ne 1’est pas.

figure 1
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'VI.2. LES NOTIONS D'AVANCE ET DE DISTANCE SYNCHRONIQUE
VI.2.1. Avance et distance synchronique entre ensembles de transition

Définition :

Soit (R.Mg) un RdP initialisé, R=(P,T,a,b), |T|=m, et T., T, deux sous-en-

]I
sembles de T disjoints. On représente par T1, T2 les vecteurs caractéristiques

de T1, T2 c’est-a-dire T1e {0,11" et 1a i—émg~coaﬁbsante de T1 est égale a 1

ssi la trapsition tie T Les notatians v(0) et L(R,MD] représentent respec-

9
tivement le vecteur de mise & feu d'une séquence 0 et le langage généré par

(R,MD).

On définit 1'avance de T1 par rapport a T2 dans R[MO)

Max {(Tg - T;] v(o)} si cette quantité est
0eL(R,M_ ] _— -
AV[T1,T2.MD) = 0 positive
0 sipon

Proposition 4 :

Soit [C’MO) un RdP initialisé, T1 et T2 deux ensembles disjoints de trapsitiops.

Les propositions suivantes sont équivalentes.
a/ AV(Tq,TZ;MH]=5 » se N , dans [L,MU].

b/ Le RdP initialisé (C',Mé] obteru & partir de (C,MD] en lui rajoutant unpe

- [ ' o 5 i\ e
nouvelle place pn+4 telle que C tC t R MU MU est équivalent
T,)—T1 s

a (C,MD). De plus, s est minimum pour cette propriété.

Démonstration :

. - = o= Max t -t — _rt
AVIT,, T, sMy) = 8 <25 Oe (R, ) {Fil ) vio)} <=>s52 (T, -T

- =t

) vio), VOEL[R.MD)

N

i
I

et s est minimum pour cette propriété.

Ceci donne : s + (T;—T:] vio) = O VOgL(R,MD].
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Donc si 0 est séquence de mise 3 feu possible danS'(C.MU) alurs elle 1’est

t
2!

dans ( [ (:‘:] . IMﬂl J. Aussi, toute séquence de mise a teu possible
T s
1

. ¥} ] [P e - ~ = ) '
daps (C .MD) 1'est dans (C,M,). Donc (C.NOI z (C ,MU).
On peut démontrer facilement 1'inverse.

Remarque :

D'apres 1a prupoéitiun précédente, si AV(T1,T2;MU]=5 » se N , dapns upn RdP
(R.MU) alaors en rajoutant une place pn+1 ayant T1=pn+1 , 12= pn+1 et étant

initialisée &4 s, cette place pn est implicite (figure 2 ).

+1

L

Figure 2

On peut en partant de cette remargue dopper upe autre defipnition de AV(T1,T?;MU):
”AV(T1.T7;NUI dans up RdP [R,MU) est le pombre minimum de margues

qu*il faut mettre initialement dans une place pn rajoutée a R, telle

+7

T,='p“+,l pour que cette place deviepnne implicite”.

que T1=pn+, o

1

Cette notion permet d'étudier 1'interdépendance qui exjiste entre les évépements
(misesd feu de trapsitions) dans un RdP. Pour deux transitiuns*t.1 et t2’
AV({t1},{t2};M“)=s, se N, sf0, signpifie que le maximum de 1'écart "nombre de

mises a feu de t1 moins pombre de mises & feu de t2" est égal a4 s, c'est-a-dire
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1'évéenement mise & feu de t1 ne peut "précéder” 1'évenement mise 3 feu de
t, qu'un nombre fipi de fois. De méme, AV[{t1},{t2};MD]=D signifie que 1'é-

vénement mise & feu de t_, "précéde" toujours 1l'événement mise a feu de t_ .

2 1

Proposition 5

Soit (R,MU) un RdP ipitialisé et Tq’Tz'T3 trois ensembles de transitions deux
& deux disjoints. Alors,

AV{T1’T2;MU) + AV(T2.T3;M0)>2 AV(T1.T3;MU]

Démonstration
On a
Max {(T:—Tgl vig)} +  Max {(T;—Tgl vio)} >
oeL(R,M_}— —= oe LIR,M_ )J— —
0 0
Max {(Tf—TE) vig) + (T;-Tg) vig)} = Max {(Tf—T;] vio)}

ge L(R,M_.) — — —_—— oeL(R,M,}) — —

0 0
Définition

Soit [R,MO] un RdP et T1‘T2 deux ensembles de transitions de R disjoints.

On défipit la distance sypchropique entre T1 et T, dans (R,MU] comme la somme

2

Db(Tq’Tz‘MD] = AV[T1,T2;MO] + AV(TZ,T1:MO]
La proposition suivante est upe conséquence directe de la proposition 4

Propositioh 6

Soit [C,MD) un RdP ipitialisé et T1,T2 deux ensembles de transitions disjoints

de ce réseau. Les deux propositions suivantes sont éguivalentes:

a’/ DS[T1,T2;MD] =8 , selN, dans [C,MU)

b/ Il existe deux entiers naturels s, et s.., s=s *s, tels que si on rajoute &

1 2? 1
(C.My) deux places Preq @ Py avec pl o= "p o o= T, Preq = Prap = T
ipitialisées respectivement & s, et s.,, le RdP ainsi obtenu est équivalent

1 2
a [C,MO]. De plus, s est minimum pour cette propriété.
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Propriétés

Soit (R,MU) un RdP, T

1,T2.T3 trois ensembles de transitions de ce réseau deux

a deux disjoipts. Alors

a/
b/

c/
a/

DS(T1,T1;N0]=U

Si DS(T1.T2;NU]=U alours soit T1=T2 soit les mots de L(R,an ne contiennent

pas de transition t, te T111T2.

L

DS(T1.T2:N0] DS(TZ.T1;MU]

US(T1.T2;M01 + US(TZ'TS;NU) = DS(T1.T3;M03

Démonstration :

a/
b/

et c/ sont cunséquences directes des définitions et d/ de la propositiop 5.

Supposops que DS(T1,T2;MU]=U. T1#T2 et que ﬂoeL(R,MOJ g coptenant upe
trapnsition de T1 UT?, Décomposer ¢, 0=0_t 0., o0 0, pe contient pas de

1 2 1
et te T1lJT Alors 01teL(R.NO) et au moins upe des

2 2°
quantités AV(T1,T?;NU) ol AV(T?.T1:M01 est positive. Absurde parce gue

Db(T1.T2;N0]=U.

transition de T1()T,

Remarques :

Si (R.NU] est vivant, alors DS est une distapce.

lLes prédicats AV(T1,T2;NU)=u et DS(T1.T2aM0)=s expriment des invariants
d’un RdP. De plus, tout RdP ordipaire pur peut &tre décrit par un ensemble
d'ipvariants du type AV[T1,T2;NUJ Su chaque place défipissant un tel ipva-
riant :

Considérons 1'ipvariant caractéristique d’up RdP ordipaire pur CXZ—MU
{paragraphe Iv.4.2.}. Si Li est la i-eme ligne de C la i-éme inéquation

s'écrit LiX Z—"h‘ ou mU. Z—Lix ; ce qul est équivalent 3§ m, ;zAV(11,T2;ND]

1 i i
au T1 et T, sont respectivement les ensembles des transitions de sortie et

d’entrée de la place P Aipsi le RdP de 1la figure 1 peut étre décrit

par les contraiptes:
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N
v

AV({t1},{t2};MU]
AV({tZ},{t1};MU]
AV({tS}.{t4};MU)
: AV[{t4}.{t3};MO]
AVit, , ta}.{tZ,t4};MU)

O - o
! v n

-
v

VI.2.2. Avance et distance synchronique entre bases de temps

Soit le RgP [R.MU] de la figure 3a. Ce réseau etant une composante copsis-
tante élémentaire on peut vérifier facilement que AV[{t1},{t2};MO]=m ol
représente unpe quantité superieure a tout entier paturel. En effet une mise
a feu de t2 est suivie de deux mises a feu de t1 et si on rajoute 3 R une place
P {t2}='p7 , {t1}=p; (figure 3b) le nombre des marques initialement posées
dans P doit é&tre non borpé pour gue p7 devienne place implicite. Onp peut remar-
Quer cependant qu'en associapt un poids de 2 & 1'arc entrapt de P, cette place
devient implicite si elle contient initialement une margue {(figure 3c ).
Dans ce cas on a:
Max {({,35-2{t,}") voI} = 1

OeL(R,MD] — -
Cette derniére relation illustre mieux les liens qui existent entre les événe-
ments mise a feu de t, et mise & feu de t, que la relation AV({t1},{t2};MD]=m .

Ceci nous a amenés 3 généraliser les notions d'avance et de distance synchropique

de la facon suivante.

Figure 3
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Dafinitions :

Etant dopné upn RAP R=(P,T,a,b) upe basae de temps de R sera une application

x
BT de T daps un ensemble totalement ordonné (E,2) telle gue Vo e T
Vte T BT(ot) = BT(o). .
On s'intéresse plus particulierement & une famille de bases de temps appelées

bases de temps lipéaires (BTL). Etant dopné X en" m=|T|, on deéfinit 1la

base de temps linéalre avec échelle X comme l'application BILEXD: TN telle
que VoeT® EBTLIX1W@) = xb vio).

Remarque :

Les bases de temps sont des fonpctions qui permettent d'associer a 1'évolution
d'un systeme up paramétre qui est le temps. Pour les BTL les composantes de
1'échelle X correspondent 3 des durées. Si la i-éme composante X5 de X est
différente de 0 alors la durée de temps qui sépare 1'occurrence de la mise &
feu de ti de tout eévenement qui le précode est Xqe Le fait qu'upe composante
xj de X est égale § (I, signpifie gque les occurrences des mises a feu de la trap-

sition correspondante t. sopt "sapns importance” ou "nop observables” pour la

j

base de temps choisie.

Définition :

Etant dopné un RuP (R,M)) et X..X,, e N on défipit :

1

. L'avanpce de BTL[X1] par rapport a BTL] X, Jdans (R,NU] comme la

quantité
t Lt 4o -
Max  {(X/-X2) vio)} si cette guantité est pusitive
. ; 1 2
AV[X1.X2;MU]
£} sipon

La distance synchraopique entre BTL[X1] et BTL[XV] dans (H.NU)
comme la somme

DS(X1.X2;NU] = AV(X1.X2;HU] + AV(XZ.X1;Md]
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On peut vérifier que les définitions d’avance et de distance synchronique
entre ensembles de transitions peuvent étre considérées comme cas particuliers
des défipitions ci-dessus. De méme, on peut généraliser les propositions 4 et

6 ainsi que les propriétés du paragraphe précédent.

Proposition 7

Soit (C,MU] un RdP initialisé a m transitions et X1'X2 deux vecteurs éléments

de N". (es propositions a/ et b/ et ¢/ et d/ sont équivalentes.

a/ AV(Xq,XZ;MD]=u » Ue N, dans [C,MU)

b/ lLe RdP ipitialisé (C',Mé} obtenu & partir de (C,MDJ en lui rajoutant upe

My

u

xt_xt est équivalent
2™

& (C,MOJ. De plus, u est minimum pour cette propriéts.

~ N I [
nouvelle place pn+1 telle que C [ C ] et MU

c/ Db(x1,X2;MD)=s » 8¢ N , daps (C.MU]

d/ 11 existe des entiers naturels s, et 85, 8 = s,*s, tels que si on rajoute

1 72
definies respectivement par les vecteurs

1
a [C,MD] deux places Pieq P

t

n+2
£
17 %5

. t  t
lignes X7 X1 et X
équivalent 3 (C,MD). Be plus, s est mipimum pour cette propriété.

initialisées & =N et Py le RdP ainsi obtenpu est

£

Propriétés

Soit [R,MD] un RdP initialisé a m transitions et X,',XZ,X3 trois vecteurs de rvm.
Alors

a/ Pour AelN , AV[AX1.AX2;MD] = AAV[Xq,XZ;MD]

b/ AV[X1+X3. X2+X3;MD) = AV(X1,X2;MU]

c/ DS(X1,X ;MD) =0

1

d/ Si DS(X1,X2;MO) = [ alors soit X1=X7 s0it L[R,MU] ne contient pas de transi-

tion du sous-réseay SfX1]lJS(X2)-
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e/ Ua[X1.X22NU] = DS(XZ.X1xND]

¥/ DS[X1,X2:M01 + DS(XZ,XS:MU) 2 DS(X1,X3:ND]

Définition :

Etant dopné un RdP R a wm transitions et X ,X2€ Eﬂ' on dira que

1

. Lt*avapce de BTL[X1] par rapport a BTL[Xz]dans R (notée AV(X1,X?;—)]

est borpée ssi VM. marquage initial de R, jue N tel que AV[X1,X ;ND)=u.

0 2

La distance synchranique entre BTL[X1] et BTL[X2] dans R (notée
DS(X1,X,;~]) est borpée ssi VNﬂ marquage initial de R, dse¢ N tel que

DS0X, 4 X, i) <.

Remarque :

AV(X1,X -) est borpée ssi la place défipie par le vecteur ligne XE»XE est

b
potenptiellement implicite.

Proposition 8 : -

Soit {C,-) un RdP & m trapsitions et X ,X. deux vecteurs de IP'. Si AV(X1,X )

,l; 25"

est bornée, alors VX« WW', CX=>uU, on a (X1—X;)Xsll.

Démonstration :

Supposons que AV[X1,X2;—) est borpée et qu'il existe Xei]¢", Xz 0, tel gue

t ]
(X1—X;]X:>U. Le support de X est soit upe composante cop$istante soit une conpo-
sante surconsistante. On peut donc trouver upe séquence O, v(o)=X et un marquage
MU tel que 0 suit itérativement applicable & partir de MD' Mais AV(X1,X,;*)
c A
_X‘

étant supposée horpée la place définie par le vectour ligpe X; .

mept implicite dans (C,-). Donc pour le RdP initialisé [C.MOJ on doit pouvoir

est potentielle-

trouver up marguage initial qui rende cette place implicite. Mais ceci est
:~X;]X:>U parce que chaque fois que 0 est appliquee on enléve de
cette place (x:—th)x >0 marques. Dopc Vk e N la séquence OK est applicable
dans (C,M

impossible si (X

G

) mais elle n'est pas applicable lorsqu'on rajoute la place définie
t .
1

t
par X2 X
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Conséquence directe de 1a proposition précédente st

Proposition 9 :

Soeit (C,-) un RdP a m transitions et X1,X deux vecteurs de mﬂﬂ Si DS(X1,X2;—]
est borpée alors VX e]N”], EX=20,0n a (X1—XS]X=U.

Remarque

, est trapsition de o[X ) et t1 appartient

4 une composante consistante ou surconsistante, alors il exlste une transition

Si AV(Xq,X -] est bornée alors si t
t2 de S(X2] qui appartient a cette compasante.

Proposition 10 :

Soit (C,-3} un RdpP copsistant et conservatif a m transitions et X1,X e.Wm
Alors DS(X X2, ) est borpé Ss:LX1 x est exprimable comme combipaison linéaire

a coefflclents rationnels non negdtlFs des lignes de C.

Démonstration :

D’ apres la proposition précédente si DS(X X?‘ ) est bornée alors VXe n™ CX=0
(X X IX=0. (C,-) étant conservatif ceci devient ¥Xe W' CX=0 (X X ) X=0.

Mals puisque {(C,-) est egalement consistant {1'espace des t- flots a unpe base
positivel} le vecteyr X1 Xt appartient & 1'espace des lignes de C. Mais d'apreés
le lemme 2 du chapitre précédent on peut exprimer X Xg comne la combinaison

lingaire des lignes de C 3 coefficients positifs.

Pour démontrer 1a réciproque, il suffit d'utiliser 1la proposition 2 de ce

Chapitre.b
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VI.3. HOMOMORPHISMES DES RESEAUX DE PETRI ET LEUR APPLICATION A LA REALISATION
DE SYSTEMES TOLERANT LES FAUTES

VI.3.1. Homomorphismes de réalisation
Définitions :
Soient R = (P,T.,a,b), R* = (P',T*,a',b’) deux RdP avec T=T', |P|=n, |P'|=n"
(T=T' signifie qu'il existe une bijection entre les ensenbles des transitions des
deux RdP).
. Si (R,Nol et (R’,ﬂé) sont deux RdP ipitialisés et g une application

g ﬁU - ﬁé. an dira que g est un homomorphisme de (R,NO) dans

(R*.My) ssi Mg = glhy) et voe T* i si My % M dans (R,NU)‘alors

gy 3 gy dans (R*,1). e

L]
. Une application g, g : N > N sera dite homomorphisime ‘de R dans R’

ssi VI, € n" g est un homomorphisme de [R,MU] dans (R',g(NUl). une

telle application g sera dite homerphisme de réalisation de R dans R'

si de plus (R.Nul est équivalent a (R',glﬂol).

Proprietés :
Soit g un homomorphisme de (R,NU) dans (R'.Né). Alors
a/ L(R,NU] gﬂL[R',Nél
b/ Si g est injective, le graphe des marquages de [R,H“) est un
sous-graphe partiel du graphe des marquages de (R',Mé)
c/ Si g est sujective : (R.NU] est borné implique que (R’,M3) est borné
et (R,M,) est vivant impligue que (R'.Mj) est vivant.
d/ Si g est bijective, les graphes de marquages de [R.MU) et (R*,N])
sont isomorphes et (R,NU) = (R',Mg).

Proposition 11 :

Soit [C.NU) un RdP initialisé avec n places et g : un -+ mn une application

- L
linéaire telle que VYMe ﬁﬂ, n#0, giM)e wm" -{0}. Alors g est un homomorphisme
de (C.ND) dans (gC,gMy).
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Démonstration :
o]
On peut facilement démontrer que Yoe T*. MU 2 M. ona g(MG] + g{M) par induction
sur la longueur de g.
Exemple :
L'application g, g(M) = M' od m% = my g, mé = Mgtmg, est un homomorphisme

linéaire de (R,MD] dans (R'.Mé] {figure 4).

Dans ce paragraphe, on s'intéresse plus particuliérement aux homomorphismes
linéaires qui sont également homomorphismes de réalisation. On veut caractériser
les applications linéaires g telles que pour chaque RdP & n places (C,-)

le RdP (gC,-) réalise (C,-) et en particulier VNUe n" (C.MD) = (gC,gMD].

1'

(R, M*_3)} 2

Graphe cdes marguages de [R,MU] Grapre dsmarcuages de (R',M'Ol

Figure 4
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Lemne 3 :

n n'

Si g est une application linéaire, g : § ~+ @ telle que ¥X¢ ﬂn (X > 0 ssi

g{X) > 0Olalors g est injective.

Démonstration :

Supposons que g n'est pas injective at que VXe¢ On X > 0 ssi g(X) > 0. Alors
il existe XU' X0 # U, tel que g[XU] = 0. X0 ne peut pas étre positif

|
(X0 # 0) suivant notre hypothése.! Soit X, € " X

1 0 tel que XU+>(,l ¥ 0.

On a g(x0+x1) > g(XU] = 0. Contradiction.

Proposition 12 :

]
Soit g une application linéaire g : Un »> ﬂn . Les propositions sulvantes

sont équivalentes.

a/ ¥Xe @' (X > 0 ssig(X) > 0) et glIN™) ¢ " .
b/ g est un homomorphisme de réalisation pour tout RdP (C,-) & n places,

N . wne Vb - .
c'est-a-dire VMUe IN [C.NU) z (gC.gMU].

Démonstration :

On démontre d'abord que a/ implique b/. Dans ce but, 11 est suffisant de démontrer
que si (C.ND] est un RdP initialisf~é n places, alors g est un homomorphisme
de (C.Nol dans (gC,gHU] et g:My ~» g(MOJ est bijective. Par la proposition 11,
g est un homomorphisme et par le lemme précédent elle est injective. Il reste
donc a démontrer que g : F% -+ éTﬁE) est surjective. Supposons que
- t, -1 - .
i Ni. Ni+1e g[MD), M3 » Ni*1 et que g (Mi) = Nie Mg. 11 suffit de montrer
que tj ast validée par Mi :
(M;+1 = Mi+ng (tj])=>(Mi*1 = g(Ni+Cv(tj)). Puisque g(Ni+Cv[tJ]] >0, on a
Ni+Cv(tj) > 0 et par conséquent M; valide tj.
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Pour démontrer que b/ impligque a/ supposons que (gC,-) est réalisation de

(C,-) c'est-a-dire vmoen\s”, (C.My) = (gC.gMy).

Pour que les RdP initialisés [C,MD] et (gC,gMU] soient équivalents pour tout
marquage MO' il ‘est nécessaire que g(ﬂﬂnllg IN" et ¥Xe @n si X > 0 alors

g(X) > 0.

Supposons qu'il existe Xe¢ Qn X Z 0 tel que g(X) > 0. Ceci implique qu'il .
existe Me 2", M ¥ 0 tel que g(M) > 0. On peut alors construire un RdP initialisé
(C,MD] ayant une transition t telle que My+Cv (t)=M. Alors dans le RdP

[gC.gMD] la transition t est validée par g(MU] tandis que t n'est pas validée
par M, dans (C,MD].

Notation :

On représentera par HR(n,n'}) la classe des homomorphismes de réalisatian
g : Qn > On qui transforment tout (C,-) & n places & un RdP (gC,-) & n' places

qui le réalise.

Représentation matricielle des éléments de HR(n,n') :

Caractériser les matrices G:[gij]n'Xn

consiste a chercher des contraintes sur leurs éléments gij pour que les deux

qui représentent les €léments de HR(n',n)

systemes d'inéquations X > 0 et GX > O soient éguivalents.

Remarquons que chaque colonne de G doit &tre un &lément de IN"-{0} parce que
sinon il existe un vecteur unitaire Ej tel que Gej £ INn'-{D}. De plus, G
représentant une application injective, n' 2 n et elle doit avoir n lignes
lineairement indépendantes. Les éléments de G étant non négatifs, pour que toute
solution de GX > 0 satisfait X > 0 il faut que GX > 0 contient n inéquations du

type Aj xj >0 Aje W-{0} et j=1,2,...,n.

Donc G doit &tre telle que :
I) toutes ses colonnes sont positives, éléments de m"
II) si {Li}2;1 est 1'ensemble des lignes de G, il existe un sous-ensemble
{Lki}:=1 tel que Lki = e§ Ai ol Aje WN-{0} et e; représente le vecteur
colonne a n composantes dont la iéme est égale & 1 et toutes les

autres sont eégales a 0.
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On peut démontrer facilement que si une matrice Gn' n satisfait I) et IT)

»

alors elle représente un élément de HR(n',n}. D'od la proposition ;

Propesition 13 :

Une matrice Gn‘ 0 représente un élément de HR(n',n) ssi chacune de ses colonnes
2 [
faz n . . ] . e
est un élément de IN et il existe un sous-ensemble de n lignes de G,

n . R . R

{Lk }i=1 tel que L = e/ Ay A€ IN {o}.
i i

Définition :

Deux homomorphismes linéaires éléments de HR(n',nl) et représentés respectivement

par les matrices G1 et 62 seront dits équivalents ssi pour chaque RdP a n

places (C,-) on a (G1C,—] = (BZC'_)'

Observation :

Etant donné une matrice G représentant un homomorphisme de HR(n',n), les opérations

suivantes sur G ménent & des matrices représentant des, homomorphismes équivalents.

a/ Permutation des lignes
b/ Multiplication d'une ligne par un rationnel positif qui laisse

entiers les &léments de cette ligne.

Proposition 14 :

Etant donné une matrice G représentant un élément de HR(n',n), on peut trouver

une matrice G°' représentant un homomorphisme équivalent de la forme

- Ny . "y .
G' = } od I, est la matrice upité d'ordre n et F est une matrice quelconque

LF
de dimentions {(n'-nlxn, F > 0.

Démonstration :

Il est suffisant de permuter les lignes de G de telle maniére que les n
premiéres lignes soient des wmultiples des n vecteurs unitaires et de diviser

chacune de ses lignes par son élément diagonal.
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Remarque :

On peut retrouver les propositions 10a) et 11 du chapitre V & partir des résultats

de ce paragraphe. En effet, si pour un RdP (C,-) il existe Y ¢ N",

YtC< 0,tout RdP initialisé [C,MU] est équivalent au RdP initialisé (SC,GMU) ol
I
G = 2 . De plus [C,MD) est vivant ssi [BC,GMD) est vivant. Mais (GC,GMUJ n'est

pas vivant parce qu'il a une place qui a seulement des arcs sortants et pas

d’arc rentrant. Une démonstration analogue peut &tre faite pour la proposition 11.

VI.3.2. Application a la réalisation de systémes tolérant les fautes [SIF79]

D'aprés la proposition 14, étant donné un systéme représenté par un RdP (C,-),

on peut obtenir un systéme qui le réalise, représenté par (G C,-) od

G = [in]. Remarquons que si My = GMy est le marquage initial de (GC,-) alors
tout marguage M' e Mg appartient a l'espace engendré par les colonnes de G. Bans
ce paragraphe nous montrons comment on peut détecter et corriger sur (GC,-)

des fautes d'un certain type en donnant & 1'espace des colonnes de G des
propriétés de distance qui sont vérifiables en utilisant des techniques des

codes linéaires.

VI.3.2.1. Les notions de distance des marquages et de faute
Définitions :
On appellera poids d'un vecteur ve wn, le nombre de ses composantes non nulles.

La distance (de Hamming) d[v1,v2] de deux vecteurs 27 Qn est le poids de

leur différence : d[v1,v2) = poids (v1—v2). La distance d'un ensemble de vecteurs

V, V¢ 0" est par définition égale a D(V) = Min {d[vi.vj]}.

vi,vje V,vi;‘vj

Soit R un RdP a n places. La distance des marquages de R, §(R), est le minimum

des distances de toutes les classes de marquages possibles de R, c'est-a-dire

8(R) = min _ {owig)}.
Moe IN
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Remarque :

La distance des marquages d'un RdP est une constante caracteristigue de sa

structure, donc indépendante de son marguage initial.

Leame 4 {PET72]

Si V est un sous-espace de un alors sa distance est égale au minimum des poids

de ses vecteurs.

Proposition 15 :

Soit R = (C,-) un RdP. La distance des margquages § de R est supérieure ou €gale
3 la distance D de 1'espace des colonnes de C. De plus, si R est consistant

alors D=§.

Vemonstration :

-

Soit ND un marquage initial de R et M1,N2 € MD' N1 # My. Alors il existe des
o G,
. 2
séquences de transitions o et g, telles que ND +> N1 et MD - Mz. Ceci implique

que M1 =My * C vioy), M, = Mg * C vio,) et d[M1,M2) = poids (C v(o1)~v(02) ).
Alors pour le lemme 4, Min {d(M1.M2)} 2 D. Par conséquent, § > D.

>
N1.M2€ Mg N1#M2

Supposons que (C,-) est consistant et Ve MW" est un vecteur de 1'espace des
colonnes de C de poids minimum D. Alers d'aprés le lemme 2 du chapitre V, il est
possible de trouver Xe¢ W™ (m = nombre de transitions de R) tel que CX = V'

oa V' est égal a V ou & un multiple de V par un scalaire différent de zéro.

Soit o une séquence de transitions, vigl=X, et MD un marquage de (C,-} tel que
My 3 M, . Alors d(NO,N1)=D et par consequent § = D. Donc &=0.
Définition :

Etant donné une réalisation physique d'un RdP, upe faute de multiplicité s est

1'effet d’un mauvais fonctionnement transformant son marquage Mi 4 un marquage
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Mj tel que d(Mi,Mj)=s. Une faute de multiplicité 1 sera-appelée faute simple.

Remarque

Une faute simple correspond & 1la "génération” ou la "disparition” d'un certain
nombre de margues dans une place.Elk peut &tre 1'effet de mauvais fonctionnements

de différents types suivant la fagon dont le RdP est implémenté.

La proposition suivante exprime pour les RdP un résultat bien connu liant 1la

capacite de détection d'un code et sa distance ([PET72] page 9).

Proposition 16 :

Soit § la distance des marquages d’'un RdP R. Alors il est possible de détecter
toutes les fautes de multiplicité inférieure ou égale a 6-1 et de corriger toutes

les fautes de multiplicité inférieure ou égale a s : 2s+1 £ § < 2g+2.

VI.3.2.2. Codage des réseaux de Petri

I
Soit R={C,-) un RdP, G = (Fn] une matrice telle que R’=(GC,-) est une réalisation

de R et H la matrice HC = [-F.I n]J' Alors, 1'espace des colonnes de H est

(n'-
orthogonal & 1'espace des colonnes de G qui contient les marquages de R'. Donc
vérifier si un marquage M’ appartient & 1'espace des colonnes de G revient a

vérifier si S=HtM' est égal a 0.

L'espace des colonnes de G est le code généré par G, H est sa matrice de test et

S est son syndrome [PET72]. Le terme RdP codé sera utilisé pour représenter le

RdP R'=(GC,-).

La proposition suivante présente un résultat bien connu permettant de déterminer

la distance d'un code a partir de sa matrice d'incidence.
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Proposition 17 [PET72] :

Soit H la matrice de test d'un code. La distance de ce code est au moins égale
a4 'd ssi tout ensemble de (d-1) lignes de H est un ensemble de vecteurs linéairement

indépendants.

.

Par cette proposition, étant donné un RdP (C,-), on peut obtenir un RdP

(GC,-) qui le realise et ayant une distance des marguages au moins égale & un
entier donné d : par choix approprié des lignes de H, on peut donner a l'espace
des colonnes de G une distance d. Par conséquent, la distance D de 1'espace

des colonnes de GC est supérieure ou égale a d. et par la proposition 15

§ 20 =z d.

Plusieurs solutions sont possibles pour la construction d'un code de distance
donné. Les choix possibles de H ménent & des RdP codés plus ou moins complexes
et on pourrait s'intéresser a caractériser les matrices qui donnent, dans un
certain sens, des réseaux minimaux. Deux critérss de "minimalité”, qui semblent
gétre "opposés” en général, sont d'une part la minimisation du nombre des places
et d'autre part la minimisation des poids des arcs du RdP codé. Nous donnons
ci-dessus quelques suggestions pour la construction de codes de distance d=2

et d=3 dans 1'optique de leur utilisation pour le codage das RdP.

a/ d=2
On peut obtenir un RdP codé avec 6 22 en introduisant une seule place implicite ;
1n In L
pour cela, on prend G :[jF } = [f1,f2,,,.,f;]‘ H = l-f1.-f2.....~fn,1j ot les

fi sont des entiers positifs. Le choix de fi peut étre fait de fagon a minimiser
les poids des arcs du RdP codé. Si par le fait que les fi doivent E&tre des entiers
positifs, il n'est pas possible de réduire suffisamment les poids des arcs

du RdP codé (GC,-), on peut rajouter au RdP initial plusieurs places implicites

en respectant la contrainte gue les colonnes de F doivent &tre différentes

de zéro.
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b/ d=3

5i les lignes de H sont construites & partir d’éléments de 1'ensemble
{0,1,2,...(g-1)} alers le nombre maximum w, de lignes deux & deux linéairement
(n'-n)_

s PR A N 1 . - .
independantes est supérieur ou égal & 3 . Ce résultat est une conséquence

(n'—n)_,l

directe du fait que w = si les lignes de H sont considérées comme

g-1
ou Zq est le corps des entiers modulo q (g est premier
dans ce cas) [PET721.

eléments de Zén -n)

Lorsque § =3 et on peut corriger les fautes simples. La procédure de correction
peut &tre simplifiée en choisissant les lignes de H de telle maniére que le

premier €lément non nul soit égal a 1. Si une faute simple se produit, ayant comme
etfet la transformation de la iéme composante mj d’un marguage M en mj+A ou

Ae 4, en calculant le syndrome S on trouve un vecteur dont le premier &lément

non ﬁul est A. Si S est divisé par A, le vecteur obtenu est égal a la ligne de

H correspondant & la place pj oll la faute a eu lieu. La correction est complétée

en taisant m,:= m.-A.-
N

Exemple :

Considérons le RdP initialisé de la figure 5a ayant comme matrice d'incidence C.

1 .
C
> ] on obtient C' = GC = [ 1]. {(C',-) est représenté en

En prenant G = [11111 100-

figure 5b. La distance des marquages de (C’,-) est 2 2. De plus, pour tout

marquage M de (C,-J, le marquage M' = GM de (C',-) satisfait 1'équation

tl_ =5 m? = m'+m?t+m? +m! +m'
HM' =0 <= mB = m1+m2+m3+m4+m5
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Exemple :

Soit le RdP

vI.24

{b)

Figure 5

R=(C,-) représenté par la figure 6a. On cherche une réalisation

donnant la possibilité de corriger les fautes simples. Pour cela, on prend :

1
Wt - [—[2
1

- O

On abtient

-3 PN e
- O
N C -
- 0 =

codé est

111110 100

002111 0140

210212 001

IB

17110 . La matrice d'incidence du Rdf
2111

0212
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C

C' =6C =] 0-1-10 1
4 -3 10 1

-3 -1 13 -1

Le RdP codé est obtenu en confondant les transitions correspondantes de R et

du RdP R1 = (FC,-) donné en figure 6b.

{a) (b)

Figure B
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V1.3.2.3. Realisation du systéme tolérant les fautes

vVi.3.2.3.1. Cas général

Etant donné un systéme non redondant représenté

E
P n
et un code généré par une matrice G = [ ], une

F

peut 8tre obtenue comme il est montré en figure 7.

Systeme non-redondant

par un RdP (C,-) & n places

réalisation tolérant les fautes

g(R)=R'

”l

~f Détecteur

L.

Correcteur

signal d'erreur

Svstéme tolérant des fautes

Figure 7

Le marquage M’ du RdP codé (GC,-) est observé par un détecteur de fautes qui

calcule le syndrome S = HtN', Si le code offre des possibilités de correction,

un correcteur peut 8tre utilisé pour masquer les fautes. On suppose gue le

détecteur et le correcteur fonctionnent sans fautes.

Une réalisation séparée [RAU74]1 peut &tre obtenue pour le systéme tolérant des

fautes comme il est montré figure B.

{rc,-)

-’

f

(Ce')

signal

d'erreur

Comparateur

correcteur =

Fn

Figure 8
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Le systeme codé est décomposé en deux sous-systémes représentés respectivement
par (C,-)} et (FC,-}) connectés de la fagon suivante

Si MO est le marquage initial de (C,-), alors FMy est le marquage initial de
(FC,-). Remarquons que (FC,-) est homomorphe de (C,-) par F et que si t est

une transition validée par M dans (C,-) alors t est validée dans (FC,-) par

FM (plus généralement pour une séquence g, Mg % M dans {(C,-) implique que

FMg 5 FM dans (FC,-)). Par conséquent, si la mise & feu d’une transition t

dans (FC,-) est synchronisée par la mise & jeu de la méme transition dans (C,-},
alors (C,-) et (FC,-) constituent un systéme fonctionnellement équivalent a
(GC,-). Ceci peut &tre fait en connectant en série (C,-) et (FC,-), et en
modifiant légerement les régles de fonctionnement de (FC,-). Quand une
transition se met & feu dans (C,-), un signal est envoyé & (FC,-) qui provoque
la mise & feu quasi-simultanée de la mBme transition. Aussi, remarguons que
vérifier si un marquage M' de (GC,-), M = GM, Me m" appartient au code est
equivalent & vérifier dans le systéme décomposé si les marquages M et I"l,I
de (C,-) et de (FC,-) satisfont la relation FM = M;. Par conséquent, le détecteur

de la figure 7 peut &tre remplacé par un module calculant FM et un comparateur.

Commentaire :

La méthode proposée est directement applicable aux RdP indépendamment du type
de leur implémentation. Cependant, elle présente un inconvénient inhérent

- a notre avis - & toutes les techniques de réalisation de systémes tolérant
des fautes par redondance sélective. Le concepteur doit répondre & la question,
généralement non triviale suivante : Comment les fautes de multiplicité s au
niveau de la description par un RdP sont liées aux fautes des niveaux de
description inférieurs ? Généralement aucune relation ne peut &tre supposée
conpue entre une représentation fonctionnelle par un RdP et la structure
sous-jacente de matériel et de logiciel ; donc ce probléme doit &tre étudié en

fonction du type d’'implémentation et du degré de tolérance aux fautes souhaité.

Cependant, 1'hypothése de faute adoptée -~ "génération” ou "disparition” des
marques d'uns place - semble 8tre réaliste dans le cas des réalisations cablées

ou microprogrammées, ol une place est physiquement réalisée par des éléments de
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mémorisation binaires (cas des RdP saufs) ou compteurs. Aussi, plusieurs auteurs
ayant utilisé des RdP ou des modéhes graphiques dérivés pour modéliser au

niveau fonctionnel des mauvais fonctionnements considérent que la manifestation
des fautes & un niveau de description inférieur est la génération ou la

disparition des marques [MER75JIMER76 1 JAC751LHANZ 7 JLAZE77 .

VI.3.2.3.2. Réseaux de Petri restant bornés en cas de faute

Dans le paragraphe précédent, le probléme d'obtenir un systéme tolérant des
fautes est étudié indépendamment du fait que ceci est borné ou non. Remarguons
que les RdP représentant des systeémes physiquement réalisés sont barnés et .
restent bornés en cas de fautes puisqu'ils sant implémentés sur une mémoire
finie. En particulier pour des RdP saufs, souvent utilisés pour la mod2lisation
du contrdle [FUR71] [PAT75) [MIT761 [KWA771, les places sont réalisées par des
eléments de mémorisation binaires et les fautes simples ont comme effet la

complémentation d'une variable binaire.

Soit (C,-) un RdP & m transitions tel que le nombre de marques dans chacune

de ses places reste dans tous les cas inférieur a un nombre premier r. On repré-
sente par & 1'addition modulo r et par (EXPR)P 1'expression EXPPR évaluée

modulo r. Considérons une réalisation tolérant des fautes séparée de (C,-)
In

en prenant G=[5F] = {g. ] avec les g

ij ' xn éléments de ZP={U,1;...(P~1]}.

1j
Remplagons (FU,-) par 1'automate linéaire [GILB6] décrit par 1'équation
Y{t+1) = Y(v) @ [FC]F X(t) ou

+

- Y(¢) est une variable généralisée représentant son état & 1'instant t.

- X(1) est une variable d‘entrée définie sur {0,1}", telle gue xi[T)=1

ssi la mise & feu de la transition ti se produit a 1'instant 1 dans

(c,-1.

- Si My est le marquage initial (marquage & 1l'instant 0) de (C,-), alors
Y(o) = (F M) .-
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" I
Yit)
appartient a 1'espace engendré par les colonnes de G considérées comme &léments

Remarquons que si M est le marquage de (C,-) & 1'instant t, alors le vecteur |

de [ZP]n'. Cette méthode méne a un systéme codé composé du RdP initial et d’un
automate linéaire conne?té en série. Vérifier que le vecteur IY?T)I appartient
au sous-espace de (Zr]n engendré par les colonnes de G est équivalent & vérifier
que 1'équation [FM]F = Y(1) est satisfaite. L'automate lindaire peut 8tre

n+° Kn+2’ e, Kn' : si une transition
tj est mise & feu dans (C,-), alors aij est rajouté (modulo r) au compteur

kn+i ol A = [aijJ = [FC]r'

réalisé par (n'-n) compteurs modulo r, k

Exemple :

Soit le systeéme repreésenté par le RdP de la Tigure 9a. Les places sont réalisées

par des éléments de mémorisation binaires. On prend :

1101111010100 0 011100011 1

t 0111101100100 ) l1010000100
W "l11101041010010/| - Ceci donne ) =l461000101 0
111100000100 01 1100111010

L*automate linéaire est décrit par 1'equation Y(t+1) = Y(1) @ (FC]2 X(t)

et il est réalisablepar 4 compteurs modulo 2 k11,k12,k13,514 (figure 9h).

Si y11’y12’y13’y14 sont respectivement les variables internes de ces compteurs,
le détecteur de fautes doit vérifier si pour tout marquage les égalités suivantes

sont satisfaites :

y11 = m1 ® M- ® m4 ® Mg D Mg ® - ® Mg
y12 = m1 ] m3 ® m4 ® ' ® Mg ® Mg ® g
Yig = m1 @ m, ® mqy @ Mg @ m., D Mg ® m1D
y14 = ny ® m-, ® ing ® m4 ® M-

La distance de code généré est d=2. Les modules de détection et de correction

peuvent &tre réalisés par des circuits combinatoires.
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[a) J:S xl
*y —D $ k12
X2 x4
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7 D H
X
(b) P

Figure 9
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VI.3.2.4. Codage d'un RdP et composantes conservatives

Avant d'essayer de donner une distance § aux marquages d'un RdP (C,-) en rajoutant
des places implicites suivant la méthode présentée au paragraphe VI.3.2.2,

il est intéressant de profiter du fait que la distancé des marquages de ce

reseau est éventuellement supérieure & 1 (par le fait que 1'espace des colonnes

de C a une distance supérieure & 1).

La proposition 17 suggeére une méthode facilement applicable pour calculer la
distance de 1'espace des colonnes d’une matrice C : il suffit de trouver une
matrice H dont les colonnes forment une base de 1'espace orthogonal & 1'espace

des colonnes de C.

Exemple :

Soit le RdP de 1la figure 10.

P, P,

Figure 10

-1 1 -1 1
1T-1 0 0
On peut & partir de la matrice d'incidence C = 1T 0 0
O 0 -1 1
0 0 1+
1 00
0 10
trouver la matrice C1 = g 01 dont les colonnes forment une base pour 1'espace
-1 -10
17 180

des colonnes de C. D'all la matrice HY = [ 11 8 1 ?]

-1 -1 0
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La matrice H ayant upne lighe épale a4 0, la distance de 1'espace des colonnes
de € est égale & 1. De plus, ce réseau est consistant et par la proposition 15

sa distance des marquages est égale & 1.

Remarquons que, étant donpé un RdP (C,-), la distance de 1'espace des colonnes
de C est supérieura ou égale a 2 ssi i1 existe un p-flot Y ayant toules ses
composantes non nulles. Ceci est une conséquence directe de la proposition 17

et implique en particulief que la distance des marguages de tout RdP conservatif
peut tre exploitée dans le but d’obtenir des RAP codés de complexité minimale

comme 11 est montré dans les exemples qul suivent.

Exemple :

Soit le RdP de la fipure Sa. Il est conservatif et Yt = [2,1,1,1.1] est un

p-semiflot ayant toutes ses composantes non nulles. Codons ce RdP (€,-) avec
I, }

la matrice G = [2’13101‘1 . On obtient C*

a une place P, isolée et la relation & vérifier est m, = 2m, tm, tm,+tm, +ms.
6 6 1772 73 7475

1

([g].—], C’est-a-dire le RdP codé

Exemple :

Soit le RdP de la figure 11a. Ses composantes conservatives élémentaires sont

définies par les p-semiflots Y§ = {1011000001, Y; = (0000001111, Y; = (0111010111,
Y, = [000110001].

On peut vérifier que la distance de l'espace des colonnes de sa matrice d'incidence
est égale a 2 et qu'il est consistant. Donc sa distance des marquages est égale

a 2. Si on veut obtenir une réalisation permettant 1a correction de fautes

simples, 1l faut rajouter une place implicite qui crée une relation invariante
indépendante das relations dues & 1l'existence de composantes conservatives.

On fait le choix :

I T01100000

G = [ 9] avee F = 011101122
F 600110001
1200111180
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(a) ‘ (b)

Figure 11

Les trois premiéres lignes de F correspondent & des composantes conservatives
du RdP donné et les éléments de la quatrieme ligne ont été choisis de telle
maniere que les colonnes de Ht soient deux & deux lingairement indépendantes.
Les places implicites introduites par cette solution sont montrées en

figure 11b.
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CHAPITRE VII

PRESENTATION :

Dans ce chapitre sont présentés des résultats sur 1’analyse
des propriétes dynamiques des systémes & partir d’un réseau

de Petri représentant leur contréle.

Cette étude est menée sur les réseaux de Petri temporisés pour
lesquels est donnée une méthode d'évaluation des fréguences ma-
ximales de mise & feu de leurs transitions en cas de fonctionne-

ment permanent.

A la fin du chapitre les équations décrivant le fonctionnement
en vitesse propre des réseaux de Petri temporisés sont comparées

aux eéquations décrivant le fonctionnement de réseaux lingaires.
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VIT.1. DEFINITIONS

Un réseau de Petri temporisé (RdPT) est un triplet RT=(H,T,V) ol

- R (P, T,a,b) est un RdP
- (T,2) est un ensemble totalement ordonné par une relation d'ordre 2;
on appellera instants les éléments de T.

telle

-V est une application de PxT dans T, appelée base de tewps de RT‘

que V(D,Ti] € PxT , v[p,ri} zri.

Représentation

On représente un RAPT par le RdP associé en indiquant & coté de chaque place p

1'application vip,T1).

Regles de fonctionnement & partir d'un marquage Mo ¢

a/ Une margque dans RAPT peut se trouver dans 1'un des deux états disponible

ou indisponible. 0On associe au marquage initial NU un instant TUE‘T ; toutes
les marques du réseau sont disponibles 3 TD' A tout instant T le marquage
présent est la somme de deux marquages Md et l"l1 ol Md est le marquage constitué
des margues disponibles de M et Mi est le marquage constitué des marques indis-

ponibles de M.

b/ Une transition est validée par M = M1+Md 51 elle est validée par Nd dans le

RdP associé.

c/ La mise & feu d'’une transition t doit avoir lieu dés qu'elle est validée,
s'effectue comme dans les RdP en ne déplagant que des marques disponibles et

elle est de durée nulls.

d/ Si & la suite d'une mise & feu effectuée 3 1'instant T, une marque dispo-
nible est déplacée d’un place p 3 une place p', cette marque devient indispo-

nible pendant 1'intervalle Jt,v(p’,v)[ puis elle devient disponible.
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Remarques

D'apres la définition précédente les mises & feu des transitions dans un

RdPT ne peuvent avoir lieu qu'a des instants de T.

L'application v définit une base de temps dans le sens de la définition

du paragraphe VI .2.2.

D'autres auteurs (par exemple [RAM73]) ont introduit les RdPT en associant les
temps d'indisponibilité des marques aux transitions. On peut vérifier que les

deux modeles sont équivalents:

Un RAPT dont les temps d'indisponibilité sont associés aux transitions est

également un triplet R% = (R*,T,v') o0t R' = (P',7',a',b’), T est un ensemble

totalement ordonné et v' : T'xT » T telle que V(t,Ti) e T'xT , v'(t,Ti) 2T, .

On peut résumer ses régles de fonctionnement de la facgon suivante:

Les marques de R! ont deux états réservé et non réservé ; seulement les marques

T
a l'eétat non réservé peuvent étre utilisées pour valider une transition. Si

une transition t est validée & 1'instant T elle doit se mettre a feu immédiate-
ment en rendant réservées d{p,t) marques non-réservées dans chague place pe’t
pendant 1l'intervalle Jt,v(t,T}[. La mise & feu se termine & 1'instant v(t,T)
en enlevant &(p,t) margues réservées de chaque place pe "t et en mettantb'{p, t)
marques non reservées dans chaque place pe t*. Toutes les marques sont initia-

lement non réservées.

On peut voir que étant donné R% on peut trouver un RdPT RT équivalent ayant

les temps d'indisponibilité associés aux places en effectuant la transfor-

mation illustrés sur la figure 1.



VIi.4

td
t VI, T) e P
v(pt,r)=vit,r1
Y ¢
| f
Y
figura 1

Dans cette transformation on substitue chaque transition t dJe R% par un
sous-reéseau constitué de deux transitions td et t_F et d'une place pt,
{td}='pt , {tf}=p£ . Pour toute place ainsi ajoutée on pose Vip,t) = v E,T)

et pour les autres places Py du réseau de départ on poase v(pi,T]=T, VieT.

Inversement, étant donné un RdPT dont les temps d'indisponibilité sont associés

T° (R,T,v) on peut obtenir un RdPT R% = (R',T,v") équivalent,dont

les temps d'indisponibilité sont associés aux transitions en effectuant la

aux places, R
transformation illustrée sur la figure 2.

Dans cette transforwation on substitue chaque place p de RT par un sous-réseau
constitué de deux places PPy et une transition tp telles que {pd}='t ,

p
{pf}=tp .

p vip, 1) t

&
3

Figure 2

v’ (t ,T)1=vip,T)
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A toute transition tp ainsi ajoutée on associe v'[tp,T)=v[p,T) ;3 a toutes
les transitions ti du réseau de départ on assacie V'(ti.T]=T, VteT . Si MU

est le marquage initial de R_ le marquage M' de R! sera tel que: ¥Yp place de

T a T

RT Mé[pf] = MU[p] et Mé[pd] = 0.

Dans ce qui suit nous étudions le fonctionnement en régime permanent des RdPT
bornés consistants et purs tels que le temps d'indiponibilité d’une margue dans
une place, soit indépendant dé 1'instant de son arrivée. On prendra T=R et

On posera pour chaque place Py ¢ Yt eT v[pi,T]—T=zi. C'est-&-dire chaque marqgue
est retardée dans une place Py de z; unites de temps ol z; est un réel non néga-
tif.

VII.2. FONCTIONNEMENT EN REGIME PERMANENT D'UN RdPT [SIF77]
VII.2.1. Cas général

Soit un RAPT R. = (R,R,v) , R = (P,T,a,b), m = |T|, n = |P| et tel que les

temps d'indisponibilité des marques associés aux places sont constants.

On suppose gue R est pur et on définit les matrices.

+ + +
= = i< <ijg
C [Cij] i avec Cij b(pi,tj] ,»  Igign, 1Lism
T o= fe, R <i< <js<m .
C [Cij] axm . avec Cij d[pi.tj),. 1£i<n ,  1<j<m
(la matrice d’'incidence C est égale & U = ¢t - ¢y

Pour étudier le fonctionnement de RT on introduit deux variables temporelles

générales:

(Q(T)]t = [q1(T],q2(T],....qn(T]] telle que Q(t) représente le marquage du
réseau a l'instant T
. (X[T)]t = [xq(T),x2[T]....,meT)]' telle gue X(T) représente le vecteur de

mise a4 feu a 1'instant T.
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La relation M = N0+Cv(0] peut étre donc ecrite en utilisant ces variables

Gt} = U(Tﬂl + C X(1)

Si At= - T # 0 on peut écrire

AYCT) | QO - O(r,) | X(T)

. . ol
AT = C I C FlT) iy}

AQ(T) « Leur ssent 1 oy I 1a che

AT est un vecteur representant la variation moyenne de la charge du

réseau a 1'intervalle AT ;

la k-déme composante du vecteur Flv) représente la frégquence noyenne de

mise a feu de la transition t, pendant AT.

k
Nous étudierons le cas de fonctionnement od les fréquences de mise & feu

des transitions d’un RdPT sont constantes et il est borné. Alors son fonc-

tionnement est périodique et F est un t-semiflot

CF =40 F>0 (1

Le probleme est de déterminer F en fonction du marguage initial et des

retards assogiés aux places.

Soient l:l('rk ), Q(Tk ),...,Q(Tk ) les marquages successivement atteints par

. 1 2 . .5 . .
un RAPT au cours d'un fonctionnement périodique, & 6,....,65 étant leurs

1* 72
durées respectives. Alors la valeur moyenne § de la variable Q(t) est

égale a 6, Qlrk ) + 6, Bt ) + ...+ 8 alr, )
- 2 ® s
0= §, v 8, v ... v 8 -

Si J est un p-flot du RAP R associé 3 RT on a en multipliant par Jt la

relation precédente:

10 = 1 Q¢
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Mais la valeur moyenne a@ de la charge d'une place P, satisfait
1’inégalité

q 2z C F

2z
9 WoowW
+
od z, est le retard associé & cette place, CW est la w-iéme colonne de 1la
+ + -

matrice C . Le produit CWF représente la fréguence moyenne d'’arrivée des

marques a la place P’ F etant le vecteur qui représente les fréquences de

mise a feu des transitions.

Soit 7Z la matrice d’ordre n

z1 00 0
7 - G 22[] .. 0
0 0 ..... z
n
L'ensemble des inégalités {q =z C+F}n= peut &tre écrit sous la forme

Si J est un p-semiflot de R on a

%9 = 4t MDZ.Jt 7 c*F (11}

Cette derniere inéguation établit une relation entre le marquage initial MD’
les retards associés aux places d'un RdPT et les fréquences de mise a feu

de ses transitions.

Soit {31,32,...,Js} l'ensemble des p-semiflots correspondant 3 1'ensemble des
composantes conservatives élémentaires de R. Alors, toute inégquation de

type {II) peut &tre exprimée comme la combinaison linéaire a coefficients non
négatifs de 1l'ensemble des inéquations {J; M, = JE Z CfF}i_q
Les relations

CF =20 F>0 (1)

{J; M. > JE 7 c'F}S (11)
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decrivent le fonctionnement en régime permanent d'un RAPT dans le sens que
pour toute évolution périodique le vecteur des fréquences des mises & feu F
satisfait ces relations. Mais 1'inverse n'est pas forcément vrai : si F est
un vecteur vérifiant (I) et (II) alors F ne correspond pas forcément a une
évolution périodique du RdPT & partir du marquage initial MD. Ceci est di

au fait que dans les relations (I1) on pe tient compte que des retards 2y
imposés aux marques dans les places. En réalité le retard d'une margue dans
une place pi est la somme du retard 2y imposé et d'un retard variable de
"synchronisation” dd a 1'attente éventuelle d’une margque pour que des marqgues
deviennent disponibles dans d’autres places. Par conséquent, les solutions de

(1) et {II) par rapport a F correspondent a des fréquences de fonctionnement

qui ne sont pas forcément réalisables.

VIT.2.2. Fonctionnement en vitesse propre d'un RdPT

Soit FD le vecteur des frequences des mises a feu des transitions d’'un RdPT
RT au cours d'une évolution périodique. On dira gue RT fonctionne en vitesse
propre si FO satistait les eéquations

CF=0 , F>0 (1)
t R I -
3, mg =3, 7 CF)_, (117

. s
ol {Ji}i=1 est une base de 1'wspace des p-flots.

Un fonctionnement en vitesse propre correspond a un fonctionnement a vitesse
maximale ; les retards des marques aux places sont exactement égaux aux temps

d’indisponibilité z Evidemment, toute solution de ce systéme d'équations

i
est solution maximale de (I) et (II) et par conséquent pour tout vecteur F
correspondant & un fonctionnement réalisable 11 existe une solution F0 de (I}

et (ITI) telle que Fg2F.

Proposition 1 :

I1 existe au maximum n équations linéairement indépendantes décrivant le fone-

tionnement en vitesse propre d'un RAPT pur & n places.
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Démonstration

CF = 0 contient p équations linéairement indépendantes ol p est le rang de C

et la dimension de 1'espace des p-flots est égale a n-p.

Exemple:

Soit le RdPT de la figure 3. 0On veut déterminer les fréquences pour fonc-
tionnement en vitesse propre si on connait les temps d'indisponibilité des

marques z, et le marquage initial Q(TU] = MO.

[ep]

]
I
w =
™

]
O =
O o

Solution de CF=0: On trouve

2 4 1 3
figure 3
Une base positive de 1'espace des p-flots est:
t t
3, = [111000] I, = [00011]
Bzt e m em em e (Fr ) e s £ o g g
1 10 01 02 03 1°°3 4 2 2 3 1
Iozc'F =3t + =z, f, + z_ 3f
S 2o 7 Mg T Mgy Tz, o*ozp 3P
Pour qu'une solution existe il faut que
Mo1 " Mgz * Mgz Mgy * Mgg

= (o)

4 z, + 322 * zg 3(z4+z5]
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o (1504 + ["05

Dans ce cas " m*r
475

4 - -— — - - — - - - t_. e - ¥ -
Si on a 2y = 2y =23 =2z, =2, =1 et NO-[10030] ,» 1'équation (o) n’est
pas vérifiée et il n'y a pas de fonctionnement en vitesse propre possible.

Les inéquations (IT) donnent:

_ £ = :
m + M., + My 2 z1lf3+f4) + 22f2 + z f 1>8 F

U1 02 31 - 1
> - - ==> 32
M04 + m05 > 44 f2 + 25 Jf1 326 f1
NN 11 1 3
L . A = | —_—— " o = e
bou: f1max min {8'2] 8 et f2max 8

VII.2.3. Graphes marqués et graphes d'état temporisés

Le probleme de la détermination des m fréquences associées aux transitions
d’un RdPT pour fonctionnement en vitesse propre, quand on connait MO’ CetZ,
peut avoir plusieurs ou aucune solution les deux cas extrémes correspondant

aux graphes d’'état et aux graphes marqués.

Graphes marqués temporisés

Pour les graphes marqués temporisés fortement connexes on a nm, (n=|Pf.m=|T|]
1'égalité n'étant vérifiée que lorsque le graphe n’a qu'un seul circuit. Banc
les fréquences déterminées en résolvant m parmi les n équations, décrivant le
fonctionnement en vitesse propre, doivent satisfaire les n-m équations qui

restent. Sinon, il suffit de chercher des solutions de

,t t + 9 Nmit] N
> N
{JP My 2Jd ZCF }r=1 adl
- {JP]?;?*1 est un ensemble de p-semiflots correspondant a 1'’ensemble des

circuits élémentaires ;

- Ft = [{f,f,...f] étant donné que toute solution de CF=0 pour un graphe

marqué fortement connexe a ses composantes identiques.
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La r-ieme inéquation s’écrit:

) my 2 (Z zi]f ol
K i K
r r
- an est la somme des marques posées initialement aux places du circuit kF

ki
r

défini par le vecteur Jr 3

- Z?Zi est la somme des retards associés aux places du circuit kr'
K
r

I m
0.
K i
n-mt+1 T
Donc, T = Min —_—
max Y z.
r=1 i
k
r

Cette formule est également donnée dans [RAM73] .

Graphes d'état temporisés

Pour les graphes d'état temporisés fortement connexes on a mzn (m=|T], n=]P]).
Par conséquent, dans ce cas il existe plusieurs solutions du systéme décrivant
le fonctionnement en vitesse propre. L'équation CF=0 a(n-1) équations linéaire-
ment indépendantes et l'ensemble des équations (III) se réduit & une seule
équation exprimant le fait gue la somme des marques dans un graphe d'état reste

constante.

Remarque :

531 on rajoute & ces équations,m-n équations supplémentaires imposant un rapport
constant entre les fréquences de mise a feu des transitions ayant la méme

place d'entrée, on a m équations indépendantes.

Exemple:

Soit le graphe d'état temporisé de la figure 4.
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La solution de LF=0 donne:

z ~ = . .
1 Fp =ty t Fy ety
forfyrty
fy = F, ¢ g

Fipgure 4

L'équation de conservation des marques dans le graphe d'état:

4
[z1¢22) (F3+F4+f5] + 23f2 + 24(f4+fﬁ] = _Z U
i=1 i
. "2 *3
S5i on suppose — = A, , —— = A on a
f 1 f 2
6 4
A1 f.'l A1 AZ f1 \ A1 f"l
£, = T e Ty s
X1+1 (A1+1](A2*1) : [X1+1)(AZ*1)
[X1fX2+1)f1 ‘ f1
fs = ’ "‘- =
T ,) T
On peut maintenant déterminer f1 :
14X+, 4
f, [(21+22) s M 2+ 1 2 z, 1= Im
A1 (A1+1)(A2*11 i=1 4

BDonc toutes les fréquences sont déterminées de fagon unique & partir du

marquage initial, des retards associés aux places et des parametres 11 et AZ.
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VIT.2.4. Applications a 1'évaluation des performances
Systéme Producteur-Consommateur

Une unité de production et une unite de consommation sont reliées par un
magasin (figure 5). Le magasin peut contenir ND objets produits. Les deux
unités ne peuvent pas accéder simultanément au magasin. L'unité de produc-
tion peut déposer un objet dans le magasin si celui-ei n'est pas plein ;
1'unité de consommation peut accéder au magasin s'il n'’est pas vide. Les

objets sont produits, retirés et consommés un par un.

N cases

c
O

fo o |

figure s

Le RAPT .de la figure 6 décrit ce systeme avec un marquage initial possible.

Interprétation des retards z; associés aux places

z_ ¢ temps moyen de production d'un objet ,

z, ¢ temps moyen de dépdt d’un objet ,

z_ + temps moyen de retrait d'un objet ,

z, : temps moyen de consommation d'un objet ,

z_ : temps moyen entre deux acces consécutifs au magasin ,

Z_ ¢ temps moyen d'attente d'un objet dans le magasin.

On supposera que les z; associés aux autres places sont nulles. C'est-a-dire
le producteur et 1le consommateur tournent & vitesse maximum : le producteur,
apres avoir produit trouve toujours des cases vides dans 1le magasin et 1'acceés

au magasin libre ; il peut donc tout de suite déposer 1'objet produit. “ Aussi,
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le consommateur apres avoir consommé, trouve toujours des cases pleines
dans le magasin et 1'accés au magasin libre ; il peut donc tout de suite

retirer un objet déposé daus le magasin.

En résolvant le systeme CF=0 on trouve gque toutes les transitions doivent

admettre la méme fréquence f.

D'autre part, 1’ensemble des composantes conser-

vatives élémentaires (des graphes d'état dans ce cas) est domné en figure 7 .

@ g

Figure &6

Figure 7

GE3

N
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Probléme

5i on considére comme marquage initial celui donnég en figure 6 est-ce

qu'un fonctionnement en vitesse propre est possible dans les cas suivants?

En écrivant les inéquaticns (II) pour GE1, GE2, GE3, GE4, on obtient respectivement:

Donc dans le cas général

N
Fmax = Min {z jz 'z 12 ’ oz :z "z +2 }
d p d “r c d
On a fonctionnement en vitesse propre si
NU =1, z4tz = zd+z =z 2z
Donc il faut que ND=1 ’ Zp=zr R zd=zC
b/ z #0 et z =0
s a
N
. 0
'F = Mln { 1 » 1 ~ ’ 1_ » }
max z tz Z tz +27 Z %z z_+z
d p d’r S r ¢ r d
Fonctionnement en vitesse propre si
z_tz
z = 2F+2zS ’ zC = zd+22S , N0 = E—§;~gﬁz— < 1
P r d 5]

+ Cecl est impossible parce que ND doit &tre supérieur ou égal & 1.

c/ z =0 , z #£0
4

s a N
fmax = Min {z reli i 22 > 3 22 s T O+ }
p d d r r c d “r'Zs
Fonctionnement en vitesse proprg si
- - — = a
zp—zP R zd zC R NU 1 P

pr
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d/ z #0 , z_ #0
s a

N
1 1 0
fmax = Min {z 22 oz 4z 422 " oz sz 'z 47 +z I
p d dr s r cC d r “a
Fonctionnement en vitesse propre si :
zZ -7 z -2 z -2z z -2z
; = BT . e d N.-1 = s _ _a s
S 2 2 0 2 *zd z.vz,

I1 faut donc que la période du producteur soit égale & la période du consom-
mateur, les durées de production et de consommation soient supérieures ou

eégales respectivement aux durées de retrait et de dépdt d'un objet et ZaZZZZ‘.

8

Systéme a r producteurs et w consommateurs

Soit un systéme a r-producteurs et w-consommateurs reliés par un magasin de

capacite N L’acces simultané au magasin est interdit. Nous reprenons pour

9
les retards associés aux places les mémes notations que celles de 1'exemple
précédent en rajoutant un indice pour distinguer les producteurs ou les con-

sommateurs entre eux. Aipsi zd est le temps moyen de dépét d’'un objet pour
i

J-ieme consommateur. On copnsidére toujours le cas ol producteurs et consom-

mateurs tournent & vitesse maximum: pas d'attente pour le dépdt d’un objet et

pas d’attente pour le retrait (figure 8),

En figure 9 on donne une décomposition duy systéme en composantes conservatives

elémentaires,
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Figure 9

S5i f et fz sont les flots associés aux boucles du j-iéme producteur
J J

et du j-ieme consommateur on a :

1 r 4 w
{f1j = Zd + } 3=1 {fzj = zC + zP } (=1
i P i j
¢ 2 i 2 . 3 r = w 3 = - -
D'autre part, il faut que E f1 T +2 fﬂ ou fU est le flot

1 J j=1 J
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qui traverse le magasin. Donc,

_ r 1 w 1
fq = Min {j§1 E;‘TE;”' I, }
NN JoJg

B’autre part, 1'équation de conservation de 1a charge dans GES (figure g)

donne:
n w
3 F1 Zd, v T fz. Zr + ZFD zS = 1
J=1 J J J=1 J J
B’ on
r w
Ty fozy r, ooz
J=1 Jod J=1 "3
z8 =
2FD
“d, s
r r w W
i < < ———————
Mais, .21 qu zdj < J§1 Zd Py et .51 fzj ZFJ < JZ1 ZC +zr
J i Pj J J 3
D'al une borne inférieure pour z ;
z z
d, w r,
1 r J J u
> e——— - —— - ———ee B e————
s ° 2F “ 351 Zd +Zp 351 ZC +Zr : ?f
g J o b 7J 0
r Zdj w er
(On pose u-=1 - jéq N - '§1 E;-:z;*)
i Pj J i T
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N, - 1= (Za*ZZSl fU

Aussi étant donné que z‘Z—iL-on a
S ZfU

Ng =1 Ng =1V
z, =Ty + 2z >z z 5 +F ce qui donne
a 0 s a 0 0
z z
1. r
1 r dJ w i
z. 2z =— [N - - )
-fD 0 54 2, vz, j§1 z vz,
i Y iy

Dans le cas ot on a fonctionnement en vitesse propre les ineégalités deviennent
égalités. On peut d'ailleurs vérifier que pour w=r=1 on retrouve les résul-

tats de 1'exemple précédent.

Serveur & capacité bornée de deux classes de processus

Soit le RdAPT de la figure 10, On pourrait imaginer qu'il représente le fonc-
tionnement d'une entreprise de location de voitures, ayant deux types de clients.
Les clients de type 1, dont le nombre est N1n ont un temps moyen d'utilisation

d’une voiture z1 et un temps moyen entre deux demandes successives z,
1

De fagon analogue les clients de type 2, dont le nombre est N, ont un temps

moyen d'utilisation z, et un temps moyen entre deux demandes successives z,

5
on suppose que le nombre des voitures de l'entreprise est NU et que apres

chaque utilisation on fait un service a une volture de durée moyenne z,. 0n
admet enfin qu’une vuiture préte 3 etre louée attend en moyenne pendant Zq avant

cd'étre demandée par un client.

En résolvant CF=0 on a:

Foofy . Fmf, L Fu=fof,

1

Une décomposition du RdP en compo-

santes conservatives élémentaires

est donnée en Tigure 11,

figure 10
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GE1 GEOD Ge=

figure 11

Probléme 1 :

S1 on connait N1 et N2 ainsi que les retards associés aux places,

determiner NU pour fonctionnement en vitesse propre.

Les équations de conservation de la charge dans GE1 et GE2 donnent respecti-

vement

Pour GEO on a

N,z +z +z ) N.o{z.+z +z_)
170 s “1 270 " "2
= - - K = =
NU [f1+f2] (ZD+ZSJ+F1 2 +F ) NU z + z * z + 2z
a 1 a2

2

NU est le nombre minimum de voitures pour satisfaire les demandes des

clients.
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Prabléme 2
Op connait z Z s 2,4, Z_ 4 2

’ a 1 a,

1 2
le nombre moyen des voitures en attente avant d'@tre loudes N3' ainsi que

la capacité N4 du garage qui fait le service. UDéterminer le nombre de

0’ ot le nombre de voitures de 1'entreprise NU’

clients des deux types que l'entreprise peut satisfaire pour fonctionnement

en vitesse propre.

On a:

N
o jw
-

L’equation de conservation de la charge dans GEO :

N
. ) - R 3 B .
NU = N3 + N4_+ F1 zg * F2 z, N0 N3 + N4 + +1 2, * 2 z, f1 z, (a)
. . ND zy - N3[20+22) - N4 zg
ce qul donne pour z, # z, : f, =
e 1 2 1 z. (2, - z.)
0 1 2
‘ N4 z, * N3(20+z1] - NUZU
et £, = TN
2 zylz -z,
L [ND zg - N3(20+22) - N, ZD] - )
D’ o N1 = 20 (11 tz, )
2 Y5q97% 1
[N4 zg * N3(20+z1) - NDZD 1
NZ = (z, +z )
z. {z,-z.,) 2 4y
0 1 72
s Y e o ) s . L. - Z
Si z, z, =2 1'équation (a) donne : Ny = N (1 + ZU) + N4

Cette derniere équation doit &tre vérifiée pour avoir un fonctionnement en
vitesse propre. Dans ce cas on ne peut pas déterminer N1 et N, uniques.
. . * e "

On a en effet :

F o= 1 . f = 2
1 Z1 + za 2 z1 + Za
1 2
N N N '
'F + ‘F'_ =~——3— E 1 + 2 ="—3’
1 2 ZU A za z + za 20.
1 Z

La derniére équation permet de déterminer les couples de solutions possibles.

&
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VII.3. COMPARAISON DES RdP AVEC D'AUTRES TYPES DE RESEAUX
'VII.3.1. Les RdP en tant que porteurs de structures vectorielles

Soit un RdP R = (P,T,a,b) avec matrice d'incidence C, rang (C)=p, |P|=n,

lTI=m. On appellera :

- I-potentiel wune application X:T- R i p-potentiel une application Y:P> R .

On représentera X et Y par des vecteurs Xe T?m. Ye R",

- Le débit D induit par un t-potentiel X est le vecteur D=CX ; la tensian

induite par un p-potentiel Y est le vecteur v, Vt=YtC.

- Un t-arbre de R est un sous-réseau (de R) qui est le support d’un ensemble
de transitions correspondant & p colonnes linéairement indépendantes de C.
Un p-arbre est un sous-réseau qui est le support d'un ensemble de places

correspondant a p lignes linéairement indépendantes.

- Une t-corde (resp. p-corde) par rapport & un t-arbre (p-arbre) de R

est toute transition (place) qui n'appartient pas & cet arbre.

Proposition 2 :

31 (C,-) est un RdP consistant avec rang (C)=p alors on peut trouver une

base de 1'espace des t-flots positive.

Démonstration
Soit F1, F2, . FS un ensemble de t-semiflots linéairement indépendants et
supposons que s<m- o , m=|T].
5
Si 121S(Fi]jiR alors d'aprés la proposition 22 du chapitre V on peut trouver

5+
un t-semiflot g+1 tel que {Fi}i=: est constitué de vecteurs linéairement

indépendants.
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5
Si 1g§(Fi)=R alors on peut trouver t-flot X tel que les vecteurs F1,F?....F » X

5
soiept linéairement indépendants. Si X p'est pas positif on peut trouver un

t-semiflot FD=211F1 Ai>0 tel que FU*X>D. lLes vecteurs F1.F2,....F5.FD+X est

un ensemble de s+1 t-seniflots linéairement indépendants.

Done, dans tous les cas on peut augmenter le nombre s de t-semiflots linéairement

independants jusqu'a la valeur s=m-p.

Remarque :

mn
on peut trouver un t-arbre dunt les cordes est un ensemble de m-p transitions

Etant donné F1.F2.....F . un ensemble de t-semiflots linéairement indépendants,

distirmctes T1 = {ti}T;g tel que t1 est une transition de S(Fi). En effet le

s50US-réseau ('(T—T1)t1[T—T1l',(T-T1]) est un t-arbre: si C; est une colonne de C
correspondant a4 une t-corde tie T1 alors elle est exprimable comme la combinaison

linéaire des colonnes correspondant aux transitiops de T —T1.

Soit A = [F1,F?,...,me 1 une matrice dont les colonnes forment une base de
1'espace des t-flots. Alors tout t-flot FD est exprimable comme la combinaison

lipeaire des Fi » ASism- o

AB = Fy o Be RM P

Les colonnes correspondant aux cordes d'un t-arbre état exprimables comme des

combinaisons lineéaires des colonpes correspondant & ses trapsitions, on peut

mettre A sous la forme ’
Is
A =1f ol s = m-
W P

La relation A0=FU se réduit & Q6=F0 on FU est un vecteur représentant les
b b

t-flots de l'arbre. Ce dernier résultat exprime le fait que les flots des
trapsitions d'un t-arbre sont exprimables comme la combinaison linéaire des
tlots de ses cordes représentés par le vecteur 6. Les composantes de 8 peuvent

&tre considéreées également comme des flots de "mailles”.
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Exemple :

Soit le RdP de la figure 12a dont les CoMposantes consistantes élémentaires

sont définies par les t-semiflots F F2 F3 F4,F F

eS(F,I], t

1,F2 F3 F4 sont linéairement

indépendants et nous avons € S[F2) tye S[F4] et tqe’S(FBJ.

1 2
Donc on peut considérer {t1,t2,t3,t4} comme l'ensemble des cordes du t-arbre

représenté en figure 12b. On a

B I,
11 -1 4
0 0 1 o0
A = o 1 1 -1
0 0 2 -1
.0 0 1 0
F: = [100 010 000]
t
F, = [010 000 100]
F§ = [001 101 011]
FZ = [101 001 121]
Fg = [011 211 001]

Figure 12
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Les tensions d'un RdP (C,-) étant des vecteurs de 1'espace des lignes de (
on a : U est tension de (C,-) ssi UtA=U. Si A est sous la forme A = [és]
. t. _ <
on a U1 + U2u = 0 ou U1
de U. Cette relation signifie gue les tensions des cordes d'un t-arbre sont

est un vecteur constitué des s=m-p premiéres composantes
exprimables commne la combinaison linéaire des tensions de ses transitions.

On peut obtenir par dualité des résultats analogues pour les p-arbres, p-cordes,
p-flots et les débits d’un RdP. Pour ce qui suit, on représentera par B une

matrice dont les lignes furment une base de 1'espace des p-flots d'un RdP (C,-).

Réseaux de Petri temporisés et réseaux & impédance

On peut, en utilisant les concepts introduits dans le paragraphe précédent,
comparer les eéquations décrivant le fonctionnement en vitesse propre des
RdPT avec les équations décrivant le fonctionnement des Yéseaux a impédance

([KUN72] page 254).

Dans les equations (I) et (IIT) les quantités impliquéessont : les t-flats, les
débits, le marquage initial et les temps d'indisponibilité des marques. On
peut retrouver ces équations en appliquant les régles :

R1/ Dans chague place 11 y a copservation des t-flots,

R2/ Pour chague place Pys le débit associé cli est 1lie avec le flot qui

la traverse fp =C;F par la relation

i
d. = m -z, f
i u
TR
oa My est le nombre de marques initialement posées dans Py et z,
i

i
est le retard associég.

R3/ Pour chaque composante conservative support d'un p-semiflot J, la
somme des débits de ses places pondérée par les composantes corres-

pondantes de J est épale & 0.

Par contre, les quantités impliquées dans les éguations décrivant un réseau
a impédance sont: les t-flots, les tensions, les forces électromotrices et les

impédances. On peut retrouver ces équations en appliguant les régles:
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R1'/ Pour chaque place il y a conservation des t-flots.

R2'/ Pour chague transition ti la tension associée ug est liée avec le
t-flot Fi qui traverse ti par la relation
ui = &; - Zi fi
al, e; est la force electromotrlce de la transition, et z1 est

1'impédance associée.

R3'/ Pour chaque composante consistante, support d'un flot F1 la somme
des tensions de ses transitions pondéreée par les composantes corres-

pondantes de F1 est égale & 0.

Remarquons que dans le cas des RAPT on peut se ramener a un systeme de n
équations indépendantes & m inconpnues. Dans le deuxidme cas, on peut se ramener
a un systéme a3 m équations indépendantes a m inconnues. En effet, par appli-
cation de R1'/, R24/, R3'/ on a respectivement p, m et m- p équations indépen-
dantes tandis que le nombre total des inconnues est 2m (m t-flots + m tensions).
La différence entre les deux modeéles est que "la 2&me loi de Kirchoff” s'applique
aux composantes conservatives pour les RdAPT tandis que pour les réseaux a impé-

dance elle s 'applique aux composantes consistantes.

D'apres la comparaison précédente, si on rajoute aux éguations exprimant la
conservation de la charge CF=0, dans un graphe d'état temporlse, lP[~n ’ IT|~m
m-n+1 équations exprimant le fait que le nombre de marques de chaque circuit
d'une base de circuits reste constant, alors on a m équations indépendantes.

On peut donc déterminer de fagon unique. les fréquences associées aux transitions.

Exemple :

Considérons le graphe d'état temporisé de la figure 2 dont une décomposition

en circuits €lémentaires est représentée en figure 13.



vit.zs

figure 13

On a :
§1 = fx + fy + f F4 = fv
fz = F o+ T, fg = fy + fv
f3 = fx fﬁ = fy

Si on veut que le pnombre des margues de chaque circuit x, y, v reste constant

et égal 4 Cly s qy, q, ona les équatians

1

q

« (fx + fy + fV] z, + [+x+fvlz3 + [fxffvffy)zz

1

]
i

(fx + Fy + fvl z, * (fxtfy*fvlzz + (fy++vlz4

q, = (f + fy + fvl Zg * [fx+fy*fvlzz + (fx+fv123 + (Fy+fv)z4

Ces trois équations permettent de déterminer les fréquences fx’ fy' fv
et par conséquent les fréquences associées aux transitions. Le réseau a

impédance égquivalent est donné en figure 14.
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figure 14

Les analogies entre RdPT et réseaux & impédance ayant été mises en

evidence, on peut généraliser les équations décrivant le fonctionnement d'"un
RAPT en vitesse propre en supposant gue les fi sont variables et les z, des
opérateurs intégro-différentiels. Mais 1'intérét pratique de telles exten-
sions n'est pas évident dans la mesure od on ne voit pas quelle interprétation
associer & ces équations.

Exemple :

Pour le RdP de la figure 15o0n a :

211 011 11 00
At - [ 1 1 ] g = [11 1 ]

211 120 00 00 11
Si fx et fy sont les fréguences
associées aux composantes conpsistantes
élémentaires définies par les colonnes

de A on a :

f, [2 2
£, 11

A LN T R £
£, 0 1 f;'
fe 12
£ 0 1)

figure 15 6
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t
Pour fonctionnement en vitesse propre on.a DMU = UZH+F = pzctA fxl'
y
Ceci donne:
2 = 7 = =

(fx+fy)h20 1 {on pose zg=z, zU)

Z(fx+fy]z1 + z(fxﬂ’y)z2 + [fxffy)za * (fx+2fy)zq = 1
Dtou :

.. 2(z1+22+z4] vozg - 2z, . 2z, - 2(z1+z4] T Zy T2,

27 ? .
X Mzozq y 22024

Pour que les fréquences associées aux transitions soient positives, 11 faut

que fy.zO et fx+fy220. La deuxieme est toujours vérifiée et la premiére donne ;

2(21+22) vzt 2,

ZUZ )

Si les 24 prennent des valeurs dans N -{0}, alors 1a plus petite valeur de Z;

est obtenue pour 2y % 2, =z = 2y = 1 [20 a 4}, 51‘20 <4 alors il faut
que fy = 0 pour avoir fonctionnement en vitesse propre. Ceci s'explique par

le fait que si fy:>U on a le circuit Py t1 P, t2 Py t4 Py t5 Py de retard total 4.

Réseaux de Petri temporisés et réseaux de dipoles

L'étude du fonctiaonnement en vitesse propre d’un RdPT RT peut étre ramené

a 1'étude du fonctionnement d’un réseau de dipoles ([KUN72] page 224) obtenu
de fagon systématique & partir.de RT' Pour cela il suffit de représenter une
transition par une bifurcation et une place par un sous-réseauy composé de deux

melangeurs et d'un dipole représentant le retard associé (figure 16)
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bifurcation

N

mélangeur
y (7]
!

Yo (T} =y (T-Zi)

L] 1 i
mélangeur

Nous rappelons que d'apres la terminologie utilisée dans [KUN72Y .

- les bifurcations sopnt des noeuds dont les connecteurs larcs incidents et

sortants) portent la méme valeur ;

- les wélangeurs sont des noeuds tels que la somme des valeurs portees par

leurs connecteurs est npulle (en tenant compte e leur orientation).

Les réseaux de dipoles ainsi obtenus sont des systémes linéaires discrets.
Remarquons que 1'état de tout connecteur de ces réseaux peut s'exprimer comme
la combipaison linéaire des etats des bifurcations et soient y1fT), yZ(T)""‘

ym(T] les variables d'état associées aux bifurcations d'up tel réseau. MNous
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considerons que ces variables ont comne domaine 1'ensemble des applications
de T dans IN o0 T est la base de temps du RAPT a partir duquel ce réseau de
dipoles & été obtenu. On peut décrire les évolutions possibles du réseau de

dipoles par n équations (une pour chague retard )} de la fagon suivante:

Pour un retard donpa z, exprimer la variable d’'état Vg (1) de san entrée
i.
et la variable d’'état Vg (1) de sa sortie en terme des variables d'état
i .
des bifurcations. Ecrirey (r) =y ({r-z,).
84 Bi i

Soit Y1,Y2,....Ym une solution de ce systéme de n équations telle que
Vi <igsm, VteT .[]SYi(T)S 1. On peut interpreter les solutions de ce type
de la fagon suivante:

les instants T tels que Yi(T) = 1 sont des instants de mise 3 feu de la
transition ti' I1 n'est pas difficile de vérifier que cette interprétation est
cohérente.

Exemple :

Soit le RAPT de la figure 17a avec T=N.
Le réseau de dipoles assucié est représenté en figure 17b. Si d représente
1'opérateur "retard unitaire" le fonctiopnement de ce derpier est décrit par
les équations (voir par exemple [GIL66] pp. 81-108).
Yy = A,y
v, = d?y. + dy,. + oy, :
2 4 21 20
= 2 C
g = dfyy * dygy t vy
- 2
Yo = @yt dygg Y

(yij représente la valeur de la variable vy a 1'instant j,je WN).

Pour que ce systéme ait upe solution, il faut que
= g3 2 = g4 3 2
Ve = @Yy dfyny vyt ygg diyqg # dlygq * dfygq rdyg gy
d?y.,. + dy,. *+ vy d3y + d2y tdy,. ty
21 20 10 31 30 11 10

d.DEJ y = =
1 1 - g3 . 1 - d°
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Ceci implique que

M E Vi T Yaq = Vap T Vyq T ovag - Y3q-
Les seuls choix possibles sont =0 et = 1
La solution pon nulleest y1 =3 j e 1+d+d2+d3+... c’'est-a-dire 1la
sequence 1111...1... . On trouve ggalement Yoy = Vg = T%H .

Le RdPT de la figure a étant un graphe marqué temporisé, ce résultat est

conforme au résultat du paragraphe VII.2.3.

(b)

figure 17

Exemple :

Considérons le RdPT de la figure 18a ayant T=IN et le réseau de dipoles

associé (figure 18b).

On représente par yi(U%~z) le polynéme qui représente yi(T] aux z premiers
instants
-1

Yitz-1)

+ eaeti oay dz

y0:2] =y, + dyy
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Le systéme des équations décrivant le fonctiopnement du réseau des dipoles est:
z

_oaq 1 ..
vy ® d Vy * y1(0.z1]
a2 (0:z.)
y2 y1 + y2 .42
<y ey (02
Y3 Y, T Y3l A
= dZ4 + (0+z,)
y4 y3 y4 >.’24
“p
Vg t Yy B d (y2+y4] + y1(0%zul + yB(U%zol

On a a partir des quatre premiéres équations :

z z
1 N e 2 3 .
, - d y2[0.12) + y1(ﬂ.41] i d y1(0721] + yz(Urzzl
1 2,442, + ¥y 2 %z,
1-4d 1-d
dz3 (0xz, ) + 0% | 24 : 3
) v, (02, y3[ .13) d y3(0723) + y4(U:Z4)
y3 - v » y4 =
r et z 42
1-4d 34 1 -d 374

Remarquons que les circuits comportant 21,22 et 2442, sont des oscillateurs

gde période respectivement 21+22 et 23*24 et que si les valeurs initiales
des Yy sont booléennes alors les séquences représentées par les Yq sont egale-
ment booléennes. Mais pour satisfaire la contrainte de synchronisation entre
ces deux processus cycliques, il faut que les Yy ainsl déterminés vérifient

la cinquiéme équation.
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Si on suppose (pour simplifier) que Z,*2, = zg+z, alors les vy doivent

vérifier 1'équation:

z_+t2z Z,+7 Z p4
. o “2 _ . L 172 .. T 0
yq(Drzq] [1-d 1 ¥, (0%2) [1-d 1+ ¥, (0%2,) [d -d "1+
AR 4 zZ.+2 Z z
+ y(03z_ ) [1 - d 0 i yo(0%z.) [1 - d 3 4. y,(0+z,) [d 3—d Uy
5 3 3 0 4 4

Supposons que 21=3, 22=1, 23=1, z4=3, zD=2’

On trouve les relations entre les conditions initiales des yi

Y42*Y41 7 Y40"Y20"Vag
Y20"42 T Yaq"Yqq
Yi0™¥30 T Y42*Vq2
Y41%Y31 T Yag
Parmi les solutions booléennes maximales on trouve

Y10 T Y4z T V21 T Y3p T V3q T Vg T Vaq T Vg =1 et vyt oy,g s

Ceci donne

\ = 1+d2 \ =£‘1—[.J:gf.]_
g < g

1
Y3 T Y4 T 79

C'est-a-dire YqrYy2Ygs représentent respectivement les séguences

(101010...) (010101...) (1111... ).
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CONCLUSION

Nous avons présenté une étude des concepts , propriétés et des résultats
sur l'analyse du contrfle des systémes asynchrones sur trois modéles différents:
les systemes de transitions, les CA-systémes, les réseaux de Petri et leurs

extensions.

Les résultats présentés au deuxiéme chapitre sont d'une portée beaucoup plus
générale dans la mesure ol un grand nombre de modéles peuveni, & un certain
niveau d'abstraction, étre considérés comme des systémes de transitions. Pour
cela il suffit d'exprimer dans un modéle particulier les fonctions PRE, POST

et leurs duales (comme il est fait au troisiéme chapitre pour les CA-systémes

et dans [HOA78] pour les programmes & commandes gardées). Nous avons moptré
qu'il existe deux concepts fondamemtaux pour 1'étude des systémes, ceux de 1'in-
variant et de trajectoire. L’approche adoptée pour 1'expression des propriétés,
a4 savoir leur défipition par un ensemble d'états initiaux, d'un ensemble d'états
buts et d'un type d’'atteignabilité semble &tre suffisamment générale pour étre
appliquée a d'autres modéles (tels que les programmes). Cette approche est
d'autant plus intéressante gu'elle permet une étude systématique des propriétés,
eétant donné que les différents types d'atteignabilité s’expriment par des rela-
tions trés simples entre invariants et trajectoires particuliers. Les résultats
sur 1'analyse présentés dans ce chapitre constituent un cadre théorique tres
général pour aborder ce probléeme. Le fait que la vérification des propriétés

se ramene au calcul de points fixes de fonctions monotones confirme (si besoin
etait) 1'importance de ce probléme pour 1’analyse. Cependant, nous doutons de
la possibilité d'exploiter en pratique les résultats présentés dans toute leur
généralité a cause de la complexité des méthodes de calcul itératif actuellement
utilisées. TI1 est nécessaire d'étudier dans ce domaine des notions d'extrapola-
tion ou d'autres méthodes de calcul non-itératives comme il est suggéré dans

fcouzal.



Les CA-systémes constituent un modéle de haut niveau pour la description

du contrdle sur lequel nous illustrons une partie des résultats présentés au
deuxieme chapitre. Les invariants caractéristiques forment une classe d'inva-
riants plus précis que les autres dont 1'existence pour tout CA- systeme a eté

démantrée & 1'aide des réseaux de Petri.

Les réseaux de Petri, qui sont des CA-systémes particuliers constituent le modéle
de représentation du contrdle le plus étudié entre autres a cause du fait qu'ils
admettent des représentations_dans différents systémes formels tels que les gra-
phes, l'algébre linéaire, les langages. La majorité des concepts étudiés sur

ce modele {(verrous, composante conservative, place implicite, distance synchro-
nique) correspondent 3 des invariants particuliers. En ce qui concerne les
méthodes d’analyse propres aux réseaux de Petri, il faut remarquer que la plupart
des reésultats existants sont applicables aux réseaux ordinaires ou généralisés
mais pas aux extensions qui ont la puissance d'une machine de Turing. De plus;
les méthodes existantes dans leur majorité consistent & la vérification de con-
ditions suffisantes, 1'efficacité de chacune d’'elles restant limitée & des réseaux
de taille réduite. Il reste cependant & étudier la possibilité d'une combinaison
intelligente de ces méthodes et des résultats théoriques existants : suivant la
structure du réseau étudié et 1a propriété a vérifier,éffectuer une analyse
progressive en choisissant judicieusement la méthode & appliquer & une étape.
Toutefois, il ne faut pas se faire d'illusions sur les pussibilités d’une telle
approche si on ne restreint pas le type des réseaux étudiés ; on peut trouver
facilement des réseaux qui ne sont pas réductibles, qui sont fortement connexes,
conservatifs et consistants, et pour lesquels 1'algorithme. de Karp et Miller n'est

pas applicable en pratigue.

Cette derniere constatation pose un probleme plus général concernant le choix
des modéles : on peut soit utiliser les modéles dans leur généralité et essayer

d'analyser un systéme aprés l'avoir décrit , soit les restreindre de fagon que
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les systémes décrits satisfont par construction certaines propriétés ou sont
facilement analysables (approche suivie par [PAT701 [CAM?5] [VAL76] [KOT781 5,
Les résultats pour les RdP et a fortiori pour les autres modéles de plus haut
niveau montrent gque la deuxiéme approche est beaucoup plus 1réaliste dans 1'état
actuel des choses, a condition de pouvoir trouver des regles de structuration
d’une description qul ne rendent pas la modélisation difficile, vaire impossible,
par le fait qu'ils n'introduisent pas un nombre de concepts et de primitives
suffisant pour une exprassion "naturelle” et "directe”. Pour cette raisaon et
aussi a cause du fait que la quasi totalité des problémes relatifs a la vérifi-
cation sont indécidables, nous pensons que la solution du probléme de 1'analyse
passe par la restriction des modéles de fagon a obtenir des descriptions "faci-
lement analysables”. De plus, nous croyons que la complexité de ces problémes
nous amengra a étudier des propriétés qui sont des "approximations" des pro-
priétés caractéristiques plus facilement vérifiables en se contentant de résultats
"moins absolus”. Cette idée a certainement motiveé la recherche sur les méthodes
d'analyse structurelle des réseaux, mais aussi 1'étude séparée sur le contréle

de propriétés dépendant de 1'état delapartie opérative.

Enfin, nous pensons gque le choix d'un modéle parmi un ensenble de modéles compa-
rables doit correspondre a un compromis entre la puissance de description et les
possibilités d'analyse. Les réseaux de Petri permettent la représentation de
certains aspects "locaux" du contrdle tels que le séquencement, la convergence,

la divergencs, le conflit mais s'aveérent inefficaces pour la représentation de
contraintes globales. Par contre, les CA-systémes semblent &tre un modéle suffi-
samment général pour 1'expression aisée du contrdle. La recherche de ce compromis
passe d'une part par 1'étude de méthodes d'analyse propres aux CA-systemes et
d'autre part, par 1'étude de moudéles intermédiaires entre les réseaux de Petri

et les CA-systemes.






B.1

BIBLIOGRAPHIE

INTRODUCTION

[BAE70] J.L.BAER, D.F.BOUET et G.ESTRIN: "Legality and other properties
of graph models of computation”, JACM, vol17, n°3, juillet 1970, pp.543/554.

[Jumzs] R.J.JUMP et P.S.THIAGARAZAN:"On the interconnection of asynchronous
control structures”, JACM, vol.22, n°4, octobre 1975, pp. 596/612.

[KARGY] R.M.KARP et R.E.MILLER: "Parallel program schemata”, JCSS, vol.3,
mai 1969, pp. 147/145.

[KEL72] R.M.KELLER: "Vector replacement systems: a formalism for modeling

asynchronous systems”, Princeton University, Tech. repot n°117, décembre 1972.

[KEL74] R.M.KELLER: “"Towards a theory of universal speed independent
modules”, IEEE Trans. Comp., vol C-23, n®1, janvier 1974, pp. 21/33.

lLuceal F.L.LUCONI: "Asynchronous computational structures”, MIT, Doctoral
thesis, septembre 1968.

(MIL73] R.E.MILLER: "A comparison of some theoretical models of parallel
computation”, IEEE Trans. Comp, C-22, 8, aolit 1973, pp. 710/717.

{MIL74] R.E.MILLER: "Some relationships between various models of
parallelism and synchronization®”, I8M T.J.Watson Research Center, RC 5074,
octobre 1974.

{MIL75] R.E.MILLER: "Parallel program schemata” in "Theoretical computer-

science”, Edizioni Cremonese, Rome 1975, pp. 5/63.

(MIL76] R.E.MILLER: "Mathematical studies of parallel computation”in Proc.
First IBM Symposium on Math. Foundations of Comp. Science, octobre 1976, pp.1/23.



[MULB3] B.E.MULLER: "Asynchronous logics and application to information
processing” in Switching theory in space technology, Stanford, California,

Stanford University Press 1863.

[PAT70] S.S.PATIL: "Coordination of asynchronous events" PhD. thesis,
MIT, mai 1970.

[PET74] J.L.PETERSON et T.H.BREDT: "A comparison of models of parallel
computation”, Proc. IFIP 74, aclt 1974, pp. 466/470.

[ROD67] J.E.RODRIGUEZ: "A graph model for parallel computation” PhD
thesis, MIT, septembre 1987.

[RUM75] J.E.RUMBAUGH: "A parallel asynchronous computer architecture
for data flow programs”, MIT, MAC TR-150, mai 1975.

[QUE78] J.P.QUEILLE: "Une technique de modélisation des systemes de pro-
cessus paralleles adaptée & 1'analyse statique”, Projet de 3éme année, ENSIMAG,

juin 1978.



H.3

CHAPITRE 1

[AGE74] T.AGERWALA:; "A cémplete madel for representing the coordination
of asynchronous processes”, John Hopkins University, Dept. El. Engin.,

report 32, juillet 1974.

[CAM75)} R.H.CAMPBELL et P.E.LAUER: "Formal semantics of high level primitives

for coordinating concurrent processes”, Acta Informatica 5, 1975, pp. 297/332.

{p1i68] E.W.DIJKSTRA: “"Cooperating Sequential processes” in "Programming
languages”, Editor F.Genuys, Academic Press, 13868, pp. 43/112.

[ KARBY] R.M.KARP et R.E.MILLER: "Parallel program schemata”, JCSS, vol.3,
mai 1969, pp. 147/1495.

[KEL73] R.M.KELLER: "Parallel program schemata and maximal parallelism
Fundamental results”, JACM, veol.20, n°3, juilllet 1973.

[MES72] M.O.MESAROVIC: "A mathematical theory of general systems”in

“Trends in general systems theory”, Editor G.J.Klir, Wiley Interscience, 1972.

[PET74] J.L.PETERGON et T.H.BREDT: “A comparison of models of parallel
computation”, Proc. IFIP 74, aout 1974, pp. 466/470.

[PUL78] J.PULOU: "Un outil pour la spécification de la synchronisation
dans les langages de haut niveau”, RAIRO Informatique, vol.12, n°4, pp 291/3086,
1978.

LrROB77] P.ROBERT et J.P.VERJUS: "Towards autonomous descriptions of
synchronization modules”, Proc. IFIP 77, aout 1977, pp. 981/886.



[ROU78] G.ROUCAIROL: "Contribution a 1'étude des équivalences syntaxigues

et transformations de programmes paralléles”

» Thése d'Ftat, Universitsa PARIS VI,
novembre 1978.

[VAL78] R.VALETTE: "Sur 1a description, 1'analyse et 1la validation des

systémes de commande paralléles”, Thése d'Etat,

Université Pauyl Sabatier,
Toulouse, novembre 1976.



CHAPITRE 11

[AMY?781] B.AMY et M.CAPLAIN: "Invariances algorithlmiques et récurrences”

Actes du 3eme colloque Int. sur la programmation, Paris, mars 1978, pp.218-231.

[ASH70] E.ASHCROFT et Z.MANNA: "Formalization of properties of parallel
programs” in Machine Intelligence 6, B.Meltzer and D.Michie (eds), American
Elsevier, N.Y.1970.

[D13781] E.W.DIJKSTRA: "A discipline of programming”, Prentice Hall Inc,
1976.
[HAC76] M.HACK: "Becidability questions for Petri nets”, MIT, Laboratory

for Computer Science, Technical report 161, juin 1976.

(KARES] R.M.KARP et R.E.MILLER: "Parallel program schemata”, JCSS, vol.3,
mai 1968, pp. 147/195.

LKEL72] R.M.KELLER: "Vector replacement systems: a formalism for modeling

asynchronous systems”, Princeton University, Technical report n®117, décembre 1972.

[KEL76] R.M.KELLER: "Formal verification of parallel programs”, CACM, vol.19,
n®7, juillet 1976, pp. 371/384.

[Kwo771 Y.S5.KWONG: "On reduction of asynchronous systems®, Theoretical
Comp. Science, 2, 1976, pp. 25/50.

LPAREY] D.PARK: "Fixpoint induction and proofs of program properties”
in Machine Intelligence 5 (1968), pp. 59/78.

[ROS76] B.K.ROSEN: "Correctness of parallel programs: the Church-Rosser
approach”, Theoretical Comp.Science, 2, 1976, pp. 183/207.



[SIN76] M.SINTZOFF: "Iterative methods for the generation of successful

programs” (tentative text), MBLE Research Lab., décembre 1976.

[TARS5] A.TARSKI: "A lattice-thecretical fixpoint theorem and its

applications”, Pacific Journal of Mathematics, 5, 1955, pp. 285/309.



CHAPITRE 111

fCOF71] E.G.COFFMAN, M.J.ELPHICK, A.SHOSHANI: "System deadlocks”,
Comp. Surveys ACM, vol.3, n®°2, juin 1971, pp. B67/78.

[DI365] E.W.DIJKSTRA: "Solution of a problem in concurrent programning
control”, Comm. ACM 8,9, septembre 1965, p.569.

[D1J74]) E.W.DIJKSTRA: "Self-stabilizing systems in spite of distributed
control” Comm. ACM, novembre 1974, val.17, n®11, pp. 643/644.

(DIJ75] E.W.DIJKSTRA: "Guarded commands, non determinacy and formal
derivation derivation of programs” CACM, vol.18, n°8, acut 1975, pp. 453/457.

{FLD77] L.FLON et N.SUZUKI: "Nondeterminism and the correctness of
parallel programs” in "Formal description of programming concepts® North-Holland

Pub.Co 1978, pp. 589/608.

[FLON78] L.FLON et N.SUZUKI: "Consistent and complete proof rules for
the total correctness of parallel programs”, CSL-78-6, Xerox Pala Alto Research

Center, novembre 19708.

[GUE7S] P.GUERREIRU: "Un modéle relationnel pour les programmes non-déter -
ministes”, DEA Informatique, IMAG, juin 1979.

(HOL72] R.é.HDLT:'"Some deadlock properties of computer systems” Computing
Surveys ACM, vol.4, n°3, septembre 1972.

[LAM76] A.Van LAMSWEERDE et M.SINTZOFF: "Formal derivation of strongly

correct parallel programs”, MBLE Research Lab., report R338, octobre 1976.



[LAM78] A.Van LAMSWEERDE: "From verifying termination to guaranteeing

it” in Proc. IFIP Working Conf. on Formal description of programming concepts,
North Holland Pub. Co., 1978, pp. 609/620.

{sIin7za] M.SINTZOFF: "Ensuring correctness by arbitrary postfixed points”

in "Mathematical Foundation of Computer Science 1378", Springer Verlag 1978,
pp. 484/492.



¥

B.49

CHAPITRE 1V

[AGE73] T.AGERWALA et M.J.FLYNN: "Commants on the capabilities,
limitations and “"correctness” of Petri nets” in Proc. First Annual Symp. on

Comp. Architecture, University of Florida, 1973.

[AGE74] T.AGERWALA: "A complete model for representing the coordination
of asynchronous processes”, John Hopkings University, Dep. E1.Eng., report 32,
Juillet 1874.

[HAC?5]) M.HACK: "Decision problems for Petri nets and vector additions

systems”, MIT, MAC Techn. Memorandum, n®58, mars 1975.

[HACK?75] M.HACK: "Petri net languages®, MIT, Computation structures Group
Memo 124, juin 1975.

[LAU74] K.LAUTENBACH et H.A.SCHMID: *Use of Petri nets for proving
correctness of concurrent process systems”, IFIP 14974, North-Holland Pub. Co.,
1974, pp. 187/191.

[1MDA781] M.MOALLA, J.PULOUKet J.SIFAKIS: "Synchronized Petrl nets: A
model for the description of non-autonomous systems”, Math. Found. ofl Comp.
Science, 1978, Springer-Verlag, pp. 374/383 (Aussi: "Reseaux de Petri synchro-
nisés" RAIRO Automatigue, vol.12, n°2, 1978, pp. 103/130 ).

[PETR75] C.A.PETRI: "Interpretatiors of net theory®, GMD, Interner bericht
75-07, Bonn, juillet 1975,

[PETR771] C.A.PETRI: "Non-sequential processes”, GMD, report ISF-77-01,
Bonn, juin 1977
[SIF78]) J.SIFAKIS et J.P.QUEILLE: "Synchronization controllers and Petri
nets”, Rapport de recherche RR124, IMAG, juin 1978.



CHAPITRE Vv

[BER78] G.BERTHELOT et G.ROUCAIROL: "Reduction of Petri nets” in
"Mathematical Foundations of Computer science 1976", Springer Verlag, pp.202/209.

[BER78] G.BERTHELOT: "Vérification des réseaux de Petri”, thése de 3° cycle,
Université PARIS VI , Jjanvier 1978.

[BYR75] W.H.BYRN: "Sequential processes, deadlocks and semaphore primitives”
Harvard University, TR7-75, 1875.

[com71] F.COMMONER, A.W.HOLT, S.EVEN, A.PNUELI: "Marked directed graphs"
J. of Comp. and Sys. Science, 5, 1871, pp. 511/523.

[CRE76] S.CRESPI-REGHIZZI et D.MANDRIOLI: "Same algebraic properties of
Petri nets”, Alta Frequenza, n°2, vol. XLV-1876, pp. 130/137.

[DANB3] G.B.DANZIG: "Linear programming and extensions”, Princeton

University Press, 19863.

[HAC72] M.HACK: "Analysis of production schemata by Petri nets”, MIT,

Master of Science, 1972.

{HAC75] M.HACK: "Decision problems for Petri nets and vector addition

systems”, MIT, MAC Technical memorandum, n°59, mars 1975.

[HAC78] M.HACK: "Decidability questions for Petri nets”, MIT, Lab. for

Computer science, Technical report 161, juin 19786.

[HoLB8] AMW.HOLT: "Information system theory project”, Applied Data

Research inc., Princeton, New Jersey, septembre 1968.

[HoL70] AW.HOLT et F.COMMONER: "Events and conditions”, Applied Data

Research Inc., New-York, 1970.



B.11

[KARBY ] R.M.KARP et R.E.MILLER: "Parallel program schemata®, JCSS, vol.d,
mai 1969, pp. 147/1485.

[KEL72] R.M.KELLER: "Vector replacement systems: a formalism for modeling

asynchronous systems”, Princeton University,Technical report n®117, décembre 1972.

[LAN75] L.H.LANDWEBER: "Properties of vector addition systems”, University
of Wisconsin, Comp.Science Dept., Technical report 258, juin 1975.

[LAUZ4] K.LAUTENBACH et H.A.SCHMID: "Use of Petri nets for proving correctnes
of concurrent process systems”, IFIP 74, North Holland Pub. Co., 1974, pp.187/191.

[LAUZ5] K.LAUTENBACH: “"Liveness in Petri nets”, GMD, Internal report
ISF-75-02-1, Bonn, juillet 19754.

[LIE76] Y.E.LIEN: "Termination properties of generalized Petri nets”
SIAM J.COMPT., vol.5, n°2, juin 1976, pp. 251/265.

fLIEN76] Y.E.LIEN: "A note on transition systems”, Information Science 10,
1976, pp. 347/362.

fLIP76] R.LIPTON: "The reachability problem and the boundedness problem
for Peltri nets are exponential-space hard”, Yale University, PDept. of Comp.

Science, TR-62, janvier 1976.

EMeEmM7a] G.MEMMI: "Fuites et wuni-flots dans les réscaux de Petri”, thése
Docteur-ingénieur, Université PARIS VI, décembre 1978.

[(MUR771 T.MURATA: "Petri nets, marked graphs and circuit system theory”
IEEE Circuits and Systems, vol.11, n°3, juin 1877, pp.2/12.

.
INAS731] B.0.NASH: "Reachability problems in vector addition systems”
American Math. Monthly 80, 3, mars 1973, pp. 292/245.



LPET77] J.L.PETERSON: "Petri nets”, ACM Comp. Surveys, vel.9, n°3,
septembre 1977, pp. 223/252.

[RAM73] C.RAMCHANDANT : "Analysis of asynchronous concurrent systems by
timed Petri nets”, MIT, PhD thesis, septembre 1973.

{SIF78] J.SIFAKIS: "Structural properties of Petri nets” in Math. Found.
of Comp. Science 1978, Springer Verlag, 1978, pp. 474/483. ‘

[SZL77] J.SZLANKO: "Petri nets for proving some correctness properties
of parallel programs”, IFAC-IFIP Workshop on Real-Time Programming, Eiridhoven,
Jjuin 1877.



tH.13

CHAPITRE VI

[AZE77] P.AZEMA et M.DIAZ: "Checking experiments for concurrent systems”
in Proc. FTCS-7, juin 1977, p.206.

[BER78] G.BERTHELOT: "Vérification des réseaux de Petri", thése de 3eme
cycle, Université PARIS VI, janvier 1978.

1LFUR71] F.C.FURTEK: "Mudular implementation of Petri nets”, MIT, Master

of science, septembre 1971.

[HAN7 7] Y.W.HAN et W.L.HEIMERDINGER: "Transformation a Petri net like
labelled graph to a directed graph for design errar detection” in Proc. FTCS-7,

Juin 1977, p.205.

[3Ac76] LL.A.JACK: "Functional faults”, Workshop gn distributed fault
tolerant systems, Porto-Rico, Novembre 1876.
LKWA771] KWAN CHI LEUNG et C.MICHEL: "Logical system design using PLA's

and Petri nets - Programmable hardwired systems" in Proc. IFIP 77, Norht Holland
Pub. Co., 1977, pp. 607/611.

[MER75] Ph.MERLIN: "A study of the recoverability of computing systems"”
University of California, Dept. of Infa. and Camp. science, Technical report 58,

1975.

[MER76] Ph.MERLIN et D.J.FARDBER: "Recoverability of communication protocols
Implications of a theoretical study”, 1EEE Trans. Conm., septembre 1976,
pp. 1036/1043.

[miv7el E.MITRANI, R.TELLEZ-GIRON et R.DAVID: "Emploi des CUSA pour la
synthése directe de syslémes asynchrones décrits pour des graphes ou des réseaux

de Petri” in Colloque Automatismes Logiques, AFCET, PARIS, décembre 1476,pp.83/498.



B.14

[PAT75] S.S.PATIL: "An asynchronous logic array”, MIT, Computation

structures Group, Memo 111-1, mars 1975.

[PET72] J.L.PETERSDN et E.W.WELBON Jr.: "Error~correcting codes”, MIT

Press, Second edition, 1972.

[RAG74 7 T.R.N.RAO: "Error coding for arithmetic processors”, Academic

Press, New-York and London, 1974,

[S1F79] J.SIFAKIS: "Realization of fault-tolerant systems by coding
Petri nets” 3 paraitre dans "Journal of design automation and fault tolerant

computing”, vol.III, n°2, 1979.



B.15

CHAPITRE VII

[GILBG] - A.GILL: "Linear sequential circuits”, Mc Graw Hill, 1966.

[KUN72] J.KUNTZMANN: “"Théorie des réseaux", Dunod, Paris, 1972.

[ RAMZ3]) C.RAMCHANDANI: "Analysis of asynchronous concurréﬁt systems by
timed Petri nets”, MIT, PhD thesis, septembre 1973, 4

[S1F77] J.SIFAKIS: "Use of Petri nets for performance evaluation”

in "Measuring, Modelling and Evaluating computer systems”, H.Beilner et
E.Gelenbe (eds}, North Holland Pub. Co., 1877, pp.75/93.

CONCLUSTON

[CAM75]) R.H.CAMPBELL et P.E.LAUER: "Formal semantics of high level
primitives for coordinating cencurrent processes”, Acta Informatica 5, 1975,

pp. 297/332.

[couz8’l) P.COUSDT: "Methodes itératives de construction et d’approximation
de points fixes d'opérateurs monotones sur un treillis, analyse sémantique des

programmes”, Thése d'Etat, Grenoble, 1978.

[HOA78 ] C.A.R.HOARE: "Same properties of predicate transformers”, JACHM,
vol.25, n°3, juillet 1978, pp. 461/480. '

[KOT78] V.E.KOTOV: "An algebra for parallelism based on Peiri nets”
MFCS 78, Lecturs notes in Comp.Sci., n°64, Springer Verlag, 1978, pp. 39/55.

[PAT70] S.S.PATIL: "Coordination of asynchronous events”, PhD thesis,

MIT, mal 1970.

LvAL78] R.VALETTE: "Sur 1? description, 1'analyse et la validation des
systémes de commande paralléles”, thése d'Etat, Univ.Paul Sabatier, Toulouse,

novembre 1976.






ANNEXE

PRINCIPALES NOTATIONS & ABREVIATIONS

1 - LETIRES

A : ensemble d’actions

a : action ; fonction d'incidence avant d'un réseau de Petri généralisé
la s PxT» N) _

a : relation ou application ; relation d'incidence avant d'un RdP
la ¢ PxT)

AV ¢ Avance (chapitre VI)

b : fonction d'incidence arriére d’un RdPG

B : relation d'incidence arriére d'un RdP

8TL : base de temps linéaire (chapitre VI)

C ¢ ensemble de conditions (chapitre III) ; matrice d'incidence d'un RdP

c ; prédicat représentant 1'ensemble des états validant la transition t1
d'un systeme de transitions

d,8 i distance de Hamming et distance desmarquagesd'un RdP (chapitire VI)

D.S distance synchronique (chapitre VI)

o

F : fonction quelconque ; flot d'un RdP (chapitre V)
I ¢ application identité
J ¢ lnvariant

L(S.qﬂl : langage généré par un systéme initialisé (S,qg)

A : mot vide (élément neutre) d'un monoide libre .

M ¢ marquage (état) d’un RdP

my ¢ nombre de marques contenues dans l-éme place d'un RdP

m ¢ nombre de transitions ou d*actions d'un systéme

N : 1'ensemble des entliers naturels

n : nombre des variables d'état d‘un systéme, en particulier nombre de

places d'un RdP

P : prédicat ; ensenble des places d'un RdP



1%
Py
pre,post

q

ensemble de prédicats (chapitres II et IIT)
la i-eéme place d'un RdP

fonctions définies au paragraphe II.2.1.
ensemble des états d'un systéme de transitions

ensemble des rationnels

: variable des charges d'un RdPT (chapitre VII)

relation ; un RdP, R=(P,T, , )

l'ensemble des réels

ensemble des relations sur @

réseau(x) de Petri ; RdPG, RdPZ, RdPP, RdPPE, RdPEX
rentes extensions définies au chapitre IV.
rang d'une matrice (chapitres V, VI, VII)
systéme

sous-réseau support d'un vecteur F
sequence de transitions

ensemble des transitions d'un systéme
transition d'un systéme

instant d'une base de temps

1'ensemble des entiers.

2 - AUTRES SYMBOLES

¥ ¥ = A

b

relation d'ordre du treillis des prédicats
conjonction

disjonction

negation, complémentation

le prédicat "toujours vrai”.

le prédicat "toujours faux”

relation d'atteignabilité

fermeture transitive de -

implication logique

représentent diffé-



3

L1

union ensembliste

intersection ensembliste

relation d'inclusion ensembliste

composition de fonctions ou de relations

la duale d’'une fonction F

séquence, ensemble d'éléments indicés par N

addition sur un groupe infini

addition sur un groupe fini

relation d'ordre sur un ensemble totalement ordunné_; son extension

pour des vecteurs définis 3 partir de cete ensemble :
Usv <= u, < vi pour chagque caomposante

i
a < b est équivalent par définition & a < b.et a # b.
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