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Généralités sur les matrices

Notations et rappels

Dans ce document, I’ensemble K est un corps commutatif, R ou C. K" est I’espace vectoriel des
vecteurs (colonnes) a n lignes a coefficients dans K. Si u € K”, on noterau = (u;);=1,...,» ol les
u; sont les coefficients de u. K™ est I’espace vectoriel des matrices a n lignes et m colonnes a
coefficients dans K. Si A € K™ a pour coefficients a;;, on notera :

A:(a,-j)i,j, i=1,....,n, j=1,....,m (1.1

ot i désigne I’indice de ligne et j, I'indice de colonne. La matrice AT € K™ désigne la
transposée de la matrice A et ses coefficients vérifient :

ajy=aj, i=1..n j=1..m (1.2)
La matrice A* € K™ est I’adjointe de la matrice A :
A* = AT (1.3)

Matrices carrées On s’intéresse aucasm = netA € C»" . Onnote A;,i = 1,...,nlesn
valeurs propres dans C de A.

> Définition 1.1 — Rayon spectral. On appelle rayon spectral de A, le réel noté p(A) défini par :

p(A) = max || (1.4)

i=1,...,

> Définition 1.2 — Trace. La trace de la matrice A est donnée par :

r(A) = Y ai; (1.5)

i=1

On a en particulier :

r(A) = Y A (1.6)

i=1

> Définition 1.3 — Matrice diagonale. Une matrice carrée A € K"" est dite diagonale lorsque
ajj = 0pouri # j.
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> Définition 1.4 — Matrice bande. Une matrice carrée A € K" est dite bande (p, g) lorsque
ajj =0pouri = j + petpour j =i + g. Elle est alors de la forme suivante :

{...O...O
p o

[ ] e o [ ] .o (17)
A= 0

o o o o 0

O...O Y e o

> Définition 1.5 Une matrice carrée A € K™ est dite 2¢ + 1 diagonale avec £ € N* si c’est une
matrice bande (¢ + 1,£ + 1), c’est-a-dire sia;; = Opouri = j + £+ letpour j =i +{ + 1.

Siu e K" et v e K", la quantité (u, v) désigne :
— le produit scalaire euclidien si K = R :

(u,v) = Z“ivi (1.8)

i=1

— le produit scalaire hermitien si K = C :

n
(V) = uiv; (1.9)
i=1
> Définition 1.6 — Matrice hermitienne. Une matrice carrée A € K™ est dite hermitienne
lorsque :
A* — A (1.10)

Quand K = R, elle est dite symétrique.

> Définition 1.7 — Matrice positive. Une matrice hermitienne A € K" est dite positive lorsque :
Vx € K", (Ax,x) >0 (1.11)

> Définition 1.8 — Matrice définie positive. Une matrice hermitienne A € K™" est dite définie
positive lorsque :

Vxe K", x#0, (Ax,x)>0 (1.12)

Théoréme 1.9

1. Une matrice hermitienne A a toutes ses valeurs propres réelles et il existe une base de
C" de vecteurs propres de A ; la matrice A est donc diagonalisable. En particulier, une
matrice réelle symétrique a toutes ses valeurs propres réelles.

2. Une matrice hermitienne est définie positive (resp. positive) si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont strictement positives (resp. positives ou nulles).

3. Pour toute matrice A € C™", il existe une matrice inversible P € C"-" telle que la matrice
B = P! AP soit diagonale par bloc, chaque bloc étant une sous-matrice de Jordan J P
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d’ordre n, avec :

[Ap 1 0 0]
P
J,=| " 0 (1.13)
U
L O - 0 Ap

> Définition 1.10 — Matrice a diagonale strictement dominante. Une matrice A € R™" est
dite a diagonale strictement dominante si :

n

Vi=1...n lail> Y laijl (1.14)
J=1,j#i

> Proposition 1.11 Une matrice a diagonale strictement dominante est inversible.

Démonstration. Voir I’exercice 39.

1.1 Normes matricielles

> Définition 1.12 — Norme matricielle. On appelle norme matricielle sur K””, toute application
de K" dans RT, notée A € K*" — ||A||, possédant les propriétés suivantes :
1. |A]l =0 & A=0
2. VA e K, VA € K"" ||AA]] = |A] ||A]]
3. VA e K*" VB € K*" ||A + B|| < ||A|| + ||B]]
4. VA e K" VB € K"" ||A-B|| < [|A]| - ||B]]

® Exemple — Norme de Schur. Soit A € K" ; sa norme de Schur est définie par :

> aij? (1.15)

ij=1

1Alls =

> Proposition 1.13 Etant donnée || - || une norme vectorielle sur K”, 1’application encore notée
|| - || et définie par :

A
A K™ - ||A|| = ||Ax]| (1.16)
x€K” x#0 ||X||
est une norme matricielle. Cette norme vérifie :
[|A]| = sup [|Ax|| = sup [|Ax]| (1.17)

0<|lx]|<1 [1x]|=1

> Définition 1.14 La norme matricielle définie par (1.16) ou (1.17) est dite subordonnée a la norme
vectorielle || - || donnée.

La proposition 1.13 résulte d’un théoréme classique concernant les normes dans L(E, F) ou E et F
sont des espaces vectoriels sur le méme corps K tels que dimE = m et dimF = n.
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Notations Pour p tel que 1 < p < +00, on notera ||A||, la norme matricielle subordonnée a la
norme vectorielle ||x||, définie par :

w2
-

n 1/p
leill’) 1< p<+too

Xl = (
X = (Xi)1<i<n — i=1

(1.18)
IX[loo = max ;| si p=+o00
i=1,...,
> Proposition 1.15 Si A = (a;j) € K", alors :
n
1Al = j;qgf’n;wm (1.19)
1/2
1All> = (p(A*A))" (1.20)
n
[1Alloo = i:"%???,n; aij] (121)

Démonstration. Voir I’exercice 9.

Remarques
1. Une norme matricielle n’est pas nécessairement subordonnée a une norme vectorielle, comme par
exemple la norme de Schur pour laquelle ||I||s = /7 ;
2. Sous les hypotheses de la proposition 1.13, nous avons :

Vx e K", VA eK"" |Ax|| <||A]]-]|Ix]] (1.22)
Inversement, étant donnée une norme matricielle || - || sur K*”, il existe toujours une norme
vectorielle || - || telle que (1.22) soit vérifiée. On peut choisir par exemple :

X1 0 -+ 0
vxeK", [x[|[=]| : : S (1.23)
Xn 0 ---0

L’axiome (4) de la définition 1.12 implique en effet que ||Ax|| < ||A][] [|x]].

Théoreme 1.16 Soit A € K™" alors pour toute norme matricielle || - ||, p(A) < ||A]].

En général, p(A) # ||A]|. Cependant lorsque A est une matrice hermitienne alors p(A) = ||Al|2
car, d’apres (1.20) :

Al = (pA*A)'? et 2:(A%A) = (Li(A))? (124)

Théoreme 1.17 Soit A € K™, Pour tout ¢ > 0, il existe une norme matricielle || - || subor-
donnée a une norme vectorielle telle que ||A|| < p(A) + e.

1.2 Suites dans K"

> Définition 1.18 Soit A®) = (ag-c)), k € N, une suite de matrices de K™”. On dit que la

suite (A®)) converge vers une matrice A lorsque k — +00 si :

Vi=1,....n, Yj=1,....n, k_lirJrrlooag):a,-j (1.25)

On considere maintenant une suite particulicre.
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Théoréme 1.19 Soit A € K™” et considérons la suite (A¥) de K" définie par A? = A et
A¥*1 = A A¥ pour k € N alors :

lim A¥=0 < p@A)<l1 (1.26)

k—>+o00

> Corollaire 1.20 Si A € K" vérifie ||A|| < 1 pour une norme vectorielle alors :

lim A =0 (1.27)

k——+o00
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Résolution numérique de systemes
lineaires

> Probléme 2.1 Etant donnés une matrice carrée A € K" et un vecteur b € K”, trouver x € K"

2.1

2.1.1

vérifiant :
Ax=b 2.1

On distingue deux grandes classes de méthodes de résolution numérique :
— les méthodes directes ;
— les méthodes itératives.

Méthodes directes

Ces méthodes donnent la solution du probléme (lorsqu’elle existe) en un nombre fini d’opérations.
Elles ramenent la résolution d’un systéme linéaire quelconque a celle d’un systéme triangulaire.
Pour chaque méthode, il est important de considérer deux aspects :
— le nombre d’opérations arithmétiques nécessitées par la méthode : il est montré, par exemple,
que la méthode de Cramer est inutilisable numériquement ;
— I’influence des erreurs d’arrondi sur la précision de la méthode.

Systeme triangulaire

Lorsque A est une matrice triangulaire supérieure, le systeme linéaire a résoudre est :

aiixi +apxs +...+ainx, = by

Xy + ...+ aspxy = by

2.2)
AnnXn = by
Ce systeme a une solution X = (X;);i=1,...,» i et seulement si :
Vi=1,...,n, aj #0 (2.3)

Lorsque cette condition est vérifiée, on calcule les composantes de X « en remontant », soit :

by
Xpn =
Ann
2.4)
by = . aiix;
xj = — Lj=it1% L Yi=n—1,...,1

Ann
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Notons que la condition a;; # O pouri = 1,...,n est une condition nécessaire et suffisante pour
que la matrice triangulaire A soit inversible.

Remarque Numériquement, la condition (2.3) se traduit par :
Vi=1,...,n, |aj|>¢ (2.5)

pour un ¢ > 0 qui dépend de la précision des calculs.

Nombre d’opérations

Le nombre d’opérations arithmétiques nécessitées par (2.5) se détaille comme suit : n(n — 1)/2
additions, n(n — 1)/2 multiplications et n divisions, soit 72 opérations élémentaires.

2.1.2 Méthodes de Gauss

Algorithme
Réécrivons le systeme linéaire (2.1) par :

AWx — D avec AW =A et b =bp (2.6)

Sous une hypothéese précisée plus loin, la premicre étape élimine x; dans les n — 1 dernieres
équations, la deuxieme étape élimine x, dans les n — 2 dernieres équations et ainsi de suite,

la pe étape (avec p € {1,...,n — 1}) élimine x, dans les n — p dernicres équations, jusqu’a
I’élimination de x,—1. Supposons qu’a I’étape p avec p € {1,...,n — 1}, le systeme linéaire
s’écrive :
- (p) _(p) (p) (p)
all a12 coe alp e aln (xl\ bgp)\
0 ) o a) o |[n] [
N c. c. . . . — . (27)
0 0 a8 o 4| |x, 3%
Lo 0 a® e a®]\n) )
On écrira :
AP — pP) (2.8)

Pour passer de I’étape p a I’étape p + 1 :
— si af,f;) # 0 : on élimine x, dans les p — 1 dernieres équations en multipliant pour
i=p+1,...,n,laligne p par:
mip = afy) [aff) 29)
et en soustrayant la ligne obtenue a la ligne i. Ceci s’écrit de maniere équivalente, pour
i=p+1,...,n:

aV = 0P _pia® = p (2.10)
(p+1) (»)
bip _ bip —mipbgf’) 2.11)
(»)

Les p premicres lignes sont inchangées. Le coefficient ap, est appel€ le pivor.
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— si ag,l;,) = 0O ousi a(p ) est trés petit : lorsque A est inversible, il existe toujours (au moins)
un indice ig € {p + 1,...,n} tel que al? # 0. On permute alors la ligne p du systéme

iop_
linéaire avec une la ligne ip (ceci revient a permuter les lignes p et ip de A et b) avant

d’appliquer les formules (2.9) a (2.11).
Par conséquent, si pour p € {1,...,n — 1}, il existe un pivot non nul alors A™ est une matrice

triangulaire supérieure. La résolution numérique de ce systéme est présentée en sous-section 2.1.1.

Nombre d’opérations
Le nombre d’opérations nécessaires est 213 /3 +O(n?) qui est 2 comparer au nombre d’opérations
nécessaire dans la méthode de Cramer.

Choix du pivot
Par une étude de propagation d’erreur, on montre que I’on a intérét a choisir le pivot de module le
plus grand possible afin d’améliorer la stabilité de la méthode.

Méthode de Gauss avec pivot total Pour passer de 1’étape p a1’étape p + 1, le pivot choisi est
un élément de plus grand module dans la sous-matrice :

AP — (,P)

A=) (2.12)
Le pivot choisi est donc un coefficient de la matrice A d’indices (ig, jo) tel que :

la l(:])()l i ng;',x,n |al(]p)| 13)

C’est la méthode la plus stable, mais, en plus des permutations de lignes de A et b, elle nécessite
des permutations de colonnes de A et donc un changement de numérotation des inconnues.

Méthode de Gauss avec pivot partiel Pour passer de 1’étape p a 1’étape p + 1, le pivot choisi
est un élément de plus grand module dans la ]é)artle de la colonne p d’indice de ligne supérieur
ou égal a p, c’est-a-dire dans I’ensemble {a;?’; i ,n}. Le pivot choisi est donc un

ip
coefficient de la matrice A d’indices (ip, p) tel que :
(p) (»)
[@ippl =, max_a;p’| (2.14)

C’est la méthode classique. Elle requiert uniquement des permutations de lignes de A et b.

Analyse matricielle

> Définition 2.2 — Matrice de permutations. On appelle matrice de permutations une matrice
P € K™" de coefficients (p;j)i,j=1,..,» telle qu’il existe une permutation o de I’ensemble
{1,...,n} telle que :

pijzgg(i)j, i,j=1,...,l’l (2.15)
®m Exemple Sik et £ sont deux entiers fixés dans {1, ...,n} etsio estla transposition de {1, ...,n}
qui échange k et £, alors la matrice de permutations correspondante, notée P%-6) -
k L
-1 -
1
k 0 --- 1
. 1 . .
pkH — R | : (2.16)
14 I --- 0
1 .
! 1
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a les propriétés suivantes :
— le produit PKOA 3 pour effet de permuter les lignes k et £ de A ;
— le produit AP%*-9) a pour effet de permuter les colonnes k et £ de A.
pour toute matrice A de K”-"*. La matrice P = PO est inversible et P~ = PT = P:

Lorsque la matrice d’un systeme linéaire est inversible, on peut toujours utiliser la méthode de
Gauss avec pivot partiel. Ce résultat s’écrit matriciellement de la fagon suivante :

Théoreme 2.3 Soit A € K" " une matrice inversible, alors il existe une matrice de permutations
P € K™ telle que le produit PA se décompose en :

PA = LU 2.17)

ou L est une matrice triangulaire inférieure ayant des I sur la diagonale et ou U est une matrice
triangulaire supérieure.

La factorisation LU de PA est unique si on impose des 1 sur la diagonale de L. Elle permet de
résoudre un systeme linéaire en résolvant deux systemes linéaires triangulaires :

Ax=b < PAx=Pb & LUx=Pb & Ly=Pb e Ux=y (2.18)

Lorsque P = I (algorithme sans permutation), I’algorithme de Gauss montre que la matrice U est
alors la matrice A™. Elle est aussi une méthode de calcul de déterminants. En effet, il résulte du
théoréme 2.3 que :

> Proposition 2.4 Si la matrice A est inversible et sous les notations précédentes :

2.1.3

n
det(A) = (=1)"= [T a') (2.19)
p=1
Ol nper est le nombre de permutations de lignes ou de colonnes effectuées dans un algorithme de
Gauss avec pivot partiel.

En effet, det(A) = det(P~!) det(L) det(U) avec det(L) = 1 et det(U) = [T~ ag,l;,) puisque L et
U sont des matrices triangulaires.

La méthode de Gauss est une méthode directe de résolution de systemes linéaires utilisable
des que la matrice A du systeme est inversible. Elle présente le défaut de propager facilement les
erreurs d’arrondis. On lui préférera donc d’autres méthodes lorsque n est grand ou que la matrice
est mal conditionnée.

Méthode LU ou algorithme de Crout

Lorsque la décomposition A = LU du théoréme 2.3 est possible sans permutation, il est parfois
préférable de calculer les coefficients de L et ceux de U puis de résoudre les deux systémes
triangulaires :

Ly=b
(2.20)
Ux=y
ouxety e K”. Les coefficients de L et de U sont donnés par :
— pouri =2,...,netj=1,....,i —1:4;; =u;; =0;
— pouri =1,...,netj =i,...,n:
i—1 i—1
ajj — — E-kuk
uij=aij—Z€ikukj ;=2 71;.1 == (2.21)
k=1 12
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2.1.4 Méthode de Cholesky

Cette méthode est utilisée pour les matrices réelles, symétriques définies positives. On suppose
dans tout ce paragraphe que A est une matrice réelle, A € R"-".

> Proposition 2.5 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice A € R™" soit
symétrique définie positive est qu’il existe une matrice S € R™" triangulaire inférieure et
inversible telle que :

A=SST (2.22)

Démonstration. La démonstration donne par récurrence les coefficients de la matrice S.
Condition suffisante Supposons I’existence de S alors, pour tout x # 0, x € R” :

(Ax,x) = (SSTx.x) = (S"x.STx) = [|S"x||>>0 (2.23)
des que S est inversible. Pour tout x € R” et touty € R” :
(Ax.y) = (S"x.8Ty) = (x.Ay) (2.24)
donc A est symétrique.
Condition nécessaire On construit une matrice S qui répond  la question. Si S = (s;); =1, existe
alors les coefficients s;; doivent vérifier Vi, j = 1,...,n:
n n
aij = Y SikSp; = ) SikSjk (2.25)
k=1 k=1
sij=0 sij>i (2.26)
donc pour j =i :
n
aij = Y SikSjk (2.27)
k=1
On utilise le lemme suivant :
B> Lemme 2.6 Soit A une matrice réelle symétrique définie positive, alors :
Vk=1,...,n, detAp >0 (2.28)

ot Ag = (aij)i,j=1,.k € RK-* et les matrices Ay sont symétriques définies positives.

Démonstration (suite). On détermine par récurrence les coefficients de la colonne i de S.
— Lorsquei =1:
— j = 1:la condition (2.27) implique a;; = s%l. Le lemme 2.6 avec k = 1 implique
detA; = ajj > 0. On peut donc choisir :

s11 = Jai1 >0 (2.29)

— j > 1:lacondition (2.27) implique a;; = s1151; donc :

ay .
sj1=—— j=2,...,n (2.30)
ar
— Pouri =2,...,n :supposons les (i — 1) premieres colonnes de S connues avec Sy, > 0 pour

m=1,...,i —letsjy, =0pour j <m,alors d’apres (2.25) a (2.27) :
— sij =i alors:

i—1
aii =5+ Y sk (2.31)
k=1
Il résulte du lemme 2.6 que :
i—1
aijj =Y sH >0 (2.32)
k=1
On peut donc choisir :

(2.33)
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— sij > 1 alors:

i—1
ajj — —1SikSi
Sji = ij Z};_l ikdjk (2.34)
ii

II en résulte la méthode suivante de résolution d’un systéme linéaire :

> Corollaire 2.7 — Méthode de Cholesky. Lorsque A est une matrice réelle, symétrique, définie
positive, résoudre le systeme linéaire (2.1) revient a résoudre successivement deux systemes
linéaires triangulaires :

Sy="b (2.35)
STx=y .
ol S = (s;;) est la matrice triangulaire inférieure donnée par I’algorithme : pouri = ¢,...,n
i—1
si = |aii— Y 5% (2.36)
k=1
aij — YW SikS ik
sji = 2 k=1BRIE Gij=i41,....n (2.37)
Sii
Sji = 0 Sij <i (2.38)
Remarques
1. Si la matrice symétrique A n’est pas définie positive, il existe un indice i tel que :
i—1
aij— Y 5 <0 (2.39)
k=1
La condition inverse :
i—1
aij— Y s3>0 (2.40)
k=1

donne donc un test permettant de vérifier si une matrice A est ou n’est pas définie positive.
2. La décomposition de A en SST est unique si on choisit les éléments diagonaux de S (strictement)
positifs.
3. Sila matrice A est une matrice (2¢ + 1) diagonale, alors la matrice S est une matrice bande (£ + 1, 1).
4. La méthode de Cholesky est une méthode de calcul de déterminant :

n
detA = ]_[ 52 (2.41)
i=1
5. La méthode de Cholesky est moins sensible aux erreurs d’arrondi que la méthode de Gauss (si la
racine carrée est évaluée correctement).

Nombre d’opérations

Il'y an3/3 + O(n?) opérations élémentaires qu’il est intéressant de comparer 2 la méthode
de Gauss quand la matrice du systeéme est symétrique. La méthode de Cholesky est donc une
excellente méthode a privilégier devant la méthode de Gauss lorsque la matrice du systeme est
réelle symétrique définie positive.

2.2 Méthodes itératives

Une classe importante de méthodes de résolution de systémes linéaires est celle des méthodes
itératives qui donnent la solution du syst¢tme comme limite d’une suite de vecteurs.
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2.2.1 Résultats généraux

On supposera dans cette section que A € K™" est une matrice inversible. On se propose de
construire une suite (x™),,en d’éléments de K” telle qu’il existe :

lim x™ =x (2.42)

m——+00

avec x vérifiant I’équation (2.1). Les schémas étudiés seront de la forme :

x( donné dans K”

XD = By 4 ¢ (249
ou B € K™" et ¢ € K" sont donnés.

> Définition 2.8 — Convergence. Une méthode itérative de la forme (2.43) est dite convergente si
pour tout vecteur initial x(® x(") admet une limite quand m — oo et lim x(m) (quand m — o0)
est solution de (2.1).

Construction de méthodes itératives La matrice A est décomposée en A = M — N ou M est
une matrice « facile & inverser ». Le systeme a résoudre (2.1) s’écrit alors :

Mx =Nx+b (2.44)
On définit un schéma itératif par :

x(® donné dans K”

2.45
Mx" D = Nx™ 4 b (24
Théoreme 2.9 La méthode itérative (2.45) est convergente si et seulement si :
o(M™IN) < 1 (2.46)
Démonstration. On définit ™ = x("™) —x I'erreur d’approximation a la me étape eton a :
e = M~INe=D = (M~ IN)"e® (2.47)

puis on utilise le théoreme 1.19.

> Proposition 2.10 Le nombre d’itérations m¢ réduisant I’erreur d’approximation d’un facteur n
dans une méthode itérative de la forme (2.43) vérifie :

In(n)
In(p(B))

moZ‘

(2.48)

Ce résultat nous donne un test de comparaison de deux méthodes itératives.

> Définition 2.11 On dit qu’une méthode itérative définie par une matrice B; est asymptotiquement
plus rapide que celle définie par une matrice B si :

p(B1) < p(B2) (2.49)
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2.2.2 Principales méthodes itératives

Soit A = D — E — F la décomposition de A définie par :

{diizaii i=1,...,n

D = (dij)i,j= avec 2.50
( lj)l,] 1,...,n dij —0 i ?é J ( )
ej=—ajj i>]

E = (eij)i,j=1,..n avec { Y vt (2.51)

ejj =0 i<j
Jij =—aij <]
F=(f) i avec 2.52
(fl])l,] 1,....,n {fz} -0 i Zj ( )
Méthode de Jacobi
On pose :
M=D
(2.53)
N=E+F
La matrice d’itérations s’écrit :

J=B=DYE+F) (2.54)
et la méthode nécessite a;; # 0 pouri = 1,...,n. Les composantes du vecteur x(m+1) gont
données par :

n
aiix™D = = ayx b, i=1.n (2.55)

J=1,j#i
Remarque Il est nécessaire de conserver le vecteur X tout entier en mémoire pour calculer x+1)

Méthode de Gauss-Seidel

On pose
M=D-E
(2.56)
N=F
La matrice d’itérations est :

L=B=D-E)'F (2.57)
et la méthode nécessite a;; # 0 pouri = 1,...,n. Les composantes du vecteur xm+1) sont
données par :

i n
Y apxlt = N e b i=1n (2.58)

j=1 j=i+1
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Méthode de relaxation de parameétre
Soit @ un parametre réel non nul. On pose :

M=D/w—E

(2.59)
N=(/o—1)D+F

La matrice d’itérations s’écrit :

Lo=B= (éD—E>_1 ((i - 1)D+F) = I-wD'E) " ((1—0)I+wD™'F)  (2.60)

La méthode nécessite a;; # 0 pouri = 1,...,n et les composantes du vecteur x(m+1) gont
données pouri = 1,...,n par:
i—1 n
aiixl.(m+1) = —w Z al-jx;mﬂ) + (- a))a,-ixi(m) —w Zaijxﬁm) + wb; (2.61)
ji=1 j=i+1

— siw < 1, la méthode est dite de sous-relaxation ;
— siw = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel ;
— siw > 1, la méthode est dite de sur-relaxation.
Un probléme important est celui de la détermination « optimale » du parametre .

2.3 Convergence et comparaison des méthodes itératives

Une des principales difficultés des méthodes itératives est le probleme de la convergence des
suites (x(®)). Donnons quelques cas classiques de convergence des méthodes décrites plus haut.

2.3.1 Matrices a diagonale strictement dominante

Reprenons la définition 1.10 : on rappelle qu’une matrice a diagonale strictement dominante est
inversible.

Théoreme 2.12 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, les méthodes itératives
de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergentes.

Démonstration. Voir I’exercice 13.

2.3.2 Matrices hermitiennes définies positives

> Proposition 2.13 Une condition nécessaire pour qu’une méthode de relaxation converge est que :
0<w<?2 (2.62)

La démonstration utilise le lemme suivant :

> Lemme 2.14 Pour tout w € R, nous avons :
p(Lo) = o — 1] (2.63)

avec égalité si et seulement si toutes les valeurs propres de L, ont pour module | — 1].
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Théoreme 2.15 Supposons A hermitienne, définie positive. Si 0 < w < 2, les méthodes de
relaxation de parametre @ convergent.

Ce résultat est vrai en particulier pour la méthode de Gauss-Seidel.

> Proposition 2.16 Soit A une matrice hermitienne, définie positive et tridiagonale, alors les
méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation avec 0 < w < 2 sont convergentes. De plus,
il existe un parametre wg, optimal tel que :

p(Lay) < p(Ly), Yo €]0:2]
p(Lwg) < p(Ly) < p(J) <1 (2.64)
l<wyg <2

Remarques Il faut attacher de I’'importance aux aspects suivants :
1. criteres d’arrét utilisés ;
2. estimation d’un parametre « optimal » ;
3. ces méthodes sont peu sensibles aux erreurs d’arrondi.

Ces méthodes sont particulierement intéressantes pour les grands systémes ou lorsque la matrice A
a une structure particuliere (a diagonale strictement dominante ou matrice creuse) a condition que
la convergence soit assurée.
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Calcul de valeurs et
vecteurs propres

> Probléme 3.1 Etant donnée une matrice A € R™", on cherche les (ou des) valeurs propres A de
A et des vecteurs propres correspondants.
On distinguera deux types de méthodes :
— les méthodes de la puissance itérée ;
— les méthodes basées sur des transformations matricielles.

Rappels
A € C est une valeur propre de A s’il existe x € C", x # 0, vérifiant :

Ax = Ax 3.1)

— Un vecteur x # 0 vérifiant (3.1) est un vecteur propre (a droite) de A associé a la valeur
propre A.

— Un vecteury € C",y # 0 vérifiant y' A = Ay est appelé vecteur propre a gauche de A
associé a A.

> Proposition 3.2

1. Siuy,...,u, (p < n) sont p vecteurs propres de A associés a p valeurs propres distinctes,
ils sont indépendants.

2. Si A est une valeur propre de A, il existe un vecteur propre a gauche de A. Ce vecteur propre
a gauche est alors un vecteur propre a droite de AT associé 2 A. Si A est symétrique, un
vecteur propre a gauche est aussi un vecteur propre a droite.

3. Siy estun vecteur propre a gauche de A et X, un vecteur propre a droite de A associés a des
valeurs propres distinctes, alors y ' - x = 0.

3.1 Vecteurs propres d’une matrice triangulaire

> Proposition 3.3 Soit A une matrice triangulaire supérieure. Si les valeurs propres A; = a;;,
i = 1,...,n sont toutes distinctes alors les vecteurs propres u; associés s’écrivent :
— pouri =1:u; = (1,0,...,0)T
— pouri =2,...,n,sionnote w; = (Uj;)j=1,..n":

uj; =0, j=i+1,...,n
uij =1 i— (3.2)
X aji+z;c=lj+1ajkuki o
Uji =— , Jj=i—1,...,1 (pas—1)

Aj— A
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a un coefficient multiplicatif pres

Démonstration. Voir I’exercice 16 dans le cas d’une matrice triangulaire inférieure.

3.2 Méthodes de la puissance itérée

Ce paragraphe décrit un premier type de méthodes utilisées généralement pour le calcul d’une ou
de quelques valeurs propres d’une matrice, ainsi que des vecteurs propres associés.

3.2.1 Itérations simples

Théoreme 3.4 Soit A € R™". On suppose que la valeur propre de plus grand module est
simple et vérifie |[A1| > |A2| = -+ = |A,| et que A posséde n vecteurs propres uq, ..., U,
linéairement indépendants, autrement dit A est diagonalisable. Soit || - || une norme vectorielle.
On construit une suite xK) = (xgk), e ,x,(lk))T d’éléments de R” par récurrence :

x® donné dans R”

k
oty _ Ax® Cien (3.3)
1@

Si x(® n’est pas orthogonal & I’espace propre A gauche associé a A1, alors :
1. la suite (A1/]A1])*x%*)) converge vers un vecteur propre associé a A; quand k — +00;
2. limk_>+oo(Ax(k))j/xj = Ay pour au moins un j € {1,...,n} o on a noté x*) =
(xik) .. x,(,k))T.

On choisit en général la norme || - || co-
Démonstration. On procede en deux étapes :
1. Soit A diagonalisable dans C. On note A1, ..., A, les valeurs propres de A dans C, etuy, ..., uy,
ses vecteurs propres dans C". On suppose [A1] > [A2]| = -+ = |A,|. Ceci implique que A1 € R:
en effet, si A1 est valeur propre, A1 I’est aussi et |A1| = |41| ce qui contredit [A1] > |A2].
Soit x(© non orthogonal a v défini comme suit :
n
x(© — Z(xl‘ u; (3.4
i=1
ou vy est valeur propre a gauche de A, ATy = Aqvy. Alors a; # 0 puisque :
n
«@v1) =3 (i, vi) = r (ur,vi) (3.5)
i=1

ou (uy,vy) # 0. Pour le reste, (u;,v1) = 0 pouri = 2,...,n puisqu’en effet A; (u;,vy) =

(Au;,v1) = (u;, ATvy) = A1 (u;, vq) d’olt (u;,vq) = 0si A; % Aq (sinon vy = 0).
2. On calcule la suite %) définie par x&+1D = Ax®) Autrement dit :

n n n
x®) = Akx(0) — Ak Zaiui = ZoziAkui = Zaikfui (3.6)
i=1 i=1 i=1
donc :
(k) n A \k JAN
X 1 N . 1 N
— = il — i 1 —) =0 Ai A 3.7
T ajug +i:2az(h) u; ol ki)moo(h) puisque |4;] < [A1] (3.7)
Finalement :
P 3.8
im —— =aju .
om Tk 1ug (3.8)

1
qui est un vecteur propre associé a Aj.
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B Exemple Soit :

4 —6
A=[_6 _4} (3.9)

qui a pour paires propres [A; = —10,u; = (1,1)T] et [A, = 2,u; = (1,—1)T]. Partant de
x® = (2,1)T, on calcule xX() = (=14, —-16)T, ..., x® = (—15008, —14992) T et I’on observe
que limg o0 X0 /(—=10)% = (=1,5,-1,5)7T.

Remarques
1. La suite xX*) est normée 2 chaque étape pour éviter que les composantes du vecteur ne deviennent
trop grandes ou trop petites.
2. Le facteur de convergence vers la premiére valeur propre est en O(|A,/A1]). La convergence est
donc d’autant plus rapide que |A;] et |12 sont distants 1’un de 1’autre.
3. I1y a encore convergence vers la premiere valeur propre et un vecteur propre correspondant lorsque
la valeur propre |A;| est multiple et vérifie Ay = Ay = ... = Ap et A, > |Apq].

Pour calculer les quelques valeurs propres suivantes, on utilise une méthode de déflation.

Théoreme 3.5 — Méthode de déflation. Sous les hypotheses du théoreme 3.4 et si y; est un
vecteur propre a gauche de A associé a A1 alors la matrice :

A
B=A- ' uy (3.10)
yywm

a pour valeurs propres :
0,A2,...,4n (3.11)
associées respectivement aux vecteurs propres :

up,up,..., U, 3.12)

Les théorémes 3.4 et 3.5 permettent théoriquement de calculer toutes les valeurs propre d’une
matrice A pour laquelle [A1| > |A2| > ... > |A,]. Pratiquement, ce procédé est limité au calcul
de quelques valeurs propres en raison de I’accumulation des erreurs numériques.

3.2.2 Méthode d’accélération de convergence

Théoreme 3.6 — Méthode du quotient de Rayleigh. Sous les hypotheses du théoreme 3.4
et si de plus A est symétrique, on définit une suite de réels Ry par :

x@ donné dans R"
x®+D — Ax®)
xOTAx®)  (OTy(k+1)
T OO T x0)2

(3.13)

Si x© n’est pas orthogonal au sous-espace propre a gauche associé a u; alors la suite (Ry)
converge et limg_, o, Ry = A1. La vitesse de convergence est en O(|A2/A1|?).

Démonstration. Voir I’exercice 17.
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3.2.3

3.3

3.3.1

Méthode de la puissance itérée inverse

Elle est utilisée pour déterminer la plus petite valeur propre en module d’une matrice diagonalisable
lorsque cette valeur propre est distincte en module des autres valeurs propres. Au lieu d’appliquer
la méthode de la puissance itérée 2 la matrice inverse A~!, on décompose A en un produit LU,
puis on remplace la suite x(*) donnée en (3.3) par la suite :
x@ donné dans R”
Ly = x® (3.14)
Uxk+D =y
Ce procédé est plus stable.
Cette méthode a plusieurs applications :
— recherche d’un vecteur propre associé a une valeur propre connue ;

— recherche de la valeur propre A «la plus proche » d’un nombre  donné et calcul d’un
vecteur propre associé a A.

Méthodes issues de transformations matricielles

Elles donnent, en général, toutes les valeurs propres d’une matrice A.

Rappels Deux matrices A et B € R"™:" sont dites semblables s’il existe une matrice P inversible,
telle que :

A=P !'BP, PeR"" (3.15)

Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres avec le méme ordre de multiplicité. Si A
et B sont semblables avec A = P™!BP et si v est un vecteur propre de B alors u = P~ !v est un
vecteur propre de A associé a la méme valeur propre.

Méthode de Rutishauser ou du LU — LR

Cette méthode est basée sur la décomposition LU d’une matrice A. Nous supposons que A est
inversible et se décompose en A = LU sans permutations de lignes ou de colonnes.

Algorithme On construit par récurrence, une suite de matrices (A ,) semblables a A, telles que :
Apg=A
= LoUp par décomposition

A1 = UpLy par définition (3.16)

ou Vp € N, L, est une matrice triangulaire inférieure ayant des 1 sur la diagonale ; U, est une
matrice triangulaire supérieure.

Théoreme 3.7 Par hypothese A est inversible, les valeurs propres de A sont réelles et distinctes
en valeur absolue et les factorisations L, U, sont possibles sans permutations, alors :
— la suite de matrices (A ) est convergente et :

lim Ag = Aso (3.17)

k—+o00
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— A est une matrice triangulaire supérieure ;
— les éléments diagonaux de A, sont les valeurs propres de A.

Idée de la démonstration. Les matrices A, sont semblables car pour tout p, Ap+1 = UpL)p donc
LyAp+1 = (LpUp)L, =ApLpdoncAptr = L;lApr. Ensuite, on montre par récurrence que si
R, est la matrice triangulaire inférieure Ry, = Lo ... Lp alors Ap 41 = RI_,IA pRp, puisque R, admet
une limite quand p — +o0 (admis). Il en résulte alors que L, tend vers la matrice identité et donc que
A tend vers une matrice triangulaire supérieure.

Remarque La convergence est de 1’ordre de sup |A; /A ;| ol i > j (admis), elle sera donc d’autant plus
rapide que les valeurs propres sont espacées les unes des autres en module.

> Corollaire 3.8 — Vecteurs propres de A. Sous les hypotheses du théoréme 3.7, si v est un
vecteur propre de Ao, associé a une valeur propre A et si on note :

R = Ilim R, (3.18)

p—>+o0
RV est un vecteur propre de A associé a A.

Remarque Lorsque les hypotheéses du théoreme (3.7) ne sont pas vérifiées, on peut avoir une convergence
vers une matrice triangulaire par blocs.

3.3.2 Matrices réelles symétriques : méthode de Jacobi
> Définition 3.9 — Matrice orthogonale. On appelle matrice orthogonale toute matrice U € C*?
telle que :
U*U =1 (identité dans R?"?) (3.19)
Les colonnes de U sont alors orthogonales.

Remarques
1. Si U est une matrice orthogonale, on peut avoir U*U # I, en particulier lorsque p # n.
2. Si U est une matrice réelle, carrée (p = n) et orthogonale alors U est inversible et U~! = UT.

T

m Exemple Soit @ € R” tel que @' @ = 1 alors la matrice H = I — 2w @' est une matrice

orthogonale.
B Exemple La matrice de rotation suivante est orthogonale :

cos@ O sinf
P = 0 1 0 (3.20)
—sinf 0 cos6

> Lemme 3.10 Soient A = (a;;) € R™" une matrice symétrique et (ig, jo), un couple d’indices

appartenant 2 I’ensemble {1, ...,n}? avec ig # jo et soient :
1 2aj,j
¢ = — arctan — o (3.21)
2 A jojo — ioio

etP = (p;j) € R™" définie par :

DPigiop = Pjojo = COSY
Piojo = —Pjoip = SiNY (3.22)
pij = 6ij sinon
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alors la matrice B = P T AP vérifie :

bii = aji, sii #igeti # jo

biojo = bjoio = 0 (3.23)
b, +b% . =al; +a3 . +2a
iolo JoJjo lOlO ]0]0 10]0

On dit que la matrice P «réduit a zéro » I’élément a; .

Théoreme 3.11 — Méthode de Jacobi. Soit A € R"" une matrice réelle symétrique. On
construit par récurrence une suite de matrices (By), By € R™" par :

Bo=A

- i} (3.24)
B, = Pk_lBk—IPk—l’ Vk e N

ou P;_; est la matrice orthogonale P donnée par (3.22) avec ig et jg tels que ig 7# jo et :

k k—
b = max, 157 (3.25)

ou By = (bl.(]].c)),-,j=1,,,,,n, alors :
— la suite (Bj) converge vers une matrice diagonale A quand k — +o00;
— les éléments diagonaux de A sont les valeurs propres de A.
Si de plus, on note Qi = PoP; ... Py, alors :
— la suite (Qy) a une limite notée X quand k — +o00;
— A =XTAX;
— les colonnes de X sont des vecteurs propres de A.

Démonstration. On note la matrice B = b(k)) i,j=1,...,net dapres le lemme (3.10) :

® k) _
bigjo = bjoip =0 (3.26)

etsif #igetl # jo:
(k) _ (k=1

by = by (3.27)

Montrons que, sous les hypotheses du théoreme (3.11) :
(k))2 2 \ex 2

> BP)?<(1- > _n) a} (3.28)

i#j i#j
Pour tout k € N* :

uBBy) = Y (b)) (3.29)
ij=1

et:
n n
S () = u® B — Y (b)) = u®]_ B - > (b)) (3.30)
i#j =1 =1

car la matrice By est unitairement semblable a By _; (c’est-a-dire qu’il existe une matrice orthogonale
P telle que By = PTBk_lP) donc Bl—ch est semblable Bll——lBk—l et les traces sont conservées. Par
conséquent, d’apres le lemme 3.10 :

n
k)\2 k—1 k—1
Z(bi(j )) = tr(Bl—cr—lBk—l) - Z(béli )) (bl(ojo ))
i) I=1 (3.31)

(k—1 (k—1)\2
= 205 =205,
i#j
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Il résulte du choix de ig et jo que :

(k—1)\2 1 (k—1)\2
() = (3—) ;(bij ) (3.32)
i#j

2 -

S0 < (1- ) S0 =
i#j i#j

puis I’inégalité (3.28).

11 résulte alors de (3.28) que les termes non diagonaux de B tendent vers O lorsque k — +o0 et
donc que la suite (Bj) tend vers une matrice diagonale notée A. La suite (Qj) admet donc aussi une
limite, notée X.

A 1a limite, nous avons A = XTAX, soit AX = XA. Si Xy, X5, ..., X}, sont les colonnes de X
et A1,A2,..., 4y, les éléments diagonaux de A, alors 11X1,42X>,...,4,X},, sont les colonnes de
XA et par conséquent les A1, A2, ..., A, sont les valeurs propres de A associées aux vecteurs propres
X1,X2,..., Xn.
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Interpolation polynomiale

> Probleme 4.1 Soit une fonction numérique f : [a;b] C R — R. Soient x¢, x1,..., X5, 7 + 1
points distincts de [a ; b]. On cherche un polyndme p,(x) de degré inférieur ou égal a n tel que :
pn(xi) = f(x;) pour i=0,...,n 4.1)

4.1 Polynome d’interpolation de Lagrange
4.1.1 Existence et unicité du polynome d’interpolation de Lagrange
L’existence et ’unicité de la solution sont données par le théoréme classique :

Théoréme 4.2 Etant donnés f : [a;b] C R — Retn + 1 points distincts xg, X1, .. ., X, de
[a ; b] alors il existe un polynéme p, de degré inférieur ou égal a n et un seul tel que :

pn(xi) = f(x;) pour i=0,...,n 4.2)
Ce polyndme, appelé polynéme d’interpolation de Lagrange de f relativement aux points
X0, X1, ...,Xn est donné par :

n

pn(x) = Zf(xi)Li (x) avec L;(x)= l_[ 2l pour i =0,...,n (4.3)
i=0 &

Démonstration.
Unicité Si py et g, sont deux polyndomes répondant a la question, alors p, — g est un polyndome de

degré inférieur ou égal a n qui admet n + 1 racines (xq, X1,...,Xp); donc p, —qn = 0.
Existence Pourtouti,L; estun polyndme de degré n donc Y 7 f(x;)L; (x) est un polynéme de degré
inférieur ou égal a n. De plus, Vi, j € {0,...,n}, Li(x;) = §;;. Par conséquent, le polynome

o f(xi)L;(x) est une solution.

4.1.2 Erreur d’interpolation

L’existence du polyndme d’interpolation de Lagrange ne nécessite pas de régularité particuliere
de la fonction f, mais elle n’est intéressante que si 1’on sait mesurer 1’erreur que I’on commet
en remplagant f par p,. Or, une estimation de 1’erreur d’interpolation en dehors des points
d’interpolation n’est possible que si f est suffisamment réguliere. En faisant des hypotheses
supplémentaires sur f, on a le théoréme suivant :
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Théoreme 4.3 — Erreur d’interpolation. Soit E(x) = f(x)—pn(x),’erreur d’interpolation
de f en un point x de [a ; b]. Si f € C"*T1([a ;b)) alors pour tout x € [a ;b], il existe un point
&x contenu dans le plus petit intervalle contenant xg, X1, ..., X, et x tel que :

II(x)

Tt 1)!f(n+1)(g)‘) ou M) =[]x—x) (4.4)

i=0

E(x)

Démonstration. 1l faut discuter deux cas :
Casn®1 x = x; pourun j €{0,...,n};alors E(x) = Oet II(x) = 0.

Casn°2 x # x; pourtout j € {0,...,n}. Considérons la fonction F : [a : b] — R définie pour tout x
fixé par :
‘(x) — pn(x
{ > F0) = £(0) = pa(r) = L0210 45)
(x)

alors F € C"t1([a;b]) et F admet (n + 2) zéros distincts sur [a ; b], 2 savoir les points x; et x.
On peut donc appliquer le théoreme de Rolle entre deux zéros consécutifs de F. Il en résulte
I’existence de (n + 1) zéros distincts pour F'. On itere le procédé n fois. Il en résulte que F”
s’annule en n points distincts de [a ; D] et, par suite, que F+1) g’annule en un point de [a ; b].
Soit £x ce point ; nous avons donc F(”+1)(§x) = 0. En dérivant (n + 1) fois I’expression (4.5)
de F, on en déduit le résultat.

Il faut noter qu’en général &5 n’est pas connu. Cependant, lorsque 1’on connait une borne supérieure
de | f @+ (x)|, on en déduit immédiatement le résultat suivant :

> Corollaire 4.4 Soit f € C"*!([a:b]); on pose :

M1 = sup | f D (x)] (4.6)

x€la;b]

alors, une borne supérieure de I’erreur E(x) est donnée par :
< |TT(x)| 4.7

La convergence du polyndme d’interpolation vers la fonction quand n croit n’est pas vraie en
général comme le montre I’exemple suivant :

m Exemple Choisissons la fonction f(x) = exp(—x?). On considére tout d’abord des points
d’interpolation x; équidistants sur I’intervalle [—5 ; 5]. L’erreur d’interpolation peut étre trés grande
aux extrémités de I’intervalle. C’est ce que 1’on appelle les « effets de bord » de I’interpolation
polynomiale, ou phénomene de Runge. En un point de cet intervalle, on peut avoir :

L m pn(x) # f(x) (4.8)

On choisit ensuite les points x; vérifiant la relation de Tchebychev (4.10). La comparaison est
illustrée sur la figure 4.1.

4.1.3 Choix des points d’interpolation

Lorsqu’il est possible de choisir les points d’interpolation (x;), on pourra prendre les zéros du
polyndme P(x) unitaire et de degré inférieur ou égal a n 4+ 1 qui minimise :

inf{||P|lco; polyndme P-unitaire, deg(P) < n + 1} 4.9)

car ces points (x;) minimisent, au sens de la norme du sup, I’erreur d’interpolation donnée par le
théoreme (4.3).
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Figure 4.1 — Interpolation de la fonction f(x) = exp(—x?) sur I'intervalle [—5 ; 5]

® Exemple Lorsque [a;b] = [—1; 1], les points (x;) donnant le minimum sont :
x; =cos((2i + Dm/(2n)), i=0,....,n—1 (4.10)
Le polyndme correspondant est le polynoéme de Tchebychev :
T, (x) = 2" ! cos(n arccos(x)) 4.11)
L erreur maximale en norme || - [|oo est 271,

Sur un intervalle [a ; b], on effectue le changement de variable :

y = %((b —a)x + (a + b)) (4.12)

pour se ramener a ’intervalle [—1 ; 1].

Nombre d’opérations

Calculer la valeur de pj,(x) en un point x = a a partir des formules (4.3) nécessite n(n + 1)
multiplications, n2 divisions et n additions.

4.2 Construction du polynome d’interpolation

Si on ajoute un point d’interpolation x, 41, les formules d’interpolation (4.3) ne permettent pas de
relier directement les polyndmes pj, et p,+1. Cette remarque et le nombre important d’ opérations
dans le calcul du polyndme de Lagrange justifient la recherche d’autres constructions du polyndme
d’interpolation. Les algorithmes qui suivent sont basés sur le calcul de différences de valeurs

de f.
4.2.1 Différences divisées
On suppose dans ce paragraphe que les n + 1 points x; sont quelconques mais distincts.

> Définition 4.5 Les différences divisées f[x;,Xj41,...,x;] sont définies par récurrence :
— ordre 1: fxi] = f(x;),i =0,...,n
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— ordre j —i + 1:pouri < j,i,j=0,...,n

Sxivr oo x) = flxin.oooxg]

SIxixig1, ..., x5] = (4.13)
Xj—Xi
> Proposition 4.6 La (j + 1) différence divisée f[xo,x1,...,x;] est indépendante de I’ordre
des points xg, X1, ..., x;. Elle vérifie :
: )
flo,.xjl=) — (4.14)
i=0 Hk:()’k;éi(xi - xk)
Théoreme 4.7 Le polyndme p, qui interpole f aux points xg, X1, ..., X, s écrit :
pn(x) = flxo] + (x — x0) f[x0. x1] + (x — x0)(x —x1) f [x0, X1, %2] + ... 4.15)
+ (x —x0)(x —x1)...(x — xn) fx0,.-.,Xn] '
L’erreur d’interpolation E(x) = f(x) — pn(x) est donnée par :
— E(x) = I(x) f[x0,...,Xn, X], VX € [a;b] tel que x # x; pouri =O0,...,n;
— E(x) =0six = x; pouruni € {0,...,n}.
II en résulte I’algorithme de Newton de construction du polynome P,.
Algorithme de Newton
On construit par récurrence, une suite de polyndmes p,, pourm = 0, ...,n par:
po(x) = fxo]
p1(x) = po(x) + (x — xo) f [*0, x1]
........ (4.16)

Pm(X) = pm—1(X)+(x—x0)(x—x1) ... (x=Xm—1) f[X0,.... Xm], m=1,...,n

Pm est le polyndme de degré inférieur ou égal a m qui interpole f aux points xg, ..., Xs. On
présente ces résultats sous la forme d’un arbre :

Xo — f[xo] —
S [xo, x1]
o f Lo x1.x2]
\ —
flx1, x2] flxo0, x1,x2, x3]
x2—'f[xz]/ \f[xl,xz,m]) (4.17)
\
Sx2.x3]

S xXn—1.xn]

Xn —> f[xn]

Nombre d’opérations

Pour le calcul de p, en un point x en utilisant 1’algorithme de Newton, il faut n(n + 1) /2 divisions
et n(n + 1) additions dans (4.17) et 2n — 1 multiplications et n additions dans (4.16).
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4.2.2 Différences finies

On suppose dans ce paragraphe, que les points x; sont régulierement espacés. Soit 4 le pas de
cette division. Nous avons x; = xo +ih,i =0,...,n.

> Définition 4.8 L’ opérateur de différences finies Vj, est défini, si & # 0, par :

Jx+h)— fx)

Vi f(x) = ? (4.18)
etpourm > 1:
V' f(x) = VY, (4.19)
> Lemme 4.9 Sim € Nalors V;" f(x;) = m! f[xi, Xi41, ..., Xi4m]

Ce lemme permet d’exprimer le polyndme d’interpolation de f* en fonction des différences finies.

Théoréeme 4.10 Lorsque les points d’interpolation x; i = O, ..., n sont régulicrement espacés,
le polyndme p, s’écrit :

Pn(x) = f(x0) + (x — x0) Vi f(x0) + (x — x0)(x — x1)—L—— h f(Xo)

4.20
o) b
n

+ (x —x0)(x — x1) ... (X — Xp—p)

4.3 Schéma de Horner

Ce schéma permet de calculer la valeur d’un polyndme P(x) et de ses dérivées en un point a
quelconque, lorsque le polyndme P(x) est de la forme :

n
P(x) = Zaix"_i, ai € RouC 4.21)
Algorithme
Soit & un point de R, alors P(«) est donné par :
b() = dy
by =bp_ja+ar, k=1,....,.n—1 4.22)

P(a) = by = by—100 + ay

Calcul des dérivées
La i¢ dérivée P?)(a) est donnée par :

b,:l =a, k=0,...,n

Pouri =0,...,n
by = ao (4.23)
by =bi_ja+b', k=1,...n—i
PD (o) = ilh_,
c’est-a-dire que, pouri = 1,...,n, les coefficients b’ pour k = 0,...,n — i sont calculés par

I’algorithme de Horner (4. 22) en remplagant les coefﬁc1ents ay par les coefﬁ01ents b’ L

Nombre d’opérations
L’algorithme de Horner comprend n» multiplications et n additions.
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Approximation de fonctions

> Probléme 5.1 Etant donnée une fonction f appartenant 2 un espace E 2 préciser, on cherche une
fonction g appartenant & un ensemble F donné (par exemple, I’ensemble des polyndmes de degré
inférieur ou égal a n) telle que :

VheF, |f—gl<If-nhl (G.D

pour une norme || - || & préciser.

5.1 Approximation hilbertienne

Définissons un cadre fonctionnel. Soient E un espace vectoriel sur R (de dimension finie ou non) et
F, un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On suppose que E est un espace préhilbertien
réel, de produit scalaire (-,-) et de norme associée || - ||. Rappelons le théoréme de la projection
orthogonale dans le cas particulier qui nous intéresse :

Théoreme 5.2 Sous les hypotheses précédentes sur E et F et pour tout f € E, il existe un
g € Fetun seul tel que :

VheF, |f—gl<If-nhl (5.2)
La condition (5.2) équivaut a :
If —gll = inf [ f — &l )
heF
ou encore, puisque F est un sous-espace vectoriel de E :

VheF, (f—g f—h) =0 (5.4)

Donnons maintenant une forme explicite, et utilisable numériquement, de la solution.

Théoreme 5.3 Sous les hypotheses précédentes et si de plus (g;)i—o,...,» est une base de F,
alors la solution g de (5.2) est donnée par :

n
g=> Mg (5.5)
i=0
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ou A = (A;);=o....» estla solution du systeme linéaire :
AL =D (5.6)
avec :
A = (aij)i,j=0,...n ajj =(gi.gj), i,j=0,....n (5.7
b = (bi)i=o,...,n bi=(f8), i=0,...,n (5.8)

Remarque Sila base (g;)i=o....» est orthonormée, alors A =IetA = b.

.....

Soit &, I’espace vectoriel des polyndomes de degré inférieur ou égal a n.

> Définition 5.4 Lorsque F = £, une solution g = pj, de (5.2) est appelée polynéme de meilleure
approximation de f dans (E, (-,-)) par un polyndme de degré inférieur ou égal a n.

Il est important de noter que g dépend du produit scalaire (ou de la norme) choisi sur I’espace E.

5.2 Approximation au sens des moindres carrés
5.2.1 Données dans L2 (a ; b)

La fonction f que I’on cherche a approcher est donnée sous la forme d’une fonction définie sur
un intervalle de R. Soit (a ; b) un intervalle de R. Soit w : x € (a;b) — w(x) € R, une fonction
poids intégrable sur (a ; b) telle que w(x) > 0 presque partout sur (a ; b). Soit :

b
L2 (a:b) = {f (a:b) > R, / | £(0)Pw(x) dx < +oo} (5.9)

a

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

b
Ve Lh@ib) (fighy = [ gh00wE) dx (5.10)

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de £2 (a ; b). Soit f € £2 (a;b) ; I’approxi-
mation de f dans F au sens des moindres carrés avec poids w est la meilleure approximation de
f dans F pour la norme associée au produit scalaire (-,-),,. La solution g vérifie g € Fet:

b b
If — gl = / () = g0 w(x) dx = inf / (f(0) = h(x))2wx) dx (.11

m Exemple Si (a;b) = [0;1], w(x) = Lsur[0;1],F = P, et £ € £2([0;1]) alors g est le
polyndme de degré inférieur ou égal a n de meilleure approximation de f au sens des moindres
carrés. Si la base choisie sur £, est la base canonique {g; : x € (a;b) — x', i =0,...,n}
alors la matrice A du systeme linéaire (5.6) est la matrice de Hilbert, de coefficients :

1

. ij=0.... 5.12
i+j—1 "/ 4 (5.12)

ajj =

Le mauvais conditionnement de cette matrice nécessite de faire des calculs en double précision et
de ne pas choisir n trop grand.
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B Exemple Soit f : R — R. Si f est 2x-périodique et de carré sommable sur ’intervalle [—r ; 7],
on choisit (a;b) = [—m ;7] et w(x) = 1 sur [—x ; w]. L’espace F des approximations est le
sous-espace vectoriel de £2 ([—x ; 7r]) engendré par les fonctions trigonométriques {g;, i =
0,...,2n + 1} définies par :

go(x) =1/2
g2p(x) = cos(2px), p=1....n (5.13)
g2pr1(x) =sin(2p+1x), p=1,....n

5.2.2 Données dans R” : approximation au sens des moindres carrés discret

La fonction f que 1’on cherche a approcher est donnée par un nuage de points. C’est le cas, par
exemple, quand la fonction f est caractérisée par un ensemble de valeurs expérimentales.

> Proposition 5.5 Etant donnés N + 1 points (x;, y;),i = 0,...,N de R* x R”, N + 1 poids
positifs w; et un entier m tel que m < N. Alors il existe un polyndme P, et un seul de degré
inférieur ou égal a m tel que :

N
Em =) (i = Pm(xi)’wi (5.14)
i=0
soit minimal. Ce polyndme P,, est donné par :
m
Pp(x) = Y agx* (5.15)
k=0

ol les coefficients (aj) sont solutions du systéme linéaire Sa = v avec a = (dx )k =o,... m €t OU
S = (Skj)k,j=0,...,m etv = (vj);=o,...,m sont donnés par :

N N
k+j j .
Skj = E xiﬂwi et v; = E xijy,-w,-, k,j=0,....m (5.16)
i=0 i=0

La proposition résulte du théoreme 5.3.

5.2.3 Convergence des approximations au sens des moindres carrés

On a tout d’abord le théoréme suivant :

Théoreme 5.6 Soit w un poids positif intégrable sur 1’intervalle fermé [a ; b]. On choisit
F = &, pour n € N. Soit f une fonction continue sur [a ; b] et soit g, € $,, le polyndme
de degré inférieur ou égal a n qui réalise son approximation au sens des moindres carrés
relativement au poids w. Alors :

nlim | f —aqnllw =0 (5.17)

—+00

C’est une convergence en moyenne quadratique avec poids. Cette convergence n’entraine pas la
convergence uniforme. On a cependant un résultat de convergence en choisissant le poids w = 1
et en supposant la fonction f plus réguliere.
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Théoréme 5.7 On choisit F = &, pour n € N. Soit f une fonction appartenant a C2([a ; b])
et soit g, € &P, le polyndme de degré inférieur ou égal a n qui réalise son approximation au
sens des moindres carrés relativement au poids w = 1. Alors :

lim sup |f(x) —gn(x)| =0 (5.18)

n—>+00 yc[a;b]

5.3 Polynomes orthonormés

Lorsque I’espace des approximations F est J,, il est souvent préférable d’utiliser une base de F
qui soit orthonormée.

Théoréeme 5.8 Soit w une fonction poids telle que :
w > 0 presque partout sur Ja ; b[ C R (5.19)

b
Vn € N, / w(x)x" dx < +00 (5.20)
a

Soit (-,-),, le produit scalaire défini par :

b
Vg.h e L’i(a b)), (g, h)y = / w(x) g(x)h(x) dx < +o0 (5.21)
a
alors :
1. il existe une suite de polyndmes pg, p1, ..., pn, n € N, vérifiant :
deg(pn) =n et Vq € Puo1, (Pn.q)y =0 (5.22)

Cette suite est unique a un coefficient multiplicatif pres ;
2. side plus p, est unitaire pour tout n € N, la suite (p,) vérifie les équations de récurrence :

Pn(x) = (x —an) pn—1(x) — Bunpn—2(x) (5.23)
ou

2
oty = (xpn—l’Pn;I)w B = ”pn—lllg; (5.24)

| Pn—1113, | Pn—2|l%,

3. les polynomes :
n=-2" neN (5.25)
| P llw

forment une base orthonormée de 1’espace vectoriel des polynomes.

Démonstration du 1. En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt sur la base canonique

{1,x,x2,..., x™ ...} de I’espace vectoriel des polyndmes, on obtient :
po(x) =1
n—1 n
X, (5.26)
pourn € N*,  pp(x) =x"— )" P ()
= Pk Pr)w
avec, Vn € N, deg(pyn) = n. Pour n € N, les polyndmes po, p1, p2,..., pn forment une base de Py,.

Ces polyndmes sont orthogonaux entre eux. L’ unicité résulte de 1’hypothese deg(p,) = n.
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> Définition 5.9 Les polynémes p, (respectivement p,) s’appellent les polynémes orthogonaux
(respectivement orthonormés) sur I’intervalle (a ; b) pour la fonction poids w.

Une propriété utile :
> Proposition 5.10 Les n racines du polyndéme pj, sont réelles, distinctes et intérieures a 1’inter-

valle Ja ; b|.

Théoreme 5.11 Soit w un poids vérifiant les propriétés (5.19) et (5.20). Soit f € E =
L2 ([a ; b)), alors il existe un polynéme g, et un seul tel que :

dn € Pn et || f —danllw =qier}7§ If —qllw (5.27)

Ce polyndéme est donné par :

L) = Y L Ekw 5.28
qn(x) k§0<k’ " Pk (x) (5.28)

ou les polyndmes pj vérifient (5.23) et (5.24). De plus, g, est I’'unique polynéme tel que
dn € PnetVq € Pu, (qn. ) = (/. Q) -

Quelques polyndmes orthogonaux ou orthonormés sont listés dans le tableau 5.1.

a;b) w(x) nom olynomes
( poly
dn
]=1;1] 1 Legendre pn(x) = o (xz=1)"
1
]-1;1] - Chebyshev Ty (x) = cos(n arccos x)
- X
dn
10; 400 e % (a > 0) Laguerre Lf,a) (x) = e%*¥ ﬁ(x" e %)
X
]—00; +o0[ e—ax” (a > 0) Hermite Hy(x) = e@x’ = (efaxz)
X

Tableau 5.1 — Polynémes orthogonaux ou orthonormés






Intégration numérique

> Probleme 6.1 Soit f : I — R une application continue ou I est un intervalle de R. Soit (a ; b) C 1.
On cherche a calculer I'intégrale :

b
[ Fw(x) dx 6.

pour un poids w donné, lorsque cette intégrale est définie.

6.1 Etude générale
6.1.1 Formulation

Les formules d’intégration numérique étudiées sont de la forme :

b k
[ et dx = 3030 + Rap() 62)
“ i=0

ou:

— les points (x;);—o,... x sont k 4 1 points de I’intervalle I';

— les (A;)i—o,... k sontles k + 1 points positifs qui dépendent de la méthode ;

— Ry »(f) est I'erreur théorique d’intégration numérique.
Ces formules peuvent étre obtenues par intégration du polynéme d’interpolation p; de f aux
points (x;);—o,.. k- Soient en effet xo, ..., xg, k + 1 points distincts de I et soit py le polynome
d’interpolation de f en ces k + 1 points. Il résulte de (4.3) que :

k
Pe(x) = f(xi)Li(x) (6.3)

i=0

Si w est une fonction poids positive sur I’intervalle (a ; ) telle que :

b
Vm € N, / w(x)x™dx < +o00 (6.4)
a

et si I’intégrale est définie, alors cette intégrale est approchée par :

b k b
[ e =Y s o 4= [ Liwweoas 65)
a i—o a
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6.1.2 Erreur d’intégration numérique

L’erreur d’intégration numérique est alors donnée par :

b b

Ras(H) = [ (0= petwax = [ Bow(ax 66)
ou E(x) désigne I’erreur d’interpolation [théoreme (4.3)].

> Proposition 6.2 Si f € ck+1 (I) et s’il existe une constante strictement positive Mg 4 telle que,
pour tout x € I on ait :

|fEFD )] < My 6.7)
alors :
M1 [ k
IRa,p(f)] < m/ﬂ IM(x)|w(x)dx ou I(x) = E}(X — Xi) (6.8)

La proposition résulte du théoreme 4.3.
Afin de comparer les méthodes d’intégration numérique, on introduit une notion d’ordre de
ces méthodes.

> Définition 6.3 La formule d’intégration numérique (6.2) est dite d’ordre N si :
— Rg »(p) = 0 pour tout polyndme p de degré inférieur ou égal a N ;
— R; »(p) # 0 pour un polynéme p de degré N + 1.

6.1.3 Convergence des méthodes d’intégration numérique

Les coefficients A; de la formule (6.2) définissant la méthode dépendent en fait du nombre k de
points de base ; il conviendrait donc mieux de faire apparaitre cette dépendance ; I'intégrale (6.1)
est donc approchée par :

k
Le(f) =D Ak f(xi) (6.9)
i=0

> Définition 6.4 — Méthode convergente. La méthode d’intégration numérique définie par Ly ( f)
est dite convergente sur un ensemble V si :

k b
VeV, TimLi(f) = grfw;)xikf(xi) - f FEw(x) dx (6.10)

6.2 Formules d’intégration numérique
6.2.1 Formules élémentaires de Newton-Cdotes

L’intervalle d’intégration (a ;b) est borné. Les formules de Newton-Cdtes sont obtenues en
choisissant les points x; réguli¢rement espacés x; = xo + ih,i = 0,...,k et en approchant
Pintégrale :

b
/ S()w(x)dx (6.11)
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par :
b
/ Pr()w(x)dx (6.12)
a
ou py est le polyndme d’interpolation de f aux points x;,i = 0, ..., k. On admettra le résultat
suivant :

> Proposition 6.5
1. L’ordre d’une formule de Newton-Cdtes a k + 1 points est k si k est impairet k 4+ 1 si k
est pair;
2. Lerreur d’intégration est en O(h¥*2) si k est impair et en O(h**3) si k est pair.
Les formules élémentaires de Newton-Cotes ne sont utilisées que pour de petites valeurs de k et
surtout pour k pair.
Les méthodes sont maintenant détaillées pour w = 1 sur L.

Formules de type fermé Onpose xo =aetx; =b:
— k = 1 — méthode des trapézes (ordre 1) :

X1 h h3
| e =@+ f0) = 51O, Eclabl h=b-a 613

0
— k = 2 — méthode de Simpson (ordre 3) :

b h b h®
| reras =2 (r@+ a7 (57) + @) 55 10@. €€ lashl 6.1
ounh=((bh-—-a)/2.

Formules de type ouvert Onpose xo =a+h;x =b—h:
— k = 0 — formule du point milieu (ordre 1) :

b b
| rmar=o-ar(“5
— k=1 (ordre 1) :

[ rwa =" ) () e st 610

h3 b—
)+ 5@, felabl h="52 (619)

avech = (b—a)/3.

Remarque Les formules de Newton-Cotes ne sont pas convergentes ; il existe en effet des fonctions
analytiques pour lesquelles :

b b
klirf / pk(x)dx;é/ f(x)dx (6.17)

Par conséquent, on utilisera uniquement les formules de Newton-Cotes dans les méthodes dites composées.

6.2.2 Méthodes d’intégration numérique composées

L’intervalle d’intégration [a ; b] est décomposé en n intervalles [a; ; a;+1] de longueur (b —a)/n
tel que :

n—1
la:b] = | Jlai ; ait1] 6.18)
i=0

puis, sur chacun des intervalles [a; ; a; 1], on utilise une méme formule d’intégration numérique,
par exemple les formules de Newton-Cotes.



46

Chapitre 6 | Intégration numérique

6.2.3

Formule composée du point milieu Par définition k& = 0 et on pose h = (b — a)/(2n),
ai =a-+2ihpouri =0,...,n. Enutilisant la formule du point milieu sur chacun des intervalles
[a; ;ai+1], on obtient :

/ab f(x)dx =:§/:i+l f(x)dx

o a; + aij+1 b—a 1 .
=2h§)f( . )+ i IPSE). felaih]

(6.19)

Formule composée des trapezes Par définitionk = l etonpose h = (b —a)/n,a; =a +1ih
pouri = 0,...,n. En utilisant la formule des trapézes sur chacun des intervalles [a; ; a;+1], on
obtient :

b n—1
1 1 b—a
[ rmrax = h(3 1@+ X flan + 350)) = TER @, € elashl 6:20)
a i=1
Formule composée de Simpson Par définition kK = 2 et on pose h = (b — a)/(2n), a; =
a+2ihpouri =0,...,netx; =a~+ihpouri =0,...,2n alors, pour £ € |a;b|[:
h'E b—a

b
/ S(x)dx = 3 Z(f(XZi) + 4f(x2i+1) + f(x2i42)) — ™

i=0

R r®eE) 621

Convergence De facon générale, les méthodes d’intégration numérique composées s’écrivent,
avecw = l sur [a;b] :

b n—1 k
/ f(x)dx approchépar F,; = Z (h Z Aj f(XJ,-)) (6.22)
a i=0 " j=0

ou les coefficients A ; sont indépendants de i.
La convergence des méthodes d’intégration numérique composées est donnée par le théoreme
suivant que I’on admettra :

Théoreme 6.6 Si, sur chaque intervalle [a; ; a;+1], on utilise une méme formule d’intégration
de Newton-Cotes, pour toute fonction f intégrable sur (a ;b), on a:

b
lim Fnk:/ f()w(x)dx (6.23)

n—-+o0o

Formules de Gauss

L’intervalle d’intégration (a ; b) n’est plus nécessairement borné. Les points x; et les poids A;,
i =0,...,k delaformule (6.2) définissant une méthode d’intégration numérique, sont choisis ici
de sorte que la méthode soit d’ordre le plus élevé possible, ¢’est-a-dire tels que :

k b
D AiP(x) = [ P(x)w(x) dx (6.24)
i=0 a

pour tout polyndome P de degré inférieur ou égal a N, pour N le plus grand possible. On obtient le
résultat voulu avec N = 2k + 1 [théoreme 6.7].
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Soit :
b
(h.g)w = [ h(x)g(x)w () dx 6.25)

un produit scalaire défini sur I’espace vectoriel £2 (a ; ) ol w est un poids vérifiant les condi-
tions (5.19) et (5.20).

Théoréeme 6.7 Pour tout entier k& € N, il existe une formule d’intégration numérique et une
seule de la forme (6.2) a k + 1 points d’ordre 2k + 1 ; elle est obtenue en choisissant pour x;
(i =0,...,k)lesracines du (k + 2)¢ polyndme orthogonal py 4 pour le produit scalaire (6.25)
et pour poids les coefficients A; suivants :

b k .
A= / Lmw@de o Lix)= [| —L (6.26)
@ : s X T X
J=0,j#i

Les méthodes d’intégration numérique définies par le théoreme 6.7 donnent des formules d’inté-
gration exactes pour tout polyndme de degré inférieur ou égal 2k + 1.

Démonstration.
Unicité — Soient x; (i =0,...,k)etA; (i =0,...,k), k + 1 points points et k + 1 poids définissant
une méthode d’intégration numérique d’ordre 2k + 1. Soit IT(x) le polynome de degré k + 1 défini par :

k
) =[x —x) 6.27)
i=0

Pour tout Q € Py [x], ITQ(x) € Ppx41[x]. La formule d’intégration donnée est donc exacte pour le
polyndme TT1Q(x), par conséquent :

b k
| w@nwem s = 3 ameae) = o (6.28)
a i=0
car I[1(x;) = Opouri = 0,...,n. Le polyndme IT est donc orthogonal a tout polynéme Q de degré

inférieur ou égal a k ; comme de plus le degré de IT est égal a k + 1, IT est le k + 2 polyndome Py 1,
orthogonal pour le produit scalaire (-, -). Il en résulte 1’unicité des (x;). On obtient les formules (6.26)
en écrivant que la formule d’intégration est exacte pour les polynémes L (x).

Existence — Soient xg, X1, ..., X§ les k 4+ 1 racines du (k 4 2)¢ polyndme orthogonal Py pour le
poids w sur (a ; b). Il résulte de la proposition (5.10) que ces racines sont réelles et distinctes et qu’elles
appartiennent a ’intervalle ]a ; b[. Les fonction L; (x) sont donc bien définies. Posons :

b
A= / w(x)L;(x)dx, i=0,....k (6.29)
a
Notons, pour tout f € C%(I), P # le polyndme d’interpolation de f aux points (x;). Nous avons :
k
Pr(x) =) Li(x)f(xi) (6:30)
i=0

donc, par définition des (4;) :

b k
f w()Pp(x)dx Y A; f(xi) 6.31)
a i=0
— si f estun polyndme de degré inférieur ou égal & k, alors Py = f. Il en résulte que la formule
est exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a k ;
— si f estun polyndme de degré inférieur ou égal a 2k + 1, il existe des polyndmes r et ¢ tels que :
k
f(x)=q(x) H(x —Xxij)+r(x) avecdegr <ketdegg <k (6.32)
i=0
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par conséquent :

b b k k
/ w(x) f(x)dx = / w(x)r(x)dx = Zkir(xi) = Z)Lif(xi) (6.33)
a a i=0 i=0

car Pp 41 = [[(x — x;) est orthogonal a tout polyndme de degré inférieur ou égal a k, et parce
que la formule d’intégration numérique est exacte sur les polyndmes de degré inférieur ou égal
a k (donc pour le polyndme r). La formule est donc aussi exacte pour tout polyndme de degré
inférieur ou égal a 2k + 1.

> Définition 6.8 Les formules d’intégration numérique données par le théoreme 6.7 sont appelées
les formules de Gauss et en particulier : formules de Gauss-Legendre (resp. de Gauss-Chebysheyv...)
si les polyndmes utilisés sont les polyndomes de Legendre (resp. de Chebyshev...).

Remarque Les coefficients A; sont aussi donnés par :

b
A= — ! / Per1(9) ) dy (6.34)
pk_H(xi) a XX

Ils sont tabulés pour un certain nombre de polyndmes classiques.

B Exemple — Formules de Gauss-Legendre. L’intervalle est (a ;b) = [—1; 1] avec la fonction
de pondération w = 1. Les polyndmes utilisés sont les polyndmes de Legendre. Le nombre de
points de base utilisé estn = k + 1.

k n ordre A; 3

0 1 1 Ao =2 x0 =0

1 2 3 dg=A1=1 x1 = —x9 = 1//3

2 3 5 Ao=A2=5/9 xp = —xg = 0,77459667
A1 =28/9 X1 =

3 4 7 Ao=Az=0034785484 x3 = —xq = 0,86113631
A1 = Az = 0,65214515  x, = —x1 = 0,33998104

4 5 9  do=As=023692688 x4 =—x0 = 0,90617984
A1 = A3z = 0,47862867 x3 = —x1 = 0,53846931
A2 = 0,56888888 X2 =

5 6 11  Ag=As=0,17132449 x5 = —x0 = 0,93246951
A1 = A4 = 036076157 x4 = —x1 = 0,66120930
Az = Az = 0,46791393  x3 = —x5 = 0,23861919

Tableau 6.1 — Caractérisation de I’intégration avec les polynomes de Legendre

B Exemple — Formules de Gauss-Hermite. L’intervalle est (a ; b) = ]—o0 ; 0o[ avec la fonction
de pondération w = exp(—x?). Les polyndmes utilisés sont les polyndmes d’Hermite. Le nombre
de points estn = k + 1.

6.3 Intégration numérique en deux dimensions

Les résultats du théoreme 6.7 concernant les formules d’intégration numérique de Gauss peuvent
s’étendre a I’intégration de certaines fonctions sur des domaines de R? ou R3. Nous ne dévelop-
perons pas ici la théorie en deux et trois dimensions des formules d’intégration de Gauss mais
donnons quelques exemples de formules tres utilisées en analyse numérique, notamment pour le
calcul d’intégrales apparaissant dans la méthode des éléments finis.
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k n ordre A; by

0 1 1  Ag=1,77245385 xo0 =0

1 2 3 Ao = A1 = 0,88622693 x; = —x¢ = 0,70710678

2 3 5 Ao = A2 = 0,29540898  xp = —x¢ = 1,22474487
A1 = 1,1815359 x1 =0

3 4 7 Ag=A3=008131283 x3 = —xo = 1,65068012
A1 = Ay = 080491409 x5 = —x1 = 0,52464762

4 5 9 Ao = A4 = 0,01995324 x4 = —x¢ = 2,02018287
A1 = A3 =0,39361932 x3 = —x; = 0,95857246
Ao = 0,94530872 x2 =0

5 6 11 Ag=As =0,00453001 x5 = —xo = 2,35060497

A1 = A4 = 0,15706732 x4 = —x1 = 1,33584907
Az = Az = 0,72462960 x3 = —xp = 0,43607741

Tableau 6.2 — Caractérisation de I’intégration avec les polynomes d’Hermite
® Exemple — Intégration sur un carré de R?. Soit D le carré de R? défini par D = [—1;1] x

[-1:1].Si f € CO(—1:1] x [~1:1];R), on approche I’intégrale de f sur le carré D par une
formule de la forme :

1 1
/ f S(x,y)dxdy =Ix + Rp(y) (6.35)
—-1J-1
ou
k k
e =YY Xikjf(xi.y)) (6.36)
i=0j=0

pour un entier kK donné, ot les A; sont des coefficients réels, et les (x;, y;) sont des points du
domaine :
Formule a un point de Gauss-Legendre On applique la formule (6.36) pour k = 0 :

Io = 4£(0,0) (6.37)

Cette formule est exacte sur Q; = Vect(1, x, y, xy).
Formule a quatre points de Gauss-Legendre On applique la formule (6.36) pour k = 1 :

1 1
=) > flxiy) avec (x.y;)=(£1/v3,£1/V3) (6.38)

i=0 ;=0
Cette formule est exacte sur Q3 = Vect(x'y/, 0 < i, j < 3).

® Exemple — Intégration sur un triangle de R2. Soit T un triangle rectangle isocele défini par
T={(x.y):0<y<1,0<x<1-yLSif €CT;R), onapproche 'intégrale de f sur le
triangle T par une formule de la forme :

1 1—y
[O | S(x,y)dxdy =Ix + Ry(y) (6.39)

k
Ix = Z Ai f(xi, yi) (6.40)

i=0

pour un entier k£ donné et ou les A; sont k coefficients réels, et les (x;, y;), k points du domaine :
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Formule a un point de Gauss-Legendre On applique la formule (6.40) pour k = 0 :

Io = %f(1/3, 1/3) (6.41)

Cette formule est exacte sur P; = Vect(1, x, y).
Formule a trois points de Gauss-Legendre On applique la formule (6.40) pour k = 2 :

b= £ F/6.1/6)+ ¢ 2/3.1/6) + £ £(1/6.2/3) (6.42)

Cette formule est exacte sur P3 = Vect(x’y/, 0 <i + j < 3).



Equations différentielles du premier
ordre a condition initiale

7.1 Probleme de Cauchy
7.1.1 Condition de Cauchy

Soit [xg ; X0 + a] un intervalle de R ol xg et a > 0 sont donnés. Soit f : [x¢ ; xo + a] x R" — R™
une application continue sur [xg ; xo + a] X R". On cherche une fonction y continfiment dérivable
sur [xo ; xo + a] — R™ vérifiant :

y(x) =f(x,y(x)), Vx € [xo;:x0+a] (7.1)

Une solution y de (7.1) est appelée intégrale de 1’équation différentielle. L’ équation (7.1) est
équivalente a un systeme de m équations différentielles :

Y1) = fi(x, y1(x). y2(x). ... ym(x))

Y(x) = fo(x, y1(x). y2(x). .., ym (X)) (1.2)

V(X)) = fn (%, y1(x), y2(x). ... ym(x))

ol y(x) = (11(x) ... ym(®)) " etf=(fi... fon)T.

Remarque Une équation différentielle d’ordre p de la forme suivante y® = f(x,y.y',..., y@~V) o
p > 1 se ramene a un systéme équivalent de la forme (7.1) en posant :

21 (x) = 22(x)

z3(x) = z3(x)

(7.3)
z,(x) = f(x,z1(x), z2(x), .. ., zp(x))

autrement dit :

7 =F(x,z) (7.4)
ouz = (z1,z,,.. .,zp)T etz € Cl([xo 1Xo + a];RP).
Condition de Cauchy
On se donne yo € R™ ; on cherche y vérifiant (7.1) et la condition initiale :

y(xo0) = Yo (1.5)

Cette condition est appelée condition de Cauchy.



52F

Chapitre 7 | Equations différentielles du premier ordre & condition initiale

7.1.2

7.2

7.2.1

Théoreme d’existence et d’unicité

Soit || - || une norme sur R”. On rappelle le théoréme d’existence et d’unicité classique suivant
qui nous donne le cadre mathématique dans lequel nous chercherons une méthode de résolution
numérique des équations (7.1) et (7.5).

Théoreme 7.1 Soit f une application continue :
f:(x,2z) € [xp;x0 +a] xR" - f(x,z) e R" (7.6)
Si f vérifie la condition de Lipschitz :
L > 0, Vx € [xg:x0 +a], Vz; etzo € R™, |f(x,2z1) —f(x,22)| < L||z1 —2z2| (7.7)
alors, il existe une fonction y unique appartenant a C! ([xg ; xo + a]; R™) et vérifiant :

Y (x) = f(x,y(x))  Vx € [xo:x0 +d] (7.8)
y(x0) = yo yo donné dans R” (7.9)

Méthodes de résolution numériques a un pas

On se place sous les hypotheses du théoreme 7.1. La condition initiale (7.9) n’étant pas toujours
calculée exactement, dans la suite on notera » la valeur de cette condition ; on cherche donc une
approximation de la solution y du probléme suivant :

Y (x) = f(x,y(x)), Vx € [xg;x0+ d] (7.10)
y(xo0) =1

On pose, pour n € N donné, x; = xo +ih,i =0,...,n avec nh = a. Les points (X;);=o,...n
définissent une subdivision réguliere de I’intervalle d’étude [x¢ ; xo + a] et & est appelé le pas de
la discrétisation. On cherche une approximation de y aux points (x;);=o,....n-

Méthode d’Euler-Cauchy

On construit par récurrence une suite (y; )i =o,...,» par :

Yo=1

_ (7.11)
Yi+1 =Yi + hf(xi.yi), i=0,....n—1
ol y; est une approximation de y(x;). La dérivée y’(x;) est approchée par le rapport :
Y ()~ YL (7.12)

h

La quantité e; = y(x;) —y; est I’erreur de discrétisation au point x;. On démontre le théoreme
d’estimation d’erreur suivant :

Théoreme 7.2 Soit f une application de [x¢ ; xo + a] x R dans R vérifiant la condition de
Lipschitz (7.7) ; si de plus, f est continfiment différentiable dans :

1
D = {(r.y): x € [xo: %0 +al. Iyl < lyoll e += (e ~1)} (7.13)
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alors la solution y de (7.10) appartient & C2([xo ; xo + a]) et I’erreur de discrétisation vérifie :

hM _ .
lesll < (lleoll + 5= ) €= ou M = sup [y ()] (7.14)
2L x€[xo;x0+al

7.2.2 Etude générale des méthodes i un pas

Dans les méthodes a un pas, y;+1 est calculé a partir de x;, y; et &, et éventuellement a partir
de points intermédiaires. Dans ce paragraphe et les suivants, on supposera que R”™ = R pour
simplifier les écritures mais ces méthodes s’utilisent aussi dans R™. La forme générale est la

suivante :
Yo = Th . (7.15)
Yi+1 = Vi + h®(x;,yi,h), i=0,....n—1
La méthode est déterminée par le choix de la fonction .
> Définition 7.3 — Convergence. La méthode (7.15) est dite convergente si :
lim max |y; —y(x;)]=0 lorsque lim 5y =7 (7.16)
n—>+00i=0,...,n h—0
> Définition 7.4 — Stabilité théorique. Soient {y;,i = 0,...,n}et{z;,i =0,...,n} les solu-
tions respectives des systemes :
fixé
Yo , (7.17)
Vi+1 = Vi + h®(x;,yi,h), i=0,...,n—1
et:
zo fixé
. (7.18)
zZiv1=2zi + h®(xi,zi,h) +¢, i=0,....,.n—1
La méthode (7.15) est dite stable s’il existe deux constantes M et M5 indépendantes de 4 telles
que :
n—1
max [y = 2| < Milyo = Zo| +M22)|si| (7.19)
1=

Cette notion de stabilité signifie qu’une petite perturbation sur les données n’entraine qu’une
perturbation contrdlée sur la solution calculée.

Théoreme 7.5 Si la fonction @ définissant la méthode, vérifie une condition de Lipschitz en y
pour & assez petit : IA > Otel que Vx € [xg;x0 + a], Vyetz € R, Vi €]0; hg],

|®(x, y,h) — D(x,z,h)| < Aly —z| (7.20)

alors la méthode (7.15) est stable. De plus, avec les notations de la définition 7.3 :

n—1

max |yi —zi] <e®®|yo—zol + e ) el (7.21)

i=0,...,n .
1=0
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Pour montrer ce résultat, on utilise le Lemme de Gronvall :

> Lemme 7.6 — Lemme de Gronvall. Soit (6;) et (¢;) deux suites de réels positifs ou nuls

vérifiant :
Vi=0, 60it1<{+hL)o; +o (7.22)
alors :
. i_l . .
Viz 0, O <eoy+ ) T/, (7.23)

j=0
Voici deux notions voisines pour mesurer la qualité du schéma d’approximation :

> Définition 7.7 — Consistance. La méthode (7.15) est dite consistante avec I’équation (7.1) si :

n—1
lim Y [y(xisr =) —h®(xi, y(xi).h)| = 0 (7.24)
i=0

n——+o0o

ou y est une solution quelconque de 1’équation (7.1).

> Définition 7.8 — Ordre d’une méthode. La méthode (7.15) est dite d’ordre p si :

n—1
D oy @ign) = y (i) — h®(xi, y(xi), b)| < Kh? (7.25)
i=0

ou y une solution quelconque de I’équation (7.1) et K est une constante non nulle indépendante
de i (mais dépendant de y et de D).

Théoreme 7.9 Si la méthode (7.15) est stable et consistante, alors elle est convergente.

Théoreme 7.10 Si la fonction ® vérifie la condition de Lipschitz (7.20) et si la méthode (7.15)
est d’ordre p alors :

th)

Vi=Loon, Qyi— ()l < et (I -yl + =

(7.26)

Remarque La méthode numérique (7.15) ne donne des approximations de la solution y qu’aux (n + 1)

points x;. On peut définir une solution approchée sur tout I’intervalle [x¢ ; Xo + @] par interpolation. Par

exemple, par une interpolation linéaire :

Yi+1 — )i
h

yn(x) =y + (x—x;) si x; <x<xj4q1, =0,....,n—1 (7.27)

Théoreme 7.11 Sous les hypothéses des théoremes (7.5) a (7.21) :

lim y, =y dans C%([xo:x0 + a) (7.28)
h—0

B Exemple — Méthode d’Euler. Elle est donnée par :

@(x,y,h) = f(x,y) (7.29)

C’est une méthode d’ordre 1. Elle est stable dés que f est lipschitzienne en y.
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® Exemple — Méthodes de Runge-Kutta a g points intermédiaires. Soient g réelscq,c2,...,¢q
distincts ou non définissant ¢ points intermédiaires x;;, = x; + cgh, k=1,...,9,i =0,...,n.
Les méthodes de Runge-Kutta consistent a calculer successivement :

q

yij =yi+h Y ajfGikyin), J=1.....q (7.30)
k=1
q

Vier =i +h Y b fikyin), J=1.....q (7.31)
k=1

Ces équations peuvent étre explicites ou implicites :
— la méthode est explicite quand les termes y;; sont connus pour tout j ; la matrice A = (a;;)
est alors triangulaire inférieure avec a;; = 0si j =1 ;
— la méthode est implicite sinon ; on a alors :

Yij = hajj f(xij,yij) +h Z aji f(Xik, yix) + termes connus (7.32)
k>j

Ce schéma s’écrit sous la forme générale :
Yi+1 = Yi + h®(xi, yi, h) (7.33)
ou la fonction ® est définie par :

q
O(xi.yi-h) =Y b f(Xik. Vik)
k=1

4 (7.34)
Yij =Yi+h Zajkf(xik’.)’ik)’ J=1....q9
k=1
et xjr = X;j +cxhpourk =1,...,4.
B Exemple — Méthode d’ordre 1. Par définition, on a ¢ = 1 et le schéma s’écrit :
Yit = )i (7.35)

Yi+1 =yi +hf(xi,yi)
On retrouve la méthode d’Euler.

B Exemple — Méthode d’ordre 2. Par définition, on a ¢ = 2. Soit un parameétre o # 0. Les
méthodes de Runge-Kutta définies par :

1 h
—E)f(xi,yi)—l— Ef(xi +ah,y; +ahf(xi,yi)) (7.36)
sont des méthodes d’ordre 2 :
— lorsque o = 1/2, ¢’est la méthode d’Euler modifiée ;
— quand @ = 1, c’est la méthode de Heun.

Yi+1 = Vi + h(l

B Exemple — Méthode explicite d’ordre 4. Par définition, on a ¢ = 4. Une méthode explicite
classique d’ordre 4 est donnée par :

1 1 1 1
Yit1 = yi+h(€f(xi,J’i)+§f(xi+h/2’yi2)+§f(xi+h/zvJ’i3)+gf(xi+1,yi4)) (7.37)
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7.3

7.3.1

avec :
Yi1r = i
yi2 = yi + h/2f(xi, yi1) (7:38)
yiz = yi +h/2f(xi +1/2, yi2)
yia =yi +hf(xi +n/2, yi3)
Cette méthode s’écrit aussi plus couramment :
ky = f(xi,yi)
ky = f(xi +h/2,yi + h/2k1)
kz = f(xi +h/2,y; +h/2ky) (7.39)

ks = f(xi +h,yi + hk3)
Yit1 =Yi + (k1 + 2ko + 2k3 + k4)/6

Méthodes de résolution numérique a pas multiples

Les méthodes de Runge-Kutta présentent 1’inconvénient de faire intervenir le calcul de f(x, y)
en des points ne servant pas directement au calcul. Les méthodes a pas multiples n’ont pas cet
inconvénient.

On cherche toujours a résoudre numériquement le probleme (7.10) ou f vérifie les hypothéses
de continuité et la condition de Lipschitz du théoréme 7.1. On définit, comme précédemment,
une subdivision réguliere (x;);—o,...,» de 'intervalle [x¢;xo + a] et on note encore y; une
approximation de y(x;). Dans une méthode a k pas, y;4+1 est calculé a partir des k valeurs
précédentes y;, ¥i—1, ..., Yi—k+1 sans faire intervenir de valeurs intermédiaires.

Méthodes d’Adams-Bashforth a k + 1 pas

Elles sont obtenues en intégrant sur I’intervalle [x; ; x;+1] le polyndme p d’interpolation de f

de degré inférieur ou égal a k aux points x;, X;—1, ..., X;_t. On obtient un schéma de la forme
suivante :
Xi41 k
yn=vi= [ p@©E=hY pusi- (7.40)
Xi £=0
ou f; = f(xi,y;). Les coefficients 8y sont donnés par :
s+ J
Bux —/ H v (741)
Jj=0,j#L J

Ces valeurs sont tabulées pour différentes valeurs des constantes k et £. Les méthodes d’ Adams-
Bashforth sont explicites.

Exemples

— k = 0: il s’agit de la méthode d’Euler qui s’écrit y;+1 = y; + hf;;

— k=1:yiq1 =yi +hGBfi — fi-1)/2;

— k=2:yit1=yi +h(23f;i —16fi—1 + 5fi—2)/12;
Le terme yg est donné mais ces formules ne permettent pas de calculer les premiers termes
V1,2, ..., Yk—1 : laméthode n’est pas auto-démarrante ; le démarrage est assuré par une méthode
a un pas, par exemple une méthode de Runge-Kutta.

Les méthodes d’ Adams-Bashforth ne sont pas utilisées seules car elles sont en général instables.
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7.3.2 Méthodes d’Adams-Moulton

Forme générale
Elles sont obtenues en intégrant, sur I’intervalle [x; ; x;+1], le polyndme d’interpolation, de degré

inférieur ou égal a k, de f aux points X; 1, X;, ..., X;—g+1. Elles sont de la forme suivante :
k—1
Vier—vi=h Y Bi fie (7.42)
=—1

ou f; = f(xi,yi). Les coefficients sont donnés par :

o K s+ J
* ds 7.43
pe= [, I1 575 (743)
J=0,j#L

La relation (7.42) s’écrit encore :

k—1

Yie1 —hBE  f(xiv1,yig1) =yi +h Zﬂzkfi—z avec pr . #0 (7.44)
£=0

Ces méthodes sont implicites.

B Exemple — Méthode d’Euler rétrograde. On ak = 0. C’est une méthode d’ordre 1 qui s’écrit :

Yi+1 = Yi +hfit1 (7.45)

B Exemple — Méthode de Crank-Nicolson. On ak = 1. C’est une méthode d’ordre 2 qui s’écrit :

it = yi + (L (7.46)
B Exemple Pour k = 2, la méthode est d’ordre 3 et s’écrit :
h
Yier =yi+ 5 Ofiv1 +2fi = fi-1) (7.47)

Résolution numérique : méthodes de prédiction-correction
Les méthodes d’ Adams-Moulton sont implicites ; pour calculer y; +;, il faut résoudre une équation
non linéaire de la forme :

Vit1 = Chf(Xiq1,yi+1) + Ai (7.48)

ou C est une constante indépendante de % et de y; +1 et ol A; est une quantité constituée de termes
connus a I’étape i + 1. On résout généralement cette équation par la méthode des approximations
successives.

La méthode est la suivante : étant donnée yi((jr)l une approximation initiale de y; 41, on construit
une suite yl.(i)l par récurrence a partir de y; ", par :

Y = Chf (v yIT)) + A, jeN® (7.49)
On vérifie que pour / assez petit, la suite yl.(i)l est convergente lorsque j — oo et que la limite

est 'unique solution y; 41 de (7.48). On montre que la méthode est (théoriquement) convergente
lorsque 0 < & < 1/(cL) ot L est la constante de Lipschitz définie en (7.7).
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Pour yi(gr)l, on choisit une valeur y;4; donnée par une méthode d’ Adams-Bashforth qui joue

le role de méthode de prédiction.

La méthode d’ Adams-Moulton est une méthode de correction : elle corrige a chaque étape
la solution donnée par la méthode explicite précédente. L’ensemble de deux méthodes, 1’une de
prédiction et I’autre de correction constitue une méthode de prédiction-correction.

7.3.3 Formulation générale des méthodes a pas multiples

Les méthodes a pas multiples précédentes entrent dans le cadre général des méthodes a k pas :

calculer {y;,i = 0,...,n} solution des équations :
yi =nij(h) donnédansR, i =0,...,k—1 (7.50)
k k
> mymti =h Y BnfXitm.Vi4m). i=0.....n—k (7.51)
m=0 m=0
L’entier k et les coefficients ay, et B, pour m = 0, ..., k définissent la méthode. On suppose ici

que ag # O et |ag| + [Bo| > 0:

— si B = 0, la méthode est explicite ;

— si B # 0, la méthode est implicite.
Ces méthodes ne sont pas auto-démarrantes ; les valeurs yq, ya, ..., yx—1 sont calculées par une
méthode a un pas (de méme ordre).

On définit comme précédemment des méthodes de prédiction-correction, une méthode im-

plicite est couplée a une méthode explicite ; la méthode implicite est résolue par une méthode
itérative [théoreme 7.11] initialisée par la solution de la méthode explicite.

Théoreme 7.12 Sous les hypothéses du théoréme (7.2), si B # Oetsi:

|o |
L| Bkl

ou L est la constante de Lipschitz de f, alors 1’équation (7.51) admet une solution et une seule.
Cette solution peut alors étre calculée a I’aide de la méthode itérative :

(7.52)

yi(?r)k calculé par la méthode de prédiction

k—1 k—1 7.53)
G+1) _ 1Bk ) h S B 1 > ami (
Yivk = ar f(xi—l—k,yH-k) + (am=0ﬂmfl+m - £m=00‘m)’l+m

Si (7.52) est vérifie, la suite (v

i)k) converge vers y;  lorsque j — +o00.
Comme pour les méthodes a un pas, on peut introduire les notions de consistance, convergence,

stabilité et ordre d’une méthode a pas multiples.
Ci-dessous, on indique des exemples de méthodes de prédiction-correction.

B Exemple — Méthode de Milne. Il s’agit d’une méthode a trois pas et d’ordre 4 :

h
Yi+1 = Yi-3 + g(gfi —4fi—1+8fi2)
(7.54)

h
Yit1 = Yi-1 + 5(fi+1 +4fi + fi—1)
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B Exemple — Méthode d’Adams. Il s’agit d’une méthode a quatre pas et d’ordre 4 :

h
Yit1 =i + ﬂ(55fi —59fi 1 +37fi_o —9fi_3)
(7.55)

h
Yit1 =Yi + ﬁ(9fi+1 +19fi = 5fi—1 + fi-2)
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Systemes d’équations non linéaires

> Probléme 8.1 Etant donnée une application non linéaire f, définie d’un ouvert U de R” dans R”,
on cherche le (ou les) x € U tel que :

f(x) = 0 (8.1)

8.1 Principe de résolution par itérations
On étudie des méthodes de résolution de (8.1) par itérations ; ceci consiste a déterminer une
application :
g:UCR'—>U (8.2)
telle que :
1. f(x) = 0 est équivalent a :
g(x) = x (8.3)
2. la suite (x)), m € N, définie par récurrence par :

x@ donné dans U’ cu

(8.4)
x" D = ox") pourm e N

est convergente dans U.
3. limx™) quand m — oo est une solution x de (8.1).

> Définition 8.2 — Méthode itérative a un point. On appelle méthode itérative a un point toute
formule de la forme (8.4).

> Définition 8.3 — Convergence. Une méthode itérative a un point est dite convergente s’il existe
un ouvert U’ C U tel que :
1. Vx© ¢ U/, lim x(™) existe quand m — o0 ;
2. x = limx™ est solution de (8.1).

> Définition 8.4 — Ordre. Une méthode itérative convergente est dite d’ordre p s’il existe des
constantes ¢; > 0 et ¢ > O telles que pour m assez grand :

Ix D — x|

c1 <

_— <
S ||X(m) _X”p < c2 (85)

avec ¢y < 1 lorsque p = 1.
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8.2

8.2.1

Les démonstrations de convergence utilisent des théorémes de point fixe. En particulier, nous

avons :

Théoréme 8.5 Lorsque n = 1,so0it g : I C R — R, g € C!(I). Soit x une racine de g(x) = x,
alors :
1. si|g’(x)| < 1,1l existe un voisinage J de x dans I tel que :
— I’équation (8.3) n’admet qu’une seule racine dans J ;
— cette racine est la limite de le suite x ™1 = g(x™)) quel que soit le choix initial
x@ e,
2. si, de plus, g’(x) # 0, la méthode est d’ordre un ;
3. sig € CP(I) avec p > 1 et vérifie :

g(x) = x,
gx)=...=¢g? V) =0,
gP(x) #0, (8.6

18P (x)| < p!KavecK €0 1[,

alors la méthode est d’ordre p.

On a un résultat analogue dans R” en remplacant | - | par une norme de R” et g’(x) par la matrice
gradient :

gi
m®=(§®) ol g = (gi)ictn 8.7)
i,j=1,...,n

Xj
et en remplacant la condition |g’(x)| < 1 par:

[Dg(x)|| < K/n avec K< (8.8)

Principales méthodes en une dimension

Soit f :ICR — R.

Méthode des approximations successives

La fonction g s’écrit g(y) = y — cf(y) ou ¢ est une constante non nulle choisie « convenable-
ment ».

> Proposition 8.6 Si f € C'(I;R) etsi f/(x) # 0 ot x est une solution de f(x) = 0, alors la

méthode itérative :

x© donné

xFD = X _ e (xmy e N ®9
converge pour tout ¢ € R tel que
0<cf'(x)<?2 (8.10)

C’est une méthode du premier ordre. Cette méthode est illustrée sur la figure 8.1a.
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F)y VAN

droites de pente 1/c¢

Cxmn ey ] D) xm Y

(a) Méthode des approximations successives (b) Méthode de Newton-Raphson

Figure 8.1 — Interprétation géométrique

8.2.2 Méthode de Newton-Raphson

La fonction g est de la forme :

S
S

gy)=y— (8.11)

Le schéma itératif est alors le suivant :

x© donné

(m)
Lty _ omy ST £y £ 0 (8.12)

fr(xm)’
Il s’écrit de manicre équivalente :
SO 4 (0D —xO) py = 0, si f1(™) # 0 (8.13)
Nous avons le résultat de convergence suivant :

> Proposition 8.7 Si f € C?([a ;b)) vérifie :
1. f(a)f(b) <0
2. Vyelasd], f'(») #0
3. Vy€la:b], f"(y) #0
alors, pour tout x( € [a; b] tel que :

FEOy. (x>0 (8.14)

la suite (x™)) définie par (8.12) converge vers 1’unique solution de f(x) = 0 dans [a;b]. La
méthode est alors d’ordre 2. Cette méthode est illustrée sur la figure 8.1b.

Remarque Lorsque la racine x de I’équation f(x) = 0 est de multiplicité p > 1, la méthode itérative de
Newton n’est plus que d’ordre un.
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8.2.3 Méthode de dichotomie

Cette méthode prend aussi le nom de méthode de Bolzano. Soit f : [a;b] — R continue. On
suppose que f(a) f(b) < 0 et on pose :

ag =da
bo=5b
pourn =1: ¢, = (an—1 + bn—1)/2 (8.15)

si f(an—1) f(cn) > 0, onpose a, = c, et by, = by—1

si f(an—1)f(cn) <0, onpose a, = an—1 eth, = ¢y

I> Proposition 8.8 Sous les hypotheses f : C%([a:b]) et f(a) f(b) < 0, la suite (a,) définie
par (8.15) converge vers une racine de f dans [a ; b].

Remarque Sous les hypothéses précédentes, il peut y avoir plusieurs racines de f dans l’intervalle [a ; b]
et la méthode de dichotomie assure la convergence vers I’une de ces racines.

8.3 Principales méthodes dans R”
8.3.1 Méthode des approximations successives

Le schéma est défini par une fonction g de la forme suivante :

g(y) =y—Af(y) (8.16)

ou A € R™" est une matrice inversible a coefficients constants.

> Proposition 8.9 On suppose que f est contintiment différentiable dans U. Soit A € R""" une
matrice telle que :

(8.17)

IT— ADEX) oo < % ol DF(x) = [af"(x ]

axj'

et ol x est une solution de f(x) = 0, alors la méthode (8.16) converge dans un voisinage de x.

8.3.2 Méthode de Newton

On remplace la matrice constante de (8.16) par :

B af;
A(y) = [DEY)]™" avec DE(y) = [ /;y(jy ] (8.18)
i,j=1,...,n

donc :
g(y) = y — [DE(y)] ' £(y) (8.19)

Le schéma de Newton s’écrit :

x donné dans R”

8.20
XD — x0 _ [pgx )] e (820

des que Df(x™) est inversible. Le schéma s’écrit de maniére équivalente :
f(x™) 4+ DE™)(x" D —xM) = ¢ (8.21)

La méthode est, en général, d’ordre 2.
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8.4 Application aux racines de polynomes : méthode de Bairstow

84.1

Il s’agit d’une application au cas particulier ot f est un polynéme. Etant donné un polyndme
P € P, de degré n > 2 a coefficients réels :

n
P(x) = Zaixn_i =apx" + a1 x" '+ +ay_1x + an (8.22)
i=0
on cherche toutes les racines de P, réelles ou complexes.

Principe de la méthode

La méthode de Bairstow permet de déterminer un trindme T(x) = x? —sx + p (s et p € R)
divisant P ainsi que les coefficients du polynéme quotient Q. Les racines du trindme T réelles ou
complexes, sont racines de P ; le procédé est alors itéré sur le polyndme quotient Q jusqu’a ce que
ce polynome soit de degré inférieur ou égal a 2.

Remarque On notera que si P est a coefficient réels, les calculs peuvent se faire en « réel », le calcul
éventuel des racines complexes ne se faisant qu’en dernier lieu, lors du calcul des racines du trindbme T.

Pour s et p donnés quelconques, il existe Q € P,—», R € Ret S € R tels que :

P(x) = (x> —sx 4+ p)Q(x) + Rx + S (8.23)
avec Q(x) = box*"2 4+ byx" "3 4 ... + b,_». On cherche s et p tels que :

R=R(s,p)=0

(8.24)
S=S@,p)=0
Par identification, (et définition de b,—1 et b,) nous avons :
b() =dy
bi = a1+ sbo (8.25)
by = ap + sbp_1— pbr_—>, k=2,...,n
avec :
R=b,_
o (8.26)

Le systeme non linéaire (8.24) est résolu par la méthode itérative de Newton, sachant que les
coefficients b, et b,—1 du systeme dépendent des inconnues s et p par ’intermédiaire des
équations (8.25).

Les dérivées partielles nécessaires au calcul sont obtenues par dérivation de (8.25) et (8.26) ;
en particulier, si on note :

by
k= s

les coefficients oy vérifient :

k=0,....n (8.27)

g = 0
a1 = bo (8.28)

o =bp_1 + 81— pog_o, k=2,....n
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8.4.2

On vérifie d’autre part que les dérivées partielles :

dby OR OR S 3S

s 2 a0 a9 a_ 829
dp ds dp ds dp (8:29)

s’expriment simplement par rapport aux coefficients . Il en résulte le schéma itératif de I’algo-
rithme de Bairstow.

Algorithme

Etant donné un couple (s@, p(®) de valeurs initiales. On définit par récurrence des couples
(S(m+1)’ p(m+1)) par :

— calcul des coefficients b; = b; (s, p™) par (8.25) avec s = s et p = p™ ;

— calcul des coefficients o; = o; (s, p™)) par (8.28) avec s = s/ et p = p™ ;

— résolution du systeme linéaire donné par 1’algorithme de Newton, c’est-a-dire :

Oln—l(s(m-H) - S(m)) - Oln—2(p(m+1) - p(m)) +by-1=0

(@n = bu-)) (s =) — oy (P — p) b, = 0 0
La résolution du systeme (8.30) est possible dés que :
A = —o2 |+ opp(oty —bp—1) # 0 (8.31)
Par conséquent, la méthode de Bairstow est bien définie des que :
vmeN, AM £o (8.32)

Les calculs des couples (s, p™) sont itérés jusqu’a la convergence (éventuelle) des deux
suites (s) et (p™). Si s et p désignent les limites respectives des suites s et p™, deux
racines de P sont obtenues par la résolution de 1’équation du second degré :

x2—sx+p=0 (8.33)
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Exercices

Exercice 1 — Formule du point milieu. On considere la formule du point milieu :

a+b
2

b
/f(x)dx%(b—a)f(m) ol m = 9.1)

Montrer que cette formule est d’ordre 1.

Exercice 2 — Calcul de I’erreur de la formule des trapézes.

1. Vérifier I’ordre de la méthode ;

2. Erreur de la formule des trapézes : on suppose que f € C2([a;b]). Définir une fonction
¢ € C?([0;b —a]) par:

a+tt
¢(t)=/ f(x)dx—%(f(a)+f(a+t)) sit €[0;b—a 9.2)

Il faut montrer qu’il existe £ € ]a ; b[ tel que :

h3
Mm=—ﬁfﬁ) 9.3)

— Montrer que ¢(0) = ¢’(0) = ¢”(0) = 0.
— Onpose Q(t) = ¢(t) — ¢(h)t3/ h3. Montrer, 2 I’aide du théoréme de Rolle, qu’il existe
to € 10; h[ tel que Q”(¢9) = 0. Conclure.

Exercice 3 — Calcul de ’erreur de la formule de Simpson.
1. Vérifier I’ordre de la méthode ;

2. Erreur de la formule de Simpson : on suppose que f € C*([a:b]). Si x; = (a + b)/2, on

pose, pour ¢ € [% ; b%“] :

X1+t
P (1) :/ f(x)dx_%(f(xl_t)+4f(xl)+f(xl +1)) 9.4)

1—t

11 faut montrer qu’il existe £ € Ja ; b[ tel que :

h3
() =—55 /D ® 9.5)

— Montrer que ¢ (0) =0,i =0,...,4.
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— On pose Q(t) = ¢(t) — ¢(h)t>/ h>. Montrer, 2 I’aide du théoréme de Rolle, qu’il existe
to €10 h[ tel que Q¥ (#9) = 0. Conclure.

Exercice 4 — Calcul de ’erreur de la formule du point milieu. On suppose que f €
C?([a ; b]) et soit xg = (b —a)/2. On pose :

xo+t
$(1) = / £(0)dx — 20f (x0) 9.6)

o—t
Développer ¢(¢) al’ordre 3 ent = 0 a1’aide du développement de Taylor-MacLaurin et conclure
en considérant ¢ (h).

Exercice 5 — Formules composées du point milieu et des trapezes. Considérons la formule
du point milieu sur chacun des intervalles [a; ; a;+1], soit :

n—1
- ai +ai41
I, = h ;0 f(T) 9.7)
ouh = (b—a)/n.Onnote R, (f) I’erreur commise :
b
Ra(f) = [ £ dx =1a() ©8)
1. Montrer que si f € C?([a; b)), alors il existe £ € |a ; b[ tel que :
_ b—a 2 o1
Ry(f) = Z 02 1(®) ©9)

2. En déduire que la méthode composée du point milieu est une méthode convergente.

3. Montrer que I, (f) est une méthode d’intégration stable, ¢’est-a-dire que pour une perturbation
8f bornée sur [a ; b] par € donné, la différence en valeur absolue |I,,(f + §f) — I, (f)]| reste
bornée quand n augmente.

4. Mé&mes questions pour la méthode composée de Simpson.

Exercice 6 — Résolution d’un probléme aux limites en dimension 1 par la méthode des
éléments finis. Etant donnée f € £2(]0; 1[), on cherche une solution réguliére u du probléme
suivant :

—u”" = f dans [0;1]

u(0)=u(1) =0 ©.10)

On admettra, en dimension 1, que les fonctions v € H1(]0; 1]) sont continues sur [0; 1] et donc
que :

HE0: 1) = {v e H'(0;1]); v(0) = v(1) = 0} (9.11)

Le probleme (9.10) admet une et une seule solution u dans ’H(l, (]0; 1]). Dans la suite, nous noterons

V= ’H(l) (J0; 1]) cet espace. On remarque que f € £2(]0; 1) entraine u” € £2(]0; 1) et donc

u € H2(]0; 1[). Il en résulte qu’alors u € C1([0; 1]).

1. Formulation variationnelle : montrer que la solution u de (9.10) dans 7—[(1) (0 1]) est solution
du probléme variationnel :

1 1
ueV et Yvev, [ u'v dx = / fvdx 9.12)
0 0

Montrer que la réciproque est vraie pour u tel que u” € £2(]0; 1]).
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2. Approximation de (9.12) par la méthode des éléments finis P; : on remplace V par un sous-
espace Vj, de dimension finie 7 — 1 de polyndmes par morceaux de degré inférieur ou égal a 1
associé a la subdivision uniforme {x; = ih;i =0,...,n},depash =1/n:

Vi = {vp € C2([0: 1]): Vajx, 1x, 1] € P1 et v4(0) = vi(1) = 0} (9.13)

ou P; désigne I’espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a 1. On recherche alors uy,
solution du probléme approché :

1 1
up €V, et Yuvy € Vy, / uy v, dx = / fupdx (9.14)
0 0

Pour cela, on considere la base {¢;;i = 1,...,n — 1} de V, dont un des éléments est illustré
sur la figure 9.1. Montrer que (9.12) s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire d’ordre n — 1

Xi—1 Xi Xi+1 X

Figure 9.1 — Vecteur de base de Vj,

dont la matrice est tridiagonale, symétrique et définie positive.
Erreur d’approximation On peut montrer 1’existence de constantes Cy, C; et A telles que :
Vhel0shol, Vxe[0:1], |u(x) —up(x)| < C1h*?|| f1l2q0:1p (9.15)
et:
Vi €105hol,  |lu —unll < C2h?( /1l 22q0:1 (9.16)

ol u est la solution dans V de (9.12) et uy, est la solution de (9.14).
Voir aussi I’annexe A ot 1’on donne des résultats d’erreur d’approximation lorsque 1’on utilise
une méthode d’intégration numérique pour calculer le produit scalaire :

1
(f.vn)o = [0 F)p(x) d ©.17)

Exercice 7 — Résolution d’un probléme aux limites en dimension 1 par une méthode de

différences finies.

1. Montrer que si f est une fonction v € C*([0; 1]) pour tout x € ]0; 1] et tout 2 > 0 tels que
Jx=h;x+h[C[0;1],ilexiste £ € |x;x +h[,E1etér € |x —h;x + h[ tels que :

fy = LEEZID o, ©.18)
. o 2

o =219 h)zh foezh %f“)(sl) 9.19)
_ _ 2

iy 2 LEED 2@ ) Ry 920,

h2 12
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2. Etant donnée une fonction g continue sur [0 ; 1], on se propose de calculer une valeur approchée
de la solution y € C2([0; 1]) du probléme suivant :

—y"4+y=g dans]0;1]

(9.21)
y(0)=y(1)=0

Pour un n € N donné, on définit une subdivision réguliere (x;);—o,...,» de I'intervalle [0; 1]
parx; = ih,i =0,...,navecnh = 1.Pouri = 0,...,n, onnotera y; une valeur approchée

de y(xi).
(a) Ecrire un systéme linéaire tridiagonal vérifié par les y; pouri = 1,...,n — 1 en appro-

chant y”(x;) par le rapport
. _ 2 . .

Yi+1 Yi +yi—1 9.22)

h2
(b) Montrer que la matrice du systeme linéaire obtenu est définie positive et que le systeme

est inversible. Quelles méthodes numériques peut-on utiliser pour la résolution numérique
de ce systeme ?

Remarque On peut montrer que si la solution y appartient 2 C*([0; 1]) alors il existe deux
constantes C > 0 et hy > 0 telles que pour tout & € ]0; hg] :

sup |y (x1) = yi| < Ch*sup |y @ (x)] (9:23)
i=1,...,n x€[0;1]

(c) Ecrire un schéma de résolution numérique pour le probléme suivant :

—y"+y=g dans]O;1]
y(0) =« (9.24)
y() =4

avec « et f3, réels.

Exercice 8 — Résolution d’un probléeme aux limites en dimension 2 par une méthode de
différences finies. Soit D = ]0; 1[x]0; £[, un rectangle de R? avec £ > 0, de frontire 9D et soit
£, une fonction donnée continue sur D. On consideére le probleme suivant : trouver u telle que :

—Au+u=f dans D

(9.25)
u(x,y)=20 sur dD

Ce probleme admet une et une seule solution u € 7—[(1) (D). On admettra que si f € C°(D) alors
u € C°(D).
1. Trouver des formules analogues a (9.22) pour les dérivées partielles :

0%u 0%u
— — 2
() et gy (9.26)

lorsque u est une fonction u € C*(D).
2. Schéma de résolution numérique de (9.25) : étant donnés deux entiers N et P € N, on considere
la discrétisation suivante du domaine D. On définit un maillage régulier :

{xiyj); xi =ih,y; =jg:i=0,....,N, j=0,...,P} (9.27)
ouh = 1/Netg = 1/P sont les pas de discrétisation et on cherche une approximation
de la solution u aux points de ce maillage. Pouri = 0,...,N, j = 0,...,P, on notera u;;

approximation de u(x;, y;).
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— Utiliser la question précédente pour définir une approximation de Au(x;,y;) pour
i =0,...,N,j =0,...,P par une relation liant les valeurs de u au point (x;, ;) eta
quatre points voisins (schéma a cinq points).

— En déduire un systeme lin€aire approché vérifi€ par des u;; pour les indices i =
I,....N—1letj =1,...,P— 1. Les approximations de u aux points du bord du

domaine doivent tenir compte des conditions aux limites. Ecrire ce systeme par blocs.

Pour cela, on pourra considérer les vecteurs blocs :

U, Uy,j
U=|u;, | o Uj=| w, j=1,...P—1 (9.28)
Up—1 UN—1,j

et les décompositions correspondantes de la matrice du systeme et du second membre.

— Vérifier que ce systéme est un systeme symétrique, bande, tridiagonal par blocs, défini
positif. En déduire I’existence d’une approximation (u;;) de u aux points (x;, y;) pour
i=0,....Netj =0,...,Pparle schéma précédent.

Remarque On peut montrer que si u € C*(D), il existe des constantes C, 7y > 0 et go > 0 telles que si
hel0;ho]letg e]0:go]:

sup |u(xi, y;) —uij| < C(h* + g%) (9.29)
i=0,..,N
j=0,...,p

Exercice 9 — Normes matricielles. Pour 1 < p < 400, on notera ||x||, la norme vectorielle
définie sur C” par :

z 1/p
Il = (M hnl?) " s 1< p<too
i=1 (9.30)

||x||p=.rr11ax |xi |? si p=+4o0
i=1,...n

oux € C" x = (x;)i=1,...n.- On propose de montrer que les normes matricielles sur C*-"
subordonnées aux normes vectorielles ||x||1, ||X||2 et ||X||oco Vérifient [proposition (1.15)] :

n
[|Al]1 = max |aj| (9.31)
1=1,...,ni=1
A2 = p(A* A)1/2 (9.32)
n
Alloo = . 9.33
1 A]|oo iﬁf?in;w”' (9.33)

ou A € C"" A = (ajj)i,j=1,...n-
1. Pour montrer (9.31), soit :

n
M = . 9.34
jmax ; |aij| (9.34)

(a) Par majoration directe, montrer que :

Vx e C"telque [[x|][; =1: [|AX||; <M (9.35)
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(b) En déduire que :

Al <M (9.36)
(¢c) Construire y € R” tel que :

llylli =1 et |[Ay|i =M (9.37)

(d) Conclure.

2. Pour (9.32), montrer que :

(a) Pour toute matrice A € C™", la matrice A* A est hermitienne et positive (si A € R™",
la matrice A* A est alors réelle, symétrique et positive). On rappelle qu’une matrice
hermitienne (ou une matrice réelle, symétrique) admet une base orthonormée de vecteurs
propres.

(b) Montrer que les valeurs propres de A* A sont réelles et positives. Utiliser alors la méthode
de (9.31) en exprimant un vecteur X sur une base orthonormée de vecteurs propres.

3. Pour montrer (9.33), utiliser la méthode de (9.31). Lorsque A est réelle, considérer le vecteur :

yi=1 siag; =0

y = (i), . (9.38)
vi=—1 siag; <0

ou k est un indice tel que :

n n
> laxjl =, max D laj] 9.39)
Jj=1 Jj=1
Adapter la preuve pour le cas complexe.
4. Montrer que si A est une matrice hermitienne (ou bien réelle symétrique) alors :
1A]l2 = p(A) (9.40)

Exercice 10 — Conditionnement d’une matrice. Soit || - || une norme matricielle sur R"" et
|| - ||, une norme vectorielle compatible sur R”, c’est-a-dire telle que :

VAeR™, VxeR": |[|Ax|| < |AlllxI] (9.41)

Si A € R™" est une matrice inversible, on définit le conditionnement de A relativement & la norme
|| - ||, et on note cond(A), le nombre :

cond(A) = [|A[| [|A7!] (9.42)
1. Montrer que lorsque la norme matricielle choisie vérifie :
Il =1 (9.43)
ou I est 1a matrice identité, alors :
cond(A) =1 (9.44)

Donner des exemples de normes vérifiant (9.43). On dira alors que la matrice A est bien
conditionnée si son conditionnement est voisin de 1 et mal conditionnée si son conditionnement
est « grand ». Plus cond(A) sera petit, meilleur sera le conditionnement de A.
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2. On considere la norme matricielle || - ||2 et on note cond;(-) le conditionnement correspondant.

Montrer que pour pour toute matrice carrée Q € R orthogonale (QT Q =1I),on a:

cond>(Q) =1 (9.45)

. Soit A € R™" une matrice inversible et b € R" un vecteur non nul. Soit x la solution du

systeme linéaire Ax = b et x + x celle du systeme Ay = b + éb. Montrer que :

1811 onaay 1Pl (9.46)
I1x]| [[b]]

Application. Soit :

0.5 04 _ {02
A= [0’3 0’25] et b= ( X ) (9.47)
Donner une estimation de ||8x||/||x|| pour la norme || - ||co lorsque :
0
b = (10_4) (9.48)

. On suppose maintenant que A et A + A sont inversibles. Soit x la solution du systéme linéaire

Ax = b et x + & celle du systeme (A + §A)y = b. Montrer que :

||8x]| ||8A]
——— < cond(A)——+ (9.49)
||x + &x|| 1Al

Application. Soit :

1 10° 1
A= [103 106 + 103] et b= (1) ©-30)
Donner une estimation de ||6x||/||x 4 8x|| pour la norme || - ||co lorsque :
1073 0
A = ( ; 0) ©.51)

5. Matrice A réelle, symétrique et inversible. Soient [A1]| = |[A2]| = ... = |A,| > 0, les valeurs

propres (réelles) de A rangées dans 1’ordre décroissant des valeurs absolues. Montrer que, pour
la norme || - ||2,0ona:

|A1]

cond,(A) = ]
n

(9.52)

Exercice 11 — Factorisation LU ou LDR d’une matrice A.

1.

Montrer qu’une matrice A d’ordre n admet une factorisation A = LU ou L est triangulaire
inférieure a diagonale unité et U triangulaire supérieure, si et seulement si toutes les sous-
matrices principales de A sont régulieres ;

Montrer qu’alors les matrices L et U sont uniques ;

. Montrer que la factorisation A = LU peut aussi s’écrire A = LDR ou L est triangulaire

inférieure a diagonale unité, D diagonale et R triangulaire supérieure a diagonale unité.
Montrer que si de plus A est réelle, symétrique, alors la factorisation A = LU peut s’écrire
A=LDL".
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Exercice 12 — Factorisation de Cholesky : A = Ss’.

1. Montrer que si A est réelle, symétrique, définie positive, alors ses sous-matrices principales
sont aussi symétriques, définies positives et leurs déterminants sont strictement positifs.

2. En déduire qu'une matrice A réelle, symétrique, définie positive admet une factorisation
A = LDL" qui peut s’écrire A = SS" o1 S est triangulaire inférieure, cette factorisation étant
unique au signe pres des coefficients de la diagonale de S (tous positifs ou tous négatifs).

Exercice 13 — Méthodes itératives de résolution numérique d’un systéeme linéaire. Montrer
la convergence des méthodes itératives de Jacobi et de Gauss-Seidel pour la résolution d’un
systéme linéaire :

Ax=b ou AeR" et beR" (9.53)

lorsque la matrice A est a diagonale strictement dominante. Pour chacune de ces méthodes, on
pourra considérer le vecteur erreur d’approximation el =x(P) _x2ala p¢ étape de composantes
e = (e; (P, n:

1. montrer qu’il existe un réel r € [0; 1] tel que :

Vi=1,....n, |&;i?|<rle? V|| (9.54)
2. établir la limite :

lim |[e]|oo =0 (9.55)

p—>+o0

Exercice 14 — Factorisations de matrices réelles, symétriques et définies positives.

1. Le double but est d’étudier diverses décompositions d’une matrice réelle, symétrique, définie
positive et de construire une méthode numérique de résolution d’un systéme linéaire adapté au
cas d’une telle matrice.

(a) Soit A = (a;j) € R™" une matrice réelle, symétrique, définie positive. Montrer que les
sous-matrices principales Ay € Rk de A (k € {1,... ,n}) de coefficients (Ag)i;j =
ajj (pour i,j = 1,... k), sont aussi symétriques, définies positives. En déduire que
det(Ag) > Opourk =1,...,n.

(b) Soit A € R™"_ Ecrire des relations reliant les coefficients de A et ceux de S, qui soient
équivalentes aux conditions d’existence d’une matrice triangulaire inférieure S telle que
A=SST.

(¢) Soit A € R™" une matrice réelle, symétrique, définie positive. Construire une matrice
S triangulaire inférieure inversible telle que A = SST. On pourra le faire colonne par
colonne (par récurrence sur I’indice de colonne) ou encore ligne par ligne, en utilisant les
résultats de 1. Vérifier que 1’on peut choisir les coefficients diagonaux de S strictement
positifs ; montrer que, avec ce choix, on a unicité de la décomposition.

(d) Montrer la réciproque : si A est une matrice réelle admettant une factorisation A = SST
ou S est triangulaire inférieure inversible, alors A est symétrique, définie positive.

(e) Déduire de (c) et (d) une méthode de résolution d’un systeme linéaire Ax = b lorsque
A est une matrice réelle, symétrique, définie positive. Quel est le nombre d’opérations
nécessitées par la méthode appelée méthode de Cholesky. Comparer avec la méthode de
Gauss et la méthode de Cramer.

(f) Donner un test numérique permettant d’affirmer qu’une matrice réelle symétrique est, ou
n’est pas, définie positive.

(g) Soit A € R™" une matrice réelle, symétrique, définie positive. On suppose ici de plus que
A est (2¢ + 1) diagonale. Montrer qu’alors la matrice triangulaire S construite en (c) est
une matrice (£ + 1, 1).



175

2. On suppose toujours que A est une matrice réelle, symétrique, définie positive. Montrer que A
admet une factorisation A = LDL T, o L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité et D une matrice diagonale a coefficients strictement positifs.

3. En déduire qu'une matrice A réelle, symétrique, définie positive admet une factorisation
A = LU sans permutations ni de lignes, ni de colonnes, ou L est une matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité et U, une matrice triangulaire supérieure inversible.

Exercice 15 — Méthode itérative de résolution numérique d’un systeme linéaire. Soit A €
R™™ une matrice réelle, symétrique et définie positive. On note :

A=A = =4, (9.56)

ses valeurs propres classées dans 1’ordre décroissant. Soit b un vecteur de R” et &, un réel non
nul. Pour résoudre le systeme linéaire :

Ax=Db (9.57)
on considere la méthode itérative suivante :

x©@  donné dans R"

xk+D — (k) _ a(AX(k) —b), keN, LB ¢ pr (9.58)

1. A quelle décomposition A = M — N correspond la méthode itérative (9.58) ? Montrer que
cette méthode itérative converge si et seulement si :

2
O<a<_— (9.59)
A1

2. Vérifier que le rayon spectral de M~ !N est donné par :

p(M™IN) = max{|1 —ad{], |1 —ar,|} (9.60)
3. Tracer le graphe de la fonction :

a € R — max{|l —aA], |l —aAy|} (9.61)

et montrer que le choix optimal de o est donné par :

2
o0=—
A1"‘/\n

Exercice 16 — Vecteurs propres. Déterminer les vecteurs propres d’une matrice triangulaire
inférieure lorsque les éléments diagonaux sont distincts deux a deux.

(9.62)

Exercice 17 — Calcul numérique de valeurs propres. Démontrer le théoréme 3.6 donnant la
convergence de la méthode du quotient de Rayleigh pour le calcul de la plus grande (en valeur
absolue) valeur propre d’une matrice réelle symétrique. On décomposera le vecteur initial sur une
base orthonormée de vecteurs propres.

Exercice 18 — Approximation de fonctions. Déterminer /e polyndme p, de degré inférieur ou
égal a 2 qui réalise la meilleure approximation de la fonction f(x) = cos(x) sur [—7/2; /2]
pour la norme de £2 (]—m/2; w/2[) définie par le produit scalaire :

7/
Yu,v € £i(]—n/2;n/2[), (U, v)y, :[ ’ w(x)u(x)v(x)dx (9.63)

—m/2

avec w(x) = 1 sur [—x/2; 7/2]. On utilisera deux méthodes :
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1. en construisant une base orthogonale de P,, polyndmes de degré inférieur ou égal a 2 ;
2. en utilisant la base de P, constituée des mondémes {x*, i =0, 1, 2}.

Exercice 19 — Polynémes orthogonaux. Soit w une fonction poids positive sur un intervalle
la; b[ de R telle que :

b
Vn € N, / w(x)x" dx < +o00 (9.64)
a
1. Montrer I’existence d’une suite de polyndmes po, p1,. .., Pn, ... vérifiant :
de =n
2(pn) (9.65)
V(] epn—l, (pn»Q>w =0

ou (-,-),, désigne le produit scalaire défini sur £2 (Ja ; b[) par :

b
(U, v)y =/ w(x)u(x)v(x)dx (9.66)

On désignera par || - ||, 1a norme associée. Montrer 1’unicité, a une constante multiplicative
pres, de cette suite de polyndmes.

2. On suppose maintenant que la suite (p,) construite en 1. est unitaire. Montrer qu’alors elle
vérifie la relation de récurrence :

Pn(x) = (x —an) pn—1(x) — Bupn—2(x) (9.67)
ol :
2
o, = (xPn—l’Pn;ﬂw B = ||Pn—1||2w (9.68)
| Pn—11l3%, | Pn—2l13

On pourra remarquer que p, — Xpp—1 est un polyndme de degré inférieur ou égal an — 1;
calculer ses coefficients sur la base (p;) en effectuant le produit scalaire de ce polyndme avec

chacundes p; pour j =0,...,n — I et en déduire la formule de récurrence (9.67)-(9.68).
3. Donner une base orthonormée de 1’espace vectoriel des polyndomes pour le produit sca-
laire (-, ),,-

4. Montrer que les n racines du polyndme p, sont réelles, distinctes et intérieures a 1’inter-
valle ]a;bl.

Exercice 20 — Intégration numérique. Soit @ € [—1;1]. Déterminer I’ordre des formules
d’intégration numérique suivantes en fonction des valeurs du parametre o :

1
[_1 S dx = (f(=a) + f(@) +R-1;y(f), [ €CO([=1:1]) (9.69)

Exercice 21 — Intégration numérique sur un carré.
1. En partant de la formule de Gauss a deux points :

1
/_ S~ fC1V) + £/ 9.70)

retrouver la formule de Gauss-Legendre (6.38) et vérifier qu’elle est exacte sur Qs.
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2. De fagon analogue, en partant de la formule de Gauss-Legendre en une dimension a trois points
sur [—1; 1], donner une formule a deux dimensions sur le carré qui soit exacte sur Qs.

Exercice 22 — Intégration numérique sur un triangle.

1. Montrer que la formule de Gauss a un point (6.41) est exacte sur Py.

2. Retrouver cette formule en calculant Ag, x¢ et yo tels que la formule Iy = Ag f(xo, yo) soit
exacte sur Py.

3. Montrer que la formule de Gauss a trois points (6.42) est exacte sur Ps.

Exercice 23 — Polyndémes de Tchebychev. On définit sur £2 (]—1 ; 1[) le produit scalaire :

Vu,veL2(0-1;1), (u,v), = /_11 u(x)v(x) (9.71)

dx
V1 —x2
1. Montrer, en utilisant des résultats du cours ou de I’exercice 19, I’existence d’une famille unique

(Tn), ey de polyndmes orthogonaux pour le produit scalaire (9.71) et tels que deg(T,) = n et

T,(1) = 1 pourn € N.

2. On consideére la fonction :

Vx € [-1;1], Fu(x) = cos(n arccos x) (9.72)
Montrer la relation de récurrence :

n=1, xe[-1;1], Fupti1(x) =2F1(x)F,(x) —F,—1(x) (9.73)
En déduire que :

n=0, yel0:;nr], Tu(cos(y)) = cos(ny) (9.74)

Quelles sont les racines de T, ?

3. Calculer (T,, Ty,) pour tout n € N.

Calculer le coefficient du terme de plus haut degré de T,,.

5. Exprimer les fonctions 1, x, x2 et x3 comme combinaisons linéaires des polynoémes Ty, T1,
T, et Ts.

6. Ecrire une méthode d’intégration numérique de la forme :

R

/ Jex)dx ZA f(xi) pour f € CO(=1:1]) (9.75)

1 —x2
qui soit exacte pour tout polyndme de degré inférieur ou égal a 2N + 1 pour un n € N donné.

Exercice 24 — Equations différentielles.
1. Montrer le lemme préliminaire suivant : étant donné un réel § > 0 et deux suites (6,,) et (o)
de réels positifs ou nuls vérifiant :

Vn=20, Opp1 <A+ +oan (9.76)
alors :
n—1 '
V=0, 6, <) TPy, (9.77)

i=0
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2. Soitxg € R,a > 0et f € CO([xq;x0 + a] x R;R) vérifiant la condition de Lipschitz :
dL > Otel que Vx € [xo;x0 +a], Vyetz e R, |f(x,y)— f(x,2)| < |y —z| (9.78)

On considere I’équation différentielle :

%y’(x) = f(x,y(x)), x € [xo;x0 +d] 9.79)

y(x0) =« donné

Ce probleme admet une solution y € C°([xg ; xo + @]) et une seule. On cherche une approxi-
mation numérique de cette solution en n points x; de I’intervalle [x¢ ; X9 + @] définis par
Xi =xo9+ih,i =0,...,navec hn = a.On calcule, pouri = 0, ..., n, une valeur approchée
y; de y(x;) au point x; par le schéma suivant :

donné
% Yo (9.80)

h h i
yH—l:.Vi+hf(xi+5:.)’i+§f(xivyi))v i =0,....n—1
Lorsque f € C?([xo ;X0 + a] x R; R), montrer que la méthode (9.80) est stable et d’ordre 2.

Exercice 25 — Approximation d’une fonction par une spline cubique. Une spline cubique
est une fonction de classe C? polynomiale par morceau, de degré inférieur ou égal a trois.

Soient f :[a;b] — R, continue sur [a;b] et {x; =a +ih;i =0,...,n}, une subdivision
uniforme de I’intervalle [a ; b] de pas i = (b — a)/n. On veut montrer 1’existence d’une spline
cubique S associée a la subdivision (x, ..., X,) (c’est-a-dire une fonction S € C?([a ; b]) telle

que Sj[x,;x; ] Soit un polyndme de degré inférieur ou €gal a trois) qui vérifie :

S(x;j) = f(x;) i=0,...,n
S"(a) =0 (9.81)
S"(h) =0

Onnotera y; = f(xj)pouri =0,...,netP;(x) =a; +bi(x —x;)+ci(x —x;)%+ di(x —x;)3
pouri =0,...,n—1.
1. Montrer que les polyndmes P; vérifient les équations suivantes :

Pi(xi) = yi et Pi(xi41) = yi41, 1 =0,...,n—1 (9.82)
Py(x0) = Py_1(xn) =0 (9.83)
Pi(xi) =P,_;(x;), i=0,....,n—1 (9.84)
P/(x;) =P/_;(xi), i=0,....n—1 (9.85)

Vérifier qu’il y a autant d’équations que d’inconnues du probléme.

Donner la valeur des coefficients a; en fonction des y;.

Exprimer les coefficients d; en fonction des ¢; et des y;.

Exprimer les coefficients b; en fonction des ¢; et des y;.

Montrer que co = 0 et que ¢ = (¢;)i=1,....n—1 €st solution d’un systeme tridiagonal que I’on
explicitera.

6. Montrer que ce systeme est inversible. Conclure.

A
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Méthode des élements finis en
dimension 1

On complete I’exercice 6 par I’étude de I’erreur d’approximation et par I’étude d’un deuxieme pro-
bleme approché obtenu en calculant I’intégrale du second membre par une formule d’intégration
numérique.

A.1 Etude de I’erreur d’approximation
A.1.1 Notations

On note :

1
(u,v)0=/ uvdx et |ulop =/ (u,u), (A1)
0

le produit scalaire de £2(]0; 1]) et la norme associée. On rappelle que (u’, v"), est un produit
scalaire sur 7—[(1) (05 1]). On le note ((u,v)), et on note ||u||o, la norme associée :

1
(oo = [ uv'ax et Jiullo = Vi, (A2)

On note a(u, v), le produit scalaire de 7' (]0; 1]) et |u|;, la norme associée :

a(u,v) = (u,v)g + (U, v))g et |uly = /|ulg + [|ul[3 (A3)

Avec ces notations, le probleme (9.12) s’écrit :

ueV et YveV, au,v)=(fv), (A4)
et le probléme approché (9.14) s’écrit :

up € Vp et Y, € Vi, a(up,vp) = (fivp) (A.S)
Vérifier I’inégalité de Poincaré :

Yo eV, [vlo<I|lvllo (A.6)
et en déduire 1’équivalence des normes :

YoeV, [ullo< vl < v2|vllo (A7)
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A.1.2

Majoration de ||u — uy||o

Montrer que :
Yvp € Vi, a(u—up,vp) =0
En déduire que :
Vv, € Vg,  |u— uhﬁ =a(u—up,u—uvyp)
et montrer alors que :
Yo, € Vi, |u—up|1 < lu—vy
puis :
Yop € Vi Il —upllo < V2llu —wpllo
On va considérer v, = mpu, interpolé de u dans Vy,, défini par :
apu € Vg, mpu(x;) =u(x;), i=1,....n
On se place sur I; = [x; ; xj4+1]. Vérifier que :

u(xi+1) —u(x;)

Vxeli, (mu)(x)= h

ou h=Xxj41—Xj

et montrer que :

Xi

+1 1/2
vx el [mn/ e -w'ml <2VA([ o))

i
a partir de développements de Taylor en x; avec reste intégral ; en déduire :

Xi

Xi41 +1
/ [Gon) (x) — o ()P dx < 402 / W ()P dy
X;

Xi

puis, en sommant sur i, montrer que [’erreur d’interpolation vérifie :
|lwnu — ullo < 2h1u"o

Pour u solution du probleme (A.4), montrer que :
[u"lo < 2| flo

et conclure que I’on obtient la majoration suivante :

|lu —upllo < 4v2h|fo

(A.8)

(A9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Al13

A.14

A2

Majoration de |u — uy|o

On rappelle la propriété suivante :

|(v,g)0|_
lglo ’

On considere I’application T qui a g € £2(]0; 1[) associe la fonction Tg € V définie par :

Vo e £200; 1. [vlo = sup{ g € £20: 1) (A.19)

YveV, a(Tg,v)=(g.v)y (A.20)

On remarque que Ty existe et est unique d’apres le théoreme de Riesz; en particulier, u = T ¢.
Montrer que pour g € £2(J0; 1[) et vy, € V, ona:

(u—up, 8o =a(Tg —vp,u—up) (A.21)
et en déduire :

| —up. g)ol < 2[|Tg — vpllo [lu —upllo (A22)
En utilisant ce résultat avec vy, = 7, Tg, montrer que :

lu —uplo < 8h|lu —upllo (A.23)
et conclure que I’on obtient la majoration suivante :

lu —uplo < 323212 flo (A.24)

Majoration de |u — up|oo

Pour tout u € V, montrer que :

Vx e[0:1], u(x)?= 2/0x u(y)u'(y)dy (A.25)

et en déduire que :

[uloo < V2 |ulo [|ullo (A.26)

ol |U|eo = sup{|u(x)|; x €10; 1]}. Appliquer ce résultat a u — up pour obtenir :
lu—uploo < 1682132 | f1o (A.27)

Probleme approché avec intégration numérique

Dans le probleme approché (A.5), on en sait en général pas calculer exactement :

1
(frodo= [ fondx (A28)
0
et on pose alors le probleme approché avec intégration numérique :
ip € Vp et Vv, € Vi, alip,vy) = (fiop)y (A.29)

ou (f, vy);, est une formule d’intégration numérique de fvy sur [0 1].
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A.2.1

A2.2

Majoration de ||u — tiz]|o

Montrer que :
Yop € Vi, g — vpl3 = a(u — vy, iip — vp) + (fidip —vp)p — (friip —vp)g  (A30)

En déduire que :

Yvp € Vy, g —vpli < Ju—vpli + Ry (A31)
ou:
Ry = sup 1K, w”)lh _|(f’ ol Vi (A32)
Whl1

A I’aide d’une inégalité triangulaire, en déduire alors :

Yup € Vi, |u—tipf1 < 2lu —vpl1 + Ry, (A.33)
puis :

Yop € Vi Il —iigllo < 2v/2][u —vallo + Ry (A34)
Appliquer ce résultat a v, = mpu pour obtenir :

lu —iinllo < 8v2h| flo + Ry, (A.35)

Si on compare au résultat (A.18), on observe que 1’on a encore un terme en /s auquel s’ajoute Ry,
qui représente I’erreur due a I’intégration numérique.

Majoration de |u — i3]0

On reprend ce qui a été fait pour majorer |u — uy|o en sous-section A.1.3.
Montrer ici que pour g € £2(]0; 1[) et vy € Vj, ona:

(u—tip. 8o = a(Tg —vp,u —tp) + (frvn)o — (frvn)y (A.36)
et en déduire :

|(u — i, £)o| < 21[Tg — vallo [lu = dinllo + v2Rp[vpllo (A.37)
On considere 1’inégalité triangulaire :

[lvrllo < 2[[Tg — vallo + [|Tgllo (A.38)
Montrer que :

ITello < Iglo (A.39)
En choisissant v, = 7, Tg, montrer alors que :

u —iiplo < 8h||u —dipllo + 5V2Ry, (A.40)
Conclure que I’on obtient la majoration suivante :

lu —diplo < 64v2h%| flo + (8 + 5V2)Ry, (A41)

En comparant au résultat (A.27), on observe que 1’on a encore un terme en 42 auquel s’ajoute un
terme en Ry, dfi a I’intégration numérique.



Section A.2 | Probleme approché avec intégration numérique

183

A23

A24

Erreur d’intégration numérique par la méthode des trapeézes

Sur chaque intervalle I;, on écrit la formule des trapezes :

Xi+1 h
| ey = S et + gl + B (A42)
X
ou I’erreur commise vaut :

Xi+1 h
Ei(h) = / §00 dx — 5 (g(xi) + g(xi41) (A43)

écrire un développement de Taylor de E; (4) a’ordre 2, en & = 0, avec reste intégral (on suppose
que g € H2(]0; 1])). Montrer que :

h2 [Xi+1
|E; (h)| < > / lg” (x)| dx (A.44)
Xi

En sommant sur 7, on obtient la formule composée des trapezes :

1 n—1
[ etrar = (5200 + X et + 5e0)) + B (A45)

i=1

Montrer que I’erreur E(/) vérifie :
h2
[E(h)| < ?Ig”lo (A.46)

Majoration de R, si on utilise la méthode des trapeézes

On suppose que f € C2([0; 1]). Par la formule composée des trapézes, on a :

n—1
Yop € Vi, (fom)p =h Yy fxi)va(xi) (A47)
i=1

avec, d’apres ce qui précede au paragraphe A.2.3 :
h2 "

Ywp € Vi, [(fLwp)y — (ffwr)ol < 7|(f wp)" o (A.48)
Montrer que :

|(f wi)’lo < 1f"loo [whlo + 2] f'loo [lwhllo (A.49)
et en déduire que :

h2
Ry < 7(|f”|oo + 2| '|oo) (A.50)

Montrer qu’il existe des constantes Cg, C; et C,, fonctions de la donnée f du probleme, telles
que :

llu —upllo < Coh (A.51)
lu —iiplo < C1 h? (A.52)
lu —iip]o0 < C2 32 (A.53)

Comparer aux majorations d’erreur obtenues pour le probleme approché sas intégration numérique.
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A3

Tests numériques de résolution de problemes approchés

On choisit plusieurs fonctions u# € V et on calcule la donnée f correspondante du probleme 9.10.
On obtient ainsi des exemples de problemes dont on connait la solution exacte u :

ux)=x(x-1) (A.54)
u(x) =(x —1)sinx (A.55)
u(x) = sin(mx) (A.56)

1. Ecrire les algorithmes, programmes et sous-programmes Fortran correspondants pour résoudre
le probleme approché avec intégration numérique.

2. Résoudre le probleme approché sans intégration numérique pour 1’exemple (A.54).

3. Avec différentes jeux d’essais, vérifier la convergence des solutions approchées vers les
solutions exactes.
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Méthode de la puissance itérée pour
le calcul de valeurs propres

L’objet de ce travail est I’étude d’une classe de méthodes numériques de calcul de quelques valeurs
propres d’une matrice réelle donnée et de vecteurs propres associés.
Ces méthodes entrent dans le cadre des méthodes dites de la puissance itérée.

B.1 Itérations simples

> Probleme B.1 Soit A € R™", une matrice réelle d’ordre n supposée diagonalisable dans C. On
notera A;, i = 1,...,n ses valeurs propres dans C classées dans I’ordre décroissant des modules
et (u;) une base de vecteurs propres associés. On suppose tout d’abord que les valeurs propres de
A vérifient :

A1l > A2 = ... = A (B.1)

On cherche a calculer numériquement la valeur propre de plus grand module A (appelée valeurs
propres principale de A) et un vecteur propre associé, c’est-a-dire un vecteur x # 0 tel que
Ax = A1x.

B.1.1 Résultats généraux

Montrer que, sous les hypotheses du probleme B.1, la valeur propre A; est réelle et que 1’on peut
trouver un vecteur propre associé qui est réel.

B.1.2 Approximation d’un vecteur propre associé a A,

1. Etant donné un vecteur x(¥ non nul de R”, s’assurer que 1’on peut décomposer x(© dans C
sur une base de vecteurs propres de A que I’on notera u 1, us, ..., u,. Exprimer ce que signifie
sur ces coefficients I’hypothése suivante :

> Hypothése 1 On suppose que x(© n’est pas orthogonal a I’espace propre a gauche associé a
la valeur propre ;.

2. Soit donc x(® un vecteur non nul de R”. On construit par récurrence 2 partir de x(?, une suite
de vecteurs réels X(k), k € N, par la relation :

x*+D = Ax®) (B.2)
Exprimer x®) sur la base (u;) puis xj.k) pour j =1,...,nou xﬁk) désigne la j° composante
du vecteur x) et x(k)//\]f.
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B.1.3

B.1.4

3. En déduire que si la matrice A vérifie les hypothéses du probleme B.1 et si x(® vérifie
I’hypothese 1 alors la suite x®)/ )Llf converge vers un vecteur propre (que 1’on précisera)
associé a A1. Montrer que le facteur de convergence est de ’ordre de |A2|/|A1].

Exemple 1 Soit une matrice A; de R%2 et le vecteur initial x(?) définis par:

|4 —6 © _ (2
Al_[_6 _4] et X _(1) (B.3)

Calculer les premiers itérés x®) k =1,2,...définis par la relation (B.2) ; observer et commenter
les résultats.
Faire de méme avec la matrice :

Az = [:; :?] (B.4)

et le méme vecteur initial x(?). Calculer les facteurs de convergence pour A et A,. Observer la
différence de rapidité de convergence entre ces deux cas.

Remarque Les résultats peuvent étre différents suivant les moyens de calcul utilisés et en particulier
suivant le nombre de chiffres significatifs conservés.

Approximation de la valeur propre 1

On considere toujours :
— une matrice A vérifiant les hypotheses du probleme B.1 ;
— un vecteur x(O) vérifiant I’hypothese 1 ;
— une suite de vecteurs réels xX*) (k € N) définie par la relation (B.2).

Montrer I’existence d’au moins un indice j € {1,...,n} tel que :
1 x§k+1) A 5
im ——— = B.
k—4o00 x(,k) ! (B-5)
J

Quel est le facteur de convergence ?
Exemple 2 Observer cette convergence sur les résultats de I’exemple 1.

Cas ou l’itéré initial est orthogonal a I’espace propre a gauche associé a 1,

On suppose toujours que la matrice A vérifie les hypotheses du probléme B.1, avec plus précisé-
ment, a la place de (B.16) :

A1l > [A2] > [A3] = ... = [A4] (B.6)

On suppose ici que I’hypotheése 1 n’est pas vérifiée mais que, par contre, on a :

> Hypothese 2 On suppose que x(® pest pas orthogonal a I’espace propre a gauche associé a la

valeur propre As.

Reprendre les calculs des questions précédentes. Quels résultats de convergence obtient-on ?
(Convergence vers un vecteur propre, convergence vers une valeur propre).

Remarque En pratique, les calculs sont faits avec des erreurs d’arrondi qui entrainent que certaines
quantités nulles théoriquement sont souvent non nulles numériquement. Quel résultat numérique peut-on

donc espérer pour les limites des suites x*)/ )t’f et x§k+1) / xj.k) sous les hypotheses du paragraphe B.1.4?
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B Exemple 3 Soit la matrice :

18 -8 —16
Az = 17 =7 —16 (B.7)
—-0,5 0,5 2
Calculer x(l), X(z), ... en partant successivement des vecteurs :
1 107>
xXO=11] ; xX9=(107] ; x@=[ = (B.8)
1 1

Qu’observe-t-on ? Noter que I’on a A3 = PDP~! avec :

01 2 I 0O -0,5 05 O
P = 21 2 ; D=0 10 0 . Pl= 2 -1 =2 (B.9)
-1 0 1 0 0 2 -0,5 05 1

B.1.5 Amélioration de la méthode

On remarquera que si |A1| est grand, les termes calculés peuvent vite devenir trés grands. De
méme, si |A;] est petit, les termes calculés peuvent vite devenir tres petits. Les calculs risquent
de devenir impossibles du fait de la perte de précision. Pour remédier & cela, on normalise les
vecteurs calculés de la fagon suivante : étant donnée une norme vectorielle || - || définie sur R”, la
suite (x*)) définie en (B.2) est remplacée par la suite :

q® = Ax®
D = q©@/11q0 Y
1. Montrer que, lorsque la suite (X(k)) est bien définie, on a :
Akx(©
||X(k)|| =1 : x® = TAFXO] (B.11)
2. Montrer alors, sous les hypotheses sur A du probleme B.1 et si ’hypothese 1 est vérifiée, que :
— la suite :
(%)kx(k) (B.12)
converge vers un vecteur propre associé a Ap ;
— il existe au moins un indice j € {1,...,n} tel que:
(Ax®));

klil}:oo NG Al (B.13)
J
Interpréter suivant le signe de A;.
3. Dans quel cas la suite (x®)) n’est-elle pas définie ?

B Exemple 4 Reprendre les calculs faits pour la matrice A; en normalisant les vecteurs x®) 3
chaque étape.
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B.1.6 Calcul d’autres éléments propres : méthode de déflation

On suppose que la matrice A vérifie les hypotheses du probleme B.1. Soit v; un vecteur propre a
gauche de A associé a 1.
1. Montrer que la matrice B € R™" définie par :

A1
B=A—- ———uyv, (B.14)
T
viu
ou vlT désigne le vecteur transposé de vy, admet pour valeurs propres 0, A5, ..., A, associées,
respectivement, aux vecteurs propres up, . . ., Uy.

® Exemple 5 Calculer la matrice déflatée B pour la matrice As.

2. En déduire une méthode de calcul de toutes les valeurs propres d’une matrice réelle dont les
valeurs propres sont telles que :

[A1] > |A2] > ... > |As] (B.15)
Préciser comment on peut calculer numériquement le vecteur v;.
® Exemple 6 Calculer un vecteur v; associé a la matrice As.

3. On suppose que la matrice A est symétrique : quelle simplification cette hypothese apporte-t-
elle a I’étude de 2., notamment pour le calcul numérique de v; ?

B Exemple 7 Calculer la matrice déflatée B pour la matrice A;.

B.2 Méthode d’accélération de convergence

> Probleme B.2 Soit A € R™" une matrice réelle d’ordre n supposée symétrique. On notera A;,
i =1,...,n ses valeurs propres dans C classées dans I’ordre décroissant des modules et vérifiant :

A1 > [A2] = ... = |A4] (B.16)
On cherche a calculer numériquement la valeur propre A;.

Soit x(©) un vecteur non nul de R”. On construit par récurrence, 2 partir de x(9), une suite de réels
Ry par:

LEHD) A ®)

LB Ty (k+1) (B.17)

Ry=———
ANTMOITE

Exprimer x®) et x**1 sur une base orthonormée (u;) de C”. Montrer que si x(*) n’est pas
orthogonal a I’espace propre associé a A1 alors :

lim Ry = A; (B.18)
k—+o00

avec un facteur de convergence de ’ordre de (|A2|/|A1])?.

B Exemple 8 Calculer Ry, Ry, ... pour la matrice A;. Observer la rapidité de convergence.
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B.3 Méthode de la puissance itérée inverse

> Probleme B.3 Soit A € R"”-" une matrice réelle d’ordre n supposée inversible et diagonalisable

dans C. On notera toujours A;, i = 1,...,n ses valeurs propres dans C classées dans 1’ordre
décroissant des modules et on cherche a calculer numériquement la valeur propre A, de plus petit
module.

L’idée générale est la suivante : appliquer la méthode de la puissance itérée 3 A~! (la plus grande
valeur propre de A~! est la plus petite valeur propre de A) mais, au lieu de calculer les itérés a
I’aide de (B.2) avec A~! (qui nécessite le calcul de A~1), on résout a chaque étape le systéme
linéaire :

AxkHD = x() (B.19)

En particulier, lorsque A admet une décomposition en un produit LU sans permutations, on calcule
une fois L et U, puis on détermine la suite x®) en résolvant successivement, 2 chaque étape k,
deux systeémes linéaires : pour x(© donné dans R,

Ly = x®

B.20
Uxk+D =y (B.20)
(Ce procédé est plus stable et nécessite moins d’opérations.)
1. Ecrire des conditions suffisantes pour que la méthode itérative (B.20) soit convergente et donne

des approximations de A, et d’un vecteur propre associé.

®m Exemple 9 Calculer par ce procédé la valeur propre A, pour la matrice A;. Indication : on a
A1 = LU avec:

1 0 —4 —6
L[ 2 e[ man

2. Soit A une matrice réelle donnée d’ordre n supposée inversible, diagonalisable dans C et dont
on connait une approximation d’une valeur propre A; supposée isolée, c’est-a-dire [A;—1| >
|Ai| > |Ai+1]|. Comment peut-on utiliser le procédé itératif (B.20) pour calculer un vecteur
propre associé a A; ? On regardera avec attention 1’inversibilité des systemes linéaires.

® Exemple 10 A partir de 1’approximation 5 = 2,1 de la valeur propre A, de la matrice A,
calculer plus précisément A, et un vecteur propre associé. Indication : on a A3 — upI = LU

avec :
1 0 O 15,9 -8 —16
L= 1,0692 I 0 ; U= 0 —0,5465 1,1069 (B.22)
—0,0314 —0,4545 -1 0 0 -0.1

On suppose maintenant que les hypothéses précédentes ne sont plus vérifiées.
B Exemple 11 Ona Ay = Az et |[Az]| > |A3]:

18 8 —16
As=| 8 2 —16 (B.23)
4 —4 2
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B Exemple 12 Ona Ay = —As et [A2]| > |A3]:

18 & —16
As =28 —18 —16
-6 6 2

® Exemple 13 Ona |A| = |A2| avec A1 et Ax € Cet |Az]| > |A3]:

55 —-1,5 —6
A¢=|—-10,5 85 6
75 —4,5 =5

(B.24)

(B.25)
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C.1 Analyse matricielle

Exercice 26 Soient a € R et n, m, p trois entiers tels que 1 < m, p < n. Soit M = (m;;) la
matrice carrée d’ordre n définie par :

mij = 8ij + admiSpj, i, =1,....n (C.1)
La matrice M est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.

Exercice 27 On considere une matrice de Jordan d’ordre 7 :

AL 00
0

Tin=1] 100 (C2)
0o 0 A

Calculer les puissances J7'  de J, , pour un entier m = 1. On pourra décomposer J, , en
Jy.n = AL+ Nou I est la matrice identité de R"-" et N, une matrice nilpotente.

Exercice 28 Soit A une matrice réelle symétrique définie positive. Montrer, en utilisant une
décomposition matricielle de A suivant une matrice diagonale, 1’existence d’une matrice B
symétrique définie positive telle que B? = A.

C.2 Algebre linéaire

Exercice 29 Soit P, I’espace vectoriel des polyndmes a une variable a coefficients réels et de
degré inférieur ou égal a n. Ecrire la matrice de I’application linéaire f de P3 dans P4 définie
par :

VP e P3, f(P)(x) = x?P'(x) — 2P(x) (C.3)
relativement aux bases canoniques de P3 et Py.
Exercice 30 Montrer que la famille de fonctions (%) de R dans R ot @ € R définies par :

hy i x €R = ho(x) = |x — ] (C4)
est libre dans F (R, R).
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C3

Exercice 31 Soit T la transformation de R3 dans R* définie par :

T:x=(xj)j=1,..3 = T(X) = (Vi)i=1,....4 (C5)
avec :

Y1 =5x1 4+ 2x2 —x3

y2 = —8x1 — 3x2 + 2x3 (C.6)

y3 = —Xx1 — 2x3 — 3x3

ya = 3x1 — X2 — 5x3

1. Montrer que T est linéaire.
2. Montrer que I’image du plan P de R3 d’équation x; + x5 + x3 = 0 est une droite que 1’on
précisera.

Exercice 32 Soit u un vecteur (colonne) de R et de norme euclidienne unitaire, ||u||, = 1 :

1. Calculer les produitsuu' etu’ uotu' désigne le transposé de u.

2. Montrer que la matrice H = I—2uu ", o I désigne la matrice identité de R”*", est symétrique
et orthogonale.

3. Montrer que la matrice H définie en 2. admet —1 comme valeur propre simple associée au
vecteur propre u et +1 comme valeur propre d’ordre n — 1 dont le sous-espace propre associé
est ’hyperplan orthogonal & u.

Valeurs propres

Exercice 33 Calculer les valeurs propres de la matrice A € R"" avecn € Netn > 1 suivante :

A = (aij)i,j=1,..n avec ajj =1-—25; (C.7)

La matrice est-elle inversible ?

Exercice 34 Montrer que les valeurs propres d’une matrice hermitienne (ou d’une matrice réelle
symétrique) sont réelles.

Exercice 35 — Théoréme de Gershgorin-Hadamard. Soit A € C" " une matrice carrée.
1. Montrer que toutes les valeurs propres de A appartiennent a la réunion U7_, K; des disques K;
définis par :

n

K,-:{zec; |z—ai|§2|aij|}, i=1,....n (C.8)
J=1,j#i
2. Déduire de la question précédente que la matrice A suivante est inversible :
4 -1 2 0
_ 0 242 1 1
A=y 0 -3 1 (€9
| 0 2i —1 143i
et que la matrice A, suivante est symétrique définie positive :
4 -1 -1 -1
-1 4 -1 -1
A, = 1 -1 4 —1 (C.10)
-1 -1 -1 4
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C.4 Résolution numérique de systémes linéaires

On rappelle la méthode de Gauss sans permutation en s’inspirant de la section 2.1.2. C’est une
méthode d’élimination permettant de résoudre un systéme linéaire Ax = b, A € R*" etb € R”,
lorsque A est inversible.

On pose AD = A et b = b. On élimine successivement I’inconnue x; dans les n — 1

dernieres équations, puis, a I’étape p € {1,...,n — 1}, I'inconnue x, dans les n — p dernieres
équations par les relations de récurrence suivantes : si ag,lj,) #0,pouri = p+1,...,n0n

multiplie la ligne p par :

mip = a2 [a'p) (C.11)
et on soustrait la ligne obtenue a la lignei. Onapouri = p +1,...,n:

ag’ﬂ) = afjp) —mipagf;), j=p,...,n (C.12)
et:

pP+D bi(p) _ mz‘pbﬁ,”) (C.13)
Il est en général important d’envisager une stratégie du pivot en choisissant le pivot agffp) le plus
grand possible.
Exercice 36 — Etude d’un systeme linéaire tridiagonal. Soient n coefficients réels «y, ..., o,
eta = (aq,...,0n).

1. Ecrire, en les justifiant, des conditions suffisantes sur les coefficients (o;) pour que la matrice
Ay, d’ordre n, suivante soit inversible :

Ton=|0o 00 (C.14)

2. Pour la résolution d’un systéme linéaire A,x = b, montrer que lorsque 1’algorithme de Gauss
peut s’appliquer sans permutations ni de lignes, ni de colonnes, cela revient a calculer n
coefficients (B;);=1,....» de la matrice triangulaire, dont on donnera la formule de récurrence.
On démontrera que cet algorithme est possible, par exemple, lorsque les coefficients («;)
vérifient ¢; > 2 pouri = 1,...,n.

3. Donner le nombre total d’opérations pour la résolution du systéme linéaire.

Exercice 37 — Méthode de Gauss par blocs.

1. Ecrire la forme générale du produit matriciel par blocs de deux matrices A et B lorsque A est
décomposée en N x P blocs et le produit C = AB en N x M blocs.

2. Ecrire la méthode de Gauss par blocs pour la résolution d’un systéme linéaire :

Ax=b, AeR", beR" (C.15)

en utilisant une décomposition de A en quatre blocs. On précisera les dimensions des blocs et
des conditions suffisantes sur ces blocs pour que la méthode soit applicable.
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Exercice 38 — Etude matricielle de la méthode de Gauss.
1. Montrer que, lorsque la méthode de Gauss peut étre effectuée sans permutations, ni de lignes
ni de colonnes, sur une matrice A € R™", cet algorithme revient :
— al’étape p : a factoriser la matrice A, en un produit :

Ay =LA, (C.16)

ou L, est une matrice triangulaire inférieure ayant des 1 sur la diagonale ;
— al’étape n — 1 : a factoriser la matrice A en un produit :

A=LU (C.17)

ou L est une matrice triangulaire inférieure ayant des 1 sur la diagonale et U, une matrice
triangulaire supérieure.
2. Etudier la décomposition matricielle de la méthode lorsque 1’on effectue des permutations de
lignes ou de colonnes.

Exercice 39 — Etude matricielle du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. On

note || - ||2 la norme euclidienne sur R” et (-,-),, le produit scalaire associé. Soient m vecteurs
aj,...,a; de R” supposés linéairement indépendants. A partir de ces m vecteurs, on construit
m vecteurs q;, i = 1,...,m, orthonormés pour le produit scalaire (-,-),, en utilisant le procédé

d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. On note A € R"™, 1a matrice dont les colonnes sont les
vecteurs (a;) et Q, la matrice dont les colonnes sont les vecteurs (q; ).

Rappel du procédé
— al’étape p = 1, on considere le vecteur :
by = a; (C.18)
puis on définit r; = ||by]|2 et on choisit :
q1 = b1/ (C.19)

— alétape p+ 1 (p € {l,...,m — 1}), on suppose connus p vecteurs q; (i = 1,...,p)
vérifiant :

llgill2=1  pouri =1,...,p

C e (C.20)
(9i,qj), =0 pouri > j,i,j=1,...,p
On cherche alors un vecteur b, 41 orthogonal aux q; (i =1, ..., p) de la forme :
byr1 =api1+afq+...+abq, (C.21)
ou les af sont des coefficients appropriés, puis on définit le vecteur :
Ap+1 =bpt1/rp+1 o0 rpi1 =|bpt1ll2 (C22)
Question préliminaire Montrer que les conditions d’orthogonalité :
(bp+1.9), =0, j=1,...,p (C.23)

impliquent :

of = —@p41.9)), =0, j=1....p (C24)
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1. Montrer que :
A=QU (C.25)

ou U € R™™ est une matrice triangulaire supérieure inversible. On pourra réécrire 1’équa-
tion (C.18) sous la forme :

a; = B1q; (C.26)

et I’équation (C.21) sous la forme :

apt1 = —(@{q + ... +abap) + Bpr1ap+1 (C.27)

ot B1 et B, 1 sont des coefficients a déterminer en considérant la premiére colonne de U puis
les suivantes.
2. Montrer que QT Q = I ot Iest la matrice identité et Q T, la matrice transposée de Q.

> Définition C.1 — Matrice orthogonale. Une matrice Q € C*™ telle que QT Q = I est dite
orthogonale.

3. Trouver une matrice orthogonale Q € R telle que QQ' # L.
4. Application a la résolution d’un systeme linéaire rectangulaire de la forme :

Ax =b (C.28)

lorsque A € R™™ b € R" avec rang(A) = metm < n.

(a) Ecrire une condition nécessaire et suffisante liant le vecteur b et les colonnes de A
pour qu’il existe une solution au systéme. Si cette condition est vérifiée, peut-il y avoir
plusieurs solutions ?

(b) On souhaite résoudre (C.28) en utilisant une décomposition de A en QU comme dans
la question 1. Supposer tout d’abord I’existence d’une solution du systeme (C.28) et en
déduire alors x en fonction de b, Q et U. En déduire une condition nécessaire et suffisante,
liant b et Q, d’existence d’une solution (condition équivalente a celle trouvée en (a)).

Exercice 40 Soit A € R*t1L2+1 yne matrice carrée, d’ordre n + 1 de la forme suivante :

1 0 ... 0 ¢
0 1 0 o
A= : (C.29)
0 O 1 ¢,
_b] b2 bn a |
oua,b;,i =1,...,netci,i =1,...,n sont des coefficients réels.

Ecrire, lorsque cela est possible, la méthode Gauss sans permutations pour la résolution d’un
systéme linéaire Ax = y ouy € R”*1 est donné. Sous quelle(s) condition(s) sur les coefficients
de A la méthode est-elle applicable ?

Exercice 41 Soient A une matrice de R™" oun < m ety, un vecteur de R™. Un vecteur x € R”"
est appelée pseudo-solution de I’équation :

Ax =y (C.30)

siVz € R, ||Ax —y|| < ||Az —y|| ot || - || désigne la norme euclidienne de R™.
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1. Montrer que, si le systeme linéaire rectangulaire (C.30) admet une solution, alors toute pseudo-
solution de (C.30) est une solution de cette équation.
2. Montrer que, pour tout réel A et tous vecteurs x et z € R” :

I|Ax + Az) —y||* = ||AX — y||? + 2A(Az, Ax — y) + A?||Az||? (C.31)

En déduire que x est une pseudo-solution de (C.30) si et seulement si ¢’est une solution du
systeme linéaire :

ATAx=ATy (C.32)

3. On suppose maintenant que le rang de A est égal a n.
(a) Montrer que la matrice AT A est une matrice symétrique définie positive. Que peut-on
dire de ses valeurs propres ?
(b) En déduire :
1. que I’équation (C.32) admet une solution x et une seule,
ii. que cette solution x peut s’écrire sous la forme x = By ou B est une matrice a
préciser et vérifiant BA = I, I étant la matrice identité,
iii. que la matrice D = AB est symétrique. Donner un exemple de matrice A pour
laquelle D = 1.
(c) Peut-on utiliser la méthode de Gauss pour la résolution numérique du systeme (C.32) ?
Justifier la réponse.
4. Application : soit P une parabole réelle inconnue d’équation :

y(x) = ax?+bx + ¢ (C.33)
Cinq mesures expérimentales donnent les résultats suivants :

x1=—1 y1=-2

x2 =0 vy =1

x3 =1 yz3 =1 (C.34)
X4 =2 ya =—1,5

X5=—1 y5=—4

(a) Existe-t-il une parabole P passant par les cinq points (x;, ¥;)i=o,...,5 donnés en (C.34)?
(b) On cherche des constantes a, b et ¢ telles que :

5
> i = y(x)? (C.35)

i=1

soit minimal.
i. En utilisant les questions 2. et 3., montrer que ce probléme admet au moins une
solution. Déterminer une solution (a, b, ¢) € R3 par la méme méthode.
ii. Y a-t-il unicité de la solution ? Justifier la réponse.

C.5 Analyse

Exercice 42 — Polynémes d’interpolation de Lagrange. Soit une fonction f € C"*1([a ; b])
et (x;)i=o,...n, n + 1 points distincts de I’intervalle [a ; b]. On note p, le polyndme de degré
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inférieur ou égal a n d’interpolation de f aux points (x;). Montrer que pour tout x € [a ; b], il
existe un point &, appartenant au plus petit intervalle contenant x et les points (x;) tel que :

J(x) = pnlx) =

() fOD(E) on T(x) = [[x —xi) (C.36)

i=1

(n+ 1)!

On étudiera, pour montrer ce résultat, les zéros de la fonction F : [a ; b] — R définie par :

{ = F(0) = f(0) — palt) - %Ha) (C.37)

ainsi que les zéros de ses dérivées.
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