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J’espére que ce travail contribuera a faire avancer la recherche scientifique
vers la découverte et la mise en place de nouvelles approches de traitement (via des
outils mathématiques) dans la lutte contre le SIDA.
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Modélisation de ’infection par le VIH, identification et
aide au diagnostic

par

OUATTARA Djomangan Adama

Lab. : IRCCyN — 1, Rue de la Noé&, BP 92101, 44332 Nantes Cedex 03
Tel. : +33(0)2 40 37 69 33 / Fax. : +33(0)2 40 37 69 00

Web. : http://www.irccyn.ec-nantes.fr

Résumé

Les patients infectés par le VIH se voient proposer des traitements anti-viraux
lourds (avec des effets secondaires handicapants) qui sont destinés a étre mis en
place a vie. Les différentes souches de virus, les mutations, les résistances ou tout
simplement les spécificités de chaque patient conduisent parfois & interrompre ou
a modifier le traitement aprés quelques semaines d’observation.

Ce travail de thése s’inscrit dans une thématique pluridisciplinaire et son ob-
jectif a été d’étudier la modélisation mathématique de 1’évolution de l'infection
VIH/SIDA pour une aide précoce au diagnostic clinique. Notre approche consiste
a modéliser I’évolution des dynamiques de l'infection — essentiellement la dyna-
mique de la charge virale, du taux de CD4 et de CD8 — dans le but de prédire
son évolution. Cette modélisation met en jeu plusieurs parameétres (liés a la viru-
lence du virus et a I’état du systéme immunitaire du malade) qui nous permettent
d’interpréter et de caractériser certains phénomeénes encore mal connus de l'in-
fection. Ce rapport présente donc l'identification (I’estimation) des paramétres
de l'infection & partir des mesures cliniques standard (a savoir la charge virale,
le taux de CD4 et de CDS), ainsi que la maniére dont ces paramétres peuvent
étre utilisés pour l'aide & la prise en charge thérapeutique du malade. D’un point
de vue technique, il a fallu développer des méthodes d’identification ad hoc qui
permettent de calculer les paramétres de 'infection a partir d’un faible nombre
de mesures.

Les résultats obtenus — grice a un essai clinique mis en place par le CHU de
Nantes — montrent que les patients en échec thérapeutique, peuvent étre préco-
cement détectés par I’analyse mathématique de leurs paramétres respectifs.

Ce rapport présente dans un premier temps la modélisation de l'infection VIH,
avec un apercu des modeles standard qui existent ainsi que deux nouveaux mo-
déles que nous avons introduits pour le besoin de cette étude. Ensuite, 'identifia-
bilité des systémes dynamiques en temps continu et discret y est présentée. Nous
montrons que les modéles étudiés sont identifiables a partir des données cliniques
usuelles. Enfin, nous présentons l'identification des paramétres des modéles a par-
tir des données cliniques et son application a 'aide au diagnostic clinique.

Mots-clés : VIH, SIDA, Modélisation, Identification, Identifiabilité, Systémes
dynamiques, Aide au diagnostic.
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Modelling of the HIV infection, identification and aid for
the diagnosis

by
OUATTARA Djomangan Adama

Lab. : IRCCyN — 1, Rue de la Noé, BP 92101, 44332 Nantes Cedex 03
Tel. : +33(0)2 40 37 69 33 / Fax. : +33(0)2 40 37 69 00

Web. : http://wuw.irccyn.ec-nantes.fr

Abstract

HIV patients have to get a life-time therapy. The latter has to be adapted
to the evolution of the infection taking into account virus mutations, resistance,
immunological and virological failures.

The goal of this research work was to study the mathematical modelling the
HIV/AIDS infection for an early aid to the clinical diagnosis of HIV/AIDS pa-
tients. Our methods consist in modelling the kinetics of the dynamics of the infec-
tion — mainly the dynamic of the viral load, the counts of CD4 and CD8 T-cells)
to predict their evolutions. These models take into account several parameters
(related to the virus effectiveness and to the immune system status) and enable
us to characterize some phenomena of the infection that are now misunderstood.
This report presents the identification (the estimation) of the parameters of the
HIV infection from standard clinical data (that means the viral load, the CD4 and
the CD8 counts). We introduced new estimation methods that allow computing
the parameters of the infection with a very limited number of data. We show how
these estimated parameters can be used to help clinicians in the therapeutical
care of the patients. Our results show that therapeutical failures can be predic-
ted mathematically thanks to a clinical trial initiated by the CHU (University
Hospital Centre) of Nantes.

To begin, this report presents the HIV infection modelling, with an overview
of standard models that exist and two new models that we introduced for this
study. Then, the identifiability of continuous-time and discrete-time systems are
presented. We show that the presented models are all identifiable from the clinical
data. Finally, we present the parameters identification and their uses for an aid
to the clinical diagnosis.

Key-words : HIV, AIDS, Modelling , Identification, Dynamical Systems, Aid
for clinical diagnosis.
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Quelques Notations et Définitions

Sauf mention du contraire, nous adopterons les notations suivantes :

o x : vecteur d’état (z € R™).

o y : vecteur de sortie (y € RP).

o wu : vecteur d’entrée (u € R™).

o 0 : vecteur de paramétre (6 € RY).

o M : un sous ensemble ouvert de R".

o P : un sous ensemble ouvert de RY.

o U : un sous ensemble ouvert de R™.

o Y : un sous ensemble ouvert de R”.

o Vp : un voisinage de 6.

o C]0,T)] : ensemble des entrées admissibles k fois continuement dérivables sur [0, 7.

o vecti{H} : espace vectoriel (associé¢ au corps K) engendré par les vecteurs de H.

o {z},) : ensemble des séquences de x défini par {Tng, Tny, - Tny }-

o Li(ue = 2= f(-,u,0) : opérateur différentiel de Lie.

o Ly(. ) : opérateur avance = approximation polynomiale de I'opérateur de Lie Ly(. ..

o X : systéme en temps continu (qui dépend du vecteur parameétre 6).

o X¢ : systéme en temps discret (qui dépend du vecteur paramétre 0).

o M = % : k° dérivée totale de x par rapport au temps. Ne pas confondre avec ¥ = 2 x © x - -+ x z.
k fois

o IR : ensemble des intervalles de RR.

o [z] : intervalle de IR.

o [x] : boite (produit cartésien d’intervalles) de IR™.

o w([z]) : largeur de [z].

o T : borne supérieure de [z] (= ub(x)).

o z : borne inférieure de [z] (= lb(x)).

o [f] : fonction intervalle.

o [ : intersection intervalle.

o LI : union intervalle.

o Cx|z] : contracteur = contraction de [z] sur le sous ensemble X.

o L : Liste de boites (en Analyse par Intervalle).

o Pop(L) : retirer le premier élément de la liste L.

o Pull(£) : retirer le dernier élément de la liste L.

o Push(L,a) : ajouter I'élément a a la fin de la liste L.

o Stack(L,a) : ajouter 'élément a au début de la liste L.

o c.i. : condition initiale.

o Clspy : Intervalle de Confiance a 50%.

o IQR : Interquartile Range (francais : Intervalle interquartile).

T : taux de CD4 sains (dans les modéles 3D, 4Dctl & 5Dctl).

T : taux de CD4 infectés (dans les modéles 3D, 4Dctl & 5Dctl).
V' : charge virale (dans les modéles 3D, 4Dctl & 5Dctl).

Tcrr : taux de CTL (dans le modele 4Dctl).

TcrLa : taux de CTL actifs (dans le modéle 5Dctl).

Tcerin : taux de CTL naifs (dans le modeéle 5Dctl).

Torre : taux de CTL effecteurs.

Tcorip : taux de CTL précursseurs.

O O O O O O O O
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Amplicor HTV-1 Monitor v1.5™™ (essai ~) : technique de mesure de la charge virale (via RT-PCR)
de la firme Roche.

o ARV : antirétroviral, antirétroviraux.
o AZT : ou Zidovudine, premier ARV contre le VIH, c’est un INTI (inhibiteur nucléosidique de la

O O O O O

O O O O O O

transcriptase inverse).

bDNA : la technique bDNA (branched DNA) est une technique d’amplification du signal viral
détecté a l’aide d’une sonde d’ADN.

CD4 ou CD4+ : cellule du systéme immunitaire possédant la protéine CD4 sur sa membrane,
appelée aussi T4, Th (pour T helper), T auxiliaire.

CD8 ou CD8+ : cellule cytotoxique du systéme immunitaire possédant la protéine CD8 sur sa
membrane, appelée aussi T8, Tc ou CTL

copie (~ d’ARN) : une copie d’ARN est un brain d’ARN viral mesuré dans le sang. La charge
virale est évaluée en copies/ml (ou cp/ml).

CTL : pour Cytotoxic T-Lymphocyte = cellule cytotoxique, appelée aussi Tc (voir CD8+).

CV : charge virale.

e/e : entrée/état.

e/s : entrée/sortie.

EDVO05 : Etude de la Dynamique du VIH 2005, intitulé de l’essai clinique initié au CHU de
Nantes.

INTT : Inhibiteur Nucléosidique de la Transcriptase Inverse (anglais : nRTT).

INNTT : Inhibiteur Non Nucléosidique de la Transcriptase Inverse (anglais : nnRTT).

Intégrase : enzyme responsable de 'intégration de ’ADN viral dans ’ADN de la cellule infectée.
IP : Inhibiteur de la Protéase (anglais : PI).

LTNP : Long-Term Non-Progressor = état d’auto-immunisation persistante.

NASBA : la technique NASBA (Nucleic Acid Sequence-Based Amplification) est une technique
isotherme d’amplification de ARN viral. Le fait qu’elle soit isotherme la rend plus économique
que la PCR classique.

o nRTT : Nucleosidic Reverse Transcriptase Inhibitor (francais : INTI).
o nnRTI : Non Nucleosidic Reverse Transcriptase Inhibitor (frangais : INNTIT).

[e]

O O O o O O O o

O O O o

NucliSens EasyQ HIV-1™ (essai ~) : technique de mesure de la charge virale (via NASBA) de
la firme bioMérieux.

ONUSIDA : Organisation des Nations Unies sur le SIDA, créée en 1996.

OMS : Organisation Mondiale de la Santé.

RTT : Reverse Transcriptase Inhibitor.

RT-PCR (ou PCR par abus de langage) : la technique RT-PCR (Reverse Transcriptase and
Polymerase Chain Reaction) est constituée d’'une PCR classique aprés transcription inverse de
PARN viral.

PI : Protease Inhibitor (frangais : IP).

Protéase : enzyme virale responsable de la maturation des pro-virions.

Pro-virion : virus en phase de maturation (ensemble de protéines virales).

PCR : la technique PCR (Polymerase Chain Reaction) est une technique qui permet d’amplifier
(par réplication) le nombre de copies d’une séquence spécifique d’ADN. Elle est utilisée pour
mesurer la charge virale.

SIVIA : Set Inversion wvia Interval Analysis.

SIDA : Syndrome de I'ImmunoDéficience Acquise.

STI : Strategic Treatment Interruption.

Thymus : organe responsable de la production et de la maturation des lymphocytes T, c-a-d des
T4, T8.

o Transcriptase Inverse : enzyme responsable de la rétro-transcription de 'ARN viral en ADN viral.
o TagMan HIV-1 Monitor™ (essai ~) : technique de mesure de la charge virale (via RT-PCR) de

O O O O O O

la firme Roche.

UI : Unité Internationale.

VHB : Virus de ’Hépatite Virale B.

VHC : Virus de I"'Hépatite Virale C.

VIH : Virus de I'lmmunodéficience Humaine.

Virion : particule virale.

Versant HIV-1 RNA 3.0™ (essai ~) : technique de mesure de la charge virale (via bDNA) de la
firme Bayer.

Remarque : Dans ce lexique, le symbole ~ doit étre substituer par le terme & définir.
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Chapitre 1

Introduction

LE SIDA (Syndrome de I'ImmunoDéficience Acquise) est apparu pour la pre-
miére fois dans les années 80-81 aux Etats-Unis. Quelques années plus tard
(en 1983), le VIH (Virus de I'Immunodéficience Humaine) fut mis en évidence a
I'Institut Pasteur de Paris et reconnu comme responsable de ce syndrome.
Aujourd’hui, plus de 40 Millions de personnes (c.f. Figure 1.1) vivent avec le
VIH dans le monde et on estime & environ 4,9 Millions (rapport annuel 2005 de
I'ONUSIDA®), le nombre de personnes infectées durant seulement 'année 2005. Il
s’agit d’ailleurs — selon ce rapport — de ["'une des épidémies les plus dévastatrices
de [histoire. La mobilisation de la communauté scientifique contre le fléau a

45
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FIG. 1.1 — 25 ans de VIH/SIDA - Evolution du nombre de personnes vivant avec le VIH dans
le monde depuis 1980. Aujourd’hui, 40,3 millions ( [36,7 - 45,3 millions| ) de personnes vivent
avec le VIH d’aprés le bilan 2005 de 'ONUSIDA.

donc permis, trés vite, de voir I'apparition aux Etats-Unis du premier traitement
antirétroviral contre le VIH dés 1984 : PAZT. Les années qui ont suivi ont vu
naitre d’autres types d’antirétroviraux et l’amélioration de la prise en charge

2Q0rganisation des Nations Unies sur le SIDA, http://www.unaids.org.
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thérapeutique des malades a permis d’améliorer de maniére notable les conditions
de vie des personnes infectées.

Cependant, malgré ces nombreuses avancées scientifiques dues notamment au
génie chimique, au génie génétique et au biomédical, 'infection VIH/SIDA reste
encore un verrou scientifique majeur. En effet, la maladie nécessite une prise en
charge thérapeutique a vie. Les antirétroviraux (ARV) qui existent permettent de
faire baisser la charge virale chez le malade afin de ralentir la déplétion du systéme
immunitaire, et ’éradication du virus de 'organisme reste encore impossible. Ces
ARV, en plus de leurs coftits élevés sont des traitements trés lourds pour le malade
compte tenu de leurs effets secondaires sévéres (troubles neurologiques, diarrhées
aigués, troubles métaboliques, etc.) et souvent irréversibles ([1], [2]). Face a ces
difficultés, on assiste donc depuis quelques années (depuis le milieu des années
90) a I'apparition de nouvelles approches scientifiques dans la lutte contre le VIH.
Ces approches, essentiellement biomathématiques, allient a la fois des outils du
biomédical a des outils mathématiques ([3], [4], [5], 6], |7], [8], [9], [10], [11],
[12], [13], [14], [15], |16], etc.) . Ceci, dans le but de mieux comprendre certaines
caractéristiques de 'infection qui sont jusqu’a aujourd’hui mal connues.

Ce travail de recherche s’inscrit dans ce nouveau courant pluridisciplinaire qui
est 'analyse mathématique de l’infection VIH. Notre approche consiste a modéli-
ser I’évolution des dynamiques de l'infection (essentiellement la dynamique de la
charge virale, du taux de cellules CD4+ et de cellules CD8+-) dans le but de pré-
dire son évolution chez le malade. Ceci ouvre également de nouvelles perspectives
dans ce domaine, a savoir

e la possibilité d’'une aide au diagnostic clinique personnalisé des personnes

infectées,

e la possibilité, pour nous automaticiens, d’utiliser les outils des sciences de

I'ingénieur pour la mise en place, a plus long terme, de stratégies de com-
mande optimale de I'infection.

L’originalité de ce travail de recherche réside dans le fait que nos objectifs sont
axés sur ce probléme délicat qui est 1'utilisation effective de la modélisation ma-
thématique pour l'aide du suivi thérapeutique en milieu cliniqgue du malade. A
notre connaissance, ce travail est le premier travail d’Automatique avec la partici-
pation effective des médecins dans la definition et la mise en place d’un protocole
d’étude clinique dédié a cette thématique.

Nos objectifs ont été les suivants.

1. La modélisation de la dynamique de ’infection. Elle consistera a analy-
ser les modéles dynamiques de l'infection VIH qui existent dans la littérature.
Si nécessaire, proposer de nouveaux modéles.

2. I’identification des paramétres de l’infection. Nous devrons mettre en
place des méthodes de calcul qui permettent de calculer les paramétres de

I'infection a partir des données cliniques, c’est a dire la charge virale, le taux
de cellules CD4+ et/ou de cellules CD8+.

3. Enfin I'aide au diagnostic clinique. La faisabilité de 'application de ces
modeles pour l'aide a la prise en charge thérapeutique en milieu clinique
devra étre étudiée.
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Ce rapport de thése est planifié en 5 parties.

1. Dans un premier temps, nous rappellerons les notions biomédicales néces-
saires a la bonne compréhension de la modélisation mathématique de I'in-
fection. Les modeles mathématiques que nous utiliserons y seront présentés ;
a savoir le modeéle 3D (qui existe dans la littérature) et deux nouveaux mo-
deéles (4Dctl, 5Dctl) que nous avons introduits pour analyser la dynamique
des cellules CD8+ dans l'infection VIH.

2. Ces modeéles mathématiques sont des équations différentielles ordinaires non-
linéaires qui mettent en jeu des parameétres qui sont liés aux caractéristiques
I'infection. L’un des axes de recherche que nous avons suivi lors de ce travail
de recherche est I'identification (I’estimation) de ces paramétres a partir des
données cliniques (la charge virale, le taux de CD4 et de CDS8P). L’identi-
fication de ces parameétres n’étant possible que s’ils sont identifiables, nous
présenterons dans la 2¢ partie de ce mémoire l'identifiabilité systéemes dy-
namiques non-linéaires en temps continu et discret. A partir de ces notions,
nous mettrons en évidence certaines propriétés intéressantes entre l'identifia-
bilité des systémes dynamiques en temps continu et discret. L’identifiabilité
des modeles 3D, 4Dctl et 5Dctl y sera démontrée.

3. La 3¢ partie, est consacrée a I'identification des paramétres et a I’aide au diag-
nostic. Nous verrons des problémes spécifiques a ce domaine de recherche
(en particulier le manque de données) et aussi de quelle maniére ce pro-
bléme d’identification des paramétres a partir des données cliniques usuelles
peut étre résolu. Nous montrerons comment les patients en situation d’échec
thérapeutique peuvent étre diagnostiqués de maniére précoce a partir cette
analyse. Les résultats du protocole d’étude clinique EDV05, promu par le
CHU de Nantes en 2005, y seront aussi présentés.

4. La 4° partie sera consacrée aux perspectives de commandes optimales ou-
vertes par cette approche. Nous présenterons briévement des résultats théo-
riques et en simulation obtenus sur une commande du type H2 de I'infection.
Un état de I'art des récentes contributions sur la commande de l'infection
sera, aussi présenté.

5. Enfin, la derniére partie sera consacrée aux conclusions de cette étude ainsi
qu’aux problémes ouverts et perspectives qui en découlent.

Les contributions majeures de ce travail de thése sont

e Dans le chapitre 2, l'introduction de deux nouveaux modéles utiles pour
I’analyse effective de I'action cytotoxique des CDS.

e Dans le chapitre 6, I’étude de la conservation des propriétés d’identifiabilité
sous discrétisation approchée d'un systéme en temps continu.

e Dans le chapitre 7, la mise en place d’'une méthode d’identification pour
Iidentification des paramétres de l'infection avec un nombre minimal de
mesures cliniques.

bPar abus de langage, on dira CD4 ou CD4+ (resp. CD8 ou CD8+) pour désigner les cellules CD4+ (resp.
CD8+)
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e Dans le chapitre 8, la mise en place de critéres mathématiques pour la ca-
ractérisation et la prédiction de I’échec immunologique chez les malades
VIH/SIDA. Un protocole d’étude clinique, en étroite collaboration avec le
CHU de Nantes, a été défini. Ce protocole a permis de démontrer la faisa-
bilité de cette approche pour I'aide au suivi du malade.
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Chapitre 2

Biologie : I’infection VIH /SIDA

2.1 Le virus VIH/SIDA

Dans cette section, nous rappellerons les aspects biologiques et bio-médicaux
de l'infection VIH. Ces notions permettront de mieux appréhender la modélisation
mathématique de l'infection.

Le VIH fait partie de la famille des rétrovirus, c’est a dire qu’il posséde un
génome composé d’ARN? et non d’ADNP comme c’est le cas pour la plupart des
organismes cellulaires vivants. Pour se répliquer, le VIH doit donc rétro-transcrire
son ARN en ADN viral. Ce processus de réplication se fera essentiellement par
le biais des cellules du systéme immunitaire (en particulier les lymphocytes T
CD4). La Figure 2.1 présente le cycle de vie du VIH dans l'organisme. Ce cycle
de réplication est composé principalement de 7 étapes.

1.

La phase d’attachement. Le virus, grace a la protéine gpio située sur sa
membrane, reconnait la protéine CD4 située sur la membrane des lympho-
cytes T CDA4 et se fixe sur elle.

. La phase de fusion et de pénétration. La protéine gp4; achéve la fixation

et permet la fusion des membranes virales et cellulaires. Le matériel géné-
tique du virus (’ARN viral) est alors injecté dans le cytoplasme de la cellule
désormais contaminée.

La phase de transcription inverse de ’ARN viral. Cet ARN viral est
rétrotranscrit en ADN viral grace I'action d’une enzyme : la transcriptase
1muverse.

La phase d’intégration de ’ADN viral. ’ADN viral ainsi formé, est intégré
au génome de la cellule infectée grace 'action d’une enzyme : I'intégrase. Cet
ADN viral est ensuite transcrit en plusieurs ARN viraux grace au systéme
de réplication de la cellule.

. La phase de traduction. Les ARN viraux ainsi produits sont lus et traduits

en précurseurs protéiques qui vont, aprés assemblage, former les protéines
virales.

. La phase de clivage et d’assemblage des protéines virales. Les protéines

virales ainsi formées vont étre clivées puis assemblées en nouveaux virions®.

2L’acide ribonucléique.
bI’acide désoxyribonucléique. L’ADN est composé de 2 brins d’ARN.
¢Un virion est une particule virale.
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Fi1c. 2.1 — Le cycle de vie du VIH dans l'organisme. Cas particulier de I'infection d’une cellule
T CD4.

Le clivage et la maturation des protéines virales sont assurés par une enzyme :
la protéase.

7. La phase de libération des nouveaux virions. Les virions formés bour-
geonnent a la surface de la cellule infectée avant d’étre libérés dans l'or-
ganisme pour un nouveau cycle viral.

Remarque 2.1.1 Les cellules T CD4 ne sont pas les seules cibles du virus. Les
cellules folliculaires dendritiques des ganglions, les macrophages et méme cer-
taines cellules cérébrales sont aussi des cibles qui peuvent constituer des réservoirs
potentiels de virus. Ces cellules portent sur leurs membranes la protéine CDJ.

Le VIH, de par ce mode de réplication, est responsable de la lyse des cellules
CD4. Ceci conduit le malade vers une immuno-dépression sévére (due a la baisse
du taux de CD4), puis vers la phase sidatique qui se caractérise par I'apparition
des maladies opportunistes.

2.2 Le systéme immunitaire

Le systéme immunitaire est un ensemble complexe d’organes, de cellules, et de
molécules. 11 est responsable des défenses de I'organisme contre les agents infec-
tieux. Les principaux composants du systéme immunitaire auxquels nous allons
nous intéresser sont les lymphocytes T CD4+ et les lymphocytes T CD8+. Les
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modeéles mathématiques que nous utiliserons mettent a contribution les dyna-
miques de ces cellules.

2.2.1 Les lymphocytes T CD8-

Les lymphocytes T CD8 (ou T8) sont produits par le thymus?. Ils possédent
des protéines CDS sur leurs membranes et sont responsables de la destruction des
cellules tumorales ou des cellules infectées par des virus.

Lorsqu’une cellule CD4 est infectée par un agent infectieux, elle est capable
de produire et de présenter un antigéne a sa surface pour signaler aux autres cel-
lules qu’elle est infectée. Toute détection de cet antigéne par une cellule T CDS8
naive entraine l'activation de cette cellule T CDS8 puis I'expression de son pou-
voir cytotoxique. Pour cette raison, les cellules CDS8 sont aussi appelées cellules
CTL (pour Cytotoxic T Lymphocyte) ou encore lymphocytes Te. La cellule CTL
nouvellement activée (appelée CTL précurseur) devient donc le siége de modifi-
cations morphologiques et se transforme en donnant naissance — par prolifération
— a des cellules CTL effectrices et des cellules CTL mémorres.

— Les cellules effectrices ont pour but direct de détruire toutes les cellules

infectées qui expriment I’antigéne reconnu.

— Les cellules mémoires (qui ont une durée de vie plus longue) persistent dans
le temps et permettent d’avoir une réponse immunitaire (dite réponse secon-
daire) plus rapide et plus intense en cas de nouveau contact avec le méme
antigéne.

2.2.2 Les lymphocytes T CD4-+

Les lymphocytes T CD4 (ou T4), appelés aussi lymphocytes T helpers (Th) ou
T auxiliaires, sont les cellules responsables de la coordination et de 'activation
de la réaction immunitaire. Ces cellules sont aussi produites par le thymus et
possédent des protéines CD4 sur leurs membranes. Ces cellules helpers, comme
leur nom l'indique, sont la clef du systéme immunitaire. Elles aident au déclen-
chement de la réaction et de la réponse immunitaire en cas d’infection, c’est a
dire l'activation des T CDS8, des macrophages, ou la production des cytokines®
par exemple. Aprés contact avec un antigéne, les T4 s’activent, entrent en proli-
fération et orientent la réponse immunitaire vers

— une immunité dite & médiation cellulaire (stimulation des lymphocytes Tc)

pour une destruction directe des cellules infectées ou,

— une immunité dite & médiation humorale pour une production d’anticorps’.
En détruisant les T4, le VIH inhibe le mécanisme de défense immunitaire & sa
source. Toute activation des principales défenses immunitaires devient donc im-
possible.

2.3 Les thérapies antirétrovirales

Les différentes classes d’ARV (antirétroviraux) utilisées contre le VIH agissent
aux différents stades du cycle de vie du virus. Les antirétroviraux les plus répandus

40rgane du systéme immunitaire responsable de la production des lymphocytes T.

®Hormones du systéme immunitaire qui stimulent les cellules de la réponse immunitaire.

f1’ensemble des protéines (immunoglobulines) produites en réponse a un antigéne et responsables de 1’élimi-
nation des micro-organismes pathogénes extracellulaires.
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sont principalement

— Les inhibiteurs de la transcriptase inverse et

— les inhibiteurs de protéase
N.B. : Notons que d’autres types d’antirétroviraux existent. Par exemple : les
inhibiteurs de l'intégrase et les inhibiteurs de fusion (qui empéchent le virus de
fusionner avec les cellules saines). Ces classes de médicaments ne feront pas 1'objet
d’études ici.

2.3.1 Les inhibiteurs de la transcriptase inverse (RTT)

Ces inhibiteurs agissent au stade 3 du cycle de vie du virus en bloquant ac-
tivité de la transcriptase inverse (c.f. Figure 2.2). Il existe 2 classes d’inhibiteurs
de la transcriptase inverse selon leur mode d’action dans l'organisme :

— les inhibiteurs nucléosidiques de la transcriptase inverse (INTT),

— les inhibiteurs non-nucléosidiques (INNTT).

Remarque 2.3.1 De maniere générale, on adoptera la nomenclature anglaise
nRTI (Reverse Transcriptase Inhibitor) pour désigner les inhibiteurs nucléosi-
diques et nnRTI pour les inhibiteurs non-nucléosidiques. La notation RTI sera
utilisée pour désigner ces deux classes d’inhibiteurs.

Abbréviation | Nom international | Nom commercial | Sous-type
AZT Zidovudine Rétrovir nRTI

ddI Didanosine Videx nRTI
ddC Zalcitabine Hivid nRTI

d4T Staduvine Zerit nRTI
3TC Lamivudine Epivir nRTI
ABC Abacavir Ziagen nRTI
TDF Tenofovir Viread nRTI
NVP Nevirapine Viramune nnRTIT
EFV Efavirenz Sustiva nnRTI

TAB. 2.1 — Liste non exhaustive des inhibiteurs de la transcriptase inverse les plus utilisés.
Certains médicaments tels que le Combivir (AZT+3TC) sont des combinaisons d’autres ARV.

2.3.2 Les inhibiteurs de la protéase (PI)

Les inhibiteurs de la protéase agissent au stade 6 du cycle de vie du virus en
perturbant le processus de maturation des nouveaux virions. Les nouveaux virions
ainsi formés sont donc défectueux et incapables d’infecter de nouvelles cellules.
Une liste (non exhaustive) des PI les plus répandus est présentée dans la Table
2.2.
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Abbréviation | Nom international Nom commercial
APV Amprénavir Agenerase

TPV Indinavir Crixivan

RTV Ritonavir Norvir

ATZ Atazanvir Reyataz

NFV Nelfavir Viracept

SQV Saquinavir Invirase

LPV Lopinavir+Ritonavir | Kaletra

TAB. 2.2 — Liste non exhaustive des inhibiteurs de la protéase les plus utilisés.

Virus
\ Cellule-€D4+ infectée

Action de la RTI
.
s v,
.

Action dela Pl
Noyau

F1G. 2.2 — Sites d’action des RTT et des PI.

2.4 Les différents stades de la maladie

Aprés infection par le VIH, ’évolution de la dynamique de 'infection suit les
3 grandes phases décrites ci-apreés.

1) D’abord, le malade entre dans la phase de primo-infection. Lors de cette
phase qui dure 3 a 8 semaines, le nombre de cellules CD4 diminue et la charge
virale croit rapidement. Toutefois, I’'organisme réussit a controler I'infection
et a faire baisser la charge virale au bout d’un certain temps.

2) Ensuite, c’est la phase asymptotique qui peut durer plusieurs années. Du-
rant cette phase, le virus reste en latence dans l'organisme et le systéme
immunitaire arrive & maintenir un niveau de CD4 satisfaisant. Toutefois, un
déclin faible et progressif de la concentration de CD4 sains est observé.

3) Pour finir, le malade entre dans la phase SIDA. On assiste a une chute no-
table des défenses immunitaires (taux de CD4 < 200/mm?) et a Papparition
de maladies opportunistes.

La Figure 2.3 résume ces trois phases de la maladie.
Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, la plupart des modeles qui
existent et que nous utiliserons, ne modélisent que les 2 premiéres phases de
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F1G. 2.3 — Les 3 phases de I’évolution de 'infection VIH/SIDA.

'infection. La phase sidatique fait intervenir des phénomeénes plus complexes (liés
aux maladies opportunistes et/ou a la résistance virale) qui ne sont pas pris en
compte dans ces modéles.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre introductif, nous avons présenté de maniére concise les notions
biologiques qui seront nécessaires pour la suite de cette dissertation. Le chapitre
suivant présente la modélisation mathématique des interactions entre les différents
agents cellulaires (que nous venons de présenter) dans le processus de U'infection.
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Chapitre 3

Modélisation mathématique de
I’'infection VIH

3.1 Introduction

La modélisation mathématique des processus biologiques a pour but de mieux
comprendre les phénomeénes complexes et souvent mal compris de ces bio-processus.
Un modeéle mathématique est un ensemble d’équations mathématiques qui mettent
en relation

1. un ensemble de variables qui sont les états du systéme étudié : par exemple
la température du corps, la charge virale, la tension artérielle, etc.,

2. un ensemble de parameétres qui sont des constantes spécifiques au systéme :
par exemple la masse corporelle, la durée de vie du virus, la couleur des yeux,
etc. Cependant, on pourra remarquer que cette notion de constance d’un
paramétre n’est pas vraie en général (surtout pour des systémes biologiques).
Les paramétres du systéme sont en fait des variables (parce qu’ils peuvent
aussi évoluer) a dynamique lente. La masse d'un individu et la durée de vie
d’une cellule peuvent évoluer en fonction des contraintes de I'organisme. On
appellera donc paramétre, toute variable a dynamique lente ou assez lente
pour que ses fluctuations soient considérées comme négligeables sur la durée
de [’étude,

3. et un ensemble de contraintes : par exemple la durée de vie d’un étre
humain est aujourd’hui < 200 ans. Le taux de CD4 chez I'homme est < 2000
CD4/mm? et est toujours positif, etc.

Il devient donc possible, grace a cet outil, d’analyser in silico I’évolution des va-
riables du processus étudié. Dans notre cas, le modéle ne doit pas viser a remplacer
le systéeme réel mais doit étre vu comme un outil complémentaire qui permet de
mieux appréhender une partie des phénoménes mis en jeu dans le systéme.

Les premiers modéles mathématiques de la dynamique de I'infection VIH sont
apparus dans les années 90 ([4], [5], [7], [6], [9], [8], [L7], etc). Les premiéres contri-
butions sur I'analyse mathématique de la dynamique in vivo de 'infection & partir
de ces modéles ont permis de révolutionner notre compréhension de 'infection.
Ces travaux ont permis de mettre en évidence le caractére rapide de la dynamique
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in vivo du virus ([7], [9]). Il a été estimé qu’au minimum 10° cellules virales sont
produites et sont éliminées chaque jour dans l'organisme et ce, durant toute la
durée de l'infection. Et donc, méme si la maladie est a progression lente avec
plusieurs phases qui peuvent s’étendre sur des dizaines d’années (c.f. Figure 2.3),
ces résultats ont permis de mettre en lumiére cette caractéristique jusqu’alors
inconnue de l'infection VIH.

Les modeles avec lesquels nous travaillerons sont le modele 3D (]9], [7], [10],...)
qui met en jeux la dynamique des T4 sains, infectés et des virions, puis deux nou-
veaux modeles plus complexes (notés 4Dctl et 5Dctl) qui permettent de prendre
en compte la dynamique des T8. Nos motivations pour ces modéles viennent,

1. pour le premier, du fait que c¢’est le modéle le plus simple et qu’il permet,
de maniére simple, de cerner les principaux mécanismes du processus d’in-
fection,

2. et pour les deux derniers, du fait qu’ils nous permettent d’étudier les carac-
téristiques in vivo des cellules CD8 sur I'infection. Méme s’il existe dans la
littérature des modéles qui tiennent compte des CD8 ([11], [18], [19], [14],
[20], [21], ...), il faut noter que I'aspect pratique de ces modéles, en terme
d’identifiabilité de leurs paramétres, n’a pas été pris en compte. Les mo-
deéles (4Dctl et 5Dctl) que nous avons établis et introduits ici, comme nous
le verrons, satisfont ces contraintes d’identifiabilité.

3.2 Le Modéle 3D

Notons T, le taux de CD4 sains, T%, le taux de CD4 infectés et V, la charge
virale. Le modeéle 3D ([10]) est le suivant

T = s—6T—pTV,
T = BTV —pul*, (3.2.1)
Vo= kT* -V,

ou T et T sont des quantités de cellules par mm? de sang et V, la virémie exprimée
en copies d’ARN viral par ml de sang. Dans ce modéle, les cellules CD4 saines sont
produites par le thymus a un taux constant s et meurent naturellement avec un
taux de mortalité quotidien égal & ¢. Elles sont transformées en cellules infectées
a un rythme STV proportionnel a la charge virale et a la quantité de cellules
saines. p est le taux de mortalité des cellules infectées (u > ¢). Les virions sont
produits par les cellules infectées & un rythme k7™ proportionnel a la quantité
de cellules infectées et meurent avec un taux de mortalité égal a c. Les valeurs

1

tp = % tpe = 1ty = 1 sont respectivement les durées de vie des CD4 sains
) w v c )

infectés et des virions.

Remarque 3.2.1 Remarquons qu’une modélisation plus ezacte de la dynamique
de la charge virale est V- = kT* — TV — ¢V (|22]). En toute rigueur, puisque V
est la quantité de virions libres dans le sang, chaque virion qui infecte une cellule
saine (a une rythme BTV) ne doit plus étre considérée comme libre. Toutefois,
apres analyse de ce modele, on remarque que cette correction peut étre négligée
sans conséquence grave car son influence sur la dynamique de la charge virale
reste négligeable.
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Fi1G. 3.1 — Description schématique du modéle 3D de l'infection VIH.

Soit Ty = %, Ty = 0, et Vo > 0, les conditions initiales du systéme. Par
conséquent, le systéme admet deux états d’équilibres stables qui dépendent de
Ry, le rapport de reproduction de I'infection (|3],[10]). Ce rapport de reproduction

est égal a
_ Bsk

Ry=———.
0 poc

(3.2.2)
Et donc
e si Ry < 1, l'infection ne décolle jamais. La charge virale initialement ino-
culée disparait et on assiste a l'extinction de la population virale et des
CD4 infectés. Le systéme se stabilisera a son état d’équilibre naturel (sans
infection)
(Te; T2 Ve) = (To; 0; 0). (3.2.3)

e si Ry > 1, on assiste a une croissance exponentielle de la virémie (la phase de
primo-infection) puis elle se stabilise & un état d’équilibre (la phase asymp-
totique) tel que

) dc pe Ty
Ve=(Ro—1)=; T =(Roy—1)——; Toe=-=—. 3.2.4
Les unités de mesure des 6 parameétres du modeéle 3D sont décrites dans la Table
3.1. Les équations du modéle 3D (3.2.1) ne modélisent que les aspects les plus

Parameétres Définition Unités
s Production de CD4 par le thymus mm ™ >-jour
0 Taux de mortalité des CD4 sains jour™!
I6] Infectivité du virus ml-jour™?
7 Taux de mortalité des CD4 infectés jour™!
k Nombre de virions produits par jour || mm?®-ml™!-jour™!
c Taux de mortalité des virions jour™!

TAB. 3.1 — Liste parameétres du modeéle 3D. T et T* sont exprimés en mm™3 et V en ml™'.

basiques de l'infection VIH. Certains phénoménes plus complexes tels que la pro-
lifération des CD4 sains, la déplétion du systéme immunitaire ([22], [8], [23]),
laction des CD8 ([11], [19], [18]), des cellules CD4 latentes (|3]) ou des macro-
phages (|24], |25]) n’y sont pas considérées.
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Fic. 3.2 — SIMULATION DU MODELE 3D avec s = 7, § = 0.007, § = 4.21e-7, p = 0.0999, k = 99,
¢ = 0.3, et (To; I§; Vo) = (1000; 0; 100). On a Ry = 1.39 > 1 et un état d’équilibre en phase
asymptotique égal a (T,; T7; V) = (719.07; 19.69; 6496.04).

3.2.1 La prolifération des CD4

La prolifération des CD4-+ se modélise en considérant un terme p(7,V) > 0
additif sur la dynamique 7. On a donc

T=s—0T—pTV +p(T,V). (3.2.5)

Il existe dans la littérature deux approches pour modéliser p(T, V).
La premiére approche ([8], |26]) consiste & considérer que

v
K+V’

Ce modéle considére que la prolifération est une fonction qui dépend de T et du
v

modele de prolifération de Michaelis-Menten 7=, o r est le taux de proliféra-

tion maximal® des CD4 et K est la constante de demi-saturation®.

p(T,V)=rT (3.2.6)

La seconde approche ([10], [23]) consiste & considérer cette fois que la prolifé-
ration ne dépend que du taux de CD4 et obéit a la fonction logistique

T+T*)

2.
Tmax (3 7)

pT.v) = (1) =07 (1 -
Dans ce mémoire, nous travaillerons principalement avec le premier modéle parce
qu’il corréele de maniére explicite la prolifération des CD4 sains a la charge virale.
Toutefois, toute approche avec le second modéle — la fonction logistique — n’est
pas a exclure.

2Le terme TKLW est maximal quand V' — oo et est égal a r.

bQuand K =V alors TKKV = %
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3.3 Modélisation de la dynamique des T8

La modélisation de la dynamique des CDS8 dans l'infection VIH a été étudiée
par plusieurs auteurs ([11], [18], [19] [14], [21], [20], ...). Nos motivations pour
I'étude de la dynamique des CD8 (en particulier) vient du fait que

e les CDS8 sont responsables de la destruction de cellules CD4 infectées. Ces
cellules sont les principaux agents de la réaction immunitaire contre le VIH
et leur role dans la dynamique méme de l'infection reste encore mal compris
aujourd’hui.

e le taux de CDS est facilement mesurable cliniquement. Les mesures des CDS8
peuvent étre simultanément faites avec celles des CD4 lors du suivi du ma-
lade. Ceci rend possible ’étude clinique de leurs effets cytotoxiques a partir
de la modélisation mathématique. A notre connaissance, il n’existe pas de
contribution sur ce probléme.

e la réaction immunitaire en CTL peut, en théorie, étre utilisée pour inhiber
la réplication virale et permettre de maintenir le malade dans un état dit
non-progresseur a long terme (LTNP). Dans ce cas, on assiste a une auto-
régulation? persistante de I'infection par le systéme immunitaire. Cet aspect
du role des CD8 a été abordé dans des études théoriques (|20]) et mérite
d’étre exploré dans les travaux a venir.

Nous allons dans un premier temps présenter 2 modéles de la littérature (les sys-
témes (3.3.1) et (3.3.2). Ils permettront de mieux comprendre la modélisation de
la dynamique des CD8. Ensuite, nous présenterons les 2 nouveaux modéles que
nous avons introduits ici. Les raisons qui nous ont poussé a introduire ces modéles
seront aussi explicitées.

% Le premier modeéle que nous présentons, a été introduit dans ([18], [19], [11]).
Il s’écrit comme suit :

T = s— 0T — pTT™,

7 BTT* — puT* = qT* Torre,
Terip al*Terrp(l —w) — aTerLp,
Torre = oawT*Torry — Y1oTLe-

(3.3.1)

Terp représente les CTL précursseurs (activés mais pas encore cytotoxiques),
TotLe, les CTL effecteurs responsables de la destruction des cellules CD4 infec-
tées (1). Les CTLp sont produits par activation a un rythme a7*7T¢rr, et sont
transformés en CTLe & un rythme awT™Tcrrp. Ce modéle a été introduit et étu-
dié pour analyser 'activité cytotoxique des CDS8 pour expliquer la décroissance
bi-phasique de la charge virale lorsqu’un traitement 100% efficace est administré
au malade. L’inconvénient de ce modeéle est qu’il n’est pas identifiable. Il ne
permet de faire que des études théoriques de la dynamique des CD8. La dyna-
mique de la charge virale devrait donc étre prise en compte.

¢Long-Term Non-Progressor.
d]] y a alors auto-immunisation.
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% Un second modeéle, plus complet, a été introduit plus récemment dans [20] et
[21].

T = s—0T —pTV,

7t = BTV — T — qT*Torve,

TCTLP = CI,TT*TCTLP — wT*TCTLp — aTCTLpa (332)
Torre = wI™Terrp — YIeTLe,

V = kT™—cV.

TerLp représente les CTL précursseurs (activés mais pas encore cytotoxiques),
ToTLe, les CTL effecteurs responsables de la destruction des cellules CD4 infectées
(T™). Cette fois, la prolifération des CTLp (aTT*Tcrrp) dépend non seulement
du nombre de CTLp, de CD4 infectés (7), mais aussi du nombre de CD4 sains
(T'). Cette caractéristique n’avait pas été prise en compte dans le modéle (3.3.1).

Un autre avantage de ce modele est qu’il tient compte explicitement de la dyna-
mique de la charge virale. Cependant, en choisissant de ne modéliser que I'activité
des CDS8 activés (les effecteurs et les précursseurs), les auteurs ne prennent pas en
compte la source thymique des CD8 naifs qui, & notre sens, n’est pas négligeable.

Nous avons donc introduit 2 nouveaux modéles qui permettent de s’affranchir
des inconvénients des modéles (3.3.1) et (3.3.2). Le premier (noté 4Dctl) ne dis-
tingue pas les CTL activés des CTL naifs. Le second (noté 5Dctl), plus complet,
tient compte de cette nuance.

3.3.1 Le Modéle 4D avec la dynamique des T8 (4Dctl)

Le modeéle 4D le plus simple (& notre sens) et qui tient compte de la dynamique
des CD8 est le modéle suivant :

T = 5— 0T — BTV +p(T,V),
Ter, = A+ aTTTery — oTcrr, o
\% = kT —cV.

Ce modele sera noté 4Dctl. p(T,V) = rT KLW est le terme de prolifération des
CD4 sains. T, est te taux total de CD8 mesuré. Une partie des CTL est donc
produite naturellement par le thymus a un taux constant \. Aprés rencontre
des CD4 infectés (7), les CTL s’activent et proliférent & un rythme a7'7T*TerL
proportionnel au nombre de cellules CD4 infectées, de CTL et de CD4 sains. « est
le taux de mortalité des cellules CTL. Enfin, les CTL éliminent les CD4 infectés
a un rythme ¢7™ T, proportionnel au nombre de CD4 infectés et de CTL.

Comme on le montrera plus tard, ce modéle est identifiable et permet de
calculer les parameétres de I'infection a partir des données cliniques. La Table 3.2
décrit les parametres du modéle.

Les Figures 3.3 et 3.4 présentent les simulations des dynamiques du modéle
pour différentes valeurs de q. Les paramétres (théoriques) utilisés pour ces simula-
tions sont s = 10, 0 = 1le-2, = 1e-7, = 0.0999, A =1, a = H5e-8, o = 2e-3, k =
500 et ¢ = 0.3. La prolifération des CD4 n’a pas été considérée (r = 0). Les condi-
tions initiales du systéme sont (7°(0), 7%(0), Tern(0), V(0)) = (1000, 0, 500, 100).
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Paramétres || Définition Unités
s Production des CD4 par le thymus mm ™ >-jour~!
0 Taux de mortalité des CD4 sains jour™*
1] Infectivité du virus ml-jour™?
r Taux de prolifération maximal des CD4 mm 37!
K Constante de demi-saturation ml~?
I Taux de mortalité des CD4 infectés jour™!
q Cytotoxicité des CTL contre les CD4 infectés || mm?-jour ™!
A Production des CTL par le thymus mm ™ >-jour~!
a Taux de prolifération des CTL mm?®-mm?® jour™*
o Taux de mortalité des CTL jour™!
k Nombre de virions produits par jour mm?-ml~jour?
c Taux de mortalité des virions jour™!

TAB. 3.2 - Liste des paramétres du modéle 4Dctl. Les CD4 et les CTL sont exprimés en mm 3.

. o -1
La charge virale est exprimée en ml™ .
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F1G. 3.3 — SIMULATION DU MODELE 4DcTL. Evolution du taux de CD4 sains et du taux de
CTL pour g = le-7 (lignes —), ¢ = le-5 (tirets — —), ¢ = 5e-5 (pointillés - --), ¢ = 9e-5 (tirets
+ pointillés —-—).

L’activité cytotoxique des CTL (modélisée par ¢) permet d’améliorer 1'état
d’équilibre du systéme : réduction du taux de CD4 infectés, et donc de la virémie
et augmentation du taux de CD4 sains. En revanche, on se rend compte que cette
activité cytotoxique tend a inhiber la production méme de CTL (phénoméne tout
a fait logique). Le taux moyen de CTL décroit quand ¢ croit.

Cette inhibition de la réponse immunitaire (en CTL) par les CTL (par élimi-
nation des CD4 infectés) est justement I'une des difficultés rencontrées par les
cliniciens dans la mise en place de I'auto-immunisation CTL contre le VIH.
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FIG. 3.4 — SIMULATION DU MODELE 4DcTL. Evolution du taux de CD4 infectés et de la charge
virale pour ¢ = le-7 (lignes —), ¢ = le-5 (tirets — —), ¢ = 5e-5 (pointillés - - - ), ¢ = 9e-5 (tirets
-+ pointillés —-—).

3.3.2 Le Modéle 5D avec la dynamique des T8 (5Dctl)

Le modele 5D que nous introduisons est le systéme (3.3.4). Il sera noté 5Dctl.

T = s—0T — BTV +p(T,V),

T = PIV — puI™ — qT*Tcrra,

Torin = A—wTl™Terin — aTorin, (3.3.4)
Torra = wI™erin +aTT Torra — YIcTLa,

V = kT —cV.

p(T,V) = TTKLJFV est le terme de prolifération des CD4 sains. T, est la quan-
tité de CTL naifs et Tcrra, les CTL actifs. Aprés rencontre d’un T4 infecté,
les CTL naifs (TcrLy) s'activent a un rythme wT*Terp, et deviennent des CTL
activés. Ces cellules activées (TorLa) proliférent a un rythme a7 T* Ty, propor-
tionnel au nombre de CD4 sains, de CD4 infectés et de CTL activés. Les CTL
activés sont responsables de I’élimination des T4 infectés (via le terme ¢T*Trra)-
Ce modéle ne fait pas la distinction entre les CTL précursseurs, effecteurs ou mé-
moires. Tous ces CTL sont compris dans la population des CTL activés (CTLa).
Ses parameétres sont présentés dans la Table 3.3. Les Figures 3.5 et 3.6 présentent
des simulations théoriques des différentes dynamiques du modeéle 5Dctl pour dif-
férentes valeurs de q. Les paramétres utilisés sont s = 10, 6 = 1le-2, § = le-7,
1#=0.0999, A =1, w=1e—3,a=>5e8, a=2e3,v=1e—3, k=500et c =0.3.
La prolifération des CD4 n’a pas été considérée (r = 0). Les conditions initiales
du systéme sont (T(O), T*(O>7TCTLn(O)7TCTLa(O)7 \%4 0)) = (1000, O, 500, O, 100)
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Paramétres || Définition Unités
q Elimination des CD4 infectés par les CTLa mm?-jour*
A Production des CTLn par le thymus mm ™ >-jour
w Taux de production des CTLa par activation || mm?3-jour™?
a Taux de prolifération des CTLa mm?®.mm?-ml~!
o Taux de mortalité des CTLn jour™*
o1 Taux de mortalité des CTLa jour™!

TaB. 3.3 — Liste des paramétres du modéle 5Dctl. Les autres paramétres sont disponibles dans
la Table 3.2. Les CD4 et CTL sont exprimés en mm™3. La charge virale est exprimée en ml™",
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F1G. 3.5 — SIMULATION DU MODELE 5DcTL. Evolution du taux de CTL naifs et du taux de

CTL activés pour ¢ = le-7 (lignes —), ¢ = le-5 (tirets — —), ¢ = 5e-5 (pointillés - -

(tirets + pointillés —---).

')a q = 9e-5

La distinction des sous-populations de CTLa et de CTLn révele que lactivité
cytotoxique des CTL tend, en fait, a inhiber la réponse immunitaire en CTLa
(résultat tout a fait attendu).

La mise en place d'une possible auto-régulation persistante (et a long terme)
du taux de CD4 infectés pas les CTL devra donc tenir compte de cet aspect de

I'infection.



tel-00120086, version 1 - 13 Dec 2006

24 Modélisation mathématique de I’infection VIH

1000

A q=le-7
E so0f - - — g=le-5[]
g Bttt EERRRER g=5e-5
o e0f \S~———m—— . q=9e-5[]
[
400 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

100

%)

T (CD4/mm
[
=]

*

V (copies/ml)
P

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
t(jours)

FIG. 3.6 — SIMULATION DU MODELE 5DcTL. Evolution du taux de CD4 sains, du taux de CD4
infectés et de la virémie pour ¢ = le-7 (lignes —), ¢ = le-5 (tirets — —), ¢ = 5e-5 (pointillés
-++), ¢ = 9e-5 (tirets + pointillés —-—).

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la modélisation de I'infection VIH. Trois
modeéles ont été présentés :
e le modéle 3D standard et
e deux nouveaux modéles : le modeéle 4Dctl (3.3.3) et 5Dctl (3.3.4). Nous avons
introduit ces modeéles pour permettre 1’étude de l'activité cytotoxique des
CTL. IIs ont I'avantage d’étre identifiables tout en étant plus complets que
les modéles qui existent dans la littérature.
L’application de ces mode¢les a 'aide au diagnostic clinique nécessite une bonne
connaissance de leurs paramétres. Ces paramétres sont estimés a partir des me-
sures cliniques standard, a savoir le taux de CD4, CDS8 et la charge virale. Tou-
tefois, ce probléme d’estimation n’est solvable qu’a condition que les paramétres
des systémes étudiés soient identifiables. La seconde partie de ce mémoire traite
donc de ce probléme d’identifiabilité des systémes dynamiques.
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L’identifiabilité des systémes
dynamiques
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Chapitre 4

Identifiabilité des systémes en
temps continu

4.1 Introduction

Le concept d’identifiabilité des systémes linéaires et non-linéaires est apparu
dans les années 60. Les années qui ont suivi ont vu naitre plusieurs contributions
dans ce domaine ([27], [28], [29], [30], [31], [32], [33]). Considérons le systéme

T = f(x,u,0), rog = x(0),
Y5 & y=h(z,0,u), (4.1.1)
teRT,

r e€R" ueR” yeRP O e R?sont respectivement les états, les entrées, les
sorties et les paramétres du systéme. 6 est le vecteur des paramétres a calculer.
Le probléme d’identifiabilité peut se formuler comme suit : si on considére le sys-
teme dynamique X5, dépendant du vecteur de parametres € RY, ¢ € N*, a quelles
conditions les systemes X et X (c’est a dire {x(xo,u(t), 01),y(wo, u(t),01)} et
{z(zo,u(t),02), y(xo, u(t),02)} suivent des trajectoires distinctes, pour deur va-
leurs distinctes 61, 05 ? La notion d’identifiabilité permet donc de vérifier, avant
toute procédure d’estimation des parameétres du systéme, si le probléme d’estima-
tion admet une solution. Le cas échéant, elle nous donne les conditions nécessaires
au calcul effectif des parametres. Ceci a trés tot suscité I'intérét des domaines de
recherche tels que la biologie, la chimie et la physique. Ces domaines étant, trés
souvent, soumis & des contraintes sévéres en terme d’expérimentation (surtout en
biologie [34]), l'identifiabilité y a trés vite trouvé sa place.

Dans ce chapitre nous rappellerons de maniére synthétique les différentes no-
tions d’identifiabilité des systémes en temps continu qui existent dans la littéra-
ture. Ces notions nous seront utiles dans ’analyse de I'identifiabilité des modéles
qu’on utilisera. Nous introduirons les 2 notions d’identifiabilité entrée/état et
d’identifiabilité entrée/ sortie pour caractériser sans ambiguité toutes les notions
d’identifiabilité qu’on a pu rencontrer.

Enfin, nous montrerons que les modeéles 3D, 4Dctl et 5Dctl sont tous identifiables
a partir de leurs informations entrée/sortie; a savoir le taux total de CD4+, le
taux total de CD8, et la charge virale.
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4.2 Concepts et définitions

On considere toujours le systéme X

T = f(x,u,0), xog = x(0),

Yo & ¢ y=h(z,0,u), (4.2.1)
teR*,
avec T = [xlaan e >xn]T S Rn’ u = [U1,U2,' o aum]T S Rm’ [y17y27 e 7yp]T €
R?, 0 = [01,04,---,0,]" € R%. f et h sont supposées méromorphes.

Définition 4.2.1 (non-identifiabilité [33]|) Le paramétre 0;,1 =1,2,--- q du
systeme (4.2.1) est dit non-identifiable sur lintervalle de temps [0,T], T > 0,
s’il existe une infinité de valeurs pour 6; qui satisfont les équations du systeme
5. St au moins un parametre 0; satisfait cette condition, le systéme est dit non-

identifiable.

Exemple 4.2.1 Le systéme
T = 91927

—r (4.2.2)

est non identifiable. L’ensemble des valeurs de 6 qui satisfont le systeme est
s

89 = {(91,92) . 91 = 9—
2

,92 = R*}

Définition 4.2.2 (systéme-identifiabilité [33]) Le paramétre 0; est dit sys-
teme-identifiable sur Uintervalle [0, T, T > 0, s’il existe un nombre fini de valeurs
(> 0) pour 0; qui satisfont les équations du systéme X§. Le systeme 3§ est dit
systeme-identifiable si tous les paramétres 0; sont systéme-identifiables.

De maniére plus usuelle, la notion de systéme-identifiabilité se rencontre dans la
littérature courante sous le nom d’identifiabilité locale.

Exemple 4.2.2 Le systéme

Lt‘l - 9%,
Ty =0, (4.2.3)
Yy = xo + 0s.

est systeme-identifiable. L’ensemble des valeurs de 0 = (01,02) qui satisfont le

systeme est fini et égal a Sp = {(—v/T1,y — 2), (VE1,y — x2) }.

Définition 4.2.3 (paramétre-identifiabilité [33]) Le paramétre 0; est dit para-
meétre-identifiable sur Uintervalle [0, T], T' > 0, s’il existe une et une seule valeur
pour 0; qui satisfait les équations du systéme Xf. Le systeme 2§ est dit parametre-
identifiable si tous les parametres 0; sont paramétre-identifiables.

Cette notion de parameétre-identifiabilité se rencontre dans la littérature courante,
sous le nom d’identifiabilité globale. Contrairement a l'identifiabilité locale, elle
est beaucoup plus stricte et impose une solution unique au probléme d’identifi-
cation.
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Exemple 4.2.3 Le systeme
T =4,

— o (4.2.4)

est parameétre-identifiable. Il existe une et une seule valeur § = & qui satisfait le
systeme.

Ces notions de systeme-identifiabilité et de paramétre-identifiabilité définies ci-
dessus sont des notions qui caractérisent 'identifiabilité des systémes dynamiques
d’un point de vue purement structurel. C’est a dire qu’elles tiennent compte des
informations entrée/état dans la vérification de 'identifiabilité des paramétres du
systéme. L’identifiabilité structurelle est une notion large qui englobe toutes les
autres notions d’identifiabilité. Elle traduit les relations entre les paramétres, les
états, les entrées et les sorties du systéme et ce, indépendamment des procédures
expérimentales utilisées pour l'identification des parameétres. Cependant, n’ayant
pas accés, dans la plupart des cas, a tout 1’état du systéeme lors de I'identifica-
tion, il est tout a fait clair que cette notion structurelle de l'identifiabilité ne
pourra pas étre applicable en pratique. L’identification des parameétres passe par
une connaissance des informations entrée/sortie (et non entrée/état) du systéme.
Dans la section suivante (et en pratique), nous nous intéresserons a cette notion
entrée/sortie de I'identifiabilité.

Remarque 4.2.1 La notion didentifiabilité représentera donc l'identifiabilité en-
trée/ sortie des systémes.

4.3 Identifiabilité entrée/sortie (algébrique)

L’identifiabilité entrée/sortie consiste a savoir a quelle condition les sorties yg,
et yp, d'un systéme 3§ suivent des trajectoires distinctes pour deux parametres
distincts 6, 5. Comme nous 'avons souligné précédemment, I'identifiabilité lo-
cale est équivalente a la notion de systeme-identifiabilité. Elle implique que la
solution au probléme d’identification existe, est non-unique et finie. Cette notion
est beaucoup moins restrictive que I'identifiabilité globale qui implique une uni-
cité de la solution au probléme d’identification. Pour cette raison, nous ne nous
intéresserons donc qu’aux propriétés locales de I'identifiabilité.

Remarque 4.3.1 Soulignons que l'identifiabilité globale, contrairement a [’iden-
tifiabilité locale, n’est pas une condition nécessaire a la mise en cuvre de l’iden-
tification.

Rappelons les notions de distingabilité et d’identifiabilité locale faible et forte.

4.3.1 L’identifiabilité locale faible et forte

Considérons une entrée u(t) : [0,7] — U, avec U un sous-ensemble ouvert et
connexe de R™. On dira que u est une entrée admissible pour le systéeme 3§ si u
est bornée et que le systéme différentiel X admet une solution (sur [0,77]). Dans
la suite, on désignera par P (resp. ) et M) un ouvert connexe de R? (resp. R?
et R™.)
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Définition 4.3.1 (distingabilité [35]) Soit T > 0, zo € M. Les paramétres
01,05 € P sont dits xg-indistingables sur l'intervalle de temps [0,T], si pour toute
entrée admissible u,

y(t, 01, o, u(t)) = y(t, 02, o, u(t)).
sur [0, T]. Dans le cas contraire, on dira que 6y et 0y sont xq-distingables.
On notera par I, () 'ensemble des paramétres qui sont x-indistingables de 6.
Exemple 4.3.1 Soit le systéme
T = Ox,
Yy =x.

Soit 01,05 € R tels que 0, # 0. Alors
e 01 et Oy sont 0-indistingables,
o sixg # 0, 0, et Oy sont xg-distingables.

(4.3.1)

Définition 4.3.2 (identifiabilité locale faible [35]) Soit T > 0, zg € M et
0 € P. Le systeme 3§ est dit localement faiblement xq-identifiable en 6 sur [0, T],
s’il existe Vg C P, un voisinage ouvert de 0, tel que

L,,(6) NV, = {0}.

L’identifiabilité locale faible impose donc que le seul paramétre zg-indistingable
de 0 dans un des voisinages V, de 0 (pas forcément tous les voisinages de ) soit
0 lui méme.

Exemple 4.3.2 Considérons toujours le systeme

T = Ox,
y—a. (4.3.2)
Alors on dira que
o VHeR, sizy =0, le systeme n’est pas localement faiblement xq-identifiable
en 0. En effet, quelque soit 0 € R, on a I,,(0) = R. Avec Vy =| — €€, un
voisinage quelconque de 0, on a I,,(0) N Vs =| — €;€[#£ {6}.
e VO eR, sizy#0, le systeme est localement faiblement xy-identifiable en 6.
En effet, VO € R, 1,,(0) = {0}. Et donc, pour tout Vy, I,,(0) N Vs = {6}.

Définition 4.3.3 (identifiabilité locale forte [12], [35]) Soit T > 0, € P
et xy € M. X5 est dit localement fortement xo-identifiable en 6 (sur [0,T]) s’
existe un ouvert Vo C P de 0, tel que, pour tout 01, 05 € Vy, 01 # 05, toute
entrée admissible u, les solutions x(t, 0y, xo, u) et x(t, 02, o, u) existent sur [0,T],
et leurs sorties respectives vérifient pour tout t € [0, 7],

y(t7 ela Lo, U) 7& y(t7 92> Zo, U)

L’identifiabilité forte implique donc que pour tout 8 € Vy, I,,,(0) N Vg = {#}. En
d’autres termes, tous les parameétres dans un des voisinages de 6 doivent étre tous
xo-distingables les uns des autres. De plus, ceci doit étre vrai pour tout ¢ € [0, 7.
Pour cette raison, I'identifiabilité locale forte est aussi appelée identifiabilité locale
(instantanée) forte ([12], [35]).
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Remarque 4.3.2 L’identifiabilité locale forte implique donc l'identifiabilité locale
faible.

Exemple 4.3.3 Soit le systéme dynamique suivant

i = 0%z,

y— . (4.3.3)

* Cas1l:29=1,0=0.

e Le systeme est localement faiblement xy-identifiable en 6 = 0.
Si on choisit Vy =] — 1;1[, on a I,,(0) = {0} et donc I,,(0)N] —1,1[={0}.
o Le systeme n’est pas localement fortement xy-identifiable en 6 = 0.
En effet, soit Vy =] — €; €[, un voisinage quelconque de 6 (avec € > 0). On
peut trouver deuxr paramétres 01, Oy € Vy, 61 # 0o, tels que y(t, 0, x0) =
y(t,02,70). Par exemple 05 = £5.

* Cas2:x9=1,0=2.

o Le systeme est localement fortement xg-identifiable en 0. 1l existe Vy tel que
pour tout 0y, O € Vg, y(t, 01, x0) # y(t, 0, x0). Par exemple Vo =|1; 3.

4.3.2 Caractérisation de l’identifiabilité entrée/sortie

La caractérisation de l'identifiabilité des systémes dynamiques a été étudiée
par plusieurs auteurs ([35],[12],[30],[28]....). Dans la littérature existante, on peut
remarquer que le terme "identifiabilité structurelle" a été utilisé, souvent avec am-
biguité, pour caractériser l'identifiabilité entrée/sortie (e/s) des systémes (|12]).
Dans cette section, nous allons présenter la caractérisation de 'identifiabilité en-
trée/sortie des systémes non-linéaires continus. La notion d’identifiabilité struc-
turelle sera utilisée ici pour caractériser l'identifiabilité des systémes au sens des
définitions (4.2.3) et (4.2.2).

On définit par C[0, T'] 'ensemble des fonctions N fois continuement dérivables
sur [0, 7], pour T > 0 et N un entier. Définissons une topologie sur CV [0, 7’| muni
de la norme || - || définie comme suit ([12]) :

N

N _ (4)
Vrec™nT) Il = X max O

Soit CJ/[0, T, 'ensemble des entrées admissibles pour ¢ et N fois continuement

dérivables sur [0, T]. On notera Cy[0,T] = C4[0, T).

Définition 4.3.4 (identifiabilité e/s [12]) Le systéme X§ est dit e/s-identifi-
able sl existe un réel T > 0, un entier k > 0 et une fonction méromorphe
P : RI x REFDM » RE+HDP _ RY tels que

(I)(ea u, ua T au(k)a Y, 'gv e >y(k)) =0 (434)

et

0D
det 2 # 0 (4.3.5)
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sur [0, T] pour tout (0, u,t, -, u® y 4, - y®) appartenant a un sous-ensem-
ble ouvert et dense de P x (Cy[0, T))*1 x (Cy[0, T))* L, avec (0, xo,u) appartenant
a un sous-ensemble ouvert et dense de P x M x Cf;[0,T]

Cette caractérisation de I'identifiabilité e/s fit introduite dans [12] sous le nom
d’identifiabilité algébrique. La fonction & traduit les relations entre les sorties,
les entrées et les parameétres du systéme. Cependant, il peut s’avérer nécessaire,
dans certains cas, d’avoir recours aux conditions initiales du systéme (en plus
des sorties) pour pouvoir mettre en place l'identification des paramétres. Dans
ce cas, on parlera d’identifiabilité e/s avec conditions initiales. La définition qui
vient permet de caractériser ce cas particulier de I'identifiabilité e/s.

Définition 4.3.5 (identifiabilité e/s avec c.i.[12]) 3§ est dit e/s-identifiable
avec ses conditions initiales (c.i.) connues, s’il existe un entier k > 0 et une
fonction méromorphe ® : R? x R™ x RE+Dm o R RY tels que

@(9, Zo, Up+, u0+7 U au(()]i)a Yo+, ?Joﬂ e ay(()k)) =0 (436)
et
0P
det — #0 4.3.7
et =g 7 (4.3.7)
sur [0, T] pour tout (0, xq, ug+, g+ - - - ,ué@,ym,ym, e ,yé’?) appartenant a un

sous-ensemble ouvert et dense de P x M x UK x YE+D “quec (0, z9,u) appar-
tenant a un sous-ensemble ouvert et dense de P x M x Cf;[0,T]

Exemple 4.3.4 Le systéme

T :91’2, [L’()E]R*,QGR*,
iy = 0, (4.3.8)
Yy =,

n'est e/s-identifiable que si ses conditions initiales sont connues. Avec, ® =60 —
§(0h)
x2(0)
i = 0ty = 0 ne dépend pas de 0.

=0, on a det(22) =1 # 0. Il est impossible de calculer 6 sans z5(0) car

Exemple 4.3.5 Reconsidérons le systeme de ’exemple ci-dessus, mais avec &9 =

u.
T = 91’2, Xo € ]R*,Q € R*,
Yy = 2a.

Le systéme est maintenant e/ s-identifiable (avec ou sans c.i. connues) si u # 0
On a ®:=jj— u=0 avec det(%2) = —u.

Ces deux notions d’identifiabilité e/s avec ou sans c.i. définies ci-dessus, sont
des notions d’identifiabilité locale forte. En effet, si la condition det %—? # 0 est
vérifiée, alors ® est une fonction méromorphe localement inversible par rapport
a 0 sur Uintervalle [0, T] et ce, pour tout 6.
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4.3.3 Concept algébrique de l’identifiabilité e/s

La caractérisation algébrique de I'identifiabilité des systémes a été bien étudiée
dans [12]. Tout d’abord, rappelons quelques notions d’algebre linéaire.
Soit K le corps constitué des fonctions méromorphes {z, 0, u, 1, - - -, u®}. Soit

E = vectic{dK}.

E est un espace vectoriel qui est engendré par des vecteurs qui sont des combi-
naisons linéaires d'un nombre fini de d6, dz, du, dw, - - -, du®.
Donc

VweFE, w=rdl+ &dr+ Zmdu(i),

avec Kk, £, 1; € K.
On définit

yn - U VeCt{dyv dy> Tt ady(k)}a

k=0

U, = U vect{du, di, - - -, dul®},

k=0
Xo = vect{dx},
© = vect{dd}.

On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 ([12]) Le systéme continu 3§ est e/s-identifiable si et seule-
ment si il existe n > 0 tel que

O C (V. +U,).

o Preuve (preuve compléte dans [36])

1. = : Si le systéme est e/s-identifiable alors la définition (4.3.4) est vraie. Par
conséquent, il existe n > 0 tel que df € Y, + U,,.

2. < :510 C (Y, +U,) alors il existe des scalaires &;, 1; € K telles que,

n

df = (&dy? + midu).

i=0
Donc .
wEd) = (&dy" + pdu) = 0.
i=0
Il existe donc une fonction ®(6,u, - -- ,u™,y,---,y™) telle que w = d®.
En particulier, puisque w = 0, on peut choisir ¢ telle que

P
OO, u, - u™ gy, y ™M) =0 et det g—e # 0. (4.3.10)

Théoréme 4.3.2 ([12]) 3§ est e/s-identifiable avec ses c.i. connues si et seule-
ment st
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o Preuve
Rappelons que Xy = vect{dz}.
1. = : On a toujours ), C (X + O +U,,) car

y = h(x7 07 u)’

: Oh . o Bhy _ Oh dh
= T+ x5u=+J]+75U,

Y . ox ou 8gcf ou (4311)

y™ = F(z,0,u,1-- .U(N))

Par conséquent, Y,(07) C (X(07) + © + U,,(07)). Il existe donc une fonction
w - [@waz, e >wk] telle que

Yo+ ¢1 (x07 97 uO*)
Yo+ Va(w0, 0, ug+, Uo+)

- (4.3.12)
y((]]i) wk(I0a97u0+7u0+7' o ’u(()li))

Puisque le systéme 3§ est e/s-identifiable avec ses c.i., alors, d’aprés la defini-
tion (4.3.5), il existe @ telle que

(I)(Z'Q,H,U0+,ﬂ0+,"' ,u((]]i),yo+,yo+,"' ,y(()]i)) =0 et det— 7&0 (4313)
Soit
V= (y0+>'g(]+>" ay0+) _w =0,
alors il vient que & = o - ¥, avec a € R*.
L’équation (4.3.13) implique donc que

det—;«éO

Ceci induit une relation d’injectivité entre 6 et y(xo, 0, u).
1l existe donc une transformation H : P —— (Cy[0, T])**, inversible par rapport

a (y,9,--y™)7 telle que
0 = H(x0797yay7'"y(k)7u7u7”' 7u(k))
et
(yv yv e >y(k))T = H_l(x0> 9>u>u> e >u(k))

Finalement, on a
O C (Xo+ Vo +Un).

2. < : Similaire au cas précédent.

Nous allons maintenant rappeler, de maniére pragmatique, comment appliquer
ces résultats pour vérifier les différentes propriétés d’identifiabilité des systémes
non-linéaires continus.
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4.4 Mise en ceuvre et application aux modéles 3D, 4Dctl
et 5Dctl

Comme on I'a spécifié, calculer Iidentifiabilité entrée/sortie revient a savoir si

les paramétres peuvent étre extraits des sorties du systéme. Par conséquent, un

systéme sera entrée/sortie identifiable si le vecteur de sortie y étendu ses dérivées
supérieures est localement inversible par rapport au vecteur de parameétre 6.

4.4.1 Mise en ceuvre de la vérification de ’identifiabilité
Le systéme considéré est
T = f(x>u>9)> To = [L’(O),

% £ <y = h(z,u,0), (4.4.1)
teRT,

reR" ueR™ yeRP R fetgsont supposées méromorphes.

Ce probléme a été trés bien illustré dans [12|. Tout d’abord, rappelons les no-
tions d’observabilité et d’indices d’observabilité des systémes non-linéaires ([37]).
Soit

X = vect{dz}, (4.4.2)
Y, = vect{dy", 0<j <k}, (4.4.3)
U = vect{du?, 0 < j}, (4.4.4)
© = vect{db}, (4.4.5)
et
Op =XNnY,+U+0)
pour k=1,--- n.
Alors
O, COy,C---CO,.
Les entiers k; définis tels que
k;, = C&I‘d{]{? ‘ dy, > ]{71},
avec d; = dim Oy, dp, = dim Oy, — dim Oy_; pour k = 2,--- ,n sont les indices
d’observabilité du systeme X5 ([37]).
On a
8(%7 e 7y§kl_1)7 Y2, 7y§k1_1)7 oy Yps 7y1(7k1_1))
rang % Z

Alors, pour tout i =1,---,p,
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dy® ™ = €y do + g - dO(mod U), (4.4.6)
P kr
dy=" = Z Z sy + 71541 - d(mod U).
r=1 s=1
On en déduit donc que le systeme 3§ est :

(1) entrée/sortie identifiable avec les c.i. s'il existe des entiers kf (i = 1,--- , p),
tels que le systéme composé des équations dy;, dy;, - - -, dyi(ki D 50it locale-
ment inversible par rapport a 6. Ce qui est équivalent & dire que

[y ]
Y1,k
rang | : = dim(6). (4.4.7)
Tp1
L Tpiky

(2) entrée/sortie identifiable (sans les c.i.) s'il existe des entiers [} (i = 1, -+, p),
tels que le systéme composé des équations dyi(ki), dyl-(kiﬂ), ceey dyl-(li) soit lo-
calement inversible par rapport a 6. Ce qui est équivalent a dire que

[ 1,k |
Y1,%
rang | : = dim(6). (4.4.8)
pr,kp
| Tply

Remarque 4.4.1 L’observabilité du systéme n’est pas une condition nécessaire
a la mise en place de la vérification de lidentifiabilité. Le calcul des indices d’ob-
servabilité n’est en aucun cas conditionné par [’existence de ['observabilité du
systeme. Méme si la démarche présentée ici passe par une détermination de la
structure d’observabilité du systéme (parce que c’est, a notre connaissance, la mé-
thode la plus simple pour vérifier si un systéme est identifiable), cette démarche
n’est pas obligatoire.

Exemple 4.4.1 Considérons le systéme
i1 =01, w0 =(1,0),
29 =0, (4.4.9)
Y= 1.
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X = vect{dx,dxs}, Yy = vect{dz,}, YV = vect{dxgk)}, Ce systéme n’est pas
observable. Cependant, il admet un indice d’observabilité k = 1.
On montre donc qu’il est e/s identifiable (avec ou sans les c.i.) car

0y, 9)
=1.
rang—n;

4.4.2 Identifiabilité e/s du modéle 3D

T = s—06T—pTV +p(T,V),

T = BTV —ul*,

V = kKT*—¢V, (4.4.10)

n = T+ T*>

vy = V.

avec p(T,V) = 1T = V Y1, la charge totale en CD4 et y,, la charge virale sont les
sorties mesurées du systéme. En calculant les indices d’observabilité, il est trivial
de montrer que ce systéme est observable avec ky = 1, ko = 2 par exemple.

On a

* yQ + CY2
Tr = 2152
k
D’ou
1
T = [T* + T*} 4411
T I ( )
1 |1 + u iz
— . 4.4.12
/62[y2+ 2 yz+ky2} ( )

1) En utilisant y; = T + T, il vient que

Y1 = (G2 + (c+ p)i2 + peys + Bipyz + Beys] -

1
kﬂyz
Et donc

Go = kByiys — (c+ )9 — pcys — Biys — Beys. (4.4.13)
= 010,y1y2 — (02 + 03)y2 — 0205y2 — 04(Y2y2 — 92y§), (4.4.14)

avec 0 = k, 0, = ¢, 03 = u, 0, = (. Les paramétres 6,65, 603,604 sont donc
identifiables & partir de I’équation (4.4.13) si

A(ija, ys sV y$))

ran =4, 4.4.15
& 8(917 927 937 94) ( )
1.e., si
041192 —Y2—bsy2 Y2 — by M
ran 4(91?/2) yz 3Y2 yz 2Y2 — 4 (4.4.16)

04(y1y2)@ —yg —93y2 —yg —92y2 M
04(y1y2) —y2 93y2 —y2 92?/ M®
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avec
M = 01y1y> — Gayz — 0233 (4.4.17)

La condition (¢ — p)y192 # 0 (i.e. la charge virale est non constante, le taux de
CD4 est non nul, 5 # 0 et ¢ # u) est donc une condition nécessaire a la validation
de la condition de rang donnée par I’équation (4.4.15).

2) On a aussi

9y = s— 0T —uT™+p(T,V) (4.4.18)
_ O G dctmge Opcys po

C
%yz 4 p(T, V). (4.4.19)

En remplagant i, dans I’équation ci-dessus par son expression (4.4.13), on a donc

. o — 1, c(d —
U1 =5 — 0y + 2 ,uy2 + %?ﬂ +p(T,V), (4.4.20)
avec
1%
T = r—
Y2 .
= —=  _[ky; — 9o — . 4.4.21
k(K+y2> [ Y1 Y2 Cy2] ( )
D’ou
. O — . c(0 — ) Y2
= s5—90 A
Y1 S Y1+ 2 Y2 + 2 y2+(K+ SE
— s A P g By,

(K + y2) - EyZ - ?y2a

— 0 — A+ 0,—2 4

— =1y — ——1Yo, 4.4.22
(0s + y2) 0 V2 01 b2 ( )

avec 05 = s, 05 = 0, Oy =1, s = K, A = y1 — o — Ly,

On montre donc que les parameétres s, 0, r, K sont identifiables & partir de I’équa-
tion (4.4.22) si

. 2 3 4
A,y yt Wy

ran =4, 4.4.23
g 8(65766767798> ( )
i.e. si,
1 —-A B 0:Bg
0 —-A B 6:Bg
rang 0 —A B 97BK = 4, (4.4.24)
0 —A® B® 4,BY
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avec
Y2
B = A, 4.4.25
: K v
B = A+ A, 4.4.26
(K+y)? K-+ ( )
2 Kija(K +y2) — 2Ky3 20Ky . Yo
B = At A+ A, 4427
(K +12)° K +p? Kty (4.4.27)
] 27 (1) - .9
B®) Ky2(K+y2)—32Ky2 A—|—3Ky2(K+y2)_32Ky2A+_,_
(K +y2) (K +12)
3Ky2 A Y2 3
A+ AB), 4.4.28
(K +y2)? K+, ( )
B = - =—-——3A, 4.4.29
K7 0K T (K +p) (4.4.29)
: OB ot — Kips Yo .
Bx = == A— A, 4.4.30
" 0K (K +1yy)3 (K + )2 ( )
B = 9B _ (wih = 205 — Kijp)(K +ys) +6Kgy ,
Yoo — Ko Y2 .
2 A— A, 4.4.31
(K +12)3 (K + ) ( )
3)
3) 0B
By T (4.4.32)

La condition 7Ky, # 0 (i.e. yo est non constant, r # 0 et K # 0) est une
condition nécessaire a la validation de la condition de rang (4.4.24). Si le taux
de prolifération » = 0, alors K n’est pas identifiable. Dans ce cas, I'étude de la
prolifération des CD4 n’est plus nécessaire et on se rameéne au cas du modéle 3D
classique (sans prolifération), i.e. avec seulement 6 paramétres.

On montre donc que le modeéle 3D est entiérement entrée/sortie identifiable si

O, i i, )
rang (9(91, - ,98) 5 (4.4.33)
L : o 06 e )
expression totale du Jacobien I' = 3(0r .~ 05) est
- P Q R 0o 1 -A B 0:Bk T
P Q k0 0 -A B 6B
2 QO R 0 0 -A B 6:Bg
P& Q¥ R® 0 0 —A® B® g,.BY , (4.4.34)
019192 o N M 0 0 0 0
01 (y1y2) 0 N M0 0 0 0
01(y1y2)? O N M0 0 0 0
L 0u(p11p)® OB NG MG 0 0 0 0 .
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avec
N = —js— oy, (4.4.35)
O = —ijs— Oy, (4.4.36)
= |0+ 97(98‘7172%)] {Hi%yg + Z—;y2:| + Z—‘I;yg + 9;—?@2, (4.4.37)
2
Q = Gin- Z_:wgyfyz) G e
R = —9—1192 - Z—ij. (4.4.39)

La condition de rang (4.4.33) est vraie si :

e la charge virale est non constante,

ectr#0, K#O.
Notons que les conditions ¢ # pu, § # 0 et y; # 0 ne sont plus nécessaires dans
I'expression totale du Jacobien donné par la matrice (4.4.34).

On en déduit donc qu’un minimum de 11 mesures sont nécessaires pour calculer

les 8 paramétres du systéme (car le calcul de y§4) et de y§5) est conditionné par
'existence de 5 échantillons de y; et 6 échantillons ¥, au minimum.)

Remarque 4.4.2 (ordre de dérivation des sorties)
Le choix des ordres de dérivation dans la condition de rang donnée par l’équation
(4.4.33) n'est pas unique. On aurait pu aussi utiliser yf’) et y§4). Ce choix de ces

ordres de dérivation devra donc se faire en fonction du nombre de mesures dis-
ponibles (ou faisables) pour chaque sortie. Dans tous les cas, E (I; + 1) mesures
sont nécessaires (au minimum) pour estimer les paramétres du systéme (l; étant

Uordre de dérivation choisi pour la i°™¢ sortie).

4.4.3 Identifiabilité e/s du modéle 4Dctl

Le modeéle 4Dctl tient compte de la dynamique des CD4 sains, infectés, des
CD8 (les cellules cytotoxiques appelées CTL) et des virions. Il met a contribution
13 paramétres et se formule comme suit :

(T = s—0T — BTV +p(T,V),
T = pIV — uT™ — qT"Ter,
Tor, = A+ aTT*Terr, — aTorn,
Vo = kT =V, (4.4.40)
U = T+1T
Y2 = Tcrw,
L U3 = V.

y1, le taux total CD4, ys, le taux total de CD8 (de CTL) et ys, la charge virale sont
les sorties mesurées du systéme. Le terme de prolifération est p(T, V') = rTKLJrV.
Ce systeme est observable avec des indices d’observabilité ky = 2, ko = 1,

ks = 1 par exemple.



tel-00120086, version 1 - 13 Dec 2006

4.4 Mise en ceuvre et application aux modéles 3D, 4Dctl et 5Dctl 41

On a
T Vst s (4.4.41)
k
et
1 ik * *
T = — [T +uT* +qT TCTL]>
Bys
1 U3 Us | Ysya ]
= —|uc+Z +(c+p)= + ¢ +qgeys| . 4.4.42
k3 [,u Y3 (et n) Y3 Y3 v ( )

1) En utilisant I'égalité y; = T + T, il vient que
s = kByiys — (c+ p)is — peys — qisys — qeyays — Bisys — cBys3,
= 60105y1y3 — (02 + 05)U3 — 0205y3 — 0493Y2 — 04602y2y3 — ...
O593y3 — 020513 (4.4.43)

En posant

91:]{7, 02207 93:M7 94:q7 65:67

les paramétres (3, u1, ¢, k, ¢ sont donc identifiables a partir de I’équation (4.4.43) si

8(];3, e 7y§6))
ran =5, 4.4.44
500 0) (4444
1.€,
05913 M N O P
Os(yrys)) M N O P
rang | Os(y1y3)® M N O P | =5 (4.4.45)
bo(yrys)® MO NGO 0B po
‘95(y1y3>(4) MW N® oW pW
avec
M —y3 — O3y3 — O4y0y3 — 95y§, (4.4.46)
N = —y3—bays, (4.4.47)
O = —ysys — Oayoys, (4.4.48)
P = 61y1ys — Ysys — Oou3. (4.4.49)

La condition fBy19y3 # 0 est donc une condition nécessaire a la validation de la
condition de rang (4.4.44).
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2) Pour la sortie y,, on a

Uy = N+ aTT ys — oo,
e
128

a
- A+
+k25

1e*ys + ciis + c(c + 1)ys + qcysys + qc’yays ] Yo — QY2

[93 + cys] {uc + 2 4 e w2+ B2 qcyz} Yo — Qyo,
Y3 Y3 Y3
.o . '2 .2
. YsYs Yy Y3y .
[ peys + 22 4 (e 4 )2+ B+ qeysys + -
Y3 Y3 Y3

= N+

a ' . .9 )
_ )‘+T [ (cz+2uc)y3y2+ Y3Ysy2 +(c+u)y3y2 +q?/3?/2 4+
k25 Ys Ys Ys
2qcysys + peysys + cijsys + 4 ysys ] — ays. (4.4.50)

En substituant §j3 par son expression (4.4.43), dans I’équation ci-dessus, on obtient

2

o a4 ac ac 2 a . 2ac .
Y2 = 2 Y1Y2Ys 12 Y2Y3 ky1y2y3 12 Y2Yslys — ...
a .
ﬁyzy:a — Y2,
0402 . 2050 .
= O + 0:020192y3 — %ng + O8y1y2Y3 — 98 2 yoyss — ...
1 1
Os .
g, Y2Ys — 072, (4.4.51)
1
avec g = A\, 07 = a, et g = 7. Les paramétres 6, 07, 03 sont donc identifiables
a, partir de I’équation (4.4.51) si

a(y% yQa yég))

ran =3, 4.4.52
®"0(05, 07, 05) 452
i.e.
I -y C
rang | 0 —go C | =3, (4.4.53)
0 —ij, &
avec
62 .20 A
C = Ooyr1yoys — 9—2y2y§ + Y1Y2ys — 9—2y2y3y3 — g Y2Us: (4.4.54)
1 1 1

La condition yoy3 # 0 (i.e. la charge virale doit étre non nulle et le taux total de
CDS8 doit étre non constant) est donc une condition nécessaire a la validation de
la condition de rang (4.4.52).

3) Enfin, pour la sortie y;, en utilisant la relation

h = s—=0T —pI™ — qT"Ter, + p(T, V),
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ubstitu r leurs expressi T iv
et en substituant 7" et T™ par leurs expressions respectives, on a

v o= s—%—i@_LCjL'u)@_é_q@_
kB kBys kﬂ ys kB oys

dqc ) c
kqﬂ Y2 — %ys - %ys kyzyza - %yzyg +p(T,V),  (4.4.55)
avec
Ys
T.V) = +T ,
p(T,V) T
Y3
= ————ky1 — U3 — 4.4.
k(K +ys3) Vg = 9s = eyl - (4.4.56)

Finalement, en remplagant gjs par son expression (4.4.43),

o—p. c(d—p)

U = s—0yi+ 3 y3+T?J3—---
) c
%mm—%wm+kmﬁ ﬂ@l — cys)
Y3 K. He
= s—0D+—""—D — )3 — —y3 — ...
s (K ) EPTED
%?MJ:@ — ?y2y37
Y3 05 . 0205
= 0y — 0D +0,,———D — —qj3 — —=
9 10 + 011 02+ 75) 8, U3 o, Yz —
0, . 050
s — —— Yals. (4.4.57)
0, 0,

avec 0y = s, 010 =90, 011 =1, 6o =K et D=y, — %93_ z_fy?)_

Les paramétres g, 019, 6011, 012 sont donc identifiables a partir de I’équation (4.4.57)
si

. 4
rangaa((ye;: :?éﬁl:)) =4, (4.4.58)
1.e. si,
1 -D E 60uBg
rang 8 :g g Zigﬁ = 4. (4.4.59)
0 —D® E® g,y
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avec
Y3
E = D, 4.4.60
K+ ys ( )
B o= M p W op (4.4.61)
(K -+ y3)2 K + Y3
- Kis3(K +y3) — 2Ky3 2Kys - Yys o
E = A+ D+ D, 4.4.62
(K + o) Erurl " K+p (4.4.62)
g _ [ +ys) — 2631 KK ) —2KG8
(K +y3)? (K +y3)?
3K?Js - Ys
b DB 4.4.63
(K + ys3)? K +ys3 ( )
o Ys
. OF  ysis — Kijs Y3 .
i - 9B D_ D, 4.4.65
T TN R e (4.4.65)
B OF Ui 28 KOS +00) <O
oK (K + y3)
y3ys — Ky - Y3 -
BB "I B P 4.4.66
G e (4.4.66)
OE®)
EY = 7 (4.4.67)

La condition rKy3 # 0 doit donc étre vérifiée pour que la condition de rang
(4.4.58) soit vraie. Si r = 0 (pas de prolifération) alors K n’est pas identifiable.
Dans ce cas, on se raméne tout simplement au cas du modéle 4Dctl sans prolifé-
ration, i.e. avec seulement 10 parameétres a étudier.

Le modeéle 4Dctl est donc entiérement entrée/sortie identifiable si et seulement si

. 6 . 3 . 4
rang&(ylv"' 7y§ )7y27"' 7y§)7y37"' 7y§ )) :12’ (4468)
8(917 e 7012)
I : o T Oyt g s i )
expression totale du Jacobien I' = 56, 62) est
i Q R s T 0 0 0 0 1 -D E 01Eg ]
Q R S T 0 0 0 0 0 =D E 011 Fk
Q R S T 0 0 0 0 0 =D E 011 FEx
Q¥ R® s 1® o 0o 0o 0 0 —-D® E® ¢,EY
U 1% 0 0 0 1 —y» C 0 0 0 0
U 1% 0 0 0 0 -5 C 0 0 0 0
U 1% 0 0 0 0 —jp C 0 0O 0 0 )
0513 M N O P 0 0 0 0 0 0 0
Os(yays) M N O P 0 0O 0 0 O 0 0
Os(yys)® M N O P 0 0 0 0 0 0 0
0s(y1y3)® M NG 0B pB® g 0 0 0 0 0 0
| Os(ays)™® MW NW oW p® oo 0 0 0 0 0 0o ]
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avec
Ys 1. 02 ‘93 . 9293
= |u——= —bo| |zt — U3+ Y3 — .
“ (01 + y5) 10] {9% vat Q%yg} * 6? Ys+ 0? Y5
O, . 020
9—§y2y3 + %yzy& (4.4.69)
1 1
010 0 v; 03 0,
R = —=ys— - — 2=Ys — 2-Uays, 4.4.70
0T 0 Oty 0,0 g, ( )
1 0y
= U 5 4.4.711
S ARl (4.4.71)
1 . b
T = —2yys — 7 Yays = 25, (4.4.72)
0, 01
0502 2050 . Oy .
U = —%ng - %ngyg + 6’_§y2y3’ (4.4.73)
1 1 1
26050 20 .
V. = Osyiyays — %yzyg - 9—8y2y3y3- (4.4.74)
1 1

Cette condition rang donnée par 1’équation (4.4.68) de rang est vraie si
e la charge virale est non constante,
e le taux total de CD8 est non constant,
ectr#0, K#O0.

Dans ce cas, un minimum de 16 mesures sont nécessaires a l'identification des
parameétres du modeéle 4Dctl. Par exemple :

e 7 mesures du taux total de CD4,

e 4 mesures du taux total de CDS8 et

e 5 mesures de la charge virale.

4.4.4 Identifiabilité e/s du modéle 5Dctl

Le modéle 5Dctl est le suivant

(T = s— 0T — BTV +p(T,V),
" = BTV — T — qT" Torra,
Terin = A—wIl™Terin — aTorin,
TCTLa = wWI™Terin + a1 T*Terra — YIorLas (4.4.75)
\% = kT™ —cV,
Y1 = T+4+1T,
Y2 = Tctin + ToTLas
\ Y3 = V.

o Observabilité du systéeme :
T est observable a partir de la charge virale via I’équation

U3 + cy3
k

Donc T est observable via ’équation T' =y, — T™.
De I’équation

T* = . (4.4.76)

gy1=s—0T — puT* — qT" Torra + (T, V), (4.4.77)
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on montre donc que I'état Torr, est observable. On en déduit que Torr, est donc
observable car yo = Torrn + ToTLa-

Le systeme 5Dctl est donc observable avec comme indices d’observabilité k1 =1,
ko =1, k3 = 3 par exemple.

o Identifiabilité du systeme

1) En substituant 7% et 7' par leurs expressions respectives 7% = % et T'=
Y — W% dans la 2¢ équation du modéle 5Dctl, on a

1 . . .
—————— [ijs — kByrys + Bysys + (¢ + w)is + ...
q(cys + y3)

B3 + cuys) - (4.4.78)

TCTLa

Donc

¥ = Torwn + TorLa,
A —a(ys — Torra) + alTT*Terra — YTeTra,
ac ac?

= 7 —1ysleria — k2 —Y3TcTLa +

2ac
2 —5 YsUsTorra — 12 ygTCTLa + aTerra — oYz —

’YTCTLa + )‘7

a
EylySTCTLa —

. ale+p) o

_|_7 — ..
Ysys k2q ?/3
a . ac . a ac’f 5 ac*p
— i3 + ——Yals + - Valis + + —~
qulyi’: k2qy3y3 quysy?, k2q Ys k2q Ys
203 acB ,.  af acp
kg y1y3y3—|— i2q —5 Y3y + = —— Yl — ke ——Yiyz + ...

af , 2acB (v —a) ..
- —_— — kp + ...
q Y1Yys — kq nyYs a(cys + 73) [?/3 nys

cBY3 + Bysys + cuys + (1 + €)Ys] — ayz + A (4.4.79)

_alet+p) o ac(c+2p)
= kg yly3+ i2q

En posant,

0=k, Oo=c, O3 =3, 1=, 5=p, 5= — O =a, Oy =\,
q q

on montre que les parameétres 6y, - - - , fg, sont identifiables & partir de I’équation
(4.4.79) si

a(?)?a e ayég))
rans 8(91, e 798)

=8, (4.4.80)
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1.e., si

BN S
o: - &
Q: Q- Q
o0 T
& &
T
<

w
w

rang

o~

— =~~~ T~
ot
= 2 2L 22
o~

AAAAA
= o
s B 2 2 &
NS
no

O O O OO O oo -

S
B EES EES E WS

T
3
oy
N
3
Q
~
3
3
&5
—~
W~
N
|
NS
N~
3
L

avec

0u(0s+05) . 20402(05+205) . 204(65 +05)

A = ——— 2 — A L T
9% Y193 9;1), Ysys 9;1), Y3

Oy . 2040y . 204, . 20,0305 , 20,0305 ,
9—%%?/3—9—%%?/3—9—%%?/3— 9% Ys — 9% Ys

20,03 . 40,0505 . 20,05 ., 040905

20,0505 0505

Y3 — o Y1Ys,
03 5 (Oays + 3)

O, . 04(205+205) . 0y, Oy . 20,0505 ,

— — — + — + ...
9% Y1Ys3ys 9;1), Y3Y3 9;1), YsYs 9% Y193

(4.4.81)

(4.4.82)

91 y1y3 _I_ 9% y3y3 _I_ 9% y3 _I_ 9% y3y3 _I_ 9% y3 _I_

26,6,0 20,05 ,. 040 26,6
222 Sy3 + 942 Sy — %ylys - %yly?, + ..
1 1 1 1

9 .o
G [ = Oy + O+ Oub +

O3ys03 + (05 + 02)93) — (B2ys + ¥3) (6395 + 5y + U3)]
0,03 , 26, 20,6,

o0
O = 7Y — S ysts + —gzYsds + 3Ys05 + Oayiys — -
1 1 1 1

20,6 0 )
ey m [—Hlylys + bhy; + y3y3] ;
Oy + 0 ) 05(05 + 26 ) O + 05) .
D - _(2T5)yly3 + %ym + %yg L
1 . 0y . 1. . 620 026
iz + e—iysyg + otslis + 2—23@/% + g—;’yg —.
1 1 1 1

01
20 20,0 0 020
3 203 3y — 2y

Y1Y3ys 9% Y3Ys 9%?/393 o,

01
2650
Osy1ys — %yly?ﬂ

0, 20,0, 01 o 003 5 0.0

E = ——=y3+ —y303 + — —= —= 0
91y1y3+ 52 y3y3+9%y3+ 02 Y3 0, Y1y3 + Us,

(4.4.83)

(4.4.84)

(4.4.85)

(4.4.86)
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1
F = —— |ij5— 0,0 + 0203y3 + O3y333 + ...
(0253 + U5) [ys 1U3Y1Y3 2U3Y3 3Y3Ys
020513 + (05 + 02)3s] - (4.4.87)

La condition 9273 # 0 est une condition nécessaire a la validation de la condition
de rang donnée par I’équation (4.4.80).

2) On a aussi
n = s—01T —pI" —qT" Terra +p(1,V),
1. )
= 5= 0y =T7) —uT" — ¢ i3 — kByrys + Bysys + ...
. Y3
¢+ pys + cBy; + + —T),
(c+ 1)y + cBy; + cpys) Ko (11 )

c+d—2p. 1. c(d—2p)
Ty?, E?/?) + Ty?,

[kyr — U3 — cys)
0y — 205 . 20504
Ys —

= 5—0y1 + Byiys +

B0 g+ -
P kPP T EK 4y

Ys
= 0y —0,0G+0 G+0 — ..
9 100G + 11912+y3 + Usy1ys + 7, 0, Y3
1. Oty 5 O3
0, Y3 0, Y3 7, Y3Ys3- (4.4.88)

avec 0g = 5, 010 =90, 011 =71, 01 =K, G =y, — 6_1193 _ 3—393-

Les parameétres g, - - - , 01 sont donc identifiables & partir de I’équation (4.4.88)
si
8(@17 e 7y§4)>
ran =4, 4.4.89
ga(99>910>911a912) ( )
1.e. si,
1 -G H 01 Hy
0 _G H ‘911HK .
rang |\ g G g g e | T (4.4.90)
0 —-G® HOG 911H[(?)
avec
Ys
io= G, 4.4.91
: K13 ys
= G+ G, 4.4.92
(K + y3)2 K+ Ys ( )
; Kijs(K + ys) — 2Ky3 2Kyy Ys s
H = A+ G+ é, 4.4.93
(K +y3)? (K +y3)2  K+uys ( )
/] -2 (1) .. .9
H® Ky?’(Kij?’)_?)QKyS G+3Ky3(K+y3)_32Ky3G+,,,
(K +ys) (K + ys)

3Kys3 G Ys

G®), 4.4.94
(K + y3)? K +ys ( )
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OH Ys
H e L N—] 4.4.95
r 0K (K +ys3)? ( )
' OH  ysu3 — Kijs Ys '
i g - e 4.4.96
K 0K (K +ys3)? (K 4+ y3)? ( )
i oH (ysﬂs—2932,—K?Js)(K‘i‘ys)ﬂLGK?J%GjLM
0K (K +ys)*
Ysys — Kys - Ys 2
2 G — G, 4.4.97
K+ C " K+ P 9
OH®
a?y . 44,

La condition r K3 # 0 doit donc étre vérifiée pour que la condition de rang soit
vraie. Si r = 0 alors K n’est pas identifiable. Dans ce cas, on se raméne au cas
du modéele 5Dctl sans prolifération, i.e avec seulement 12 parameétres a identifier.

3) Pour finir, on a

D’ou

ijz = KT* — cys,

= kBTys — kpT™ — kqT"Terra — cys.

s = kB(Tys)") — kuT™ — kqT TorLa — kqT* TorLa — cijs,  (4.4.99)

avec

kqT*TorLa

kqT* [wT*Torin + aTT Torra — YT oTLal
kqT* [wT™*(y2 — Torra) — aT T Torra — Y1 oTLa) §

(w+7) [kByrys — §is + cBy; — (c+ p)¥s — pcys — ...

2
9 ciqu

Bysis| + acByiy; + aByiysys + T?ﬁyg -

ac(c+2pu . 2cq . ac*(c+3p) .
%yly?ﬂ% + =Yyl + %y?,ys —.

LC; M)yﬂﬁ, + %yﬂﬁ, + 7%(20]{: 31) y3y§ + ...
W@Jé’ - %Cylysﬂg + ak—cjygjjg — %ylyggjg, + ...
%yw:’,% + %?J%?Js - %ylyé’,’ + %yﬁ, -
4a]:ﬁy1y32,?)3 + %ﬁyg’% - %ylng + ?)Z—iﬂy%yg +
ald . u 9 acdu 3

a
ﬁy3y§+ NG Y (4.4.100)
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kul™ = pijs + peys, (4.4.101)
kB(Tys)Y = kB(hys + vids) — B(iays + U3) — 2¢B13ys, (4.4.102)
kqT* Torra = w [iis — kByrys + Bysys + (¢ + )i + ..

Y3 + cys
cBy; + cuys] - (4.4.103)
(4.4.104)

En adoptant comme notations y; = yi, v1 = ylp, ¥2 = y2, 4o = y2p, ys =

y3, ys = y3p, Y3 = y3pp et yég) = y3ppp sous Mathematica®, on montre que

. 3 .
I’expression finale de yé ) devient
163 (ylpy3y3p+yl (y3p® +y3y3pp) +y3 (ylpy3+2y1y3p) 6 -y1ly3 (y3p+y3es) €7)
y3p +y3e;
1 2 2 2
V3p+y36; (y3pp“ +3y3py3pp e, + (y3p© +y3y3pp) 65 +

2 (y3p +y362) (y3pp +y3p62) 65 - (Y3p +y362) (Yy3pp +y3p6s +62 (y3p+Y36s)) 67) -
(y3p +y362) (Y3pp+Yy3y3p O3 +y3p6Os+02 (Y3p+Yy3 (y363+6s5))) (67 -613) _
61

63 (y3p? +2y3y3pp+y3 (3y3p ey - (L+yl) (y3p+y36,) 67 +yl (Y3p+y36z) 613)) + (-y12y3y3p +

y3pp=

1
02 03 65 (64 (-y12y32 0% 0203 - (y3p+y362)2 (y3pp +y3y3p 63 +y3p6s + 02 (Yy3p +y3 (y363+65))) +

ylo: (y3p+y36z) (y3pp+2y3y3p6s +y3p6s +62 (Y3p+y3 (2y363+65)))) -
61 ((y3p-61+Yy362) (y3pp+y3 (y3p-y161) 63 +y3p6s+62 (y3p+y3 (y363+6s5))) 66 +
y2 (y3p +y362)2 66 614
01 63 63

y2 (y3p+y362)? (-67+013))) ) €14 +

avec
913:(w+7)7 914:&/8,

On montre donc que les paramétres 6,3, 014, sont identifiables partir de ’équa-
tion (4.4.99) si

9y
rangM =2, (4.4.105)
a(9137 914)
1.€,
M N
rang [ N } =2, (4.4.106)
avec
M _(Y3P +y362) (6304 (y3pp+y3 (Y3p-y161) 63+y3pOs + 62 (Y3p+Y3 (y363+65))) -y2 (y3p +y3 62) O1a)
61 63 64

1
N=- Gz ogeg (V3 (V3P -yl +y362) 6564 ((y3p+y362) (y3p-y161+y36,) 04 +61 (Y3p-61+y302) G6) +

6364 ((Y3p+y362) (y3p-yler +y362) 64 (y3pp+Yy3p6s +62 (y3p+y36s)) +
61 ((y3p-61+y36;) (y3pp +y3p 6z + (Y3p +y362) 65) 66 +y2 (y3p +y362)2 (67 +613))) -2
y2e; (y3p +y362)2 66 614)

Le modéle 5Dctl est entiérement e/s identifiable si

8(@17 e 7y§4)7 3)27 T 7y§6)7y§3)7 to 7y§8)) — 14. (44107)
(01, ,01)

Les parameétres a, ¢, v, et w s’obtiennent de la maniére suivante :

CL:@ :E :96914+9 w =0 _96914_
937 q 93947 f}/ 9394 75 13 9394

0.
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@ 8 (3) (@)
L’expression totale du Jacobien I' = 20t vy W5 W) gt
(01, ,014)
o P Q 0 R 0 0 01 -G H 6uHxk 0 0]
o P Q 0 R 0 0 00 -G H 6uHg 0 0
o P @ o R o0 0o 00 -G H 6uHxk 0 0
o® pP® Q® o R® 0 0 00 —-G® H® ¢,0Y 0 0
A B C D E F -y 10 0 0 0 0 0
A B ¢ D E F - 00 0 0 0 0 0
A B ¢ D E F - 00 0 0 0 0 0
A® B® G p® p® p® 4B 9 o0 0 0 0 0o o |
AW W c@W pWw g p@ 9 o 0 0 0 0 0
A® B® G p®  pG  p® B 9 o0 0 0 0 0 0
A©®  BO ¢® pO O pO 6 9 o 0 0 0 0 0
A B ¢ p® p® p® 40 9 o0 0 0 0 0 0
s T U V. W X Y 00 0 0 0 M N
s T U V. W X Y 00 0 0 0 M N |
avec
Ys 1. 6 Oy — 205 .
O = [997 - 910} [—y:’, + U3l — ——Fpy Y3t
b2 + Y3 0 07 03
2050, 1. 0ot 5 O3 .
gz Y3 + g2 s + R + g2 Y33, (4.4.108)
1 1 1 1
‘910 1 2‘95 93
P = —ys++—0s— —ys — —u3 4.4.109
05 1
2 .
Q = 1yys— 5 Vs~ 5 YsUs, (4.4.110)
1 1
2. 20,
R = 6—y3—9—y3, (44111)
1 1
(3) (3) (3) (3)
s = W p W Oy O (4.4.112)
00, ’ 00y’ 003’ 00y’
3 3 3
W= 0y5” X:8y§) :8y§,):@ (4.4.113)
005’ 00g 00 014

Les expressions finales de S, T, U, V., W, X Y sont présentées dans 'annexe A.

Dans ce cas, un minimum de 19 mesures est requis pour que les 14 parameétres

du modéle soient identifiables.

Cette condition de rang donnée par ’équation (4.4.107) est vérifiée si

e la charge virale est non constante,

octr#0, K#0.

4.4.5 Récapitulatif des propriétés d’identifiabilité des modéles 3D,

4Dctl, 5Dctl

La Table (4.1) récapitule les propriétés d’identifiabilité des 3 modéles étudiés

ici.
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|| Modéles | 3D | 4Dctl | 5Dctl ||
Nombre de paramétres 8 12 14
Sorties mesurées CD4,V | CD4, CDS8, V | CD4, CD8, V
E/S identifiable ? oui oui oui
Nombre total minimal de mesures 11 16 19
Nombre minimal de mesures de T4 2 2 2
Nombre minimal de mesures de T8 X 2 2
Nombre minimal de mesures de V 3 3 4
(2,%.,9) (4,5,7) (5,5,9)
(3,x,8) (7,4,5) (9,5,5)
(4,%,7) (5,7,4) (5,9,5)
Choix possibles de mesures (T4,T8,V) | (5,%,6) (5,5,6) (6,6,7)
(6,%,5) (6,5,5) (7,6,6)
(7,x,4) (5,6,5) (6,7,6)
(8,%,3) (6,6,4) (5,6,8)

TaB. 4.1 — Identifiabilité e/s des modeéles 3D, 4Dctl, et 5Dctl. La liste des choix possibles de
mesures (T4,T8,V) est non exhaustive pour les modeéles 4Dctl et 5Dctl. Le symbole x signifie
qu’aucune mesure n’est requise.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté de maniére compléte 'identifiabilité
des systémes continus non-linéaires. Nous avons fait le choix d’introduire les no-
tions d’identifiabilité e/e (et identifiabilité e/s) car elle permet de définir maniére
pragmatique et sans ambiguité 'identifiabilité des systémes dynamiques.

L’identifiabilité des systémes étant vérifiée, le calcul des parameétres peut étre
mis en place. Dans le cadre de ce travail de recherche, ce calcul des paramétres
a nécessité d’autres approches de modélisation. Des systémes en temps discret
ont donc été étudiés et utilisés pour faciliter le processus d’estimation des para-
métres. En effet, grace aux avantages qu’ils offrent en terme de rapidité de calcul,
d’implémentation rapide et simple, d’absence de dérivées, les systémes en temps
discret sont trés souvent utilisés numériquement pour implémenter la plupart des
automates. L’identifiabilité des systémes en temps discret a donc été étudiée. Le
chapitre qui vient traite de ce probléme.
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Chapitre 5

Identifiabilité des systémes en
temps discret

5.1 Introduction

Comparée au cas des systémes a temps continu, l'identifiabilité des systémes
dynamiques a temps discret a été trés peu étudiée. Comme contributions majeures
dans ce domaine, on peut citer [38]. Dans ce chapitre, nous allons faire un bref
rappel des notions d’identifiabilité entrée/sortie des systémes a temps discret
([38]). Ces notions permettront de mieux appréhender le prochain chapitre.

La notion d’identifiabilité des systémes en temps discret est analogue a celle
des systémes en temps continu. Les notions l'identifiabilité entrée/état, d’identi-
fiabilité locale faible et forte des systémes en temps discret ne seront donc pas
présentées.

5.2 Concepts et définitions

Considérons le systéme non-linéaire en temps discret suivant

#(n+1) = f(x(n),u(n),0), zo = (0),
xd & %<Z)TZ Z(leﬁ?,ffl(z),ﬁ), (5.2.1)
N 6 N%’_’ Y ) Y

r e€R" ueR” yeRP O e R?sont respectivement les états, les entrées, les
sorties et les parameétres du systéme. 6 est le vecteur des parameétres a estimer. Les
fonctions f et h sont supposées méromorphes. On notera par {z}7~, {u};, {y}nv,
les séquences discrétes des états, des entrées et des sorties du systéme pour

n € {ng, -+ ,ny}.

Par mesure de simplicité, on notera par [ng, ny| la séquence {ng,ny,--- ,ny}.
Par analogie au cas continu, nous introduisons ici les notions de systéme-identi-
fiabilité et de paramétre-identifiabilité.

Définition 5.2.1 (systéme non-identifiable) Le paramétre 0; est dit non-iden-
tifiable sur [0, N], N > 0, s’il existe une infinité de valeurs pour 0; qui satisfont
les équations du systeme $4. Si au moins un paramétre 0; satisfait cette condition,
le systéeme est dit non-identifiable.
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Exemple 5.2.1 Le systéme

ZL’(TL + 1) = 9192,

y(n) = (n), (5.2.2)

est non identifiable. L’ensemble des valeurs de 6 qui satisfont le systeme est

+1
Sy ={(000): 0, = D g, gy,
2

Définition 5.2.2 (systéme-identifiabilité) Le paramétre 6; est dit systéme-
identifiable sur [0, N], N > 0, s’il existe un nombre fini de valeurs (> 0) pour
0; qui satisfont les équations du systéme 3. Le systeme X3 est dit systeme-
identifiable si tous les parametres 6; sont systeme-identifiables.

Exemple 5.2.2 Le systéme

xl(n + 1) = 9%,
za(n +1) =0, (5.2.3)
y(n) = za(n) + 0a,

est systeme-identifiable. L’ensemble des valeurs de 0 = (01,02) qui satisfont le
systéme est fini et égale a

So = {(=vai(n+1),y(n) = 23(n)), (Vi (n +1),y(n) = w2(n))}.

Définition 5.2.3 (paramétre-identifiabilité) Le paramétre 6; est dit parame-
tre-identifiable sur [0, N], N > 0, s’il existe une et une seule valeur pour 0; qui
satisfait les équations du systeme 3. Le systeme X3 est dit paramétre-identifiable
si tous les parametres 0; sont parameétre-identifiables.

Exemple 5.2.3 Le systéme

z(n + 1;: 9, (5.2.4)

y(n) = x(n)

est paramétre-identifiable. 1l existe une et une seule valeur 0 = x(n + 1) qui
satisfait le systeme.

5.3 Identifiabilité entrée/sortie (algébrique)

Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, I'identifiabilité e/s se caractérise
en terme de distingabilité des sorties mesurées du systéme. Dans le cas des sys-
témes en temps discret, cette notion reste inchangée. Les notions d’identifiabilité
faible et forte (dans le cas discret) peuvent étre aisément mises en oeuvre en se
référant, par analogie, au cas continu. La correspondance entre le cas discret et le
cas continu se fera en remplacant y,7, - - - ,y* par y(n),y(n +1),--- ,y(n +k);
(c.f. section 4.3.1, page 29).
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5.3.1 Caractérisation de 'identifiabilité entrée/sortie

Soit {U}Y, I'ensemble des entrées qui admettent des séquences admissibles sur
[0, N]. Définissons une topologie sur {{/}{" muni de la norme suivante (|38]) :

v{rto e{Uky. IHrkoll=

Par mesure de simplicité, on notera par r la séquence {r}2.
Sauf mention du contraire, on notera par M un ouvert de R", par &/ un ouvert
de R™, par ) un ouvert de R? et par P un ouvert de RY.

Définition 5.3.1 (identifiabilité e/s [38]) Le systeme Y& est dit algébrique-

ment identifiable s’il existe un entier N > 0 et une fonction méromorphe ® :
R? x RV+Dm o RVHDP  RY tels que

O(0,u(0), - ,u(N),y(0), -, y(N)) =0 (5.3.1)
et
0P
det 50 #0 (5.3.2)

sur [0, N] pour tout (6,u(0),---,u(N),y(0),---,y(N)) dans un ouvert dense de
PxUNTEX YN qvec (0, g, u) appartenant a un owvert dense de Px M x{U}Y.

Définition 5.3.2 (identifiabilité e/s avec c.i. [12]) Le systéeme 3¢ est dit e/ s-
identifiable avec des conditions initiales (c.i.) connues, s’il existe un entier N > 0
et une fonction méromorphe ® : RY x R™ x RINHTDm 5 RINFDP _ Ra tels que
et 0%
det — # 0 5.3.4
ot 22 4 (5.3.4)

sur [0, N] pour tout (6, 2(0),u(0),--- ,u(N)),y(0),---,y(N)) dans un ouvert den-
se de P X M x UNTY x YNTL quec (0, z9,u) appartenant a un ouvert dense de
eEP x M x{U}L.
Exemple 5.3.1 Le systeme
x1(n+1) =0xy(n), zo € R* 6§ € R*,
xzo(n+1) =0, (5.3.5)
y(n) =T (n)a
n'est e/s-identifiable que si ses conditions initiales sont connues. En effet, 0 —
vt — . Par conséquent, ® =0 — 220 = 0 est telle que det(%—%’) =1+#0.

z2(n) x2(0)
Il est impossible de calculer 6 sans les c.i. car y(n + k) =0 pour tout k > 2.

Exemple 5.3.2 Le systeme
r1(n+1) = 0x3(n), zo € R, 6 € R*,
xa(n+ 1) = u(n), (5.3.6)
y(n) = z1(n).
est e/s-identifiable (avec ou sans c.i. connues). On a ® :=y(n+2) — Ou(n) =0
avec det(%2) =1 # 0.
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5.3.2 Caractérisation algébrique de 'identifiabilité e/s

Soit K le corps de fonctions méromorphes de {x(0), ¢, u(0), u(1), --- ,u(k)}.
Soit
E = vectic{dK}.

E est un espace vectoriel dont les vecteurs sont des combinaisons linéaires d’un
nombre fini de 1-formes df, dz(0), du(0), - - - , du(k). Les vecteurs de E sont donc
des 1-formes et

Vwe E, w=rdf+ &dx + Zmdu(i),

avec k, £, n; € K.
On définit

Y, = Jveet{dy(0),dy(1). -, dy(k)},

U, = | Jveet{du(0),du(1),--- du(k)},

Xo = vect{dz(0)}
© = vect{db}.

Il vient donc le théoréme suivant

Théoréme 5.3.1 ([12]) Le systéeme continu 3¢ est e/s-identifiable si et seule-
ment si il existe un entier s > 0 tel que

O C (Vs +Us).

o Preuve

1. = : Si le systéme est e/s-identifiable alors la définition (5.3.1) est vraie. Par
conséquent df € YV, + U,.

2. <510 C (Vs +U,), alors il existe des 1-formes &;, n; € K telles que

s

df = Z(&dy(z) + nidu(i)).

1=0

Donc ,
w=df =Y (&dy(i) + mdu(i)) = 0.
i=0

est une 1-forme exacte.
Il existe donc une fonction @ telle que w = d®. On peut par exemple choisir ¢
telle que

O, u(0),---,u(s),y(0),---,y(s)) =0 avec det 88—(2) # 0. (5.3.7)

Théoréme 5.3.2 ([12]) ¢ est e/s-identifiable avec ses c.i. connues si et seule-
ment si il existe un entier s > 0 tel que

@ C (X0+ys +Z/{5)
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o Preuve

1. = : Si le systéme est e/s-identifiable avec ses c.i., alors les équations (5.3.4) et
(5.3.3) de la définition (5.3.2) entrainent que df € (Xo + Vs + Uy).

2. < :51df € (Xy+ Vs +Us), alors il existe des matrices k, &, n (dont les éléments
appartiennent a K) qui sont telles que

df = kda(0) + Y (&dy(i) + niduli)).

i=0
Donc

w=df — kdz(0) + Z (&dy(i) + ndu(i)) =0
Par conséquent, il existe donc ® telle que w = d®. On peut choisir @ telle que
0P
B0, 20,5(0), - y(9).u(0), - u(s) =0 avee ST£0. (538)

5.4 Mise en ceuvre et applications

Considérons donc le systéme non-linéaire

z(n+1) = f(z(n),u(n),0), zo = x(0),
n=ng,ny, - ,NN,
N e N7,
xR, ueR™ yeRP §eR
Soit
X = vect{dz(n)}, (5.4.2)
Y, = vect{dy(n+j),0 <j <k}, (5.4.3)
U = vect{du(n+7),0 < j}, (5.4.4)
© = vect{dd}, (5.4.5)
et
Or =XNY,+U+0)
pour £k =1,--- . n. On a donc les indices d’observabilité
k;, = C&I‘d{]{? ‘ dy, > ]{71},
avec d; = dim Oy, d, = dim Oy, — dim Oy_; pour k =2,---,n
D’ou, pour tout e =1,--- ,p,
dy;i(n) = &1 -dz(n) + 9,1 - df(mod U),
dy;(n + 1) = &2 -dz(n) + iz - df(mod U),
dyi(n+k; —1) = &1 -dz(n) + vk - dd(mod U), (5.4.6)
k

p T
dyi(n+4,j > k) = D> medye(n+s— 1)+ 3541 - df(mod U).

r=1 s=1
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On en déduit donc que le systéme X4 est :

(1) entrée/sortie identifiable avec les c.i. 8'il existe des entiers kf (i = 1,--- , p),
tels que le systéme composé des équations dy;(n), dy;(n+ 1), -+, dy;(n+
k¥ — 1) soit localement inversible par rapport a 6. Ce qui est équivalent a
dire que ) i

711
Y1k}
rang | : = dim(#). (5.4.7)
Tp1
L Tk

(2) entrée/sortie identifiable (sans les c.i.) s'il existe des entiers I (i =1, -,
p), tels que le systéme composé des équations dy;(n + k;), dy;(n + k; + 1),
-+, dy;(n + IF) soit localement inversible par rapport a 6. Ce qui est équi-
valent a dire que

flefl

Y,
rang | : = dim(#0). (5.4.8)

f}/pvkp

| Ty
Exemple 5.4.1 Considérons le systéme

l’l(n + 1) = 911’1(71), Ty = (1,0),

xa(n+1) =0, (5.4.9)
y(n) = x1(n).
On a donc X = vect{dxi(n),dxs(n)}, Yo = vect{dz1(n)} et Y = vect{dzi(n)}
pour tout k > 0. Dot un indice d’observabilité k = 1. Le systéme est donc

entrée/sortie identifiable (avec ou sans les c.i.) car

9(y(n), y(n+1))

=1
00

rang
St T §£ 0.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté l'identifiabilité des systémes en temps
discret. Méme si ces notions sont analogues au cas des systémes continus, il est
tout a fait légitime de se demander s’il existe des relations entre I'identifiabilité
d’un systéme continu et celle de son discrétisé. A notre connaissance, il n’existe
aucune contribution sur cette problématique. Nous aborderons ce probléme dans
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le chapitre suivant. Nous mettrons en évidence certaines propriétés intéressantes
entre l'identifiabilité des systémes continus celle des systémes en temps discret.
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Identifiabilité des systémes en temps discret
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Chapitre 6

Relations entre identifiabilité en
continu et identifiabilité en discret

6.1 Introduction

Les modeéles en temps discret qu’on utilisera découlent (comme dans la plupart
des cas) des modéles en temps continu, par discrétisation. Il est donc indispensable
de savoir si, apres discrétisation, le systéme discrétisé conserve les propriétés
d’identifiabilité du systéme continu d’origine.

Pour commencer, il est important de souligner que la solution au probléme
dépend de la méthode de discrétisation utilisée pour calculer le modéle discret.
Dans notre cas, le calcul du modéle discret se fait par approximation polyno-
miale (par rapport au temps) du modéle continu. Cette méthode, qui est la plus
répandue, est la plus simple.

Dans un premier temps, nous allons faire un rappel sur la discrétisation par ap-
proximation polynomiale. Ensuite, nous allons expliciter les relations entre 1'iden-
tifiabilité des modéles continus et leurs discrétisés.

6.1.1 Discrétisation

Par mesure de simplicité, nous considérerons les systémes en temps continu de
la forme

T = f(x>u>9)7 To = [L’(O),
Yo £ ¢ y=h(z), (6.1.1)
t e RT,
r e€R" ueR” yeRP O e R?sont respectivement les états, les entrées, les
sorties et les paramétres du systéme. 6 est le vecteur des parameétres a estimer.

On supposera que h est de rang plein sur les lignes, i.e.,

h
rangg—x =p. (6.1.2)

N.B. : Nous désignerons par z(t), t € R, I’état du systéme continu et par
z(n), n € N, I'état du systéme discret.
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Les fonctions f et h sont supposées méromorphes. Par conséquent, f admet un
développement en série de Taylor sur son domaine de définition.
Soit o € R, défini tel que z(«) existe. On a donc

- (t—a) i
VieR, z(t) :ZT x 9 (a), (6.1.3)
k=0
avec 1 (a) = d;ﬁﬁt lt=a -
En particulier, et sans perte de généralité, si on pose t =n+7 et a =n, on a

VneR, z(n+r71) Z (6.1.4)
— !

ou 7 > 0 est le pas d’échantillonnage. Puisque u(t) est une commande numérique
continue par morceaux et définie telle que

Vitenn+71[ u(t)=cste, (6.1.5)

on a donc u*>%(¢) = 0 quelque soit t € [n,n + 7‘[. Finalement, on en déduit que

VneR, 1eR, z(n+r71) Z f(ug ) |i=n, (6.1.6)
=0

ol Ly(. ) est Uopérateur différentiel de Lie associé a la fonction f(-,u,6).

0-
Lf(.7u,9) - %f('vuv 9)

f(-,u, @) est la fonction f(z,u,0) évaluée en = pour u constant. '
Dans le cas de i-compositions de L., ), on a Lj‘(~,u,0) = Lf(.7u79)(L;_(.%u76)), avec
L% = Id.

Par mesure de simplicité, nous allons nous intéresser au cas particulier ou
le pas d’échantillonnage 7 = 1. Dans ce cas, le discrétisé de X est le systéme
dynamique 3¢ suivant :

n—l— 1 Z |x(n
e & i=0 (6.1.7)
y(n+1) = h(z (n),u(n)),
To = LU(O), n € N*t.

Définition 6.1.1 (Opérateur avance) On désignera par opérateur avance, l’o-
pérateur Ly ) défine par

o0

L
r(n+1) = Ly pz(n) = Z; aLf(.,u)l'(t) | 2(n) - (6.1.8)
L¢(.u) correspond a I'expansion en série de Taylor de l'opérateur de Lie Ly ).
On désignera donc par opérateur avance d’ordre k£ 'approximation polynomiale

d’ordre k de 'opérateur de Lie.



tel-00120086, version 1 - 13 Dec 2006

6.1 Introduction 63

Exemple 6.1.1 Soit le systéme

Zifl = 31’2 + 4U1,
Ty = Ug, (6.1.9)
Yy =a.

Son discrétisé a lordre 1 est

r1(n+ 1) = z1(n) + 3z3(n) + 4uy(n),
xo(n + 1) = xa(n) + us(n), (6.1.10)
y(n) = z1(n).

Exemple 6.1.2 Considérons le modéle continu 3D de la dynamique de l’infection

VIH '
T =s—6T—pBTV,
T+ =BTV — uT*,

X .11
V. =kT*—cV, (6 )
y =(T+T V).
A Dordre 1, son discrétisé est
Tn+1) =T(n)+s—0T(n)—pT(n)V(n),
T*(n+1) =T*(n)+ BT(0)V(n) - uT"(n) 6112

Vin+1) =wv(n)+kT*(n)—cV(n),
y(n) = (T(n) +T*(n), V(n))".

Dans la plupart des cas, il est assez simple de calculer le discrétis