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Un matériau composite est constitué de différentes phases nommées renforts et ma-

trice. Lorsque le matériau composite est non endommagé, les renforts et la matrice

sont parfaitement liés et il ne peut pas y avoir ni glissement ni séparation entre les dif-

férentes phases. Les renforts se présentent sous forme de fibres continues ou disconti-

nues. Le rôle du renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux efforts.

La matrice assure quant à elle la cohésion entre les renforts de manière à répartir

les sollicitations mécaniques. L’arrangement des fibres, leur orientation permettent

de renforcer les propriétés mécaniques de la structure. Nous étudions plus particu-

lièrement les matériaux composites à renfort fibre longue continue utilisés dans l’in-

dustrie nautique, automobile, aéronautique et spatiale. Les pièces structurelles sont

réalisées par empilement de nappes en optimisant les directions des renforts en fonc-

tion des charges qu’elles doivent subir. La nature de la résine ou du renfort est choisie

en fonction de l’application finale visée.

Nous présentons les différents types de matrices et renforts classiquement em-

ployés dans l’industrie. Les propriétés mécaniques de l’interface entre fibres et ma-

trice sont très importantes dans la réalisation d’une structure composite. En effet, il

ne doit y avoir ni glissement ni séparation entre les différentes phases de la structure

pour obtenir de bonnes caractéristiques mécaniques élastiques.

. Matrices

Dans un grand nombre de cas, la matrice constituant le matériau composite est une

résine polymère. Les résines polymères existent en grand nombre et chacune à un do-

maine particulier d’utilisation. Dans les applications où une tenue de la structure aux

très hautes températures est requise, des matériaux composites à matrice métallique,

céramique ou carbone sont utilisés. Dans le cas des matériaux en carbone des tem-

pératures de  °C peuvent êtres atteintes. La classification des types de matrices

couramment rencontrées est donnée sur la figure ..
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matrice

organique
thermodurcissable

thermoplastique

minérale
céramique

métallique

Figure . – Types de matrice

.. Résines thermodurcissables

Les résines thermodurcissables ont des propriétés mécaniques élevées. Ces résines ne

peuvent être mises en forme qu’une seule fois. Elles sont en solution sous forme de

polymère non réticulé en suspension dans des solvants. Les résines polyesters insatu-

rées, les résines de condensation (phénoliques, amioplastes, furaniques) et les résines

époxys sont des résines thermodurcissables. Les exemples de résines thermodurcis-

sables classiquement rencontrées sont , , , LY.

Les matériaux les plus performants ont des caractéristiques mécaniques élevées et

une masse volumique faible. Ces caractéristiques sont présentées dans le tableau ..

résines Tf (◦C) ρ (Kg/m) εRt (%) σR
t (MPa) σR

c (MPa) E (GPa)

polyesters  à     à   à   à  , à ,

phénoliques    ,    à 

epoxydes    à    à   à    à 

Tableau . – Caractéristiques des résines thermodurcissables

.. Résines thermoplastiques

Les résines thermoplastiques ont des propriétés mécaniques faibles. Ces résines sont

solides et nécessitent une transformation à très haute température. Les polychlorures

de vinyle (PVC), les polyéthylènes, polypropylène, polystyrène, polycarbonate poly-

amide sont quelques exemples de ces résines thermoplastiques. Les résines thermo-

plastiques classiquement rencontrées sont PEEK, KB.

De même que pour les résines thermodurcissables, les matériaux les plus perfor-

mants ont des caractéristiques mécaniques élevées et une masse volumique faible :

ces dernières sont présentées dans le tableau ..

résines Tf (
◦C) ρ (kg/m) εRt (%) σR

t (MPa) σR
c (MPa) E (GPa)

polyamide  à     à  , à ,

polypropylène     à  , à ,

Tableau . – Caractéristiques des résines thermoplastiques
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.. Additifs

Des produits peuvent êtres incorporés à la résine pour renforcer les propriétés méca-

niques (charges renforçantes, ex : charges sphériques creuses  à  µm). Des charges

non renforçantes peuvent êtres également utilisées pour diminuer le coût des ma-

trices en résine. Des additifs, de type colorant ou agent de démoulage sont largement

utilisés lors de la conception des structures constituées de matériaux composites.

. Renforts

Les renforts assurent les propriétés mécaniques du matériau composite et un grand

nombre de fibres sont disponibles sur le marché en fonction des coûts de revient

recherchés pour la structure réalisée. Les renforts constitués de fibres se présentent

sous les formes suivantes : linéique (fils, mèches), tissus surfaciques (tissus, mats),

multidirectionnelle (tresse, tissus complexes, tissage tridirectionnel ou plus).

La classification des types de renforts couramment rencontrés est indiquée sur la

figure ..

renforts

inorganiques
polyesther

aramides

organiques
minéraux

verre

céramiques

bore

métalliques

carbone

végétaux

Figure . – Types de renfort

.. Fibres de verre

Les fibres de verre ont un excellent rapport performance-prix qui les placent de loin

au premier rang des renforts utilisés actuellement dans la construction de structures

composites.

.. Fibres de carbone

Les fibres de carbone ont de très fortes propriétés mécaniques et sont élaborées à

partir d’un polymère de base, appelé précurseur. Actuellement, les fibres précurseurs

utilisées sont des fibres acryliques élaborées à partir du polyacrylinitrique (PAN). La

qualité des fibres de carbone finales dépend fortement des qualités du précurseur.

Le principe d’élaboration est de faire subir aux fibres acryliques une décompo-

sition thermique sans fusion des fibres aboutissant à une graphitation. Le brai qui

est un résidu de raffinerie issu du pétrole ou de la houille est également utilisé pour

produire des fibres de carbone.

Quelques exemples de fibres de carbone classiquement rencontrées : T, T,

MR, TR, IM, IM, GY, MJ.
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.. Fibres aramides

Les fibres aramides ont des propriétés mécaniques élevées en traction comme les car-

bones mais leurs résistances à la compression est faible. La faible tenue mécanique

en compression est généralement attribuée à une mauvaise adhérence des fibres à

la matrice dans le matériau composite. Pour y remédier, des enzymages des fibres

peuvent être utilisé. L’utilisation de composites à fibres hybrides permets également

de remédier aux faiblesses des composites à fibres aramides. Des renforts hybrides

de type verre-kevlar ou carbone-kevlar sont largement utilisés dans le domaine des

loisirs (ski, raquette de tennis).

Quelques exemples de fibres aramides : KEVLAR (Dupont de Nemours, USA),

TWARON (Akzo, Allemagne-Hollande), TECHNORA (Teijin, Japon).

.. Fibres céramiques

Les matériaux composites de type céramiques sont souvent constitués de renforts

et de matrice en céramique. Les fibres sont élaborées par dépôt chimique en phase

vapeur sur un fil support. Ces fibres sont rencontrées dans des applications où la

température est très élevée entre °C et  °C. Ces matériaux sont utilisés no-

tamment dans les parties chaudes des moteurs d’avions. Quelques exemples de fibres

céramiques :

– fibres de Carbure de Silicium

– fibres de Bore

– fibres de Bore carbure de silicium

.. Caractéristiques mécaniques des fibres

Il existe différents types de fibres. Elles peuvent être scindées en deux groupes, les

fibres à haut module et les fibres à haute résistance. Les fibres à haut module ont une

résistance faible et celles à forte résistance ont un module faible.

renforts ρ (Kg/m) σR
t (MPa) σR

c (MPa) E (GPa)

AS     

T  ,   

IM ,  

IM     

kevlar    ,   

verre E   ,   

Tableau . – Caractéristiques mécaniques des fibres

. Exemples

Le choix d’une association entre un renfort et une matrice est très délicat et ce travail

reste du ressort des chimistes. En effet, l’interface résultant de l’association intime de
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deux constituants différents doit avoir de bonnes performances mécaniques. La co-

dification est la suivante : renfort/matrice. Les modèles de comportement élastiques

des matériaux composites seront abordés dans le chapitre . Les exemples d’associa-

tion entre renfort et résine couramment rencontrés dans l’industrie aéronautique et

spatiale sont les suivants :

– composites à fibre de carbone et matrice époxy thermodurcissable : carbone/époxy :

T/, T/, IM/, GY/MJ/M, AS/ -

– composites à fibre de carbone et matrice époxy thermoplastique : carbone/polyamide

IM/KB, cellion C/PMR-, AS/PEEK (APC-)

– composite à fibre et matrice carbone : D C/C, D EVO, D C/C

– composite à fibre et matrice céramique : SiC/SiC, Sic/Mas-L

– composites à matrice métallique : SCS-/Ti--

. Structures composites stratifiées

Les structures composites stratifiées sont constituées de couches successives de ren-

forts imprégnés de résines. Les couches sont également nommées plis. Les structures

stratifiées réalisées à partir de matériaux composites sont constituées d’empilements

de nappes unidirectionnelles ou bi-directionnelles. Ces nappes sont formées de ren-

forts en fibres longues liées par de la résine. Le rôle du renfort est d’assurer la fonction

de résistance mécanique aux efforts. La résine assure quant à elle la cohésion entre les

renforts de manière à répartir les sollicitations mécaniques. Les pièces structurelles

sont réalisées par empilement de nappes en optimisant les directions des renforts en

fonction des charges qu’elles doivent subir.

Figure . – Stratifié constitué de couches parfaitement liées

Lesmatériaux composites sontmodélisés à une échelle intermédiaire entre l’échelle

microscopique associée aux constituants de base du composite (le renfort et la ma-

trice) et l’échelle macroscopique liée à la structure. À cette échelle, appelée méso-

échelle, une structure stratifiée est schématisée par un empilement de monocouches

homogènes dans l’épaisseur et d’interfaces inter-laminaires. La couche et l’interface

sont les deux entités appelées méso-constituants, comme illustré sur la figure ., qui

forment les bases des modèles dédiés à l’étude des structures stratifiées. L’interface

inter laminaire est une entité surfacique assurant le transfert des déplacements et des

contraintes normales d’une couche à une autre. En élasticité, les couches sont parfaite-
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ment liées et l’interface ne joue aucun rôle particulier. L’étude des composites jusqu’à

la phase ultime de la rupture montrera l’utilité d’employer un modèle d’interface

pour simuler les phénomènes de délaminage (séparation progressive des couches).

.. Désignation des structures stratifiées

Les structures stratifiées à base de tissus unidirectionnels sont constituées d’un grand

nombre de couches ou plis. L’épaisseur d’une couche dépend de son grammage. L’épais-

seur de chacune des couches est généralement très faible, de l’ordre de ,mmpour

un matériau carbone époxy de type Aéronautique et , mm pour ceux qui sont uti-

lisés dans l’Industrie Nautique. Ces structures stratifiées sont constituées de couches

unidirectionnelles avec des fibres orientées de façon différente d’une couche à l’autre

afin d’obtenir les propriétés mécaniques souhaitées pour la structure finale.

(a) [−// − / − // − ] (b) [//// − / − /]

Figure . – Désignations du stratifié

La désignation des structures stratifiées est délicate car il faut préciser les axes de

référence. Un stratifié est codifié de la façon suivante :

– chaque couche est désignée par un nombre indiquant la valeur en degré de

l’angle que fait la direction des fibres avec l’axe de référence x. Sur les figures .(a)

et .(b), les couches sont représentées décalées les unes par rapport aux autres.

La structure stratifiée est décrite de bas en haut ;

– les couches sont nommées successivement entre crochet en allant de la face infé-

rieure à la face supérieure. Les couches successives sont séparées par le symbole

« / » comme l’exemple de la figure .(a) :

[−// − / − // − ] ;
– les couches successives d’un même matériau et de même orientation sont dési-

gnées par un indice numérique, comme sur la figure .(b) : [/// − /] ;
– en cas de stratification hybride (différents matériaux dans un même stratifié), il

faut préciser par un indice la nature de la couche ;

– en cas de structures symétriques, la moitié est codifiée et le symbole s indique la

symétrie : [−//−/−//−] devient [−//−]s et [//// −
/ − /] devient [/// − /].

.. Désignation des structures sandwiches

Les structures composites subissant des sollicitations de type flexion ou torsion sont

généralement construites en matériaux sandwiches. Une structure sandwich est com-

posée d’une âme et de deux peaux en matériaux composites. L’assemblage est réalisé
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par collage à l’aide d’une résine compatible avec les matériaux en présence. Les âmes

les plus utilisées sont de type nid d’abeilles, âme ondulée ou mousse. Les peaux sont

généralement constituées de structures stratifiées. Une âme nid d’abeilles est présen-

tée sur la figure ..

h

L, sens ruban
W, sens expansion

maillejoint nodal

Figure . – Désignations d’une âme nid d’abeilles

Ces structures ont une grande rigidité en flexion et torsion. L’âme de la structure

sandwich résiste principalement aux contraintes de cisaillement et de compression

hors plan, les peaux inférieures et supérieures supportent quant à elles les efforts

dans leur plan.

. Structures composites tissées multi-directionnelles

Il est possible de créer des pièces en matériaux composites de type tridimensionnelles

massives ou des formes de révolution. Des tissages volumiques de type D (deux di-

rections de renfort), D-Evolutif (deux directions de renfort et un piquage dans la

troisième direction), D (trois directions de renfort), D (quatre directions de ren-

fort), ou plus sont élaborés dans l’industrie aérospatiale. Il est également possible de

tisser des cylindres ou des cônes afin de réaliser des réservoirs ou des tuyères. Dans

ces derniers cas, les fils de renforts s’entrecroisent en hélice. Quelques exemples de

matériaux composites multi-directionnels sont maintenant présentés. Les structures

massives sont principalement utilisées dans le domaine aéronautique et restent très

marginales en raison de leur coût de production très élevé.

.. D SiC-SiC

Le matériau composite D tissé SiC-SiC (fibre-céramique/matrice-céramique) a deux

directions de renfort comme illustré sur les figures .(a) et .(b). Ce type de ma-

tériau est destiné à des utilisations thermostructurales (température d’utilisation de

°C à  °C). Ce type de matériau est réalisé par la Société Européenne de Pro-

pulsion / Groupe Snecma. Il est étudié pour être utilisé dans les parties chaudes des

structures : moteurs d’avions, moteurs fusées et protections thermiques.
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~N

~N

(a) schématisation (b) illustration

Figure . – D Sic-Sic : matériau avec deux directions de renfort

.. Aerolor  C/C

L’Aerolor  est unmatériau thermostructural réalisé par l’Aérospatiale. C’est un com-

posite à renfort et matrice de carbone renforcé par trois directions de fibres, comme

indiqué sur la figure .. La matrice est infiltrée dans les blocs préalablement tissés

au moyen de mèches de   filaments.

~N

~N

~N

Figure . – Géométrie tri-orthogonale de l’Aerolor 

.. D-Evolutif C/C

Le D-Evolutif est unmatériau thermostructural réalisé par l’Aérospatiale. Le concept

de cette architecture fibreuse permet de concevoir des pièces de formes complexes. Il

permet également une évolution des taux et directions de renforts fibreux en fonc-

tion des besoins mécaniques et thermiques. Le matériau avec quatre directions de

renfort dans le plan a un comportement mécanique global de type élastique fragile,

les niveaux de non linéarité étant très faibles. C’est un composite à renfort et matrice

de carbone renforcé par deux directions de fibres. Un tissage suivant la troisième di-

rection de l’espace renforce le tissage bi-directionnel. Les renforts et la matrice du

D-Evolutif C/C sont en carbone. Les constituants sont :

– la fibre en carbone ;
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– la matrice RA  carbonisée. C’est un carbone vitreux déposé par des phases

successives d’imprégnation et de pyrolyse.

La méthode de tissage consiste à déposer des fils relativement jointifs de façon à réa-

liser des couches. Le nombre de couches et les orientations des renforts sont déter-

minés en fonction des propriétés thermomécaniques recherchées. On obtient ainsi

un empilement de type multicouche sans liant. Un piquage de mèches dans la troi-

sième direction assure le maintien et le tassement du substrat fibreux. Ce piquage

représente un faible taux volumique du total des fibres du composite. La matrice est

ensuite imprégnée au substrat et pyrolysée suivant des séries de cycles thermiques.

Le composite est légèrement dissymétrique puisque sur la face supérieure sont

visibles les retours de piquage alors que la face inférieure est usinée au ras des picots

lui donnant ainsi un aspect plus régulier.

.. Sepcarb(r) D C/C

Le Sepcarb(r) D est un matériau thermostructural réalisé par la Société Européenne

de Propulsion. C’est un composite à renfort et matrice de carbone renforcé par des

fibres suivant quatre directions de l’espace. Les renforts sont notés r, r, r et r sur

la figure ..

r

r r

rr

r
r

x

y

z

Figure . – Sepcarb(r) D C/C – renfort carbone/matrice carbone : tissage suivant quatre

directions de l’espace
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. Notations vectorielle et matricielle

Le tenseur des contraintes et celui des déformations sont des tenseurs d’ordre deux

symétriques. Il faut donc six composantes pour représenter chacun des deux tenseurs

dans une base. On rappelle la représentation matricielle classique des tenseurs des

contraintes et des déformations dans une base orthonormée directe (~N, ~N, ~N) :

σ =























σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ























ε =























ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε























(.)

σ

σ

σ

σ

σ
σ

σ

σ

σ

~N

~N

~N

Figure . – Représentation des contraintes σij avec σij = σji

La densité d’énergie interne de déformation s’écrit :

Tr[σε] = σε + σε + σε + 
[

σε + σε + σε
]

(.)

Dans le cas des matériaux anisotropes, on utilise classiquement une notation vecto-

rielle pour représenter les tenseurs symétriques d’ordre deux. La notation retenue ici
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diffère des notations classiques et ses avantages seront soulignés. En notation vecto-

rielle, les composantes des contraintes et des déformations dans le base (~N, ~N, ~N)

sont rangées dans deux vecteurs notés respectivement σ̂ et ε̂ avec un unique indice :

σ̂ =
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(.)

La densité d’énergie interne de déformation est retrouvée en fonction des représenta-

tions vectorielles des contraintes et des déformations :

Tr[σε] = σ̂T ε̂ (.)

.. Changement de base

Dans cette partie, on définit les matrices de changement de base afin d’exprimer les

contraintes ou les déformations dans un repère quelconque. Par la suiteX est la repré-

sentation d’un tenseur d’ordre deux symétrique dans une base orthonormée directe,

autrement dit :

X(~x~y~z) = P−X(~N ~N ~N)
P (.)

où P représente la matrice de passage de la base (~N, ~N, ~N) vers la base (~x,~y,~z). La

matrice de passage inverse P− est définie dans le cas général comme suit :

~N = A~x +A~y +A~z

~N = A~x +A~y +A~z

~N = A~x +A~y +A~z

⇒ P− =























A A A
A A A
A A A























(.)

Sous forme vectorielle, la relation (.) s’écrit X̂(~x~y~z) = T−X̂(~N ~N ~N)
où l’expression de

T̂− sera donnée ultérieurement. Les composantes de X̂ respectivement dans les bases

(~N, ~N, ~N) et (~x,~y,~z) sont alors notées :

TX̂(~N ~N ~N)
=

[

X X X
√
X

√
X

√
X

]

TX̂(~x~y~z) =
[

Xxx Xyy Xzz
√
Xyz

√
Xxz

√
Xxy

]
(.)

On pose également les notations X̂ = X̂(~N ~N ~N)
et ˆ̄X = X̂(~x~y~z). Il faut bien noter que X̂

représente indifféremment les contraintes ou les déformations car la notation retenue

dans cet ouvrage symétrise la notation vectorielle classiquement admise. Une consé-

quence de cette notation est qu’une seule matrice T− est nécessaire pour exprimer

le changement de base contrairement aux autres notations vectorielles classiquement

rencontrées. Par la suite, le changement de base dans le cas d’une rotation autour de

l’axe ~N est développé à titre d’exemple.



. Loi de comportement élastique linéaire 

.. Rotation autour d’un axe

On cherche à exprimer les contraintes et les déformations dans la base (~x,~y,~z) en

fonction des composantes dans la base (~N, ~N, ~N) dans le cas d’une rotation d’un

angle θ autour de l’axe ~N. La matrice de passage inverse P− est telle que :

P− =























C −S 

S C 

  























(.)

avec θ = ~x · ~N, cosθ = C et sinθ = S. En utilisant la notation vectorielle, la rela-

tion (.) s’écrit sous la forme X̂ = T− ˆ̄X. De cette manière, les contraintes et les dé-

formations sont exprimées dans la base (~x,~y,~z) à partir de leurs composantes dans la

base (~N, ~N, ~N) à partir de la matrice T− :























































σxx

σyy

σzz√
σyz√
σxz√
σxy
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C S    −
√
SC

S C   
√
SC

     

   C S 

   −S C 
√
SC −

√
SC    C − S
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σ

σ√
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σ√
σ























































(.)

On a exactement la même relation pour les déformations :






















































εxx

εyy

εzz√
εyz√
εxz√
εxy
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C S    −
√
SC

S C   
√
SC

     

   C S 

   −S C 
√
SC −

√
SC    C − S
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ε

ε√
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ε























































(.)

. Loi de comportement élastique linéaire

.. Symétries des souplesses et rigidités

Un matériau possède un comportement élastique linéaire s’il existe une relation li-

néaire bi-univoque entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations :

σij = Cijklεkl et εij = Sijklσkl (.)

où Cijkl représente le tenseur des rigidités et Sijkl le tenseur des souplesses, tenseurs

d’ordre quatre et inverses l’un de l’autre. Le respect des symétries matérielles im-

pose les symétries suivantes Cijkl = Cjikl car σ est symétrique et Cijkl = Cijlk car ε est

symétrique. Ces tenseurs sont donc définis par  composantes indépendantes. Des

considérations thermodynamiques indiquent qu’il existe une énergie de déformation

élastique w exprimée en déformation w(ε) dont dérive la loi de comportement élas-

tique linéaire :

w(ε) =



Cijklεklεij , σij =

�w(ε)
�εij

⇒ σij = Cijklεkl (.)
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La convexité de l’énergie de déformation w(ε) impose la relation Cijkl = Cklij . Le ten-

seur des modules Cijkl est donc composé de  constantes élastiques indépendantes

pour un matériau anisotrope.

On adopte la notation matricielle à deux indices pour écrire les relations de com-

portement élastique linéaire sous forme matricielle. On pose la règle de conversion

suivante :

ĈIJ⇔ Cijkl

(i, j)→ I = (,)→ , (,)→ , (,)→ 
(,)→ , (,)→ , (,)→ 

(.)

À titre d’exemple, les relations de comportement s’écrivent en notation vectorielle

sous la forme suivante dans la base (~N, ~N, ~N), σ̂ = Ĉε̂ :
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σ
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σ√
σ√
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C C C C C C
C C C C C

C C C C
C C C

symétrie C C
C
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ε
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ε























































(.)

La relation inverse s’écrit ε̂ = Ŝσ̂ où Ŝ = Ĉ− :
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S S S S S S
S S S S S

S S S S
S S S

symétrie S S
S
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(.)

.. Matériaux anisotropes dans un repère quelconque

En utilisant la notation vectorielle, les formules de changement de base pour les rela-

tions de comportement s’écrivent :

ˆ̄C = T−ĈT̂
ˆ̄S = T−ŜT̂

(.)

Pour décrire un exemple précis de changement de base, il suffit de préciser la nature

de la matrice de passage T̂−. Dans le cas ou le changement de base est une isométrie,

par exemple une rotation (isométrie positive), on a T̂− = T̂T.

Démonstration La convention adoptée permet de définir une matrice de rotation

T̂− unique contrairement aux notations classiques ˆ̄σ = ˆ̄C− ˆ̄ε et σ̂ = Ĉ−ε̂. On exprime

les changements de base pour les contraintes et déformations :

σ̂ = Ĉε̂ = ĈT̂ˆ̄ε

σ̂ = T̂ ˆ̄σ = T̂ ˆ̄Cˆ̄ε
(.)



. Symétries élastiques 

en utilisant les relations de comportement conjointement aux expressions de change-

ment de base :

T̂ ˆ̄Cˆ̄ε = ĈT̂ˆ̄ε
ˆ̄Cˆ̄ε = T̂−ĈT̂ˆ̄ε

(.)

relation vraie ∀ε̂ d’où, finalement :

ˆ̄C = T̂−ĈT̂ (.)

On démontre, de même, l’expression du tenseur des complaisances élastiques Sijkl
dans la base (~x,~y,~z) en fonction des composantes dans la base (~N, ~N, ~N).

. Symétries élastiques

Dans cette partie, on établit l’expression que doit vérifier le tenseur des modules élas-

tiques Cijkl et le tenseur des complaisances élastiques Sijkl dans le cas d’un plan de sy-

métrie élastique. Considérons à titre d’exemple un matériau unidirectionnel carbone

époxy. On découpe deux éprouvettes. Il est évident que ces deux éprouvettes ont des

caractéristiques mécaniques identiques : il suffit de regarder la plaque de l’autre côté,

voir la figure .. Pour effectuer la comparaison entre ces deux échantillons, il faut

~N

~N~N

~N′

~N′ ~N′

Figure . – Schéma miroir de la structure

se placer dans une même base. On montre que les relations suivantes doivent être

vérifiées :

∀ε : P−(Cε)P = C(P−εP)

∀σ : P−(C−σ)P = C−(P−σP)
(.)

avecC− = S et où P est lamatrice de changement de base de (~N, ~N, ~N) vers (~N′, ~N
′
, ~N

′
).

Démonstration On démontre à titre d’exemple la relation en contrainte. Le com-

portement est écrit dans chacune des deux bases dans lesquelles le comportement du

matériau est le même :

ε(~N ~N ~N)
= C−σ(~N ~N ~N) (.a)

ε(~N′ ~N′ ~N′)
= C−σ(~N′ ~N′ ~N′)

(.b)
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On écrit le changement de base de (~N, ~N, ~N) vers (~N′, ~N
′
, ~N

′
), avec l’équation (.b) :

ε(~N′ ~N′ ~N′)
= C−

(

P−σ(~N ~N ~N)P
)

(.)

or ε(~N′ ~N′ ~N′) = P−ε(~N ~N ~N)P donc avec les équations (.), on obtient :

P−ε(~N ~N ~N)P = C−
(

P−σ(~N ~N ~N)P
)

(.)

On déduit avec la formule (.a), la formule recherchée :

∀σ : P−(C−σ)P = C−(P−εP) (.)

avec C− = S. Si on suppose que les plans de symétrie élastique sont connus, lors-

qu’un matériau possède trois plans perpendiculaires de symétrie élastique, il est dit

orthotrope. Grâce aux relations précédentes, on montre qu’un matériau orthotrope est

caractérisé par neuf constantes élastiques indépendantes. On montre qu’un matériau

est isotrope s’il possède les mêmes propriétés mécaniques élastiques dans toutes les

directions en un point quelconque du corps. Un matériau isotrope est caractérisé par

deux constantes élastiques indépendantes.

. Matériaux anisotropes

Lorsque le matériau est quelconque et ne présente pas de symétrie élastique, il est dit

anisotrope. Un matériau anisotrope est caractérisé par  constantes élastiques indé-

pendantes. C’est la relation de comportement (.) qui lie les contraintes aux défor-

mations.

. Matériaux monocliniques

Par définition, un matériaumonoclinique possède un plan de symétrie matériel. Dans

ce cas, la matrice de comportement doit être telle qu’un changement de base effectué

par rapport à ce plan ne modifie pas la matrice. On montre dans cette partie que

lorsque des symétries matérielles existent le nombre de composantes nécessaires à

décrire le comportement élastique linéaire est inférieur à .

L’effet des symétries élastiques par rapport aux plans (~N, ~N), (~N, ~N) et (~N, ~N)

sur la relation de comportement élastique linéaire est étudiée dans la suite. Lorsque

l’on tient compte d’une symétrie, la forme de la matrice ĈIJ de rigidité est identique

à celle de la matrice des souplesses ŜIJ.

.. Symétrie par rapport au plan (~N, ~N)

Le matériau étudié présente un plan de symétrie (~N, ~N). Dans ce cas, la forme de la

matrice de rigidité doit être telle qu’un changement de base effectué par rapport à ce

plan ne modifie pas la matrice. Appliquons la formule (.) avec :

P− =























  

  

  −























(.)



. Matériaux monocliniques 

La relation de comportement exprimée en rigidité est σ̂ = Ĉε̂. En exprimant les rela-

tions de symétrie par rapport au plan (~N, ~N), on obtient, après calcul, les relations

de comportement suivantes :























































σ

σ
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σ√
σ
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C C C   C
C C C   C
C C C   C
   C C 
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C C C   C













































































































ε

ε

ε√
ε√
ε√
ε























































(.)

La forme de la matrice des souplesse est identique à celle des rigidités.

Démonstration À titre d’exemple, la démonstration est faite sur la matrice de rigi-

dité Ĉ. Une démonstration similaire peut être réalisée sur la matrice des souplesses Ŝ.

Tous calculs faits, on obtient :

P−σP =























σ σ −σ
σ σ −σ
−σ −σ σ























(~N ~N ~N)

(.)

En utilisant la notion vectorielle :

∀ε : P−(Cε)P = C(P−εP)
⇔ P−(σ)P =C(P−εP)
⇒ σ̂ = Cε̂

(.)

On obtient alors dans la base ~N, ~N,−~N :























































σ

σ

σ

−
√
σ

−
√
σ√
σ























































= C























































ε

ε

ε

−
√
ε

−
√
ε√
ε























































(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f )

(.)

En utilisant la relation (.) et par identification à la relation (.), on obtient alors

six équations vraies pour toutes valeurs de déformation. À titre d’exemple les équa-
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tions (a), (b) et (d) sont développées :

(a)⇒∀ε : Cε +Cε +Cε +C
√
ε +C

√
ε +C

√
ε =

Cε +Cε +Cε −C
√
ε −C

√
ε +C

√
ε

⇒∀ε : C
√
ε + C

√
ε = 

⇒ C = C = 

(b)⇒∀ε : Cε +Cε +Cε +C
√
ε +C

√
ε +C

√
ε =

Cε +Cε +Cε −C
√
ε −C

√
ε +C

√
ε

⇒∀ε : C
√
ε + C

√
ε = 

⇒ C = C = 

(d)⇒∀ε : − (Cε +Cε +Cε +C
√
ε +C

√
ε +C

√
ε) =

Cε +Cε +Cε −C
√
ε −C

√
ε +C

√
ε

⇒∀ε :Cε + Cε + CεC
√
ε = 

⇒ C = C = C = C = 

En exprimant les relations de symétrie par rapport au plan , on obtient après calcul

la relation de comportement (.).

Il reste  coefficients indépendants si le plan de symétrie est connu.

.. Symétrie par rapport au plan (~N, ~N)

Le matériau étudié présente un plan de symétrie (~N, ~N). Dans ce cas, la forme de

la matrice de rigidité doit être telle qu’un changement de base effectué par rapport

à ce plan ne modifie pas la matrice. La relation de symétrie est exprimée par la for-

mule (.) avec :

P− =























  

 − 
  























(.)

En exprimant les relations de symétrie par rapport au plan (~N, ~N), on obtient la

relation de comportement en rigidité suivante :
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C C C  C 

C C C  C 
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(.)

De la même manière que précédemment, il reste  coefficients indépendants.

.. Symétrie par rapport au plan (~N, ~N)

Le matériau étudié présente un plan de symétrie (~N, ~N). Dans ce cas, la forme de

la matrice de rigidité doit être telle qu’un changement de base effectué par rapport



. Matériaux orthotropes 

à ce plan ne modifie pas la matrice. La relation de symétrie est exprimée par la for-

mule (.) avec :

P− =























−  
  

  























(.)

En exprimant les relations de symétrie par rapport au plan (~N, ~N), on obtient la

relation de comportement en rigidité suivante :
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(.)

. Matériaux orthotropes

Un matériau monoclinique suivant deux plans perpendiculaires est dit orthotrope. De

plus, un matériau qui possède deux plans de symétries perpendiculaires possède obli-

gatoirement le troisième et ce type de matériau est dit orthotrope. Un matériau ortho-

trope est caractérisé par  constantes élastiques indépendantes si les plans de symé-

tries sont connus.Dans le cas ou les plans (~N, ~N), (~N, ~N) et (~N, ~N) sont des plans

de symétries perpendiculaires, il faut vérifier les trois relations de symétrie simulta-

nément. À partir des relations de comportement des matériaux monocliniques, on

obtient facilement la relation de comportement des matériaux orthotropes σ̂ = Ĉε̂ et

ε̂ = Ŝσ̂ avec Ŝ = Ĉ−.

Dans la base d’orthotropie (~N, ~N, ~N), la relation de comportement exprimée en

rigidité est σ̂ = Ĉε̂ :
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(.)

Un matériau orthotrope est caractérisé par  constantes élastiques indépendantes si les

plans de symétries sont connus.

.. Loi de Hooke

Formulation en souplesse

Dans la base d’orthotropie (~N, ~N, ~N), la matrice des souplesses Ŝ d’un matériau

orthotrope est exprimée en fonction des modules d’élasticité et coefficients de Poisson
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sous la forme suivante :
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(.)

Si la base d’orthotropie (~N, ~N, ~N) est connue, les propriétés mécaniques élastiques

d’un matériau orthotrope sont déterminées par neuf constantes d’élasticité indépen-

dantes. On peut choisir les neuf constantes suivantes E, E, E, G, G, G, ν,

ν et ν car la matrice des souplesses Ŝ est symétrique.

La matrice des souplesses Ŝ étant symétrique, on impose alors les égalités sui-

vantes sur les modules d’élasticité et coefficients de Poisson :

ν
E

=
ν
E

;
ν

E
=
ν

E
;

ν

E
=
ν

E
(.)

Démonstration Lorsque l’on applique un état de traction uniforme suivant l’axe ~N
d’un échantillon orthotrope, on impose σ ,  uniquement et on obtient :

ε = Sσ ⇒ σ = S−ε
ε = Sσ ⇒ ε = SS

−
ε

ε = Sσ ⇒ ε = SS
−
ε

(.)

D’un point de vue expérimental, il suffit de généraliser la loi de Hooke introduite

pour un matériau isotrope. Elle s’écrit classiquement en fonction du module d’Young

et du coefficient de Poisson.

σ = Eε; ε = −νε; ε = −νε (.)

On déduit alors facilement les relations suivantes par identification :

S =


E
; S =

−ν
E

(.)

Lorsque l’on applique un état de traction uniforme suivant les deux autres axes d’un

échantillon orthotrope, on obtient les relations suivantes :

S =


E
; S =

−ν
E

; S =


E
; S =

−ν
E

(.)

Lorsque l’on applique un état cisaillement uniforme sur un échantillon orthotrope

suivant les différents plans, on obtient, par identification, les coefficients de cisaille-

ment de la matrice de souplesse :

σ = Gε; σ = Gε; σ = Gε (.)

ce qui entraîne :

S− = G; S− = G; S− = G (.)



. Matériaux orthotropes 

Formulation en rigidité

Dans la base d’orthotropie (~N, ~N, ~N), la matrice de rigidité d’un matériau ortho-

trope est exprimée en fonction des modules d’élasticité sous la forme σ̂ = Ĉε̂ avec

Ĉ = Ŝ− :
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(.)

avec :

C =
− νν
EE∆

; C =
ν + νν

EE∆
; C =

ν + νν

EE∆

C =
− νν
EE∆

; C =
ν + νν

EE∆
; C =

− νν
EE∆

∆ =
− νν − νν − νν − ννν

EEE

et C = G, C = G, C = G. Les relations sont établies à partir d’une

simple inversion matricielle.

.. Loi de Hooke hors axes principaux

À titre d’exemple, les expressions des matrices de rigidité et de souplesse dans la

base (~x,~y,~z) sont développées en fonction des composantes dans la base d’orthotropie

(~N, ~N, ~N) dans le cas particulier d’une rotation entre les deux bases autour de l’axe
~N = ~z. En utilisant la notation vectorielle, on reprend les formules de changement de

base (.). La matrice de rigidité Ĉ a alors pour expression dans la base d’orthotropie

(~N, ~N, ~N) :

Ĉ =
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(.)

Dans le cas particulier de la rotation autour de l’axe ~N = ~z, la matrice de changement

de base T̂− est telle que T̂ = T̂−T où T̂ est définie dans (.). Après calcul, on obtient

la forme de la matrice de rigidité ˆ̄C, par définition, dans la base (~x,~y,~z) et on notera
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alors par C̄IJ ses composantes :
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(.)

Les expressions des composantes de la matrice de rigidité sont les suivantes :

C̄ = CC + SC + SC (C +C)

C̄ = C (C + S) + SC (C +C − C)
C̄ = CC + SC
C̄ =

√
SC (C −C −C) +

√
CS (C −C +C)

C̄ = CC + SC + SC (C +C)

C̄ = CC + SC
C̄ =

√
SC (C −C +C) +

√
CS (C −C −C)

C̄ = C
C̄ =

√
SC

(

C −C
)

C̄ = CC + SC
C̄ = CS

(

C −C
)

C̄ = SC + CC
C̄ = SC (C +C − C −C) + C (C + S)

(.)

On remarque que lorsque la traction est exercée en dehors des axes d’orthotropie

(axes principaux), il existe des couplages entre les déformations longitudinale, trans-

versale et de cisaillement.

. Matériaux isotropes transverses

Un matériau composite orthotrope possédant de plus une symétrie de révolution autour

d’un axe est nommé isotrope transverse. Un matériau isotrope transverse est caractérisé

par cinq constantes élastiques indépendantes si la base est connue. Par la suite, les

relations d’invariances matérielles par rapport à une ration autour de l’axe ~N sont

développées à titre d’exemple. La relation de comportement d’un matériau isotrope

transverse d’axe ~N exprimée en rigidité et en souplesse est développée.

À partir d’un matériau orthotrope, en exprimant les relations d’invariances ma-

térielles par rapport à l’axe ~N, on obtient après calcul la relation de comportement

suivante :
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. Matériaux isotropes transverses 

La relation de comportement exprimée en souplesse est ε̂ = Ŝσ̂ avec Ŝ = Ĉ−. La forme

de la matrice des souplesses Ŝ = Ĉ− lorsqu’il y a invariance matérielle par rapport à

l’axe ~N est identique à celle des rigidités Ĉ :
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.. Loi de Hooke

Formulation en souplesse

Dans la base isotrope transverse (~N, ~N, ~N), d’axe ~N, la matrice de souplesse est

exprimée en fonction des modules d’élasticité sous la forme ε̂ = Ŝσ̂ :
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(.)

Les propriétés mécaniques élastiques d’un matériau isotrope transverse sont détermi-

nées par cinq constantes d’élasticité indépendantes. Dans le cas d’un matériau iso-

trope transverse d’axe ~N, les constantes sont E, E, G, ν et ν. Dans le cas d’un

matériau isotrope transverse d’axe ~N, il suffit d’effectuer des permutations sur les

axes et les indices.

Formulation en rigidité

Dans la base isotrope transverse (~N, ~N, ~N), la matrice de rigidité d’un matériau

isotrope transverse est exprimée en fonction des modules d’élasticité sous la forme :
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avec :

C =
− νν
EE∆

; C =
ν + νν

EE∆
; C =

ν + νν

EE∆

C =
− νν
EE∆

; C =
ν + νν

EE∆
; C =

− νν
EE∆

∆ =
− νν − νν − ννν

EEE

C = C −C =
E
+ ν

C = C = G

Les relations sont établies à partir d’une simple inversion matricielle.

.. Loi de Hooke hors axes principaux

À titre d’exemple, les expressions des matrices de rigidité et de souplesse dans la base

(~x,~y,~z) sont développées en fonction des composantes dans la base isotrope transverse

(~N, ~N, ~N) dans le cas particulier d’une rotation entre les deux bases autour de l’axe
~N = ~z.

En utilisant la notation vectorielle, les formules de changement de base pour les

relations de comportement s’écrivent sous la forme :

ˆ̄C = T̂−ĈT̂
ˆ̄S = T̂−ŜT̂

(.)

Lamatrice de rigidité Ĉ à pour expression dans la base isotrope transverse (~N, ~N, ~N) :

Ĉ =























































C C C   

C C C   

C C C   

   C −C  

    C 

     C























































(.)

Après calcul, on obtient la forme de la matrice de rigidité Ĉ dans la base (~x,~y,~z) :
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. Loi de comportement des matériaux isotropes 

Les expressions des composantes de la matrice de rigidité sont les suivantes :

C̄ = CC + SC + SC (C +C)

C̄ = C (C + S) + SC (C +C − C)
C̄ = CC + SC
C̄ =

√
SC (C −C −C) +

√
CS (C −C +C)

C̄ = CC + SC + SC (C +C)

C̄ = CC + SC
C̄ =

√
SC (C −C +C) +

√
CS (C −C −C)

C̄ = C
C̄ =

√
SC

(

C −C
)

C̄ = C
(

C −C
)

+ SC
C̄ = CS

(

C +C −C
)

C̄ = S
(

C −C
)

+ CC
C̄ = SC (C +C − C −C) + C (C + S)

(.)

. Loi de comportement des matériaux isotropes

Un matériau pour lequel, en un point quelconque, les composantes du tenseur Cijkl

sont identiques dans toutes les directions est un matériau isotrope. Dans le cadre de

l’élasticité linéaire, un tel matériau est fonction uniquement de deux paramètres ca-

ractéristiques indépendants. On peut démontrer qu’un matériau isotrope correspond

en fait à un matériau orthotrope possédant de plus une symétrie de révolution autour de

chacun de ces axes d’orthotropie.

.. Notations en souplesse

À partir d’un matériau orthotrope, en exprimant les relations d’invariances maté-

rielles par rapport aux axes (~N, ~N, ~N), on obtient après calcul la relation de compor-

tement d’un matériau isotrope. La relation de comportement exprimée en souplesse est

ε̂ = Ŝσ̂. Il y a bien deux paramètres caractéristiques indépendants :
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(.)

Les propriétés mécaniques élastiques d’un matériau isotrope sont déterminées par

deux constantes d’élasticité indépendantes S et S. On pose classiquement le mo-

dule d’Young et du coefficient de Poisson E,υ avec les relations suivantes :

S − S =
+ υ

E
; S =

−υ
E

(.)
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Démonstration Lorsque l’on applique un état de traction uniforme suivant l’axe ~N
d’un échantillon isotrope on obtient :

ε = Sσ ⇒ σ = S−ε
ε = Sσ ⇒ ε = SS

−
ε

ε = Sσ ⇒ ε = SS
−
ε

(.)

D’un point de vue expérimental, La loi de Hooke s’écrit classiquement en fonction du

module d’Young et du coefficient de Poisson.

σ = Eε
ε = −νε
ε = −νε

(.)

On déduit alors facilement les relations suivantes par identification :

S =


E
; S =

−υ
E

⇒ S − S =
+ υ

E
(.)

.. Notations en rigidité

À partir d’un matériau orthotrope, en exprimant les relations d’invariances maté-

rielles par rapport aux axes (~N, ~N, ~N), on obtient après calcul la relation de com-

portement d’un matériau isotrope. Il y a bien deux paramètres caractéristiques indé-

pendants :
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(.)

Les propriétés mécaniques élastiques d’un matériau isotrope sont déterminées par

deux constantes d’élasticité indépendantes λ,µ. On pose classiquement :

C −C = µ; C = λ (.)

Les relations entre les coefficients λ,µ et E,υ sont :

µ =
E
+ υ

; λ =
υE

(+ υ)(− υ) (.)

.. Notation indicielle

Pour les matériaux isotropes, on utilise classiquement la relation de comportement

sous forme indicielle σij = Cijklεkl . La notation vectorielle utilisée pour les matériaux

isotropes est en fait peu utile pour les matériaux élastiques linéaires isotropes.

Le tenseur des rigidités Cijkl s’exprime en fonction des coefficients de Lamé sous

la forme indicielle suivante :

Cijkl = µ(δikδjl + δilδjk) +λδijδkl (.)



. Loi de comportement des matériaux isotropes 

Les coefficients λ et µ représentent les coefficients de Lamé. La loi de Hooke s’écrit

dans le cas tridimensionnel :

σij = µεij +λεijδij (.)

Le tenseur des souplesses Sijkl d’élasticité s’écrit aussi en fonction dumodule d’Young

E et du coefficient de Poisson υ :

σij = Cijklεkl

εij = Sijklσkl
(.)

avec :

σij = µεij +λεijδij ; εij =
+ υ

E
σij −

υ

E
σkkδij

Les relations entre les coefficients λ et µ et le module d’Young et le coefficient de

Poisson sont :

– déformation plane (D.P.) :

µ =
E
+ υ

; λ =
υE

(+ υ)(− υ)

– contrainte plane (C.P.) :

µ =
E
+ υ

; λ =
υE
− υ

– tridimensionnel :

µ =
E
+ υ

; λ =
υE

(+ υ)(− υ)
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Il faut bien noter que le comportement mécanique des structures composites strati-

fiées n’est pas toujours linéaire jusqu’à la phase ultime de la rupture. En particulier,

les empilements constitués de couches désorientées présentent généralement un com-

portement non linéaire dès que le chargement dépasse une valeur critique à partir de

laquelle les dégradations s’accentuent. Néanmoins, dans une première phase de la

conception, la théorie élastique linéaire des plaques stratifiées permet d’effectuer le

dimensionnement des structures composites. De nombreux travaux ont été consacrés

à la mise au point de théories de plaques composites multicouches. Ces différentes

théories vont d’une théorie quasi-tridimensionnelle, à la théorie de Love-Kirchhoff.

Ce dernier modèle convient lorsque les plaques sont minces. En revanche, pour des

plaques épaisses ou sandwiches, les effets du cisaillement transverse deviennent im-

portants et la théorie de Reissner-Mindlin est plus appropriée. Dans ce chapitre, on

développe, sous l’hypothèse des petites perturbations (HPP), les équations de com-

portement élastique linéaire de la théorie des plaques composites stratifiées de Love-

Kirchhoff. En théorie HPP, les déplacements et les déformations restent petits.

. Relation de comportement en contraintes planes

Le tenseur des contraintes et celui des déformations sont des tenseurs d’ordre deux

symétriques. En contraintes planes, le nombre de composantes nécessaire pour re-

présenter chacun des deux tenseurs dans une base est donc de trois. On rappelle la

représentation matricielle classique des tenseurs des contraintes et des déformations

dans une base orthonormée directe :

Dans le cas ou les plaques composites stratifiées sont minces, le comportement

de chacune des couches peut être supposé dans un état de contraintes planes. En

conséquence, les équations de comportement de matériaux élastiques orthotropes en

contraintes planes sont présentées. Dans cette partie, les relations de comportement

en contraintes planes de matériaux orthotropes sont exprimées dans la base d’ortho-

tropie de la couche ~N, ~N, ~N et dans la base globale de la structure stratifiée ~x,~y,~z.

De nombreuses structures stratifiées présentent des couches décalées les unes par
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rapport aux autres par rotation autour de la normale au plan de la structure. En consé-

quence, les composantes du comportement dans la base ~x,~y,~z sont exprimées en fonc-

tion des composantes dans la base d’orthotropie ~N, ~N, ~N dans le cas d’une rotation

entre les deux bases d’axe ~z = ~N. La forme de l’expression du comportement dans la

base ~x,~y,~z en fonction de ses composantes dans la base ~N, ~N, ~N est identique que

la loi de comportement soit exprimée en rigidité Q̂ ou en souplesse Ŝ.

.. Base d’orthotropie

Dans la base d’orthotropie ~N, ~N, ~N, la relation de comportement élastique linéaire

en contrainte plane de la couche k s’écrit formellement en notation vectorielle sous

les formes suivantes :

σ̂k = Q̂k ε̂k

ε̂k = Ŝk σ̂k
(.)

avec Ŝ = Q̂−. Les matrices S et Q sont symétriques.

Expression en souplesse

On suppose que les contraintes sont planes dans le plan (~N, ~N). La loi de compor-

tement en contraintes planes s’obtient facilement à partir de la loi de comportement

élastique orthotrope tridimensionnelle exprimée en souplesse en tenant compte de

l’hypothèse des contraintes planes σ= σ=σ= . La relation de comportement ex-

primée en souplesse est l’inverse de la relation de comportement exprimée en rigidité.

Le comportement exprimé en souplesse s’écrit sous la forme suivante :
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σk

σk√
σk























(.)

avec :

Sk = Sk; Sk =


E
; Sk =



E
; Sk =

−ν
E

; Sk =
−ν
E

;
ν
E

=
ν
E

; Sk =


G

Expression en rigidité

La relation de comportement exprimée en rigidité est l’inverse de la relation de com-

portement exprimée en souplesse. Le comportement exprimé en rigidité s’écrit dans

la base d’orthotropie ~N, ~N, ~N :
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εk√
εk























(.)

avec :

Qk
 =

E
− νν

; Qk
 =

E
− νν

; Qk
 =

νE
− νν

=
νE
− νν

; Qk
 = G



. Relation de comportement en contraintes planes 

.. Base globale

Dans la base globale (~x,~y,~z), la relation de comportement élastique linéaire en contrainte

plane de la couche k s’écrit formellement en notation vectorielle sous les formes sui-

vantes : σ̂k = Q̂k ε̂ et ε̂ = Ŝk σ̂k avec Ŝ = Q̂−. Dans cette base globale, les composantes

des matrices de rigidités et des souplesses sont surlignées (S̄IJ, Q̄IJ). L’expression des

composantes dans la base globale (S̄IJ, Q̄IJ) en fonction des composantes dans la base

d’orthotropie (SIJ,QIJ) fait apparaître de nouveaux couplages.

Expression en souplesse

L’expression du comportement en souplesse Ŝ = Q̂− dans la base globale (~x,~y,~z) fait

intervenir dans le cas général de nouveaux couplages :
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(.)

Dans la base globale, on constate qu’il existe des coefficients de couplages non clas-

siques appelés coefficients d’influences mutuelles ηxy,y,, ηxy,x, ηx,xy, et ηy,xy . Par analo-

gie avec les relations dans les axes principaux, on note, dans la base globale (~x,~y,~z), la

matrice de souplesse en fonction des modules apparents de l’ingénieur sous la forme

suivante :

S̄ =




























Ex

−νyx
Ey

ηx,xy
Gxy

−νxy
Ex


Ey

ηy,xy
Gxy

ηxy,x
Ex

ηxy,y
Ey


Gxy



























(.)

Démonstration À partir d’un essai de traction unidirectionnel dans la direction ~x

pour lequel σxx ,  et σyy = σxy = , on obtient :

εxx = S̄kσxx ; εyy = S̄kσxx ;
√
εxy = S̄kσxx (.)

On définit alors les rapports suivants :

ηxy,x =
S̄k
S̄k

=

√
εxy

εxx
; −υxy =

S̄k
S̄k

=
εyy

εxx
; S̄k =



Ex
(.)

À partir d’un essai de traction unidirectionnel dans la direction ~y pour lequel σyy , 

et σxx = σxy = , on définit :

εxx = S̄kσyy ; εyy = S̄kσyy ;
√
εxy = S̄kσyy (.)

On définit alors les rapports suivants :

S̄k =


Ēy
; υyx =

S̄k
S̄k

=
εyy

εxx
; ηxy,y =

S̄k
S̄k

=

√
εxy

εyy
(.)

À partir d’un essai de cisaillement dans le plan (~x,~y) pour lequel σxy ,  et σxx = σyy =

, on définit :

εxx = S̄k
√
σxy ; εyy = S̄k

√
σxy ;

√
εxy = S̄k

√
σxy (.)
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On définit alors les rapports suivants :

ηy,xy =
S̄k
S̄k

=
εyy√
εxy

; ηx,xy =
S̄k
S̄k

=
εxx√
εxy

(.)

En conclusion, on peut identifier les éléments de la matrice de souplesse Ŝ = Q̂− en

fonction des modules apparents de l’ingénieur :

S̄ =


Ex
; S̄ =



Ey
; S̄ =

−νyx
Ey

; S̄ =
−νxy
Ex

; S̄ =


Gxy

S̄ =
ηx,xy

Gxy
; S̄ =

ηy,xy

Gxy
; S̄ =

ηxy,x

Ex
; S̄ =

ηxy,y

Ey

(.)

Expression en rigidité

Dans la base globale ~x,~y,~z, la relation de comportement élastique linéaire en contrain-

te plane de la couche k s’écrit formellement en notation vectorielle sous les formes

suivantes :

ˆ̄σk = ˆ̄Qk ˆ̄εk ⇔
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(.)

Expression des relations d’élasticité hors axes principaux

Dans cette partie, les relations entre les composantes de la matrice de rigidité ou

de souplesse hors axes et les composantes exprimées dans les axes principaux de la

couche k sont développées dans le cas d’une rotation autour de l’axe ~z = ~N. On note

θ l’angle de rotation autour de l’axe ~z = ~N tel que θ =
(

~x, ~N
)

. La matrice de rigidité

s’exprime alors en fonction des composantes dans la base d’orthotropie sous la forme

suivante :

ˆ̄Qk = T̂−Q̂k T̂ (.)

avec T̂ = T̂−T. En notation vectorielle, le changement de base s’écrit pour les contrain-

tes et les déformations sous la forme suivante :

ˆ̄σk = T̂−σ̂k et ˆ̄εk = T̂−ε̂k (.)

avec :

T− =























C S −
√
SC

S C
√
SC√

SC −
√
SC C − S























et C = cos(θ) et S = sin(θ). La relation entre les composantes ˆ̄Qk
IJ dans la base globale

~x,~y,~z et les composantes Q̂k
ij dans la base d’orthotropie ~N, ~N, ~N s’écrit formelle-

ment sous la forme suivante :

ˆ̄Qk = T̂−Q̂k T̂ (.)
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Pour simplifier l’écriture, l’indice k est omis dans la suite. Les composantes dans la

base globale s’écrivent en fonction des composantes dans la base d’orthotropie sous

la forme suivante :

Q̄ = QC
 +QS

 +  (Q +Q) S
C

Q̄ = (C + S)Q + (Q +Q − Q) SC

Q̄ = (Q −Q −Q)
√
SC + (Q −Q +Q)

√
CS

Q̄ = QC
 +QS

 +  (Q +Q) S
C

Q̄ = (Q −Q −Q)
√
SC+ (Q −Q +Q)

√
CS

Q̄ = (C + S)Q + (Q +Q − Q −Q)SC

(.)

La notation vectorielle retenue permet d’obtenir à partir des relations précédentes les

composantes de la matrice de souplesse ˆ̄Sk dans la base globale (~x,~y,~z) en fonction

des composantes Ŝk dans la base d’orthotropie (~N, ~N, ~N). Pour obtenir l’expression

de la relation entre les composantes de Ŝk dans la base globale noté S̄IJ et celles dans

la base d’orthotropie noté SIJ, il suffit de remplacer formellement la lettre Q par la

lettre S dans l’expression (.).

.. Relations hors axes principaux en fonction des modules d’élasticité

On peut exprimer les caractéristiques mécaniques des modules d’élasticité, les coeffi-

cients de Poisson et les coefficients de mutuelle influence dans la base globale ~x,~y,~z

en fonction des composantes dans la base d’orthotropie ~N, ~N, ~N.

S̄ = SC
 + SS

 +  (S + S)S
C

S̄ = (C + S)S + (S + S − S) SC

S̄ = (S − S − S)
√
SC + (S − S + S)

√
CS

S̄ = SC
 + SS

 +  (S + S)S
C

S̄ = (S − S − S)
√
SC+ (S − S + S)

√
CS

S̄ = (C + S)S + (S + S − S − S)SC

(.)

avec :

S̄ =


Ex
; S̄ =



Ey
; S̄ =

−νyx
Ey

; S̄ =
−νxy
Ex

; S̄ =


Gxy

S̄ =
ηx,xy

Gxy
; S̄ =

ηy,xy

Gxy
; S̄ =

ηxy,x

Ex
; S̄ =

ηxy,y

Ey

S =


E
; S =



E
; S =

−ν
E

; S =
−ν
E

ν
E

=
ν
E

; S =


G

En injectant les définitions des modules d’élasticité, des coefficients de Poisson et le

module de cisaillement plan dans l’expression des souplesses, on obtient les relations
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suivantes :

Ex =
E

S EE +C +CS
(

E
G
− υ

)

Ey =
E

C EE + S +CS
(

E
G
− υ

)

νxy =
−
[

− (S +C)ν +CS
(

+ E
E
− E

G

)]

S EE +C +CS
(

E
G
− υ

)

Gxy =
E

(S −C)
(

E
G

)

+ CS
(

+ E
E

+ υ
)

ηxy,y =
CS

[

S
(

+ ν − E
G

)

+C
(

−ν − EE +
E
G

)]

C EE + S +CS
(

E
G
− υ

)

(.)

ηx,xy =
CS

[

C
(

+ ν − E
G

)

+ S
(

−ν − EE +
E
G

)]

(S −C) E
G

+ CS
(

+ ν +
E
E

)

ηy,xy =
CS

[

S
(

+ ν − E
G

)

+C
(

−ν − EE +
E
G

)]

(S −C) E
G

+ CS
(

+ ν +
E
E

)

. Théorie des plaques stratifiées de Love-Kirchhoff

Les structures planes d’épaisseur faible par rapport aux autres dimensions du plan

sont correctement modélisées par le modèle de Love-Kirchhoff.

x

y

z

(a) plaque stratifiée









surface moyenne
hk−

hk

(b) section – k : numéro de la couche

Figure . – Section de plaque stratifiée constituée de couches

.. Hypothèses

Les hypothèses de Love-Kirchhoff sont les suivantes : une section droite rigide, nor-

male à la surface moyenne avant déformation, reste normale à cette surface moyenne

après déformation. La cinématique du modèle impose que les normales à la surface

moyenne subissent un déplacement de solide rigide. Il en résulte que les déplace-

ments entre deux points M et G situés sur unemême normale sont liés par la relation :

~U(M) = ~U(G)+ ~Ω ∧ Ḡ~M (.)
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où ~Ω = θy (x,y)~x + θx (x,y)~y est la rotation de la normale et Ḡ~M = z~z. G est un point

du plan moyen (plan de référence) :

G(x,y,z = )

~U(G) = u (x,y,z = )~x + v (x,y,z = )~y +w (x,y,z = )~z

~U(M) = V(x,y)~x +V(x,y)~y +W(x,y)~z

(.)

On obtient :

U(x,y) = u (x,y,z = ) + zθx

V(x,y) = v (x,y,z = )− zθy
W(x,y) =w (x,y,z = )

(.)

.. Cinématique

La théorie des plaques de Love Kirchhoff impose les conditions suivantes sur les dé-

formations

εzz = ; εxz =  ⇒ θx = −
�w

�x
; εyz = ⇒ θy =

�w

�y
(.)

.. Déformations

Le champ des déformations dans le plan de la plaque s’écrit à partir du champ de

déplacement et de la définition du tenseur des déformations. On obtient :

ε (M) =




(

grad~U(M)+gradT~U(M)
)

(.)

autrement dit, en coordonnées cartésiennes :

εxx =
�u

�x
− z �

w

�x

εyy =
�v

�y
− z �

w

�y

εxy =




(

�u

�y
+
�v

�x

)

− z �w

�x�y

εzz = , εxz = , εyz = 

(.)

On pose la notation vectorielle suivante :

ε̂ = γ̂ + zχ̂ (.)

Dans la base globale (~x,~y,~z), le tenseur des déformations se met sous la forme :

ε̂ = γ̂ + zχ̂ ⇔























εxx

εyy√
εxy























=























γxx

γyy√
γxy























+ z























χxx

χyy√
χxy























(.)

où γ̂ représente les déformations de membrane et χ̂, les courbures. La quantité zχ̂

représente les déformations de flexion et torsion :

εxx = γxx + zχxx; εyy = γyy + zχyy ; εxy = γxy + zχxy (.)
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avec :

γxx =
�u

�x
; γyy =

�v

�y
; γxy =





(

�u

�y
+
�v

�x

)

χxx = −
�w

�x
; χyy = −

�w

�y
; χxy = −

�w

�x�y

.. Efforts généralisés

Efforts de membrane

On suppose que les contraintes sont homogènes dans l’épaisseur de chacune des n

couches de la plaque stratifiée. Cette hypothèse est utilisée pour pouvoir intégrer

dans l’épaisseur de la plaque. Les efforts généralisés sont définis par les formules

suivantes :

– Nxx : effort résultant dans la direction ~x, par unité de largeur selon y ;

– Nyy : effort résultant dans la direction ~y, par unité de largeur selon x ;

– Nxy : effort de cisaillement de membrane par unité de largeur selon y ;

– Nyx = Nxy : effort de cisaillement de membrane par unité de largeur selon x.

~x

~y

~z

Nxx Nyx

Nxy

Nyy

Nxx
NyxNxyNyy

Figure . – Efforts de membrane

Les expressions des efforts généralisés en fonction des contraintes dans chacune

des couches s’écrivent :

Nxx =
∫ h/

−h/
σxxdz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

σkxxdz; Nyy =
∫ h/

−h/
σyydz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

σkyydz

Nxy =
∫ h/

−h/
σxydz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

σkxydz; Nyx =
∫ h/

−h/
σyxdz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

σkyxdz

(.)

En notation vectorielle, on introduit les quantités suivantes :

N̂ =
n

∑

k=

∫ hk

hk−

σ̂kdz avec N̂ =























Nxx

Nyy√
Nxy























(.)
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Efforts de flexion et torsion

On pose les efforts généralisés suivants :

– moment fléchissant d’axe ~y par unité de largeur suivant la direction y :

Mxx =
∫ h/

−h/
zσxxdz (.)

– moment fléchissant d’axe ~x par unité de largeur suivant la direction x :

Myy =
∫ h/

−h/
zσyydz (.)

– moment de torsion d’axe ~x par unité de largeur suivant la direction y :

Mxy =
∫ h/

−h/
zσxydz (.)

– moment de torsion d’axe ~y par unité de largeur suivant la direction x :

Myx = Mxy (.)

~x

~y

~z

Mxx

Myx
Mxy Myy

MxxMyxMxy
Myy

Figure . – Efforts de flexion et torsion

Les expressions des efforts généralisés en fonction des contraintes dans chacune

des couches s’écrivent :

Mxx =
∫ h/

−h/
zσxxdz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

zσkxxdz; Myy =
∫ h/

−h/
zσyydz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

zσkyydz

Mxy =
∫ h/

−h/
zσxydz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

zσkxydz; Myx =
∫ h/

−h/
zσyxdz =

n
∑

k=

∫ hk

hk−

zσkyxdz

(.)

En notation vectorielle, on introduit les quantités suivantes :

M̂ =
n

∑

k=

∫ hk

hk−

zσ̂kdz avec M̂ =























Mxx

Myy√
Mxy























(.)
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.. Relations de comportement

En injectant la relation de comportement en contrainte plane de chacune des couches

dans la définition des efforts généralisés et moments généralisés, on obtient la relation

de comportement. L’ensemble des expressions est exprimé dans la base ~x,~y,~z.

σ̂k = ˆ̄Qk (γ̂ + zχ̂)

N̂ =
n

∑

k=

∫ hk

−hk−
σ̂kdz M̂ =

n
∑

k=

∫ hk

−hk−
zσ̂kdz

N̂ =
n

∑

k=

∫ hk

hk−

ˆ̄Qk (γ̂ + zχ̂)dz M̂ =
n

∑

k=

∫ hk

−hk−

(

z ˆ̄Qkγ̂ + ˆ̄Qkzχ̂
)

dz

(.)

On pose la relation de comportement des plaques de L.K. sous la forme suivante :













ˆ̄N
ˆ̄M













=













ˆ̄A ˆ̄B
ˆ̄B ˆ̄D

























ˆ̄γ
ˆ̄χ













(.)

où les éléments de la matrice s’écrivent dans la base (~x,~y,~z) :

ˆ̄A : ĀIJ =
n

∑

k=

Q̄k
IJ (hk − hk−)

ˆ̄B : B̄IJ =




n
∑

k=

Q̄k
IJ

(

hk − h

k−

)

ˆ̄D : D̄IJ =




n
∑

k=

Q̄k
IJ

(

h


k − h


k−
)

(.)

Les matrices caractérisent le comportement équivalent de la plaque respectivement

en membrane, flexion-torsion, et le couplage membrane-flexion. Si une structure est

stratifiée de façon quelconque, il existe un couplage entre le comportement membra-

naire et le comportement de flexion et torsion. Ce couplage est dû à la matrice ˆ̄B.

Cette dernière est nulle si l’empilement des couches est symétrique par rapport au

plan moyen de la plaque. Il faut noter également que ce couplage n’existe pas si la

plaque est constituée d’un seul matériau homogène.

Stratifiés équilibrés

Les structures stratifiées équilibrées comportent le même nombre de plis dans cha-

cune des directions θ et −θ . Il y a alors découplage entre les déformations de tension

et les déformations de cisaillement plan. Les termes A et A sont nuls :

ˆ̄N = ˆ̄A ˆ̄γ (.)

soit :
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Nxy
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(.)
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Les ĀIJ sont indépendants de l’ordre de l’empilement des plis. En effet pour ces stra-

tifiés on a dans le cas de couches à ±θ les relations suivantes :

Q̄ (θ) = −Q̄ (−θ)
Q̄ (θ) = −Q̄ (−θ)















⇒














Ā = 

Ā = 
(.)

Stratifiés à symétrie miroir

Les structures stratifiées à symétrie miroir comportent un nombre de plis pair dans

chacune des directions, repartis de manière symétrique par rapport au plan moyen de

la plaque stratifiée. Le comportement de membrane est découplé du comportement

de flexion-torsion :
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(.)

avec :

ˆ̄A =























Ā Ā Ā
Ā Ā Ā
Ā Ā Ā























(.)

où les ĀIJ sont indépendants de l’ordre de l’empilement des plis.

Stratifiés équilibrés à symétrie miroir

Ce type de structures stratifiées comporte à la fois les propriétés des stratifiés équi-

librés et les propriétés des structures stratifiées à symétrie miroir. Il y a alors décou-

plage entre les déformations de tension et les déformations de cisaillement plan. Les

termes A et A sont nuls. Le comportement de membrane est découplé du compor-

tement de flexion-torsion :
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(.)

.. Contraintes interlaminaires et délaminage

L’analyse des contraintes interlaminaires permet d’expliquer le phénomène de déla-

minage (séparation progressive des couches). Le délaminage est un phénomène très

important qui n’est pas pris en compte dans les critères de rupture classiques. Ces

phénomènes sont dus à l’existence d’une contrainte normale au plan du stratifié et

de contraintes de cisaillement hors plan de la plaque à proximité des bords libres des

structures. Ces contraintes sont nommées contraintes interlaminaires. Les séquences

d’empilement influencent le signe et l’intensité des contraintes interlaminaires.

Un stratifié croisé symétrique sollicité en traction a une déformation globale en

membrane mais chaque couche prise séparément se déforme en torsion. L’équilibre

est obtenu par interaction entre les couches au prix de fortes contraintes interlami-

naires. On pose les notations suivantes pour la matrice des contraintes :

σ =













ΠσΠ Πσ~z

(Πσ~z)T ~zTσ~z













(.)
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Dans la suite, on établit une expression approchée des contraintes interlaminaires

Πσ~z et ~zTσ~z en fonction des contraintes déterminées par la théorie des plaques. Pour

établir une approximation des contraintes interlaminaires, on injecte dans les équa-

tions d’équilibre :

~div
(

σk
)

+ ~fd = ~ (.)

Les contraintes interlaminaires sont déterminées à partir des contraintes calculées

par la théorie des plaques à savoirΠσΠ :

Πσ~z = −
∫ z

− h


div
(

ΠσkΠ
)

dz +Π ~fd

~zTσ~z = −
∫ z

− h


div
(

Πσk~z
)

dz +~zT ~fd

(.)

Grâce aux modèles exposés précédemment, une structure composite constituée d’un

assemblage de plaques stratifiées sera modélisée de façon relativement simple. Il est

alors possible d’étudier le dimensionnement de la structure, et de procéder à son ana-

lyse dans le cadre éléments finis. Ce dimensionnement s’effectue d’après des critères

de résistance. De nombreux critères sont disponibles dans la littérature et dans les lo-

giciels éléments finis. Ces critères se limitent en général à la résistance d’une couche.

Les critères de délaminage ne sont généralement pas disponibles dans les codes de

calculs éléments finis.
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Les spécialistes disposent actuellement de méthodes d’investigation de plus en plus

puissantes pour étudier les matériaux composites. Ces méthodes permettent une dé-

finition quasi-optimale des associations renfort-matrice pour une application donnée.

Paradoxalement, les méthodes de dimensionnement et d’analyse des structures stra-

tifiées reposent sur des approches pragmatiques et primitives.

Pour évaluer la résistance d’une structure stratifiée, il faut disposer de critères de

dimensionnement. Les critères de limites de dimensionnement en chargement mo-

notone ou critères de rupture reposent sur l’hypothèse de comportement élastique

fragile des constituants de base, fibre et matrice. Ils sont généralement déduits des cri-

tères limites d’élasticité isotrope. Ces critères sont généralement exprimés en fonction

des contraintes par l’intermédiaire d’une fonction scalaire dénommée critère limite.

Cette fonction permet de quantifier l’intensité de sollicitations appliquées.

Classiquement on utilise le critère de contrainte maximale, le critère de déforma-

tionmaximale et les critères énergétiques de Hill, Tsai-Hill. Ils permettent d’avoir une

première évaluation de la résistance mécanique du stratifié. Ces critères nécessitent

la connaissance des contraintes ou déformations à rupture.

. Dégradation d’une structure stratifiée

Les structures stratifiées réalisées dans à partir de matériaux composites carbone

époxy par exemple T/, IM/ et MJ/M sont constituées d’empilements

de nappes unidirectionnelles. Ces nappes sont formées de renforts en fibres longues

de carbone liées par de la matrice de type époxy. Le rôle du renfort est d’assurer

la fonction de résistance mécanique aux efforts. La matrice de type résine époxy as-

sure quant à elle la cohésion entre les renforts de manière à répartir les sollicitations

mécaniques. Les pièces structurelles sont réalisées par empilement de nappes en opti-

misant les directions des renforts en fonction des charges qu’elles doivent subir. Trois

principaux modes de dégradation sont observés dans les couches unidirectionnelles

(voir figure .) :

– la micro fissuration de la matrice parallèlement aux fibres ;
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– la dégradation de l’interface fibre matrice ;

– la rupture des fibres.

Les structures stratifiées, par nature fortement hétérogènes, sont sujettes à l’appari-

tion de délaminages multiples près des bords libres et des zones où règne un état de

surcontrainte. Le mécanisme de délaminage est initié par des phénomènes d’endom-

délaminage

rupture de fibre

décohésion
fibre-matrice et
fissuration de
la matrice

Figure . – Modes de rupture et front de délaminage

magement microscopiques complexes. Ce mode de dégradation ne peut être imputé

entièrement à la détérioration de la liaison interlaminaire car les fronts de délami-

nage peuvent se transférer d’une interface à une autre au cours de l’évolution des

dégradations dans la structure.

Dans la suite, on précise les différents critères classiquement utilisés pour éva-

luer le domaine admissible dans lequel aucune dégradation des couches ne doit être

observée. Ces critères sont couramment utilisés dans l’industrie et permettent de di-

mensionner les pièces composites en supposant un comportement élastique linéaire

des couches.

. Matériaux isotropes

Les critères limites de dimensionnement en chargement monotone ou critères de rup-

ture reposent sur l’hypothèse d’un comportement élastique fragile. Ils sont en général

déduits des critères de limite d’élasticité utilisés notamment pour l’analyse du com-

portement en plasticité des matériaux métalliques :

– dans le cas unidimensionnel (traction) cette vérification se réduit à assurer |σ| 6
σe avec σe, limite élastique en traction ;

– dans le cas tridimensionnel, il faut vérifier un critère de limite d’élasticité qui

s’écrit f (σ) 6 σe, ou est une fonction réelle, la fonction seuil élastique.

Il existe un grand nombre de critères, certains sont valables pour des matériaux iso-

tropes fragiles (fontes, béton), d’autres, pour des matériaux ductiles (alliages cui-

vreux, alliages d’aluminium, aciers doux). Il n’existe pas de critères universels va-

lables pour tous les matériaux.
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.. Critère de Rankine

Ce critère s’applique plutôt aux matériaux fragiles. Ce critère considère que la limite

d’élasticité (ou de rupture) est atteinte lorsqu’une, au moins, des contraintes princi-

pales atteint une valeur limite obtenue par test uni–axial, de traction ou de compres-

sion :

sup(σI,σII,σIII) 6 σTe (.)

.. Critère de Tresca

Ce critère s’applique plutôt aux matériaux ductiles. Des essais sur des matériaux duc-

tiles confirment que le début de la plastification en traction à lieu suivant des plans

inclinés à ° par rapport à la direction de chargement. Cette direction correspond à

un état de contrainte de cisaillement maximum. Si τe est la contrainte tangentielle de

cisaillement, alors :




sup |σI − σIII| 6 τe ou sup |σI − σIII| 6 σe (.)

.. Critère de Von Mises

Ce critère s’applique également auxmatériaux ductiles. Notant qu’un état de contrainte

hydrostatique change seulement le volume et non la forme du matériau, la partie hy-

drostatique du tenseur des contraintes est telle que :

√




tr(σD,σD) 6 σe avec σijD = σij −




tr(σ)δij (.)

et :

σeq =

√




tr(σDσD)

σD = σ − tr(σ)



σeq 6 σy

(.)
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.. Critère de contrainte maximale

Ce critère relativement rustique reste très utilisé pour rechercher une première solu-

tion technologique dans la conception d’une pièce composite. En contrainte plane, le

critère s’écrit :

σ
σt
6  si σ > ;

|σ|
σc
6  si σ 6 

σ
σt
6  si σ > ;

|σ|
σc
6  si σ 6 

|σ|
σr
6 

(.)

Les valeurs ultimes des contraintes sont notées σt.
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.. Critère de déformation maximale

Ce critère est utilisé conjointement au critère en contrainte :

ε
εt
6  si ε > ;

|ε|
εc
6  si ε 6 

ε
εt
6  si ε > ;

|ε|
εc
6  si ε 6 

|ε|
εr
6 

(.)

.. Critères énergétiques

Critère de Hill

Ce critère est utilisé pour définir le domaine d’élasticité d’un matériau orthotrope :

F(σ − σ) +G(σ − σ) +H(σ − σ) + Lσ + Mσ + Nσ 6  (.)

On suppose la base d’orthotropie (~N, ~N, ~N) connue. Pour identifier ce critère, il

faut réaliser suivant les axes d’orthotropie, trois expériences de traction et trois expé-

riences de cisaillement qui permettent d’écrire les relations suivantes :

– trois essais de traction : F +G= 
σe

 , F +H = 

σe

 et F+G= 

σe



– trois essais de cisaillement : L = 
σe

 , M= 

σe

 et N = 

σe



Il suffit d’exploiter les essais pour identifier les six paramètres du critère F, G, H, L,

M et N en fonction des limites d’élasticité du matériau considéré. Il faut noter que

lorsque F = G = H = L = M = N, le critère de Hill correspond à celui de Mises. Le

critère s’écrit sous la forme suivante :
(

σ
σe

)

+

(

σ
σe

)

+

(

σ

σe

)

−
(



σe
 +



σe
 −



σe


)

σσ−
(



σe
 −



σe
 +



σe


)

σσ −
(

− 
σe
 +



σe
 +



σe


)

σσ+

(

σ
σe

)

+

(

σ

σe

)

+

(

σ

σe

)

= 

(.)

où les caractéristiques injectées dans le critère sont les limites élastiques. D’un point

de vue conception, lors du dimensionnement des structures, les valeurs limites dans

le critère sont généralement les contraintes enregistrées à rupture.

Critère de Hill en contraintes planes

Soit un état de contraintes planes dans le plan (~N, ~N). Le critère se réduit à :

(

σ
σe

)

+

(

σ
σe

)

−
(



σe
 +



σe
 −



σe


)

σσ +

(

σ
σe

)

=  (.)

.. Critères de Tsai-Hill

Le critère de Tsai-Hill correspond au critère de Hill écrit en contrainte plane dans le

cas d’un matériau isotrope transverse. Ce critère ne tient pas compte des différences
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de comportement en traction et en compression. Dans la base d’orthotropie connue,

le critère s’écrit :

F(σ)
 +G(σ)

 +H(σ − σ) + Lσ 6  (.)

Pour identifier ce critère, il faut réaliser suivant les axes d’orthotropie, deux expé-

riences de traction et une expérience de cisaillement comme suit :

– deux essais de traction : G+H = 
σe

 et F+H = 

σe



– un essai de cisaillement : L = 
σe

 et H = 

σe
σ

e


Les valeurs caractéristiques du matériau sont accompagnées de l’exposant e.

Le critère est classiquement utilisé sous la forme :

(

σ
σe

)

+

(

σ
σe

)

−
(

σσ
σe


)

+

(

σ
σe

)

=  (.)

.. Critère Hoffman

Ce critère généralise dans le cas tridimensionnel, le critère de Hill. Il est utilisé pour

définir le domaine d’élasticité d’un matériau orthotrope en tenant compte des limites

en compression :

F(σ − σ) +G(σ − σ) +H(σ − σ) + Lσ + Mσ

+ Nσ + Pσ +Qσ +Rσ 6 
(.)

On suppose la base d’orthotropie ~N, ~N, ~N connue. Pour identifier ce critère, il faut

réaliser suivant les axes d’orthotropie, trois expériences de traction, trois expériences

de compression et trois expériences de cisaillement.

Pour ce qui concerne la modélisation des matériaux composites, la mécanique de

l’endommagement fournit actuellement un outil extrêmement puissant à la disposi-

tion des mécaniciens des structures, intégrant par l’introduction de variables internes

judicieusement choisies, l’essentiel des phénomènes mécaniques de dégradation dans

le comportement. L’analyse des matériaux composites par la mécanique de l’endom-

magement suppose une nouvelle approche de l’étude des composites, tant sur le plan

expérimental que théorique.
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