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❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❏❋▲❆✶✷

❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡♥ ❈♦q

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt∗

❈✳ ▲❡❧❛②1 ✫ ●✳ ▼❡❧q✉✐♦♥❞2

■◆❘■❆ ❙❛❝❧❛② ❰❧❡✲❞❡✲❋r❛♥❝❡✱
✾✶✹✵✺ ❖rs❛② ❝❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡

✶ ✿ ❝❛t❤❡r✐♥❡✳❧❡❧❛②❅✐♥r✐❛✳❢r
✷ ✿ ❣✉✐❧❧❛✉♠❡✳♠❡❧q✉✐♦♥❞❅✐♥r✐❛✳❢r

❘és✉♠é

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡♠♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ♠❛✐s ❝❡✉①✲❝✐ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t♦t❛❧❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼ê♠❡

s✐ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s

❧❡♠♠❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ❛✐♥s✐

♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ♣❛r❛♠ètr❡ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ ❈♦q ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt s✬❡st

ré✈é❧é êtr❡ ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞❡ rés✉♠❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✓ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✔ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡

❞❛♥s ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s s✉r ♣❛♣✐❡r✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ s②stè♠❡ ❈♦q ❡st ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❬✶❪✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♦♥t ♠♦♥tré s♦♥ ✉t✐❧✐té ❬✼❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✐♥tér❡ssés à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✈❡♥❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❈♦q ❡st
❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❬✶✵❪✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt ❡st
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❈♦q rés✉❧t❛♥t❡ ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s
❛ss♦❝✐és s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡

❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧r✐✳❢r✴⑦❧❡❧❛②✴❛✉t♦❞❡r✐✈❡✳❤t♠❧

✶✳✶✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡t ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ ❙♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ✐❝✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❛❧❧❡ ❞❡
❝♦♥❝❡rt ❛✉① t❡sts ♥♦♥ ❞❡str✉❝t✐❢s s✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✳

∗✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❋
∮
❙❚ ✭❆◆❘✲✵✽✲❇▲❆◆✲✵✷✹✻✲✵✶✮ ❡t ❈♦q✉❡❧✐❝♦t ✭❉■▼ ❉✐❣✐t❡♦✮✳

✶
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▲❡❧❛② ✫ ▼❡❧q✉✐♦♥❞

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, u(x, t)) ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
s✉r ✉♥❡ ❝♦r❞❡ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ✿

∀(x, t) ∈ R
2,







∂2u

∂t2
(x, t)− c2

∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t)

u(x, 0) = u0(x)
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x)

✭✶✮

❈❡ s②stè♠❡ ❡t s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ à tr♦✐s ♣♦✐♥ts ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ❬✷❪✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✉✐✈✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉tôt ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t
♥✬❛ ❞♦♥❝ ♠✐s à ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡✳

■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❞✬❆❧❡♠❜❡rt ❬✾✱ ✶✸❪ ✿

u(x, t) =
1

2
(u0(x+ ct) + u0(x− ct))

︸ ︷︷ ︸

α(x,t)

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

u1(ξ) dξ

︸ ︷︷ ︸

β(x,t)

+
1

2c

∫ t

0

∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

f(ξ, τ) dξ dτ

︸ ︷︷ ︸

γ(x,t)

✭✷✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❛ ❝♦♥st✐t✉❡r ♥♦tr❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡
❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r u ♣❛r s♦♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✮ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❣❛✉❝❤❡s ❞❡ ✭✶✮ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❜✐❡♥
é❣❛❧❡s ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞r♦✐ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ t♦✉t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à ❞é✜♥✐r ❡t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s
s❡❝♦♥❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ♠♦r❝❡❛✉① α✱ β ❡t γ ❞❡ u✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡ ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ à
♣❛r❛♠ètr❡✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ à ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s γ r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡ à
ré❛❧✐s❡r✱ ♠ê♠❡ s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✳

✶✳✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣♦rté s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt ❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛
❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s α✱ β ❡t γ✱ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡ ❈♦q✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥trés ❛✜♥ ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❝❡s
♥♦t✐♦♥s✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ✭s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✮ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡
❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ♣r♦✉✈❡r ❡♥ ❈♦q
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ♣❛r❛♠ètr❡ ❡t ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳

■❧ s✬❡st ❛✈éré q✉❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t t♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ ♠❛♥q✉❛✐❡♥t à ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞✱
❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt ♥✬❡♥ r❡st❛✐t ♣❛s ♠♦✐♥s ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ▲❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ♥♦✉s ❛
❝♦♥❞✉✐t à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✉s✉❡❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❈❡ s♦♥t
❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦tr❡ t❛❝t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ✐♥t❡r♥❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❣é♥ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s s✉❥❡ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❡t s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❢❛✐t ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❡t ❞ét❛✐❧❧❡
❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ♥♦tr❡ t❛❝t✐q✉❡ ❡t s❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r q✉❡❧q✉❡s
❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡✳

✷



❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡♥ ❈♦q

✷✳ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt

✷✳✶✳ ❊①♣r✐♠❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s

P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✮ ❞❛♥s ❈♦q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❆✈❡❝ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞ér✐✈é ❞❡ f ❡♥ x s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿

❢♦r❛❧❧ ♣r ✿ ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t ❢ ①✱ P ✭❞❡r✐✈❡❴♣t ❢ ① ♣r✮

♦ù ♣r ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t ❞❡r✐✈❡❴♣t ❢ ① ♣r ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡♥ ❝❡
♣♦✐♥t✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣r ✭❡t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞é♣❧✐❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ❞❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞ér✐✈é ℓ

♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡♠♠❡s ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞✳

■❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣r ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥
❧✬❡①♣r✐♠❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❢♦r❛❧❧ ❧✱ ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ❢ ① ❧ ✲❃ P ❧

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ❢ ① ❧ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t ❛❞♠❡t ℓ ♣♦✉r
❞ér✐✈é❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳

▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡✈✐❡♥t
r❛♣✐❞❡♠❡♥t très ❧♦✉r❞❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ é♥♦♥❝é s✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉r❛✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❢♦r❛❧❧ ✭♣r✶ ✿ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✭❢✉♥ ① ❂❃ ❢ ① ②✮✮

✭♣r✷ ✿ ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t ✭❞❡r✐✈❡ ✭❢✉♥ ① ❂❃ ❢ ① ②✮ ♣r✶✮ ①✮✱

P ✭❞❡r✐✈❡❴♣t ✭❞❡r✐✈❡ ✭❢✉♥ ① ❂❃ ❢ ① ②✮ ♣r✶✮ ① ♣r✷✮

❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❣❛r❞❡r ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ t❡r♠❡s
❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥ ❈♦q✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t f : R → R ❡t x, ℓ ∈ R✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❡♥ x ❡t ❛❞♠❡t ♣♦✉r ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ℓ s✐

✕ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ❀
✕ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t ❛❞♠❡t ♣♦✉r ❞ér✐✈é❡ ℓ✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r t♦✉t R✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té
s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉✣t ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✬ét❡♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥♦♥❝é
❝✐✲❞❡ss✉s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

❢♦r❛❧❧ ✭♣r ✿ ❞❡r✐✈❛❜❧❡✷✵❴♣t ❢ ① ②✮✱ P ✭❞❡r✐✈❡✷✵❴♣t ❢ ① ② ♣r✮

▲❡ s✉✣①❡ ✏✷✵✑ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❀ ❧❡
s✉✣①❡ ✏✵✶✑ ❞és✐❣♥❡r❛✐t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❢♦r❛❧❧ ❧✱ ❞❡r✐✈❛❜❧❡✷✵❴♣t❴❧✐♠ ❢ ① ② ❧ ✲❃ P ❧

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳

✸



▲❡❧❛② ✫ ▼❡❧q✉✐♦♥❞

✷✳✷✳ ❉ér✐✈❡r ❆❧♣❤❛

∀(x, t) ∈ R
2, α(x, t) =

1

2
(u0(x+ ct) + u0(x− ct))

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ α ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✭+✱ ×✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡s t❤é♦rè♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡
st❛♥❞❛r❞✳

▲❛ ❢❛ç♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡st ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♣✉✐s
❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♥❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ♣❛s ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❝❡♣❡♥❞❛♥t✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té
♠❛✐s ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬❡st
❞♦♥❝ ré✈é❧é ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t f, g : R → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t x, l ∈ R✳

❙✐ ∀y ∈ R, f(y) = g(y)✱ ❛❧♦rs f ′(x) = l ⇒ g′(x) = l✳

✷✳✸✳ ❉ér✐✈❡r ❇❡t❛

∀(x, t) ∈ R
2, β(x, t) =

1

2c

∫ x+ct

x−ct

u1(ξ) dξ

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ β s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

1

2c

(∫ x+ct

0

u1(ξ) dξ −

∫ x−ct

0

u1(ξ) dξ

)

.

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡ β s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ▲❡s
❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t
❞♦♥❝ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉①✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ ❈♦q ❢❛✐t ❛♣♣❡❧❧❡ à ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❛✐♥s✐
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ f ❡♥tr❡ a ❡t b s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❈♦q ♣❛r ✿

❢♦r❛❧❧ ♣r ✿ ❘✐❡♠❛♥♥❴✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢ ❛ ❜✱ P ✭❘✐❡♠❛♥♥■♥t ♣r✮✳

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❧❡♠♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❢♦✉r♥✐❡
♣❛r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q ♥✬❡st ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ q✉❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ r❡♥❞
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧♦✉r❞❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r R ❡♥t✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ✉s✉❡❧❧❡ ✿ x 7→

∫ x

a
f(t) dt✳

◆♦t❡③ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳ ❙♦✐❡♥t f : R 7→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ a ∈ R✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fa : x 7→

∫ x

a

f(t) dt

❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t
∀x ∈ R, F ′

a(x) = f(x)

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ t♦✉❥♦✉rs ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s ♣♦✉r sé♣❛r❡r β ❡♥
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✹



❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡♥ ❈♦q

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r R✳ ✶ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s

Rint(f) : (a, b) 7→

∫ b

a

f(t) dt.

❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ✿ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❧✐❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
❡t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t (a, b) ∈ R
2✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘✐♥t(f) ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡

❡♥ (a, b) ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

d Rint(f)(a, b) = (−f(a), f(b)).

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✏f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✑ ❡st très ❢♦rt❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✽ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✹✳ ❉ér✐✈❡r ●❛♠♠❛

∀(x, t) ∈ R
2, γ(x, t) =

1

2c

∫ t

0

∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

f(ξ, τ) dξ dτ

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ à ♣❛r❛♠ètr❡✳
▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é ♣✉✐sq✉❡ t ❛♣♣❛r❛ît à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦♠♠❡
❜♦r♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

(t1, t2) 7→
1

2c

∫ t1

0

∫ x+c(t2−τ)

x−c(t2−τ)

f(ξ, τ) dξ dτ.

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q ♥✬❡st ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ✳ ❊❧❧❡ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡
♥✐ ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s à ♣❛r❛♠ètr❡ ♥✐ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré ❡♥ ❈♦q ❧❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ à ♣❛r❛♠ètr❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳ ❙♦✐❡♥t a, b ∈ R✱ a < b ❡t f : (x, t) 7→ f(x, t) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a; b] ❀
✕ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❀

✕
∂f

∂x
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R× [a; b]✳

❆❧♦rs✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F : x 7→

∫ b

a

f(x, t) dt ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ F ′(x) =

∫ b

a

∂f

∂x
(x, t) dt.

❈❡ t❤é♦rè♠❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R
2 → R ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡

s✉r ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❈❡ ❢❛✐t ❛ été ❛❞♠✐s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❀ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞✐t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r S s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ S✱ f ❡st ❘✐❡♠❛♥♥✲✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡♥tr❡ a ❡t b✳

✺



▲❡❧❛② ✫ ▼❡❧q✉✐♦♥❞

❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥t f : R2 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ x, l ∈ R
2✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x

❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ l s✐

∀ε ∈ R
∗

+, ∃δ ∈ R
∗

+, ∀k ∈ R
2, ‖k‖∞ < δ ⇒ |f(x+ k)− f(x)− 〈l; k〉| ≤ ε‖k‖∞.

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ tr❛❥❡t ❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♠♦✐♥s tr✐✈✐❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥t f : R2 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t (x, y) ∈ R
2✳

❙✐ f ❛❞♠❡t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s f ′

1 ❡t f ′

2 ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛✉ ♣♦✐♥t (x, y) ∈ R
2✱ ❛❧♦rs f ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥

(x, y) ❡t ❛❞♠❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ (f ′

1(x, y), f
′

2(x, y))✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❤é♦rè♠❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡✳

❉ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ γ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✾✳ ❙♦✐❡♥t f : R2 → R ❡t u1, u2 : R → R ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t x ∈ R✳
❙✐

✕ u1 ❡t u2 s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡♥ x✱
✕ f ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ (u1(x), u2(x))✱

❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ : x 7→ f(u1(x), u2(x)) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t

Φ′(x) = u′

1(x) · f
′

1(u1(x), u2(x)) + u′

2(x) · f
′

2(u1(x), u2(x))

❈❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ❈♦q ❡♥ ❧❡ r❡❣❛r❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✵✳ ❙♦✐❡♥t f, u1, u2 : R2 → R ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t x ∈ R✳
❙✐

✕ u1 ❡t u2 s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s ❡♥ x✱
✕ f ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ (u1(x), u2(x))✱

❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ : x 7→ f(u1(x), u2(x)) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t

Φ′(x) = ( π1 (u
′

1(x)) · f
′

1(u1(x), u2(x)) + π1 (u
′

2(x)) · f
′

2(u1(x), u2(x)) ;

π2 (u
′

1(x)) · f
′

1(u1(x), u2(x)) + π2 (u
′

2(x)) · f
′

2(u1(x), u2(x)) )

♦ù π1 ❡t π2 s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à
❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡♥tés ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳

✸✳ ❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

✸✳✶✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞ét❛✐❧❧é

▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r α✱ β ❡t γ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s
♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞✬❛✉tr❡s

✻



❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡♥ ❈♦q

❈♦❞❡ ✶ ❯♥ s❝r✐♣t ❈♦q q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❞û ❛✈♦✐r à é❝r✐r❡ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β′

2✳

▲❡♠♠❛ ❜❡t❛✵✶❴❧✐♠ ✿ ❢♦r❛❧❧ ① t✱

❞❡r✐✈❛❜❧❡✵✶❴♣t❴❧✐♠ ❜❡t❛ ① t ✭✶✴✷ ✯ ✭✉✶ ✭①✰❝✯t✮ ✰ ✉✶ ✭①✲❝✯t✮✮✮✳

Pr♦♦❢✳

✐♥tr♦s✳

✭✯ ét❛♣❡ ✶ ✿ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ✐❣♥♦rés ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✯✮

❛ss❡rt ✭✶✴✷ ✯ ✭✉✶ ✭①✰❝✯t✮ ✰ ✉✶ ✭①✲❝✯t✮✮ ❂

✶✴✭✷✯❝✮ ✯ ✭❢st ✭✲ ✉✶ ✭①✲❝✯t✮✱✉✶ ✭①✰❝✯t✮✮ ✯ ✭✵✲❝✯✶✮

✰ s♥❞ ✭✲ ✉✶ ✭①✲❝✯t✮✱✉✶ ✭①✰❝✯t✮✮ ✯ ✭✵✰❝✯✶✮✮✮✳

s✐♠♣❧ ❀ ❢✐❡❧❞✳

❛♣♣❧② ❍❝✳

r❡✇r✐t❡ ❍ ❀ ❝❧❡❛r ❍✳

✭✯ ét❛♣❡ ✷ ✿ ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✯✮

❛ss❡rt ✭❈❢ ✿ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✉✶✮✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❛♣♣❧② ❞✶❴✉✶✳

✭✯ ét❛♣❡ ✸ ✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✯✮

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴s❝❛❧✳

❛♣♣❧② ✭❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴❝♦♠♣✷ ✭❘✐♥t ✉✶ ❘■♥t❴✉✶ ✮✮✳

❛♣♣❧② ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴❘✐♥t ✱ ❈❢✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴♠✐♥✉s✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴❝♦♥st✳

❛♣♣❧② ✭❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴❡①♣r ✭❢✉♥ t ❂❃ ❝✯t✮✮✳

✐♥tr♦s ❀ r❡❢❧❡①✐✈✐t②✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴s❝❛❧✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴✐❞✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴♣❧✉s✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴❝♦♥st✳

❛♣♣❧② ✭❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴❡①♣r ✭❢✉♥ t ❂❃ ❝✯t✮✮✳

✐♥tr♦s ❀ r❡❢❧❡①✐✈✐t②✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴s❝❛❧✳

❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠❴✐❞✳

◗❡❞✳

❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❈♦q ✶ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ β ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ❡t
❛❞♠❡t ♣♦✉r ❞ér✐✈é❡ β′

2(x, t) =
1
2 (u1(x+ ct)− u1(x− ct))✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✉r ♣❛♣✐❡r✱ ♦♥ ❞✐r❛✐t q✉❡ ✏β ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ 1
2c (

∫ x+ct

0
u1 −

∫ x−ct

0
u1) ❡t

u1 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉①✱ β ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ❞❡
❞ér✐✈é❡ 1

2 (u1(x+ ct)− u1(x− ct))✑✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡
♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ ❧♦✉r❞❡ ❡♥ ❈♦q✳ ▼❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ét❛♣❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡
❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡st❡♥t à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✿

✶✳ ❘éé❝r✐r❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✏+0✑ ♦✉ ✏×1✑ q✉❡ ❧✬♦♥ ✐❣♥♦r❡
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❀

✷✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ (x, y) 7→
∫ y

x
u1(ξ) dξ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ u1 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❀

✸✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❛♥❞ ❈♦q
♥❡ ❧❡s ✐♥❢èr❡ ♣❛s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜✉t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ❢ ① ❣ ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s
❢❛✐ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ u1✮ q✉✬✐❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ré✉ss✐ à ✐♥❢ér❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳

✸✳✷✳ Pr❡✉✈❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥

❈❡t ♦✉t✐❧ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ q✉✐ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ ❜✉t ❡t ❣é♥èr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❞✬❛✉tr❡s t❛❝t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ❯♥ t❡❧ ♦✉t✐❧

✼



▲❡❧❛② ✫ ▼❡❧q✉✐♦♥❞

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❛✲❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❡t ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❜✉t✳ ❈♦q ❛ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é❞✐é ❛♣♣❡❧é ▲t❛❝ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡ t❡❧s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❬✹❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥ ❈♦q✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ❜✉t
❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t à ❝❛❧❝✉❧❡r s✉r ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ s❡✉❧ t❤é♦rè♠❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐
♣r♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ❬✸❪✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡t s❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❛♣♣♦rt❡r
✐❝✐ ❞❡ ❣❛✐♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳ ■❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡
❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❣é♥éré✳ ■❧ ② ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛❜❧❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ❞✬÷✐❧ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡st rés✉♠é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❜✉t ❈♦q
❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ❢ ① ❣

❘é✐✜❝❛t✐♦♥ //

��

❊①♣r❡ss✐♦♥
✐♥t❡r♣

oo_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

❈❛❧❝✉❧
��

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞ér✐✈é❡
▲❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

oo

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ s♦♥t ✿
✕ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ét✉❞✐❡r ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✱
✕ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✮✱
✕ ✉♥ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✱

✕ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ré✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞♦♥♥é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e r❡❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

e ::= x | cst | e+ e | e× e | − e |

∫ e

e

f(t) dt | f(e) | f(e, e)

♦ù x ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ cst ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s x ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✮ ❡t f ❡st ✉♥❡ ✏❢♦♥❝t✐♦♥✑ à ✉♥ ♦✉ ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡r❛ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ♣❧✉s ❜❛s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❛r ✿

D(x) = 1

D(cst) = 0

D(e1 + e2) = D(e1) +D(e2)

D(e1 × e2) = e1 ×D(e2) + e2 ×D(e1)

D(−e) = −D(e)

D

(∫ e2

e1

f(t) dt

)

= f(e2) + (−f(e2))

D(f(e)) = D(e)× f ′(e)

D(f(e1, e2)) = D(e1)× f ′

1(e1, e2) +D(e2)× f ′

2(e1, e2)

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥té❡ ❡♥ ❈♦q ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s t❡sts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r q✉❡❧q✉❡s t❡r♠❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ❞ét❡❝t❡ s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❡❧❧❡ é✈✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ✵✳

✽



❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡♥ ❈♦q

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ à ❞♦♥♥❡r ❛✉① ✏❢♦♥❝t✐♦♥s✑ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❡ ♣♦s❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ D(f(e)) = D(e) × f ′(e)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ s❡ ❢❛✐t
❡♥ ❈♦q à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛s ❞❡✈♦✐r ❢♦✉r♥✐r ❛✈❛♥t ♦✉ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s t❡r♠❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦ù f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ✱ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ f ét❛♥t ❧❛✐ssé❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✸✳✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❡ t②♣❡ ♣❛rt✐❛❧❴✈❛❧ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ré❡❧s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❢❛✉t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✿
✕ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❞♦♠ ✿ ❚②♣❡ ❀
✕ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✈❛❧ ✿ ♣❞♦♠ ✲❃ ❘ q✉✐ à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❀
✕ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❍❡q ✿ ❢♦r❛❧❧ ❞✶ ❞✷ ✿ ♣❞♦♠✱ ♣✈❛❧ ❞✶ ❂ ♣✈❛❧ ❞✷ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ ♥❡

❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s à ✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡ t②♣❡ ✭❘ ✲❃✮ ❘ ✲❃ ♣❛rt✐❛❧❴✈❛❧✳ P♦✉r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ x ∈ fdom ♣♦✉r ✏❞ ✿ ♣❞♦♠ ✭❢ ①✮✑ ❡t fval(x) ♣♦✉r ✏♣✈❛❧
✭❢ ①✮ ❞✑ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡s✳

◆♦t❡③ q✉❡ ❚②♣❡ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ t②♣❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❞♦♠ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Pr♦♣ q✉✐ s❡♠❜❧❡r❛✐t ♣❧✉s
♥❛t✉r❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r ❡①tr❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ✭❞❡ t②♣❡ ❙❡t✮
❡t ❧❛ ❘✐❡♠❛♥♥✲✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ✭❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✮ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
✈❛❧❡✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

∫ b

a
f ❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡

❡♥tr❡ a ❡t b ❡t ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳ ✷

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ♦♥t été ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t x ∈ fdom✳
f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x s✐

∀ε ∈ R
∗

+, ∃δ ∈ R
∗

+, ∀y ∈ R, |y − x| < δ ⇒ y ∈ fdom ∧ |fval(y)− fval(x)| < ε

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ x ∈ fdom ❡t l ∈ R✳
f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t ❛❞♠❡t ♣♦✉r ❞ér✐✈é❡ l s✐

∀ε ∈ R
∗

+, ∃δ ∈ R
∗

+, ∀y ∈ R, |y − x| < δ

⇒ y ∈ fdom ∧ |fval(y)− fval(x)− l × (y − x)| ≤ ε · |y − x|

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✬ét❡♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
l × (y − x) ❡st ❛❧♦rs r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❡❧❧❡s r❡ss❡♠❜❧❡♥t à ✉♥ t②♣❡ ♠♦♥❛❞✐q✉❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r r❡t✉r♥ ✭P✈❛❧❴✈❛❧✮ ❛ss♦❝✐❛♥t
à ✉♥ ré❡❧ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ tr✐✈✐❛❧ ✭❚r✉❡✮ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❞ ✭P❢✉♥❴❛♣♣✮ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ à
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ✉♥❡ ♠♦♥❛❞❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ♠♦♥❛❞❡
♥❡ s♦♥t ✈ér✐✜és q✉✬à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣rès✳ ■❧ ♥✬❡♥ r❡st❡ ♣❛s ♠♦✐♥s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t❝✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

✷✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té q✉✐ ✈✐✈❡ ❞❛♥s Pr♦♣ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
q✉✐ ♥✬❛✐t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❛✉r❛✐t ❛♣♣♦rté ❛✉❝✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ à ❧❛ t❛❝t✐q✉❡
❡t ❡❧❧❡ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s été ❡①♣❧♦ré❡ ♣❧✉s ❛✈❛♥t ❛✉ ✈✉ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✾



▲❡❧❛② ✫ ▼❡❧q✉✐♦♥❞

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♥✬❛ été q✉❡ ❞❡ ♣❡✉ ❞✬✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❡ ❝❛❝❤❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡t q✉✬✐❧
❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡♥ r❡✈❡♥✐r à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ε ❡t ❞❡s δ✳

✸✳✹✳ ■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

▼ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q ♥✬✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣ré❡ f q✉❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ [a, b]✱ ❝❡❧❛ ♥❡ tr❛♥s♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s s♦♥ t②♣❡✳
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ s✉r R ❡♥t✐❡r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t [a, b] ✸ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ✳

∀x ∈ R, evala,b(f)(x) =







fval(x) s✐ x ∈ [a; b],
fval(a) s✐ x < a,

fval(b) s✐ x > b.

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]a; b[✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b]✱ ❛❧♦rs evala,b(f) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t a, b ∈ R✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❘✐❡♠❛♥♥✲✐♥té❣r❛❜❧❡
❡♥tr❡ a ❡t b s✐ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡ a ❡t b ❡t s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ evala,b(f) ❡st ❘✐❡♠❛♥♥✲✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡♥tr❡ a ❡t b✳
▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ f ❡♥tr❡ a ❡t b ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ evala,b(f) ❡♥tr❡ a ❡t b✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ér✐✈❡r s❛♥s ❛✈♦✐r à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t (a, b) ∈ R
2✳

❙✐ ✿
✕ f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡♥tr❡ a ❡t b✱
✕ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a ❡t ❡♥ b✱
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ d ∈ R

∗

+ t❡❧ q✉❡ ✿
f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡♥tr❡ a− d ❡t a+ d✱
f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡♥tr❡ b− d ❡t b+ d✱

❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ Pfun❴Rint(f) : (x, y) 7→
∫ y

x

f(t) dt ❡st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (a, b) ❡t ❛❞♠❡t

♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ dPfun❴Rint(f)(a, b) = (−f(a); f(b))✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ P♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✏f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a ❡t ❡♥ b✑ ❝❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❥♦ré❡s s✉r ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t s♦♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s
s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡
♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (x, y)✳

✸✳✺✳ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t t❛❝t✐q✉❡

❚♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✈✐s❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❛❧♦rs ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❉ ❞é✜♥✐❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳

▲❡♠♠❛ ❉❴❝♦rr❡❝t ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❡ ✿ ❡①♣r✮ ✭① ✿ ❘✮✱

❧❡t ✈❞ ✿❂ ✐♥t❡r♣ ✭❉ ❡✮ ① ✐♥

❢♦r❛❧❧ ❞ ✿ ♣❞♦♠ ✈❞✱ P❢✉♥❴❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ✭✐♥t❡r♣ ❡✮ ① ✭♣✈❛❧ ✈❞ ❞✮✳

✸✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s a ❡t b ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ [min(a, b);max(a, b)]✳

✶✵



❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡♥ ❈♦q

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❛♥t q✉✬❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s
❧❛ t❛❝t✐q✉❡✳

▲❡♠♠❛ ❆✉t♦❉❡r✐✈❡❴❤❡❧♣❡r ✿ ❢♦r❛❧❧ ❡ ❢ ① ❧✱

✭❢♦r❛❧❧ ①✱ ❧❡t ✈ ✿❂ ✐♥t❡r♣ ❡ ① ✐♥ ❢♦r❛❧❧ ❞ ✿ ♣❞♦♠ ✈✱ ♣✈❛❧ ✈ ❞ ❂ ❢ ①✮ ✲❃

✭❧❡t ✈❞ ✿❂ ✐♥t❡r♣ ✭❉ ❡✮ ① ✐♥ ④ ❞ ✿ ♣❞♦♠ ✈❞ ⑤ ♣✈❛❧ ✈❞ ❞ ❂ ❧ ⑥✮ ✲❃

❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ❢ ① ❧✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❆✉t♦❉❡r✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ❢ ① ❧

❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❜✉ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ e ♣r❡♥❞ ❜✐❡♥
❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ e✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ D(e) ❛ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t q✉❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à ℓ✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲❜✉t s❡r❛✐t tr❛✐té ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❛r
β✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ r❡✐❢② ✹ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ e à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f

♥✬❛ ♣❛s ❢❛✐t ❞✬❡rr❡✉r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ✈r❛✐✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❣é♥érés ♣❛r ✐♥t❡r♣ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❡✉① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❡t ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥✐✜❡r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥
s♦✐t✱ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ ✈❡rr❛ ❥❛♠❛✐s ❝❡ s♦✉s✲❜✉t✳

▲✬❛✉tr❡ s♦✉s✲❜✉t ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❙✐ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u′ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ u q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ D(e) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
u ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♦ù u′ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡s ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✉r❛ à
❢♦✉r♥✐r✳ ▲❛ t❛❝t✐q✉❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❡♥ é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ s✬❛✐❞❛♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✺✳ ▲✬❛✉tr❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❜✉t ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❈❡ ❜✉t ❡st ❧❛✐ssé à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❡ss❛②❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❛❝t✐q✉❡s r✐♥❣ ❡t ❢✐❡❧❞
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❡r❛✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❝♦❞❡ ❈♦q ✶✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❆✉t♦❉❡r✐✈❡✱ ❧❡ s❝r✐♣t s❡ ré❞✉✐t à ✿

▲❡♠♠❛ ❜❡t❛✵✶❴❧✐♠ ✿ ❢♦r❛❧❧ ① t✱ ❞❡r✐✈❛❜❧❡✵✶❴♣t❴❧✐♠ ❜❡t❛ ① t

✭✶✴✷ ✯ ✭✉✶ ✭①✰❝✯t✮ ✰ ✉✶ ✭①✲❝✯t✮✮✮✳

Pr♦♦❢✳

✐♥tr♦s ❀ ✉♥❢♦❧❞ ❜❡t❛✳

❆✉t♦❉❡r✐✈❡✳

❛♣♣❧② ❍❝✳ ✭✯ c 6= 0 ✯✮

◗❡❞✳

▲❛ t❛❝t✐q✉❡ ❛ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝❤❛r❣é ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ β′

2 ❡t ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦r♣s ❞❡ R ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳
❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ♥é❝❡ss✐t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ c s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧ ✭s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t✮ ❡t ❝✬❡st ❝❡ s♦✉s✲❜✉t
q✉✐ r❡st❡ à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été à ✈ér✐✜❡r ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✜♥✐s à
❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❀ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ❞❡✈♦✐r ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍❝ q✉✐ ❞✐t q✉❡ c 6= 0✳

✹✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥

✹✳✶✳ ❆✉tr❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❡t ♣r♦✉✈❡✉rs

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ♣❡r♠✐s
❞✬❛tt❛q✉❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✳ ❈❤❛❝✉♥ ❛ s❡s ♣r♦♣r❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡

✹✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ré✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ▲t❛❝✳
✺✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ✐❧ ② ❛ ✐❝✐ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ▲t❛❝✳

✶✶



▲❡❧❛② ✫ ▼❡❧q✉✐♦♥❞

♣♦✉r ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬✉s❛❣❡✳ ▲❛ ❧✐st❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❝♦♥str✉✐t s❛
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡s ré❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞✱ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ♥✐ ε ♥✐ δ ❬✻❪✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ P❱❙ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s s♦✉s✲t②♣❡s à
♣r♦❢✉s✐♦♥ ❀ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡
❧✬✐♥t❡rr♦❣❡❛♥t ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t ❬✺❪✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❍❖▲ ✭▲✐❣❤t✮ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s
q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❈♦q✱ ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té q✉✐ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
❞✉ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s ❬✽❪✳

▲❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts r❡♥tr❡♥t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s✉r q✉❡❧q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s
ré❡❧s ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❈♦q✳

✹✳✷✳ ❇✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❈♦q

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠✱ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳ ▲❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣ré❞✐❝❛t ❉❴✐♥ ❢ ❢✬ ❞♦♠ ① q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ❡♥ x

✈❛✉t f ′(x) ✻✱ ❡t ❝❡❧❛ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ dom✳ ❙✉r s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱
❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❞♦♥❝ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❉❴✐♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ dom✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ f ♥✬❡♥ r❡st❡ ♣❛s ♠♦✐♥s t♦t❛❧❡✳ ■❧ ét❛✐t ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡✳

■❧ ② ❛ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✐r ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝❡
tr❛✈❛✐❧✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ r❡❣ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱
❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✿ ❡❧❧❡ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡r✐✈❡❴♣t ❢ ① ♣r✱ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡♥ têt❡ ❞❡ f ✱ ♣✉✐s s✬❛♣♣❡❧❧❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡r✐✈❡❴♣t ❝réés ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡❧❡✈❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♥❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡r✐✈❡❴♣t ✭❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✮ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r s♦✉s ❧❛ ♠❛✐♥ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ pr ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
♠❡ttr❡ ❧❡ ❜✉t s♦✉s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s très ❧✐♠✐t❛♥t✱ ❞✬❛✉t❛♥t q✉❡ r❡❣ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
❢❛❜r✐q✉❡r✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❢❛✐r❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞✬❛✣❧é❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t✐♦♥s
é✈✐t❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ré✢❡①✐✈❡ q✉✐ ❝♦❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s
♣rès ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t é❝r✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ❡t ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ r❡❣ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s
❝❡ ❝r✐tèr❡✳

❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ r❡❣ ❡st s♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈✐té ✿ ❡❧❧❡ ❣èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥♥❛ît ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡t ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❡t ♥❡
❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡
r❡❣ ♥✬❡st ✐❝✐ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣♦rt❡♥t s✉r R

2

✭t❤é♦rè♠❡s ✷✳✻ ❡t ✷✳✽✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡ r❡❣✳

✹✳✸✳ ❉✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❖∂②ssé❡ ❬✶✶❪ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♥ôtr❡✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ♣❛r
❝♦♥tr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ❡t ✐❧ s✬❛rrêt❡ ❞♦♥❝ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧ q✉✐

✻✳ ❇✐❡♥ q✉❡ f ′(x) s♦✐t ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f ′ à êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s♦✐t ♣❛ssé❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① étr❛♥❣❡✳

✶✷



❉✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡t ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡♥ ❈♦q

♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té s✉r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❬✶✷❪✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s tr❛✐té❡s✱ ♠ê♠❡ s✐
❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
♦✉ ❞❡ ♥♦♥✲❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✳ ▼❛✐s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛②❛♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ s❛✐t s✬✐❧ ② ❛ ❞❡s ♣♦✐♥ts à ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✺✳✶✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❡t ❞é♠♦♥tré ✺✵ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡♠♠❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡✱
✺✵ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ✶✸✺ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛r✈❡♥✉s
à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❈♦q r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✷✺✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❧❡ s❡✉❧ ❞ét❛✐❧
q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été ♣r♦✉✈é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té s✉r R2 ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐s ❡t ❞é♠♦♥trés✱ ❝❡rt❛✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r é♥♦♥❝é ❝♦♠♣❧✐q✉é ❡♥ ❈♦q✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r à réé❝r✐r❡ ❧❡ ❜✉t ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡rt❛✐♥s t❤é♦rè♠❡s✳ ❈❡ t②♣❡
❞✬é♥♦♥❝é ❡st ❞♦♥❝ à é✈✐t❡r✱ q✉✐tt❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t à ❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s♦✉❤❛✐té❡✳

✺✳✷✳ ▲❛ t❛❝t✐q✉❡

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❢❛✐t r❡ss♦rt✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ét❛✐❡♥t ré♣ét✐t✐✈❡s ❡t ♥❡ ❥✉st✐✜❛✐❡♥t
♣❛s ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❆✉t♦❉❡r✐✈❡ ❛✜♥
❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s
❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ t♦t❛❧✐té
❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡
❞❡s s♦✉s✲❜✉ts ❞❡♠❛♥❞❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♦♥t ❞❡♠❛♥❞é ❡♥✈✐r♦♥ ✶✼✺ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡♠♠❡s
❡t ✸✵✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✱ ❝❡tt❡ t❛❝t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s α ❡t β✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✷✵ ❧✐❣♥❡s
à ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡✳ ❈❡❧❛ é✈✐t❡ s✉rt♦✉t t♦✉t❡s ❧❡s réé❝r✐t✉r❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡
❝❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✉t❡s s❡✉❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ♣❛r❛♠ètr❡
♥✬ét❛♥t ♣❛s tr❛✐té❡s ♣❛r ❧❛ t❛❝t✐q✉❡✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥♥❡①❡s s♦♥t ❛✐❞é❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
(x, t, τ) 7→

∫ x+ct

x−ct
f(ξ, τ) dξ ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s✮✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥ tr♦✐s t❡♠♣s ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞ér✐✈❡

❞✬❛❜♦r❞ s♦✉s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ♣✉✐s ✐❧ ❞ér✐✈❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ♦♣❛q✉❡✱ ❡t ❡♥✜♥
✐❧ r❡❝♦❧❧❡ ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥♥❡①❡s
❞❡ γ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r α ❡t β✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✷✳✽ ❡t ✷✳✻✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ γ ♣r❡♥❞ ❛✉ ✜♥❛❧ ✉♥❡ à
❞❡✉① ❤❡✉r❡s✳

■❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡tt❡ t❛❝t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❛❜♦r❞é❡s
♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✱ q✉♦t✐❡♥t✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❊❧❧❡s ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ❥✉st❡ ✐♥✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛✉ss✐
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡❴♣t❴❧✐♠ ♣♦✉r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥ ♣❡✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

▲❛ ♣❧✉s ❣r♦ss❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ♣❛s s♦✉s ❧❡ s②♠❜♦❧❡

✶✸



▲❡❧❛② ✫ ▼❡❧q✉✐♦♥❞

✐♥té❣r❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♥✬❡st
♣❛s t❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❧✐❡✉rs ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞ér✐✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s♦✉s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✐♥té❣r❛❧❡
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛ss✉r❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✭✈♦✐r❡ ❥✉st❡
❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❞❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

✺✳✸✳ ❋♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❛ ❛♣♣r✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❤♦s❡s s✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡♥ ❈♦q ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ✿ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ❡t❝✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠ê♠❡ ❛ss✐♠✐❧❡r ç❛
à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❣♦ût ❡t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✉r❛✐❡♥t ré❛❣✐ ❛✉tr❡♠❡♥t✳

▲✬✉♥ ❞❡s ❣r❛♥❞s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ rés✐❞❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❛ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ R → R ❀ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❛✉r❛✐t ♣✉ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
R

n → R
m✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①trê♠❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❞✉ ❝❛s R2 → R✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✈♦②♦♥s ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ R → R✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st é✈✐❞❡♥t ✿ ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡ ♣❡✉ ❞✬✉t✐❧✐té ♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❡ r❡tr♦✉✈❡
très r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❞❡✈♦✐r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ε ❡t ❞❡s δ✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞é❢❛✉t ❡st ♣❧✉s ✐♥s✐❞✐❡✉① ✿ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
❞❡s t❤é♦rè♠❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞
♣r♦♣♦s❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r (u1(x)× u2(x))

′ = u′

1(x)× u2(x) + u1(x)× u′

2(x) à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ❖r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✵ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❞❡ x1×x2✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❝❛❝❤é❡ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✵✳
▼❛✐s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥✬❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ré♣été❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ✿ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❡st ❢❛✐t❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s R
n → R

m✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m ♥✬❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✿ ❝✬❡st ❥✉st❡
❧✬❛✛❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡t m = 1 s✉✣t✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ n✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ 2
à n ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ 1 à 2 ❡t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ γ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❡sq✉✐ss❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ② êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ à tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✳ ❱♦②♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ér✐✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ✿

f(x) = g(u1(x), u2(x), . . . , un(x)).

■❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à n ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r g✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F (x1, x2) = g(u1(x1), u2(x2), . . . , un(x2)).

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n− 1 ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x2✳ ▲❡ ❝❛s Rn → R ♥✬❡st ❞♦♥❝
q✉✬✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ s✉r ❧❡ ❝❛s R2 → R✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts
♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
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