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t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r t❤❡♠ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✐♥✈❡st ♦♥ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ✐❢ ♠♦st ❜❡♥❡✜ts ❣♦ t♦ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ❚❤❡ t❤r❡❛t ✐s t♦
❧♦✇❡r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ❈Ps t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛② ❛♥② ❢❡❡ t♦ t❤❡♠✱ ♦r ❡✈❡♥ t♦
❜❧♦❝❦ t❤❡✐r tr❛✣❝✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❤❛s ❧❡❞ t♦ ♣r♦t❡sts ❢r♦♠ ❈Ps ❛♥❞ ✉s❡r ❛s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♠✐❣❤t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞
✐s ❛♥ ✐♠♣✐♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ s♣❡❡❝❤ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ❞❡❜❛t❡ ✇❛s t❤✉s ❧❛✉♥❝❤❡❞✱
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs ❧❡✈❡❧✱ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ■♥t❡r♥❡t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡✉tr❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ♣❛❝❦❡ts s❤♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ❡q✉❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
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♣r✐❝❡ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❯❙✱ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❚r❛❞❡ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭❋❚❈✮ r❡❧❡❛s❡❞
✐♥ ✷✵✵✼ ❛ r❡♣♦rt ♥♦t s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❜❛t❡
❛t t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❞❡❜❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡♥ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥
✷✵✶✵✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t❤♦r✐t②✱ ❆❘❈❊P✱ ❤❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞
✐♥ ✐ts r❡s♣♦♥s❡ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐♥t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❬✻✱ ✼❪✳

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉✲
tr❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
s❡❧✜s❤ ❛❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❡♥❞ ✉s❡rs✱ ❈Ps ❛♥❞ ■❙Ps✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♥♦♥✲
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ❬✽✱ ✾❪✳ ▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡✱ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②✱
s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬✶✵✱ ✶✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✲
♣♦s❡ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❛♠♦♥❣ ♣r♦✈✐❞❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❤❛♣❧❡② ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♦♥❧②
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss❀ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ❈Ps ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝❡ss ❝♦st✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✶✷❪ ❛♥❛✲
❧②③❡s ❤♦✇ ♥❡✉tr❛❧✐t② ♦r ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧✐t② ❛✛❡❝ts ♣r♦✈✐❞❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱
♥❡t✇♦r❦ q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ✉s❡r ♣r✐❝❡s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✶✸❪ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡r❡ ■❙Ps ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❈Ps✱ ❛♥❞
♦♥❡✲s✐❞❡❞ ♣r✐❝✐♥❣ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ s✐❞❡✲♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱
❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❣✐✈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞ ❡♥❞✲✉s❡r ♣r✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✉♥✲
❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦❝✐❛❧
✇❡❧❢❛r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❬✶✹❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ■❙Ps ♥❡❣♦t✐❛t❡
❥♦✐♥t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ❈P ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✲
✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥❞✉str② ♣r♦✜ts✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛♥ ✉♥r❡❣✉❧❛t❡❞ r❡❣✐♠❡
❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ❜✉t t❤❛t ■❙Ps ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✲
❣r❛❞❡ ❝♦♥t❡♥t q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❬✶✺❪ st✉❞✐❡s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧
❜❡❤❛✈✐♦rs✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦✲
♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ ❬✶✻❪✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❛♥❦s t♦ ❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ t♦♦❧s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ■❙Ps✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■❙Ps✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ■❙Ps ❞♦
♥♦t s❤❛r❡ t❤❡✐r tr❛✣❝ ✭❡①❝❧✉s✐✈✐t② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡②
✜① ❛ tr❛♥s❢❡r ♣r✐❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r s✉♣♣♦rts t❤❡ tr❛♥s✐t ♣r✐❝❡
s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮ t♦
♣r❡✈❡♥t ✐♥❝✉♠❜❡♥t ■❙Ps ❢r♦♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✶✼❪✱ ❛ ❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈P✱ ❛ s✐♥✲
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❣❧❡ ■❙P✱ ❛ ✭❝♦♥s✉♠❡rs✬✮ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t②
♦❢ s❡r✈✐❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ t❤♦s❡ ✇♦r❦s✱ t❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ s✐♥❣❧❡ ■❙P✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❈Ps✳
❚❤♦✉❣❤✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ ■❙Ps ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❝✉st♦♠❡rs✱ ✇❤✐❧❡
❢♦r ♠❛♥② s❡r✈✐❝❡s✱ t❤❡ ❈Ps ❛r❡ ✐♥ ❛ q✉❛s✐ ♠♦♥♦♣♦❧❡✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ■❙Ps
❝♦♠♣❧❛✐♥ ❛❜♦✉t✳ ✭❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❨♦✉❚✉❜❡ ❢♦r ♥♦♥✲❝♦♣②r✐❣❤t❡❞ ✈✐❞❡♦s✱
❛♥❞ ◆❡t✢✐① ❢♦r ♠♦✈✐❡s ❛♥❞ ❚❱ s❤♦✇s ✐♥ t❤❡ ❯❙✳✮ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❬✶✸❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ■❙Ps ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✽❪✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r
❝♦♥s✉♠❡rs✱ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❈Ps✿ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✇♦r❦s
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❈P ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥
♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❬✶✾❪✱ ✇❤♦s❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✶✺❪✱
✉s❡rs ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❛❧✇❛②s ❣♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ♣r♦✈✐❞❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡♥❞❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐❝❡ ✇❛r ✭❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✮
s✉❝❤ t❤❛t ■❙Ps ❛❧✇❛②s ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ttr❛❝t ❛❧❧
❞❡♠❛♥❞✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✉s❡r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ t❤❛t ✉s❡rs
♠❛❦❡ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡ st✐❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ■❙Ps✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ♦t❤❡r ✉♥❦♥♦✇♥
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ❬✶✻❪✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠❬✶✾❪✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡s ❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st t✐♠❡ s❝❛❧❡s✱
♣❧❛②❡❞ ✜rst✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛②❡rs
❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢✱ t❤❡ ❣❛♠❡s ♣❧❛②❡❞
❧❛t❡r ♦♥ ❛t s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣❛♠❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♠❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ✉s❡rs s❡❧❡❝t
t❤❡✐r ■❙P ✭✐❢ ❛♥②✮✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛t t❤❡ ❈P ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❣❛♠❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ♣r♦✈✐❞❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥s✿
✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❤♦✇ t❤❡ ❈P✱ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞ ✉s❡rs✱
❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r✐❝❡✳ ❆t ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✱ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ■❙Ps
♣❧❛② ❛ ❣❛♠❡ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡♥❞ ✉s❡rs❀ t❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ❡❝♦✲
♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■❙Ps ❛♥❞ t❤❡ ❈P✱ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡
♣❛②♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈P t♦ t❤❡ ■❙Ps ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥
t❤♦s❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❜② ■❙Ps✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❛♠❡❀ ✇❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝❛s❡
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✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈P✱ ♦r ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ✭♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧②
❝❤❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♥❞
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡s✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s
♥♦t ❛❧✇❛②s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ■❙Ps ✭❜✉t ❝♦✉❧❞ ❜❡✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤❛t
s❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✷✳ ▼♦❞❡❧

✷✳✶✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ Pr✐❝✐♥❣ ❙tr✉❝t✉r❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❈P✱ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② 1✱ ❛♥❞ t✇♦
■❙Ps✱ ♥❛♠❡❞ ✭❛♥❞ ✐♥❞❡①❡❞ ❜②✮ A ❛♥❞ B✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡ss ♣r✐❝❡s ❝❤❛r❣❡❞ t♦ ✉s❡rs
❛r❡ ✢❛t r❛t❡ s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p1✱ pA ❛♥❞ pB ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
❈P✱ ■❙P A ❛♥❞ ■❙P B✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ❛♥❞ qB r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ♣r✐❝❡s t❤❛t
t❤❡ ❈P ❤❛s t♦ ♣❛② t♦ A ❛♥❞ B✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♥❞ ✉s❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✭✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮ ♦❢ ♠❛ss ♦♥❡✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❧② r❡❢❡r t♦ ✏♠❛ss✑
❛♥❞ ✏♣r♦♣♦rt✐♦♥✑ ♦❢ ✉s❡rs✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❛❝t♦rs t♦ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ t❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❤ ✢♦✇s✳

❊♥❞✲✉s❡rs

■❙P ❆
pA

■❙P ❇pB

❈P ✶

qA

qB

p1

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈❤❛r❣✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✳ Pr✐❝❡s p1✱ pA ❛♥❞ pB ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✢❛t r❛t❡s✱ ✇❤❡r❡❛s qA ❛♥❞ qB ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ✉♥✐t ♣r✐❝❡s✳

✷✳✷✳ ❯s❡r ❉❡♠❛♥❞

❯s❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❜♦t❤ t❤❡ ■❙P ❛♥❞ t❤❡ ❈P t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❝♦♥t❡♥t✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ♣r✐❝✐♥❣✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✉s❡r ❞❡♠❛♥❞✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✱
❢♦r ❈P ❞❛t❛ ✭s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps A ❛♥❞ B✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
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D0✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✉s❡rs ❛❝❝❡ss t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❢♦r ❢r❡❡✱
❛♥❞ D0 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❛ ✉s❡r ❞♦✇♥❧♦❛❞s
❢r♦♠ t❤❡ ❈P✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❈P ❝♦♥t❡♥t ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ✉s❡rs s✉❜s❝r✐❜✐♥❣ t♦ ❛♥ ■❙P✳ ❙✐♥❝❡ ✉s❡rs ♥❡❡❞ ❛♥ ■♥t❡r♥❡t ❛❝❝❡ss✱ ♥♦t
♦♥❧② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈P✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s ✭❡✲♠❛✐❧✱ ✇❡❜
❜r♦✇s✐♥❣✱ ✳✳✳✮✱ ✇❡ ❞❡✲❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ■❙P ❝❤♦✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮ ❞❡❝✐s✐♦♥
t♦ s✉❜s❝r✐❜❡ t♦ t❤❡ ❈P ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ✜rst ♦♥ t❤❡ ■❙P s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ✉s❡rs✳ ■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✾❪✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s❡rs s✐♠♣❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ■❙P ✭♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ✐t
r❛♥❞♦♠❧② ✐❢ ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ st✐❝❦✐♥❡ss ♦r ❧♦②❛❧t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ■♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ ✉s❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ■❙P s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥
♣r✐❝❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♦t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✭r❡♣✉t❛t✐♦♥ ♦r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ✉s❡r ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ vi =
β log(1/pi) + κi ❢♦r ■❙P i ✭s❡❡ ❬✶✻❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ pi = 0 ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ t❡r♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
■❙P i ❛ttr❛❝ts ❛❧❧ ✉s❡rs✱ ♦r ✭s❛②✱ ❢r♦♠ s②♠♠❡tr②✮ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡♠ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r ■❙P
❝❤♦♦s❡s ❛ ♥✉❧❧ ♣r✐❝❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉s❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②
t♦ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡s✿ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤♦✐❝❡
♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✭❝♦♥♥❡❝t t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ■❙Ps✱ ♦r ♥♦t ❤❛✈✐♥❣
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✮ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s s❡t✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
β ♠❛❦❡ t❤❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧❡❛st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡r♠ log(1/pi)
❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❞✐ss❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐s ❢❡❧t s♠❛❧❧❡r ❛t ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡s
t❤❛♥ ❛t ❧♦✇ ♣r✐❝❡s✿ ✉s❡rs ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥
❛❜s♦❧✉t❡ ♦♥❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ κi ✐s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ t❡r♠✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✉♥❦♥♦✇♥ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s
✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❬✷✶❪✳ ❲❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ♣r✐❝❡ p0✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❝♦st ♦❢ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡
■♥t❡r♥❡t✳ ❚❤✉s ✐❢ t❤❡ ✭r❛♥❞♦♠✮ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❛t ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ■❙P✱ t❤❡ ✉s❡r ♣r❡❢❡rs ♥♦t t♦ ❥♦✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳

❆t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ❜② ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✭♦r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛ss✮ σi ♦❢ ✉s❡rs s❡❧❡❝t✐♥❣ ■❙P i ✭✇✐t❤ ❛❧s♦ j ∈ {A,B}❀

✻



j 6= i✮✱ ❡q✉❛❧s

σi =























p−β
i

p−β
A + p−β

B + p−β
0

✐❢ pA > 0 ❛♥❞ pB > 0

1 ✐❢ pi = 0 ❛♥❞ pj > 0
1/2 ✐❢ pA = 0 ❛♥❞ pB = 0
0 ✐❢ pi > 0 ❛♥❞ pj = 0.

✭✶✮

❚❤✐s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ✉s❡rs s❡❧❡❝t ❛♥ ■❙P ✐❢ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡s ✐s ♥✉❧❧ ✭pA = 0 ♦r pB = 0✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✉s❡r ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛
✈♦❧✉♠❡ ♦♥ ■❙P i✱ ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❤❛✈✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥ ■❙P t❤❡♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦
✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❈P✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ p1✳ ❲❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❛t ✉s❡rs✬ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛② ❢♦r t❤❡ ❈P s❡r✈✐❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ■❙P ❝❤♦✐❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡
❤✐❣❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✉s❡rs s✉❜s❝r✐❜✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡
❈P ❛♥❞ t♦ ■❙P i ✐s σi❡

−αp1 ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Di = D0σi❡
−αp1 . ✭✷✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α > 0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✉s❡rs t♦ t❤❡ ❈P ♣r✐❝❡✿ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✭s✉♠ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ■❙P✮ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA
❛♥❞ qB✳ ❇✉t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
♣r✐❝❡s pA✱ pB ❛♥❞ p1 s❡t ❜② ■❙Ps ❛♥❞ t❤❡ ❈P ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱
✐♥❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts ❞❡♠❛♥❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❈P ❞❛t❛
DA +DB ❡q✉❛❧s (σA + σB)D0❡

−αp1 ✳

✷✳✸✳ ❯t✐❧✐t② ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ σA + σB ♦❢ ✉s❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ♣❛② ❢♦r ❛♥
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❛②✐♥❣ ❛ ✢❛t✲r❛t❡ ♣r✐❝❡ p1 t♦ t❤❡ ❈P✱ s♦♠❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ♣❛② ♠♦r❡ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈P✳
❚❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ✉s❡rs t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ♣❛② p ✐s p − p1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✉s❡rs ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ♠♦r❡ t❤❛♥ p ✐s ❡−αp1 ✳

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❈P✱ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤❡② ♠❛❦❡ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t
♦❢ t❤❡ ❈P✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ✉s❡rs ♠❛❦❡ ❜②

✼



s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ■❙P✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✭❢r❡❡✮ ♦♥✲❧✐♥❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡r
✇❡❧❢❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

❯❲❈P = (σA + σB)

∫ ∞

p1

−

(

∂

∂x
❡−αx

)

(x− p1)dx

= (σA + σB)
❡−αp1

α

=
DA +DB

αD0

. ✭✸✮

❚❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ✭r❡✈❡♥✉❡s✮ ♦❢ t❤❡ ■❙Ps ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡rs s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥
❢❡❡✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈P t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✉s❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ■❙P✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❜② ✉s❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ■❙P i ✭i ∈ {A,B}✮✱ t❤❡
r❡✈❡♥✉❡ ✐s

Ui = piσi + qiDi. ✭✹✮

❘❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈P ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ r❡✈❡♥✉❡s ❣❛✐♥❡❞ ❜② ✉s❡rs
s✉❜s❝r✐❜✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ A ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ B✳ ■t ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②

U1 = (p1/D0 − qA)DA + (p1/D0 − qB)DB. ✭✺✮

❙✐♥❝❡ p1 ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❛❢t❡r qA ❛♥❞ qB✱ t❤❡ ❈P ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡✈❡♥✉❡
❜② s❡tt✐♥❣ p1/D0 ≥ max(qA, qB)✳

✷✳✹✳ ▼✉❧t✐✲st❛❣❡ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s p1, pA, pB, qA, qB✱ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ❡♥❞ ✉s❡rs
✭❞❡♠❛♥❞✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ♣r♦✈✐❞❡rs✳ ❚❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦r ❧❡✈❡❧s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✳ ❆t t❤❡ ❧❛r❣❡st t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ❛♥❞ qB ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞✳
■♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✜①❡❞ t♦ ✵✱ ♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛
❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ■❙Ps ✭✐♥ ❛ ❣❛♠❡✮✱ t❤❡ ❈P✱ ♦r ❛ r❡❣✉❧❛t♦r✳
❆❧❧ t❤♦s❡ ♦♣t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡s ❜❡❧♦✇ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ qA ❛♥❞ qB ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮✳

✽



✷✳ ❆t ❛ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ ❢♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ qA ❛♥❞ qB✱ t❤❡ ■❙Ps ✜① t❤❡✐r
♣r✐❝❡s pA ❛♥❞ pB ❞✉r✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ t♦ ❛ttr❛❝t ❝✉st♦♠❡rs
❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r r❡✈❡♥✉❡s✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛♥✲
t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✳

✸✳ ❆t ❛♥ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❈P s❡ts t❤❡ ♣r✐❝❡ p1✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤♦s❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p1, pA, pB, qA, qB✱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ■❙P
✭✐❢ ♥♦t t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡✮✱ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡
❈P✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✳

❆❧❧ t❤♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦✇ s♦❧✈❡❞ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠
t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✐♠❡ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡✳

✸✳ ❈♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ♣r✐❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❚❤❡ ❈P ❛✐♠s ❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❤✐s r❡✈❡♥✉❡ U1✱ ❢♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ pA, pB, qA, qB✱
♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✉s❡r ❞❡♠❛♥❞ DA +DB✱ ✇✐t❤ Di ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✮✱
✇✐❧❧ ❜❡✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Pi := pβi ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ❛♥❞ qB ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡s pA ❛♥❞
pB ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ■❙Ps✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈P ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐ts r❡✈❡♥✉❡ ✭✹✮ ✐s

p∗1 =











PA

PA + PB

(D0qB +
1

α
) +

PB

PA + PB

(D0qA +
1

α
) ✐❢ pA > 0 ♦r pB > 0

D0
qA + qB

2
+

1

α
✐❢ pA = 0 ❛♥❞ pB = 0

✭✻✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ pA > 0 ❛♥❞ pB > 0✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
❈P r❡✈❡♥✉❡ ✐s t❤❡♥

∂U1

∂p1
= P0❡

−αp1
PA(αqB + 1/D0 − αp1/D0) + PB(αqA + 1/D0 − αp1/D0)

P0PA + P0PB + PAPB

✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥t✐❧ p1 ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ✭✻✮✱ ❛♥❞ str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❢t❡r✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳

■❢ pA = 0 ✭❛♥❞ t❤❡♥ PA = 0✮ ❛♥❞ pB > 0 ✭t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝
❛♥❞ t❤❡♥ ♦♠✐tt❡❞✮✱ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ✐s ❡−αp1(p1 −D0qA)✱ ✇❤♦s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s
❡−αp1(1− α(p1 −D0qA))✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ pA = pB = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ✐s 1
2
❡−αp1(2p1−D0(qA+qB))✱

❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❡−αp1(1− αp1 +
α
2
D0(qA + qB))✳

✾



◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥
✈❛❧✉❛t✐♦♥ p0✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ pi ♦❢ ■❙P i
t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❜✐❣❣❡st s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t qi✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r✐❝❡✳ ■♥
t❤❡ ❧✐♠✐t ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♥❡✉tr❛❧✮ ❝❛s❡ qA = qB = q✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❈P ✐s qD0+1/α ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ pA ❛♥❞ pB✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱

❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦✱ t❤❡ ❈P✬s r❡✈❡♥✉❡ ✐s
DA +DB

D0α
✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ❈P✲r❡❧❛t❡❞ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡✿ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❈P ❝♦✐♥❝✐❞❡
❤❡r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❈P ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ D0 min(qA, qB)+1/α✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ D0qA+1/α
❛♥❞ D0qB +1/α✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ♣r✐❝❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② α✳

✹✳ Pr✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✉s❡rs ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ■❙P t♦ ❥♦✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈P ❝❤♦♦s❡s p1✱ t❤❡
■❙Ps ♣❧❛② ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ ❈P ❛♥❞ ✉s❡rs ❞❡❝✐s✐♦♥s
✇♦✉❧❞ ❜❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✮ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❘❡❝❛❧❧ ✭s❡❡ ❬✾❪✮ t❤❛t
❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣r✐❝❡ ♣r♦✜❧❡ (pA, pB) s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ■❙P ❝❛♥
✐♠♣r♦✈❡ ✭str✐❝t❧②✮ ❤✐s ✉t✐❧✐t② ❜② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❤✐s ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ❜❡st✲
r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭❜② ❡①♣❧✐❝✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ UA ❛♥❞ UB

♦♥ pA, pB✮

❇❘A(pB) = argmax
pA≥0

UA(pA, pB) ❛♥❞

❇❘B(pA) = argmax
pB≥0

UB(pA, pB).

❲✐t❤ t❤♦s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ ♣♦✐♥t (p◆❊A , p◆❊B ) ❢♦r ✇❤✐❝❤
❇❘A(p

◆❊
B ) = p◆❊A ❛♥❞ ❇❘B(p

◆❊
A ) = p◆❊B ✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ t✇♦ ❜❡st✲

r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s t❤❡♥ t❤❡
✭♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✮ s❡t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤♦s❡ ❝✉r✈❡s✳

✹✳✶✳ ◆♦ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ qA = qB = 0✱ ✇❡ ❣❡t
❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ■❙Ps✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
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♦♣t✐♠❛❧ ❈P ♣r✐❝✐♥❣ ✐s 1/α✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Pi = pβi ✱ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ■❙P
A ✐s t❤❡♥ ✭t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ■❙P B ❜❡✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✮

UA =







P0PBpA
P0PA + P0PB + PAPB

✐❢ pA > 0 ❛♥❞ pB > 0

0 ✐❢ pA = 0 ♦r pB = 0
✭✼✮

❲❡ ✜rst str❡ss t❤❛t pA = pB = 0 ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣❧❛②❡r ❝❛♥
str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❤✐s r❡✈❡♥✉❡ ❜② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❤✐s ❛❝t✐♦♥✿ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡
❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❇✉t s❡tt✐♥❣ ♦♥❡✬s ♣r✐❝❡ t♦ ③❡r♦ ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛t❡❞
str❛t❡❣②✱ t❤❛t ✐s str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ♣r✐❝❡ ✐s ♥♦t
③❡r♦✿ ✐t ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s ♥♦ r❡✈❡♥✉❡ ✇❤❡r❡❛s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡✈❡♥✉❡ ❝❛♥ ❜❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜②
■❙Ps ✐❢ ❛♥♦t❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ qA = qB = 0✱
t❤❡♥

• ✐❢ β ≤ 1✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ (0, 0) ✇✐t❤
P◆❊

A = P◆❊

B = ∞✱

• ✐❢ 1 < β < 2✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ (0, 0)

✇✐t❤ P◆❊

A = P◆❊

B =
2− β

β − 1
P0✱

• ✐❢ β ≥ 2✱ (0, 0) ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥♦ r❡✈❡♥✉❡ ❢♦r
t❤❡ ■❙Ps✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛♠❡s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ■❢ t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❇❘A ❛♥❞ ❇❘B ❛r❡

• ❡q✉❛❧✿ ❇❘A = ❇❘B = ❇❘✱

• s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡❞✱

• str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱

t❤❡♥ (pA, pB) ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ pA = pB = p ✇✐t❤ p ❛ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ p = ❇❘(p)✳

✶✶



Pr♦♦❢✳ ✭▲❡♠♠❛✮ ❚❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣r✐❝❡s (pA, pB) ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ pA = ❇❘(pB) ❛♥❞ pB = ❇❘(pA)✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t pA 6= pB✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
pA > pB ✭s❤♦✉❧❞ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❜❡ ♣❡r♠✉t❡❞✮✳ ❚❤❡♥✿

pB = ❇❘(pA) > ❇❘(pB) = pA,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ str✐❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣♥❡ss ♦❢ ❇❘✱ ❤❡♥❝❡ ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ pA = pB ✐s t❤❡♥ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❤❛✈❡ p = ❇❘(p)✳

Pr♦♦❢✳ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✮ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t pA > 0 ❛♥❞ pB > 0✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
■❙P A r❡✈❡♥✉❡ ✭✼✮ ✐s

PBP0

(PAPB + PBP0 + PAP0)2
(PA(1− β)(PB + P0) + PBP0) .

❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s t❤❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ PA✿ PA(1−
β)(PB + P0) + PBP0 ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ PA ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
✉♥✐q✉❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ pB > 0✱ t❤❡ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡
♦❢ ■❙P A ✐s

❇❘A(PB) =







+∞ ✐❢ β ≤ 1
PBP0

(β − 1)(PB + P0)
♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❝❛s❡ β ≤ 1 ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ β > 1✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❢♦r ■❙P B ❞✉❡ t♦ s②♠♠❡tr②✱ t❤❛t ❡q✉❛❧s ❇❘(P ) = 1
(β−1)(1/P0+1/P )

✱ ❛♥❞ ✐s ❛
str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛
t❤❛t ❡✈❡r② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ P◆❊

B = P◆❊
A = ❇❘A(P

◆❊
A )✳ ❚❤❡

❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ 1 < β < 2✱
t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
✉s❡rs ✐s ❤✐❣❤ ✭β ≥ 2✮✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡ ✇❛r ❛s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✳ ❇✉t ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r✐❝❡ s❡♥s✐✲
t✐✈✐t②✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛♣♣❡♥✿ t❤❡ ♣r✐❝❡ s❡t ❜② ■❙Ps ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s
str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ ✉s❡rs t♦ ❜♦t❤ ■❙Ps✳
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✹✳✷✳ P♦s✐t✐✈❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦r ❡✈❡♥ t❤❡
❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❧❡❞ t♦ st✉❞②
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ✇❡ t❛❦❡ α = 1✱
p0 = 1✱ D0 = 1✱ ❛♥❞ β = 1.5✳

▲❡t ✉s ✜rst r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ s❡t ❜② ❛♥ ■❙P ✭s❛② ■❙P A✮ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ ③❡r♦✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ■❙P ✭■❙P B✮✱ ❛t ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s❡ts ❤✐s ♣r✐❝❡ t♦
③❡r♦ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ■❙PB ❞♦❡s ♥♦t ❛ttr❛❝t ❛♥② ✉s❡rs ✐❢ ❤✐s ♣r✐❝❡ ✐s ♥♦t
③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤✐s r❡✈❡♥✉❡ ✐s ♥✉❧❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ✐s 1

2
qBD0❡

−α

2
D0(qA+qB)−1

♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❤❡♥❝❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ❛♥❞

qB ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙P ❤❛♣♣❡♥s✳ ❚❤❛t s❡t ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② Pw t❤❡ s❡t ♦❢ s✐❞❡
♣❛②♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣r✐❝❡ ✇❛r ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥✉❧❧
s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡s✳

0 3
0

3

Pw

qA

q B

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❡t Pw ♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts (qA, qB) ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t
p◆❊
A

= p◆❊
B

= 0✱ ✐✳❡✳ ♣r✐❝❡ ✇❛r ❤♦❧❞s✳

❋✐❣✉r❡s ✸ t♦ ✻ s❤♦✇ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭r❡❝❛❧❧
t❤❛t t❤✐s ✐s ❢♦r qA ❛♥❞ qB ✜①❡❞✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ t❤❡ ❈P✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❤❡ ❝r❡❛t❡s✱ ❛r❡ ❛❧✇❛②s
❡q✉❛❧ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣❧♦t ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❤❡r❡✳ ❲❤✐❧❡
t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❝❧❡❛r ✇❤❡♥ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
s✉❣❣❡st t❤❛t ✐t r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳
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0 4
0

0.5

1

qA

p◆
❊

A

qB = 0
qB = 1
qB = 2
qB = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■❙P A ✉s❡r ♣r✐❝❡ p◆❊
A

❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ✇✐t❤
qB ∈ {0, 1, 2, 3}✳

❋✐❣✉r❡ ✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐❝❡ p◆❊A s❡t ❜② ■❙P A ❛t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡♥
t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t qA ✈❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ■❙P B s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qB✳ ❚❤✐s
r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✜rst ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t
s❡t ❜② t❤❡ ■❙P✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ■❙P
s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t✱ ✐t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡ t❤❛t ■❙Ps ❣❡t ❜②
s❡tt✐♥❣ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ttr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✉s❡rs✱ ❜❡✲
❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ t❤❡② ❣❡t ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡
s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐♥
t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ p∗1 ♦❢ t❤❡ ❈P ✐♥ t❡r♠s ♦❢ qA ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ qB✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❛r t❤r❡s❤♦❧❞s
✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s qB = 1 ❛♥❞ qB = 2✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ qA ✭❛♥❞ qB✮ ❜♦t❤ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ❜✉t
♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ ❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t p∗1 ≥
D0 min(qA, qB)+1/α✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡♥s✉r❡s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡✈❡♥✉❡
t♦ t❤❡ ❈P✳

❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ■❙Ps ✐s ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✇✐t❤ t❤❡ s✐❞❡
♣❛②♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ■❙P B s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ■❙P A ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❛ ♥✉❧❧ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ qB =
3.0✮ ♦r ❢♦r ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ qB = 0.0✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡✱ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ ❤❛s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤

✶✹



0 2 4
0

2

4

qA

p∗ 1

qB = 0
qB = 1
qB = 2
qB = 3

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈P ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ✇✐t❤
qB ∈ {0, 1, 2, 3}✳

0 4
0

0.2

0.4

qA

U
A

qB = 0
qB = 1
qB = 2
qB = 3

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ■❙P A r❡✈❡♥✉❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ✇✐t❤ qB ∈
{0, 1, 2, 3}✳

✶✺



s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r qB = 1
❛♥❞ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ qA✳ ❲❤❡♥ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ✐s

0 4
0

0.1

0.2

qA

U
1

qB = 0
qB = 1
qB = 2
qB = 3

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t qA✱ ✇✐t❤ qB ∈
{0, 1, 2, 3}✳

♠❛①✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❛r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✈❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❛r s❡t Pw✱ t❤❡ ❈P s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡ ✐s p1 = D0

qA+qB
2

+ 1
α

❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡

Ui =
1

2
qiD0❡

αD0

2
(qA+qB)−1 ✭✽✮

U1 = ❯❲❈P =
1

α
❡

αD0

2
(qA+qB)−1. ✭✾✮

✺✳ ❙✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts qA ❛♥❞ qB✳ ❲❡ ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❈P ✭❡✈❡♥ ✐❢ ✉♥❧✐❦❡❧② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡② r❡s✉❧t ❢r♦♠
❛ ❣❛♠❡ ♣❧❛②❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ✭❡✳❣✳✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✮✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■❙Ps ♣r✐❝❡ ❛t ◆❛s❤
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ t❛❦❡ α = 1✱ β = 1.5✱
p0 = 1 ❛♥❞ D0 = 1✳
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✺✳✶✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈P

❚❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ t❤❡ ❈P ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ qA =
qB = 0.3 ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❧♦tt✐♥❣ ❛ ❤❛r❞✲t♦✲r❡❛❞ ✸❉✲❝✉r✈❡
♦❢ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ qA ❛♥❞ qB✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❞r❛✇ ✷❉✲❝✉r✈❡s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✈❛❧✉❡s ✈❛r✐♦✉s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r
❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✮✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s❡t ♦❢ s✐❞❡
♣❛②♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐❝❡ ✇❛r ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ♣r✐❝❡s✱ ✐✳❡✳✱ p◆❊A = p◆❊B = 0 ❤❡r❡✳
■♥ ❢❛❝t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✭qA = qB✮ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❛r s❡t
Pw ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ p◆❊A = p◆❊B = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ t❤❡ ❈P ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

U1 =
1
α
❡−

αD0

2
(qA+qB)−1✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ qA + qB ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳

0 4
0

0.1

0.2

0.3

qA

U
1

qB = 0.2
qB = 0.3
qB = 0.4

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t qA✱ ✇✐t❤ qB ∈
{0.2, 0.3, 0.4}✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ qA = qB = 0.3✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ❛r❡ UA = UB ≈ 0.04✱ ❛♥❞
❯❲❈P = U1 ≈ 0.27✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ■❙Ps ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❈P✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈P
❣❛✐♥s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤♦s❡ ♣❛②♠❡♥ts ❡①❛❝❡r❜❛t❡
t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❡♥❞ ✉s❡rs✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
t♦ t❤❡ ❈P ✇❤♦ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ♠♦r❡ ❝✉st♦♠❡rs✳

✺✳✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ■❙Ps✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❛♠❡

■❢ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ■❙Ps✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ■❙P
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ■❙P s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ✐s
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◆❊

◆❊

qA

q B

❇❘A(qB)
❇❘B(qA)

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ■❙P ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ■❙P s✐❞❡
♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ qi ≈ 2.80 ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢❛❧❧s t♦ ③❡r♦✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭◆❊✮ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ■❙P s❡ts ✐ts s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t t♦ ③❡r♦✳

✜rst ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ■❙P s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢❛❧❧s t♦ ③❡r♦ ❛❜♦✈❡
❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 2.80✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ♥✉❧❧
♣r✐❝❡ ✐s 2.80✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t (0, 2.80) ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥t (2.80, 0) ❛r❡
◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s♦ ❛r❡
t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❡q✉❛❧❧✐♥❣ 0.42 ❢♦r t❤❡ ■❙P ✇✐t❤ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t 2.80 ❛♥❞ 0.34 ❢♦r
t❤❡ ♦t❤❡r ■❙P✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❛t ♦✉t❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✳
❋r♦♠ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇✐t❤ β = 1.5✱ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ■❙Ps ✐s 0.33✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
■❙Ps ❣❧♦❜❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t 15%✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ■❙Ps ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❜♦✉t s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r r❡✈❡♥✉❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 0.25 t♦ 0.06✱ ❤❡♥❝❡ ❧♦s✐♥❣ ♥❡❛r❧②
75% ♦❢ ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ■❙Ps ✐s t❤❡♥ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❈P ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡✳

✺✳✸✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t♦r

❆ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥
✭s✉♠ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ■❙Ps ♣❧✉s t❤❡ ❈P✮✱ t❤❡ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ✭❡♥❞✲✉s❡rs s✉r♣❧✉s✮✱
♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡rs ✉t✐❧✐t✐❡s✮✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❣♦t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡rs✱
✐✳❡✳✱ U1 + UA + UB✳
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❯s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈P ✲t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ✭✸✮✲✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙Ps✳ ▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛rt✿ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✉s❡rs ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ♣❡r❝❡✐✈❡ ❛ ❝♦st p0 ✭t❤✉s p0
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② s❡r✈✐❝❡✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ✉s❡r ❞❡❝✐❞❡s
t♦ s✉❜s❝r✐❜❡ t♦ ■❙P i ❛♥❞ ♣❛② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐❝❡ pi✱ ✐ts ❜❡♥❡✜t ✐s t❤❡♥
p0− pi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦✲■❙P s✐t✉❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✉s❡r ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❛r ❛♥②♠♦r❡
t❤❡ ❝♦st p0 ♦❢ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ■♥t❡r♥❡t ❛❝❝❡ss✱ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♣❡r❝❡✐✈❡s t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②
❝♦st pi✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ t❤❛t ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙Ps ✭✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s pA ❛♥❞ pB✮ ❡q✉❛❧s

❯❲■❙Ps = σA(p0 − pA) + σB(p0 − pB).

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ✭■❙Ps ❛♥❞ ❈P✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

❯❲ = ❯❲❈P + ❯❲■❙Ps ✭✶✵✮

❋✐♥❛❧❧②✱ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦r
t❤❡ s♦❝✐❡t②✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s✉r♣❧✉s❡s ♦❢ ❛❧❧ ❛❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s
❙❲ = U1 + UA + UB + ❯❲ ◆♦t❡ t❤❛t ❙♦❝✐❛❧ ❲❡❧❢❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❤❛s ❢♦r s✉❜s❝r✐❜❡rs✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥②
♠♦♥❡t❛r② ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② st❛② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t②✳ ❲❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜t❛✐♥✱
s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❙❲✿

❙❲ = (σA + σB)

(

p0 +

(

p1 +
1

α

)

❡−αp1

)

,

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ (σA + σB)p0 ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② s❡r✈✐❝❡ ❢♦r ■❙Ps✬
s✉❜s❝r✐❜❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❈P s❡r✈✐❝❡ ❢♦r ❈P s✉❜✲

s❝r✐❜❡rs✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s (σA + σB)

∫ ∞

p1

α❡−αxx dx✳

✺✳✸✳✶✳ ❙✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❯s❡r ❲❡❧❢❛r❡

❙✐♥❝❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ❢♦❧✲
❧♦✇s t❤❛t ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s
❝❛s❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳

✺✳✸✳✷✳ ❙✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❙♦❝✐❛❧ ❲❡❧❢❛r❡

❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❢♦r
t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ t❤❡
✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡✳

✶✾



✺✳✸✳✸✳ ❙✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ✈❛❧✉❡

❚❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ❜♦t❤
♥✉❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✉tr❛❧ ❝❛s❡ t❤❡ r❡✈✲
❡♥✉❡ ♦❢ ■❙Ps ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.33 ✇❤❡r❡❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❈P ✭❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞
✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡✮ ✐s 0.25✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♦♥❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢❛✐r❡st r❡✈❡♥✉❡ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❦❡✲
❤♦❧❞❡rs✳

✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ ■❙Ps ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛ ❈P✱ ❛♥❞ ❡♥❞ ✉s❡rs ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
■❙Ps ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈P ✐s ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡t✲
✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ q✉❛s✐✲♠♦♥♦♣♦❧❡ ❢♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❨♦✉❚✉❜❡ ♦r ◆❡t✢✐①✮✱ ✇❤✐❧❡ s❡✈❡r❛❧ ■❙Ps ❛r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✭❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t
♦❢ ■❙Ps✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ♦♥ ♣r♦✈✐❞❡rs✬
r❡✈❡♥✉❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝❛♥ ❤❡❧♣ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❢❛✐r♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t r❡✈❡♥✉❡ s❤❛r✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❝t♦rs✱ ❛s ❝❧❛✐♠❡❞ ❜② ■❙Ps ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♥❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❤r❡❡✲❧❡✈❡❧ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ✭❢r♦♠ t❤❡
❧❛r❣❡st t♦ t❤❡ s❤♦rt❡st t✐♠❡ s❝❛❧❡✮ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡♥
❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ■❙Ps✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♣r♦✈✐❞❡r ♣r✐❝❡✱
❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ❛❧❧ t❤♦s❡ ♣r✐❝❡s✱ ❡♥❞ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ■❙P ✭♦r ♥♦♥❡ ✐❢ t♦♦
❡①♣❡♥s✐✈❡✮ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❞❡❝✐❞❡ t♦ s✉❜s❝r✐❜❡ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❈P s❡r✈✐❝❡✳ ❆❧❧ t❤♦s❡
❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r ❣❛♠❡s ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✉♥❧❡ss ❞❡❝✐❞❡❞
❜② ■❙Ps✱ ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ❢r♦♠ ■❙Ps r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❢❛✐r♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ s❤❛r✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✉s❡rs ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t t❤r♦✉❣❤
t❤❡✐r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡✱ t♦ ❛ ❣r❡❛t ❡①t❡♥t✱ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
♣❧❛②❡❞ ❛♠♦♥❣ ■❙Ps ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♣r✐❝❡s t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡✐r r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❧♦✇
✈❛❧✉❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❈P ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛❧✇❛②s
♦❜t❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡✈❡♥✉❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛r❛❞♦① ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐s
t❤❛t s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ❈P✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ s✐❞❡
♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ■❙Ps ✭♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧②✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
t♦ t❤❡♠✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❈P ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡rs✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ✉s❡r ✇❡❧❢❛r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥
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t❤♦s❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❈P r❡✈❡♥✉❡✳ ❇✉t ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t♦♦ ❜✐❣ ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ♣r♦✈✐❞❡rs✱ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧②
❜② ■❙Ps✱ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❡ ✭♦♥❧②✮ ✐s ❛ ❜✐❣ ✇✐♥♥❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ■❙P
❣❛✐♥s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr② ♠❛② ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s✳

❆s ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣♦ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✜rst t♦
✐♥❝❧✉❞❡ s❡✈❡r❛❧ ❈Ps ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡♥ts✱ ❜✉t s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ ❡♥❞ ✉s❡rs ❛r❡
t❛r❣❡t✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡♠✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜s❡ts✳ ■❙Ps ♠❛② ❛❧s♦ ❝❤❛r❣❡
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t❤❡ ❋♦✉rt❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❖▼♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ◆❊❚✲
✇♦r❦❙ ✭❈❖▼❙◆❊❚❙ ✷✵✶✷✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙❛♥❞✈✐♥❡✱ ●❧♦❜❛❧ ■♥t❡r♥❡t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡♣♦rt✿ ❋❛❧❧ ✷✵✶✶✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
✇✇✇✳s❛♥❞✈✐♥❡✳❝♦♠ ✭✷✵✶✶✮✳

❬✷❪ ❚✳ ▲❡♥❛r❞✱ ❘✳ ❊✳ ▼❛②✱ ◆❡t ◆❡✉tr❛❧✐t② ♦r ◆❡t ◆❡✉t❡r✐♥❣✿ ❙❤♦✉❧❞ ❇r♦❛❞✲
❜❛♥❞ ■♥t❡r♥❡t ❙❡r✈✐❝❡s ❜❡ ❘❡❣✉❧❛t❡❞✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬✸❪ ❆✳ ❖❞❧②③❦♦✱ ◆❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ s❡❛r❝❤ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✈❡r✲❡♥❞✐♥❣
❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐r♥❡ss ✐♥ ♠❛r❦❡ts✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦
❊❝♦♥♦♠✐❝s ✽ ✭✶✮ ✭✷✵✵✾✮ ✹✵✕✻✵✳

❬✹❪ ❆✳ ●❤♦s❤✱ ❆✳ ❙❛②❡❞✐✱ ❊①♣r❡ss✐✈❡ ❛✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ ♦♥❧✐♥❡
❛❞✈❡rt✐s✐♥❣✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
✭❲❲❲✮✱ ❘❛❧❡✐❣❤✱ ◆❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✵✳

✷✶



❬✺❪ ❉✳ ▲✐✉✱ ❏✳ ❈❤❡♥✱ ❆✳ ❲❤✐♥st♦♥✱ ❈♦♠♣❡t✐♥❣ ❦❡②✇♦r❞ ❛✉❝t✐♦♥s✱ ✐♥✿ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✹t❤ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❞ ❆✉❝t✐♦♥s✱ ❈❤✐❝❛❣♦✱ ■▲✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽✳

❬✻❪ ❆❘❈❊P✱ ◆❡✉tr❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♥❡t ❡t ❞❡s rés❡❛✉①✿ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛r❝❡♣✳❢r✴✉♣❧♦❛❞s✴t①❴❣s♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✴

♥❡t✲♥❡✉tr❛❧✐t❡✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✲s❡♣t✷✵✶✵✳♣❞❢ ✭✷✵✶✵✮✳

❬✼❪ ❙✳ ❲♦♥❣✱ ❘✳✲▼✳ ❏✳✱ ❊✳ ❆❧t♠❛♥✱ P✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥s ♦♥ ◆❡t ◆❡✉tr❛❧✐t②
✷✵✶✵✿ ❯❙❆✱ ❊❯ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❡✱ ❚❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❙❙❘◆✱ ❤tt♣✿✴✴♣❛♣❡rs✳ssr♥✳
❝♦♠✴s♦❧✸✴♣❛♣❡rs✳❝❢♠❄❛❜str❛❝t❴✐❞❂✶✻✽✹✵✽✻ ✭✷✵✶✵✮✳

❬✽❪ ❉✳ ❋✉❞❡♥❜❡r❣✱ ❏✳ ❚✐r♦❧❡✱ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ▼■❚ Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❛s✲
s❛❝❤✉s❡tts✱ ✶✾✾✶✳

❬✾❪ ▼✳ ❖s❜♦r♥❡✱ ❆✳ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✱ ❆ ❈♦✉rs❡ ✐♥ ●❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✾✹✳

❬✶✵❪ ❘✳ ▼❛✱ ❉✳✲▼✳ ❈❤✐✉✱ ❏✳ ▲✉✐✱ ❱✳ ▼✐sr❛✱ ❉✳ ❘✉❜❡♥st❡✐♥✱ ■♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
❡②❡❜❛❧❧s t♦ ❝♦♥t❡♥t✿ ❆ ❙❤❛♣❧❡② ✈❛❧✉❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ ■❙P ♣❡❡r✐♥❣ ❛♥❞
s❡tt❧❡♠❡♥t✱ ✐♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ◆❡t✲
✇♦r❦❡❞ ❙②st❡♠s ✭◆❡t❊❝♦♥✮✱ ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✻✶✕✻✻✳

❬✶✶❪ ❘✳ ▼❛✱ ❉✳✲▼✳ ❈❤✐✉✱ ❏✳ ▲✉✐✱ ❱✳ ▼✐sr❛✱ ❉✳ ❘✉❜❡♥st❡✐♥✱ ❖♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❡t✲
t❧❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t❡♥t✱ tr❛♥s✐t ❛♥❞ ❡②❡❜❛❧❧ ✐♥t❡r♥❡t s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡rs✱
✐♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ ❆❈▼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊♠❡r❣✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣
❊❳♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭❈♦◆❊❳❚✮✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✷❪ ❏✳ ▼✉s❛❝❝❤✐♦✱ ❏✳ ❲❛❧r❛♥❞✱ ●✳ ❙❝❤✇❛rt③✱ ◆❡t✇♦r❦ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡r
✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✐♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ ✹✶st ❆s✐❧♦♠❛r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧s✱
❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡rs ✭❆❈❙❙❈✮✱ ✷✵✵✼✱ ♣♣✳ ✶✹✸✼ ✕✶✹✹✹✳

❬✶✸❪ ❏✳ ▼✉s❛❝❝❤✐♦✱ ●✳ ❙❝❤✇❛rt③✱ ❏✳ ❲❛❧r❛♥❞✱ ❆ t✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
♣r♦✈✐❞❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡t✲♥❡✉tr❛❧✐t②
✐ss✉❡✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✽ ✭✶✮✳

❬✶✹❪ ❈✳ ❙❛❛✈❡❞r❛✱ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡✲
❜❛t❡✱ s✐t❡s✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴s✐t❡✴❝❧❛✉❞✐❛s❛❛✈❡❞r❛✴❛tt❛❝❤♠❡♥ts✴

❜❛r❣❛✐♥✐♥❣❴♣♦✇❡r✳♣❞❢ ✭✷✵✵✾✮✳

❬✶✺❪ ❊✳ ❆❧t♠❛♥✱ P✳ ❇❡r♥❤❛r❞✱ ❙✳ ❈❛r♦♥✱ ●✳ ❑❡s✐❞✐s✱ ❏✳ ❘♦❥❛s✲▼♦r❛✱ ❙✳ ❲♦♥❣✱
❆ st✉❞② ♦❢ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ✉s❛❣❡✲❜❛s❡❞ ♣r✐❝❡s✱ ✐♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢
✸r❞ ❊❚▼ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ✷✵✶✵✳

✷✷



❬✶✻❪ P✳ ❈♦✉❝❤❡♥❡②✱ P✳ ▼❛✐❧❧é✱ ❇✳ ❚✉✣♥✱ ◆❡t✇♦r❦ ◆❡✉tr❛❧✐t② ❉❡❜❛t❡ ❛♥❞ ■❙P
■♥t❡r✲❘❡❧❛t✐♦♥s✿ ❚r❛✣❝ ❊①❝❤❛♥❣❡✱ ❘❡✈❡♥✉❡ ❙❤❛r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❚❤r❡❛t✱ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ■♥r✐❛ ✭❏❛♥✳ ✷✵✶✷✮✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❤❛❧✳✐♥r✐❛✳❢r✴❤❛❧✲✵✵✻✺✾✷✼✽

❬✶✼❪ ❊✳ ❆❧t♠❛♥✱ ❆✳ ▲❡❣♦✉t✱ ❨✳ ❳✉✱ ◆❡t✇♦r❦ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡✿ ❆♥ ❡❝♦✲
♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ▲◆❈❙ ✻✻✹✶✱ ❙♣r✐♥❣❡r
❱❡r❧❛❣✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✻✽✕✽✶✳

❬✶✽❪ P✳ ◆❥♦r♦❣❡✱ ❆✳ ❖③❞❛❣❧❛r✱ ◆✳ ❙t✐❡r✲▼♦s❡s✱ ●✳ ❲❡✐♥tr❛✉❜✱ ■♥✈❡st♠❡♥t ✐♥
t✇♦ s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡✱ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳ ❉❘❖✲✷✵✶✵✲
✵✺✱ ❈♦❧✉♠❜✐❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❉❡❝✐s✐♦♥✱ ❘✐s❦ ❛♥❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs
❙❡r✐❡s ✭✷✵✶✵✮✳

❬✶✾❪ ❋✳ ❇♦✉ss✐♦♥✱ P✳ ▼❛✐❧❧é✱ ❇✳ ❚✉✣♥✱ ◆❡t ♥❡✉tr❛❧✐t② ❞❡❜❛t❡✿ ■♠♣❛❝t ♦❢
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ■❙Ps✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉rt❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❖▼♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ◆❊❚✇♦r❦❙ ✭❈❖▼❙◆❊❚❙✮✱
❇❛♥❣❛❧♦r❡✱ ■♥❞✐❛✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✵❪ ❙✳ ❈❛r♦♥✱ ●✳ ❑❡s✐❞✐s✱ ❊✳ ❆❧t♠❛♥✱ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡✉tr❛❧✐t② ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛❞♦①
♦❢ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘❡✲❆r❝❤✐t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t
❲♦r❦s❤♦♣✱ ❆❈▼✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✶❪ ▼✳ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛✱ ❙✳ ▲❡r♠❛♥✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts✱ ✶✾✽✺✳

✷✸


