
HAL Id: hal-00784060
https://inria.hal.science/hal-00784060

Submitted on 4 Aug 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Diffractive behavior of the wave equation in periodic
media: weak convergence analysis

Grégoire Allaire, M. Palombaro, J. Rauch

To cite this version:
Grégoire Allaire, M. Palombaro, J. Rauch. Diffractive behavior of the wave equation in periodic
media: weak convergence analysis. Annali di Matematica Pura ed Applicata, 2009, 188, pp.561-590.
�10.1007/s10231-008-0089-y�. �hal-00784060�

https://inria.hal.science/hal-00784060
https://hal.archives-ouvertes.fr


��������� �����
	��
���������������
��������� � !"� # $%��&(')# $%��*,+.-/��01$32%2�4
*,+5-6')�%0

798;: <>=?:.@ ACBEDGF

HJIKIMLKNPORQTSUQTVXWZY[Q]\3^_Ya`bYdc(egfihjQjkl^_Ynmporq]sutwv[xJIzyKHP{K{}|~yPxKxJoaf����,v[xJI�yKH�{K{�|~y}|~y�~����� v��K���]�]��o��u��� � o ��� t�� ��� � �r�r������� o � �¡�

¢¤£�¥�¦T§©¨bªa£K«
¬ ­®¬z¯°§z«±£³²G¦¤²µ´3ª[¯°¬�¶�§z«
¬
¬�·9¸°§Gªa£³²©¹ £K¹ º�¬l¦j£K²¼»½£~¨¿¾ ¬�»½£³§¼À(¶Á¬�§�Â

¨l²©¹¼«
¬l¦bÃÄ¬Å¹Æ¨l¬�§G¹°§�ÇKÈ>Éd£~É

Ê/Ë�ÌEÍTÎ�ÏÐËRÑ(Ò3Ó¡ÓuÔ]ÏÐË�ÑjÕ
Ö�Ô×ËRÏuÔ×Ø�ÏuÔ�Ù½Ô]ÓÐÎ�ÚÜÛµÔ]Ë�ÎPÕ
Ý ÑiÞ
Ë�Ñàß¤áâÔ×ã�ä,å

�
æw*àæÄçTèCé =(êCë�ìàí1îïìïð/ñ�òbòzA





������������	�
���
�����������
������ ����
���������
����� �!���
��"��# ��# $��%�&�������"	
'(�����)�+*��,�%��- 	���#�
��%�&.���#/	�����#0��132+45��4

687:9;6=<?>@7BA�CEDFDGC:>@7:A
1 HJI CE7B>@CEK3>@C/KLCEDM< ION CE7:< 2 H CEPEQSR�AUTMTM7BAWVX7:CBY[Z]\ 3

1 ^ �u��� � ��^r��_ � ��� su��� �����~���a` Q �r� t ����� s �a`cbLd � � t � O � t�� ��� � �r�r��������b HJIKIMLKNPOi� t � �e`Ð� � �3b fr�Ð� � � � oYa��� � twvBfK� � f � � � � o � t�t � � � ��gj� � t�� ��� � �r�r������� o �g�
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(Aε∇uε) = 0
Æ£Å
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uε(0, x) = u0
ε(x)

Æ£Å
RN ,

∂uε
∂t

(0, x) = u1
ε(x)

Æ£Å
RN ,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
T > 0
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ρε
ÉJÒ�ÁOÂ}Ö�Ô�Æ«×£×ÕÉJÊ�Æ«ÅMÄ�Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö�ÂxËEÊ¨ÀMÁ�Ë@Â}ÒÙÃ
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Aε(x) = A0

(x

ε

)

+ ε2A1

(

t,
t

ε
, x,

x

ε

)

, ρε(x) = ρ0

(x

ε

)

+ ε2ρ1

(

t,
t

ε
, x,

x

ε

)

,

Ì�Æ£Ê¨À
ρ0(y)

ÉxÅMÓ
A0(y)

ã ÒÙÁ±Éx×MÚUÂ}ÐMÅÇÓMÁ)Ó�Ñ;Á�Ò�Æ£ÂFÓMÆ£ÔlË@ÐMÅÇÔ�Ê¨Æ£Â}ÅMÖØÂxËUÑUÁ)ÒÙÆ«ÂGÓ
(0, 1)N

ÖÙÐMÔaÀôÊ�ÀWÉJÊ8Ê�ÀMÁ�ÓMÁ)ÅFø
Ö�Æ£Êsó

ρ0

Æ«Ö�ÖÙÊ�Ò�Æ£Ô�Ê¨×åóÎÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨ÆåÍ}Á�ÉJÅMÓ�Ê¨ÀMÁ�Ê¨Á�ÅMÖ�ÂxÒ
A0

Æ«Ö�ÖzóFÃ�Ã�Á�Ê¨ÒÙÆ«Ô%ÐÇÅMÆ£Ë@Â}ÒÙÃô×åó�Ô)ÂGÁ)Ò�Ô�Æ£ÍxÁ Ü Ö�Á�Á �FÁ)Ô�Ê¨Æ«ÂxÅ
é Ë@Â}Ò�ÑMÒ�Á�Ô)Æ£Ö�Á&ÉJÖ�Ö�ÐÇÃôÑÇÊ�Æ«Â}ÅÇÖ ì�³ ¿�ÀMÁôÃÎÉJÔ)Ò�ÂxÖ�Ô)ÂxÑMÆ«Ô�ÃôÂGÓMÐM×«ÉJÊ¨Æ£Â}ÅMÖ

ρ1(t, τ, x, y)
ÉJÅMÓ

A1(t, τ, x, y)ÉxÒ�Á�ÖÙÃôÂGÂxÊ¨À�ÚUÂ}ÐMÅÇÓMÁ)Ó�Ë@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ£Â}ÅMÖ8Ì�ÀMÆ£ÔaÀÎÉxÒÙÁ�Ñ;Á�Ò�Æ£ÂFÓMÆ£ÔvÂxË;ÑUÁ)Ò�Æ£ÂFÓ
(0, 1)N

Ì�ÆåÊ¨À�Ò�Á�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê=Ê�Â
y
Ü Ê�ÀMÁ�ó

Éx×«ÖÙÂôÖ�ÉJÊ¨Æ£ÖÙË¾ó�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ�Æ«Â}Å Ü ²}³ è}ì Ú;Á�×«Â�Ì ì�³ ¿�ÀMÁ�ÖÙÁ)Ô)ÂxÅMÓ+Â}ÒÙÓMÁ)Ò�Ê¨Æ£ÃôÁOÓMÁ�Ò�Æ£ÍJÉJÊ�Æ£ÍxÁ�Æ£Å Ü ²}³£²�ì ÀMÉxÖ�ÚUÁ)Á�Å
Ì�Ò�Æ£ÊÙÊ¨Á�Å&Æ«Å&Ô�Â}ÅMÖÙÁ)ÒÙÍJÉJÊ�Æ£ÍxÁµË@Â}Ò�ÃîÚUÁ)Ô±ÉJÐMÖ�Á%Ê�ÀMÁ%ÓMÁ�ÅMÖ�ÆåÊsó

ρε
ÃÎÉ±ó�ÓMÁ)ÑUÁ)ÅÇÓ�ÂxÅ&Ê¨Æ«Ã�Á ³8÷ Ë:Ô)Â}ÐMÒÙÖ�Á ã Æ£Ë

ρεÆ«ÖvÆ£ÅMÓMÁ�Ñ;Á�ÅMÓMÁ)ÅLÊ�ÂxËBÊ�Æ«Ã�Á ã Ê¨ÀMÁµÆ«ÅMÁ�ÒÙÊ¨Æ«Éx×WÊ¨Á�Ò�ÃîÆ«ÖEÛÙÐMÖzÊ�Á)ÏjÐWÉJ×;Ê¨Â
ε2ρε(∂

2uε)/(∂t
2)
ÉxÖ�ÐMÖÙÐWÉx× ³ ¿�ÀMÁ)ÒÙÁ

Æ«Ö�Éx×£Ö�Â�ÉxÅ
ε2 Ö�Ô)Éx×«Æ£ÅMÄ�ËüÉxÔ�Ê�Â}Ò�Æ«Å�Ë@ÒÙÂ}ÅLÊ�ÂJË[Ê¨ÀÇÁOÊ�Æ«Ã�Á�ÓMÁ)ÒÙÆ£ÍJÉJÊ�Æ£Í}Á%Ì�ÀÇÆ«ÔaÀ0Ô�Â}Ò�ÒÙÁ)ÖÙÑ;Â}ÅÇÓMÖ�Ê�Â�ÍxÁ)Òzó�×«Â}ÅMÄ

Ê¨Æ«Ã�Á ³Eí ÅMÓMÁ�Á)Ó ã ÐMÑUÂ}Å�Æ«ÅLÊ¨ÒÙÂFÓMÐÇÔ�Ê¨Æ£Â}Å�ÂxË5ÉOÅÇÁ�ÌùÊ�Æ«Ã�ÁvÍJÉxÒ�Æ«ÉxÚM×«Á
τ = ε−1t

ã Ê�ÀMÁ�ÐMÖ�ÐMÉx×WÌ�É±Í}Á�Á)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ
Ü Ì�Æ£Ê�ÀMÂ}ÐÇÊ�ÖÙÔ±Éx×£Æ«ÅMÄ ì Æ£Ö�ÒÙÁ)Ô�Â"ÍxÁ)ÒÙÁ)Ó ³ ¿�ÀjÐMÖ%É�Ê¨Æ«Ã�Á

t
ÂxË[Â}Ò�ÓMÁ�Ò

1
Æ«Ö�Á)ÏjÐMÆåÍJÉx×«Á�ÅjÊ�Ê�Â&Éô×£Â}ÅMÄ�Ê¨Æ£ÃôÁ

τ
ÂxË

Â}Ò�ÓMÁ�Ò
ε−1

Ü Ö�Á)Á �FÁ�Ô�Ê�Æ«Â}Å � ì�³
ýXÁOÔ�Â}ÅMÖ�Æ£ÓMÁ)Ò�Ê�ÀMÁ�Ë@Â}×«×£Â"Ì�Æ£ÅMÄ�ÊsóGÑUÁ�ÂJË[ÀMÆ£Ä}ÀFøçË@Ò�Á)ÏjÐMÁ�ÅMÔ�ó ã Ì�Æ£Ê�À�×£Æ«ÅMÁ)ÉxÒvÑMÀMÉxÖ�Á�Æ«ÅMÆåÊ¨Æ«Éx×;ÓMÉJÊaÉ

Ü ²}³:9Lì
u0
ε(x) = ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε v0(x) ,
ÉxÅMÓ

u1
ε(x) =

1

ε2
ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε v1(x) ,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
v0

ÉxÅMÓ
v1

ÉxÒ�Á�Ö�ÐFöôÔ�Æ«Á�ÅjÊ�×£ó�Ö�Ã�ÂGÂxÊ¨À�Ë@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ£Â}ÅMÖ?ÉxÅMÓ
ψn

Æ«Ö?É�ÖÙÂJøsÔ)Éx×«×£Á)Ó�ÿv×«ÂGÔaÀ�Á�Æ«Ä}Á�ÅÇË@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ£Â}Å ã
Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å&ÂxË?Ê¨ÀMÁ�Ë@Â}×£×«Â�Ì�Æ«ÅMÄ�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê¨Ò¨ÉJ×EÔ�Á)×£×5Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å�Æ£Å�Ê�ÀMÁOÐMÅMÆåÊ�Ê¨Â}ÒÙÐMÖ

TN

Ü ²}³;1jì
−(
ÓMÆ£Í

y + 2iπθ)
(

A0(y)(∇y + 2iπθ)ψn

)

= λn(θ)ρ0(y)ψn
Æ«Å

T
N ,

Ô)Â}ÒÙÒ�Á)ÖÙÑ;ÂxÅMÓMÆ«ÅÇÄ�Ê�Â�Ê�ÀMÁ
n
ø Ê�ÀÝÁ�Æ«Ä}Á�ÅLÍxÉJ×«ÐMÁ�Â}ÒOÁ�ÅMÁ)ÒÙÄxó�×«Á�Í}Á)×

λn(θ)
³=< Ö�ÐÇÖ�ÐWÉx×ØÊ�ÀMÁ�Æ«ÅLÊ¨Á�Ò�ÑMÒÙÁ�ÊaÉpÊ¨Æ«ÂxÅ

ÂxË=Ê¨ÀMÁ�ÿv×£ÂFÔaÀ/ÑWÉJÒ¨ÉxÃ�Á�Ê�Á)Ò
θ
Æ«Ö%Ê�ÀWÉJÊOÆåÊ�Æ«ÖOÉ�Ò�Á�ÓMÐMÔ�Á)ÓÝÌvÉ±Í}Á�ÅjÐMÃ�ÚUÁ)ÒOÉxÅMÓ�Ê¨ÀÇÁ�Á)Æ«ÄxÁ)ÅLÍJÉx×«ÐMÁ�Æ£Ö%Ê¨ÀMÁ



�

Ö�ÏjÐWÉxÒÙÁ�ÂJË8É�Ê¨Æ£ÃôÁµË@ÒÙÁ)ÏjÐMÁ�ÅMÔ�ó
ωn(θ0)

ÓMÁ 7WÅMÁ)Ó�ÚLó

ωn(θ0) =
√

λn(θ0).
¿�ÀMÁµÓMÁ�Ò�ÆåÍxÉpÊ¨Æ£ÍxÁµÂxË]Ê¨ÀMÁµË@ÒÙÁ)ÏjÐMÁ�ÅMÔ�óôÌ�Æ£Ê¨ÀôÒ�Á�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê�Ê�Â�Ê�ÀMÁµÌvÉ�ÍxÁ%ÅjÐMÃ�ÚUÁ)Ò�ÄxÆ£Í}Á�ÖlÊ�ÀMÁµÄ}ÒÙÂ}ÐMÑÎÍxÁ)×£ÂFÔ�Æ£Êsó
Ü ²}³ 2}ì

V =
1

2π
∇ωn(θ0) =

1

4π

1
√

λn(θ0)
∇λn(θ0) ,

ÉxÅMÓ�Ê¨ÀMÁOÓMÆåÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á�ÂxËEÊ¨ÀMÁOÄ}ÒÙÂ}ÐMÑ�Í}Á�×«ÂGÔ)Æ£ÊsóÎóFÆ£Á)×£ÓMÖ�É�ÓMÆ«ÖÙÑ;Á�Ò�Ö�Æ£Â}Å�Ê¨Á�ÅMÖ�Â}Ò
Ü ²}³ � ì

A∗ =
1

2π

ÓMÆåÍ
θV =

1

4π2
∇θ∇θωn(θ0) .

÷ ÐÇÒ�ÃôÉxÆ£ÅúÉxÖ�ÖÙÐMÃôÑFÊ¨Æ«ÂxÅMÖ�Æ«Ö�Ê¨ÀWÉpÊ
λn(θ0)

Æ«Ö�É Ö�Æ£ÃôÑM×£Á/Á)Æ£Ä}Á)ÅLÍJÉx×«ÐÇÁÝÉJÅMÓñÊ�ÀWÉJÊ�Ê¨ÀÇÁÝÃ�ÂFÓÇÐM×ÕÉJÊ�Á)Ó
Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö

ρ1

ÉxÅMÓ
A1

ÉxÒ�Á���Æ£ÅjÍJÉxÒÙÆÕÉxÅLÊ�Éx×«Â}ÅÇÄ�ÄxÒ�Â}ÐMÑ�×£Æ«ÅMÁ�Ö�� ã Æ ³ Á ³åã
Ü ²}³ è}ì ∂ρ1

∂τ
± V · ∇xρ1 = 0 ,

∂A1

∂τ
± V · ∇xA1 = 0.

í ÅôÊ¨ÒÙÐÇÊ¨À ã ÌlÁ%Ö�ÀMÉx×«×3ÃôÉxïxÁ�É�ÌlÁ±ÉxïJÁ)Ò�ÚÇÐÇÊ�Ã�Â}Ò�Á�Ê�Á)ÔaÀMÅMÆ£Ô±Éx×;ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}ÅôÊ�ÀWÉxÅ Ü ²}³ è}ì Ü Ö�Á�Á �FÁ�Ô�Ê�Æ«Â}Å 2
Ë@Â}ÒvË@ÐMÒzÊ¨ÀMÁ�Ò�ÓÇÁ�ÊaÉJÆ«×«Ö ì�³ ýÝÁOÑMÒ�Â�ÍxÁ�Ê�ÀWÉJÊ ã ÉxÖ

ε
Ä}ÂGÁ)Ö�Ê�Â æÇã Ê¨ÀMÁOÖ�Âx×«ÐÇÊ�Æ«Â}Å�ÂxË Ü ²}³å²"ì Æ£Ö�ÉxÖÙóGÃ�ÑÇÊ¨ÂxÊ�Æ«Ô)Éx×«×åó

Ê¨ÀMÁ�ÖÙÐMÃ ÂxËEÊsÌvÂ�Ì�É±ÍxÁ�ÑWÉxÔaïJÁ�Ê�Ö
Ü ²}³êëLì

uε(t, x) ≈ e2iπ
θ0·x

ε ψn

(x

ε
, θ0

)

(

ei
ωn(θ0)t

ε2 v+

(

t, x+
V

ε
t

)

+ e−i
ωn(θ0)t

ε2 v−
(

t, x−
V

ε
t

))

,

Æ«Å�É�Ö�Á)ÅÇÖ�Á�ÂxËWÌlÁ±Éxï�ÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«ÁvÔ)Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á Ü Ö�Á)Áv¿�ÀMÁ)Â}ÒÙÁ)Ã 2F³£² ÉxÅMÓ���Á)ÃôÉxÒ�ï 2F³;1jìc³ ¿�ÀMÁ�Á�ÅLÍ}Á)×£Â}ÑUÁ
Ë@ÐMÅMÔ�Ê�Æ«Â}ÅÇÖ

v+ ÉxÅMÓ
v−
ã Æ£Å Ê�ÀMÁ�Ò�Æ£Ä}ÀLÊÙøsÀMÉxÅMÓ Ö�Æ£ÓMÁ�ÂJË Ü ²}³êëLìcã ÉxÒÙÁ�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅMÖ�ÂxË�ÊsÌvÂ �FÔaÀMÒ43GÓMÆ£ÅMÄ}Á)Ò

Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}ÅMÖ ã Ö�Á�Á Ü 2F³ é}ì ÉxÅÇÓ Ü 2F³ 2}ìc³�� ÉJÔaÀ�ÂJËUÊ�ÀMÁ)ÃòÔ±ÉxÒÙÒ�Æ«Á�Ö8ÀWÉx×åË3ÂxË3Ê¨ÀMÁ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×jÓWÉpÊaÉ
v0 ÉxÅMÓ�Â}ÑMÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Á

Ô)Â}ÅLÊ¨ÒÙÆ«ÚMÐFÊ¨Æ«ÂxÅMÖ=Æ«ÅôÊ�Á)ÒÙÃôÖlÂxË5Ê¨ÀÇÁµÆ«ÅÇÆ£Ê¨Æ«Éx×FÍxÁ)×£ÂFÔ�Æ£Êsó
v1 ³ ¿�ÀMÁµËüÉJÔ�Ê�Ê¨ÀWÉJÊ�Ê¨ÀÇÁµÀMÂ}Ã�Â}Ä}Á�ÅMÆ«È�Á)ÓôÁ)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}ÅMÖ

ÉxÒ�Á�ÂJË �FÔaÀMÒ43GÓMÆ£ÅMÄ}Á)Ò?ÊsóFÑUÁ�ÌvÉxÖØÂ}ÚMÖÙÁ)ÒÙÍxÁ)Ó�Æ«Å�Ê�ÀMÁ�ÑMÀLóGÖ�Æ£Ô)Ö=×«ÆåÊ¨Á)Ò�ÉJÊ¨ÐÇÒ�Á Þ é�1JâçãWÞêéxàJâä³[í Ê8Æ«Ö8ÖÙÆ«Ã�Æ«×ÕÉJÒ:Ê�Â%Ê¨ÀMÁ
ÓMÆ«ÖÙÑ;Á�Ò�Ö�ÆåÍ}Á�Ä}Á)ÂxÃôÁ�Ê¨Ò�Æ£Ô�Â}ÑÇÊ�Æ«Ô)Ö�ÂxË Þå² 1xâçãEÞe²�2"âäãEÞå² � â ÉxÅMÓ�Æ«Ö�Ò�Á�ÃôÆ£ÅMÆ«ÖÙÔ)Á)ÅLÊ�ÂxË?Ê¨ÀMÁ�Ö�ÂJø Ô±Éx×£×«Á�Ó�ÑMÉxÒ¨ÉxÚUÂ}×£Æ«Ô
Â}Ò�ÑWÉxÒ�É	�FÆÕÉx×]ÉxÑMÑMÒÙÂ��FÆ£ÃÎÉJÊ�Æ«Â}ÅôË@Â}Ò�Ì�É±ÍxÁ)ÖµÑÇÒ�Â}ÑWÉJÄLÉJÊ¨Æ£ÅMÄ�Æ«Å�É�ÑMÒÙÆ£ÍGÆ«×£Á)Ä}Á�Ó�ÓMÆ«ÒÙÁ)Ô�Ê�Æ«Â}Å Þêè"âäã:Þ é�9Jâçã5Þ:9}æpâç³

WÂ}Ò�Ã�ÐÇ×ÕÉ Ü ²}³êëLì óGÆ£Á)×«ÓÇÖ%ÉôËüÉxÃ�Æ«×åó�ÂxË�ÉxÑÇÑMÒ�Â��FÆ«ÃôÉJÊ¨ÁOÊ¨Ò�É±Í}Á)×£×«Æ£ÅMÄôÌvÉ±Í}Á�Ö�Âx×«ÐÇÊ�Æ«Â}ÅMÖ�ÂxË Ü ²}³å²"ì Ì�Æ£Ê¨À+É

Ô)Â}ÀMÁ�Ò�Á�ÅjÊµÖÙÊ�Ò�ÐMÔ�Ê¨ÐMÒÙÁ ã Á�Í}Á�Å+Ë@Â}Ò�×«Â}ÅÇÄ�Ê�Æ«Ã�Á)Ö ³ ��Á�ÃÎÉxÒÙïÎÊ¨ÀMÉJÊ ã Ì�ÀMÁ�Å0Ê¨ÀMÁ�Ä}Ò�ÂxÐMÑ�ÍxÁ)×£ÂFÔ�Æ£Êsó
V
Æ£Ö�È�Á)ÒÙÂ

Ü Ì�ÀMÆ£ÔaÀÝÀWÉJÑMÑ;Á�ÅMÖ ã ÉJÊ�×«Á)ÉxÖÙÊ ã ÉJÊOÊ�ÀMÁôÚUÂxÊÙÊ¨Â}ÃßÉxÅMÓÝÊ�Â}ÑSÂxË�Á)ÉxÔaÀ�ÿv×£ÂFÔaÀSÚWÉxÅÇÓ ì�ã Ü ²}³êëLì Æ«ÖOÒ�ÉJÊ¨ÀMÁ�Ò�É
ÖÙÊaÉpÊ¨Æ«ÂxÅWÉxÒÙóÝÖ�Âx×«ÐÇÊ�Æ«Â}Å�Ì�ÀMÆ£ÔaÀ�Æ£Ö�Ê¨Ò�ÉxÑMÑUÁ)Ó ÚjóXÊ¨ÀMÁ�ÑUÁ)Ò�Æ£ÂFÓÇÆ«Ô&Ã�Á)ÓMÆ£ÐMÃ ³0< Ö�Æ«Ö�ÌlÁ)×£×�ïjÅMÂ�Ì�Å Ê�ÀMÁ)ÒÙÁ
Á��FÆ«ÖzÊ¨Ö�ÅMÂ�ÑMÒÙÂ}ÑWÉxÄ}ÉJÊ¨Æ£ÅMÄ�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅ�ÂJË5Ê¨ÀMÁ�ÊsóGÑ;Á�ÂxË Ü ²}³êëLì Ì�Æ£Ê�À&É�Ë@Ò�Á�ÏGÐÇÁ)ÅMÔ�ó

ω
Ì�ÀÇÁ)Å

ω2 Æ«Ö=Æ«ÅÎÉ�ÄLÉJÑ
ÂxËlÊ�ÀMÁ�ÿv×«ÂGÔaÀ�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê¨Ò�ÐÇÃ ã Æ ³ Á ³ Ì�ÀMÁ�Å

ω2 6= λn(θ)
Ë@ÂxÒOÉx×«×

n ≥ 0
ÉxÅMÓ

θ ∈ TN ³ ¿�ÀMÆ«ÖOÑMÒÙÂ}Ñ;Á�ÒÙÊsó
Æ«ÖOÉ�ïxÁ�óSË@Á)ÉJÊ¨ÐÇÒ�Á�ÂxËlÑMÀMÂxÊ�Â}ÅMÆ«Ô�Ô�ÒÙóGÖÙÊ¨Éx×«Ö Ü ÖÙÁ)Á�Á ³ Ä ³�Þêëpâçã�Þêé}é"âÕì�³ ¿�ÀMÁ�ËüÉxÔ�ÊOÊ�ÀWÉJÊOÊ¨ÀMÁ�ÀMÂxÃôÂ}ÄxÁ)ÅMÆ£È)Á)Ó
Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}ÅMÖ�Ë@Â}Ò�Ê¨ÀMÁ�Á)ÅLÍ}Á�×«Â}ÑUÁ

v+ ÉxÅMÓ
v−

ÉJÒ�Á��FÔaÀMÒ43GÓMÆ£ÅMÄ}Á)Ò�Á)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅMÖµÆ£ÖµÉ�Ô)Â}Å.7MÒ�ÃôÉJÊ¨Æ£Â}Å�ÂJË8Ê¨ÀMÁ
ÓMÆ«ÖÙÑ;Á�Ò�Ö�ÆåÍ}Á�ÑMÒÙÂ}ÑUÁ)ÒÙÊ�Æ«Á�Ö Ü Æ ³ Á ³ Ê¨ÀMÁ�ÅÇÂ}ÅM×«Æ£ÅMÁ±ÉJÒ%ÔaÀWÉxÒ�ÉxÔ�Ê�Á)Ò�ÂxË�Ê¨ÀMÁ�Á�õ]Á�Ô�Ê�Æ£Í}Á�ÓMÆ£Ö�ÑUÁ)ÒÙÖ�Æ«ÂxÅSÒÙÁ)×«ÉJÊ¨Æ£Â}Å ì ÂxË
Ñ;Á�Ò�Æ«ÂGÓMÆ£ÔµÔ)ÂxÃôÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Á�ÃôÉJÊ¨Á�Ò�Æ«Éx×«ÖvÉxÖ�Éx×«ÒÙÁ±ÉxÓÇóÎÖÙÊ�ÐMÓMÆ«Á�Ó�Æ£Å Þ é"âçã:Þ;9JâäãBÞå²�9Jâçã:Þêéxë"âç³
ýXÁÎÄ}Æ£ÍxÁ�É�ÌlÁ±ÉxïÝÔ)Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á�ÑMÒÙÂFÂJË�ÂxË Ü ²}³êëLì Ü Ö�Á�Á�¿�ÀMÁ)Â}ÒÙÁ)Ã 2F³£²�ì Ì�ÀMÆ£ÔaÀ Æ«Ö�ÚMÉxÖ�Á�Ó Â}Å�Ê¨ÀMÁ

ÅMÂxÊ¨Æ£Â}Å&ÂxËEÊsÌlÂJøsÖÙÔ±Éx×£Á�Ô)Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á�Ì�Æ£Ê�À�ÓÇÒ�Æ£Ë¾Ê�ÉxÅMÓ�Â}Å�É�Ö�Æ«Ã�ÑM×£Á ã ÐMÅMÆ£Ë@ÂxÒ�Ã Æ£Å&Ê¨Æ£ÃôÁ ã
L2 Æ£Å�Ö�ÑWÉJÔ)Á ã
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Á)ÖÙÊ�Æ«ÃôÉJÊ¨Á�Ë@Â}Ò%Ê¨ÀÇÁ�Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å+ÂxË Ü ²}³å²"ìa³ < ÖÙÊ�Ò�Â}ÅÇÄ�Ô�Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á�ÑMÒ�ÂGÂxË Ü Ë@ÂxÒ%Ö�Ã�ÂFÂJÊ¨À/Ô)ÂGÁ�ö�Ô�Æ«Á)ÅLÊ�Ö ì�ã
Æ«ÅMÔ�×«ÐMÓMÆ£ÅMÄ�Ê�ÀMÁ%Ô�Â}ÅMÖÙÊ�Ò�ÐMÔ�Ê¨Æ£Â}Å�ÂxË:Æ«Å.7MÅMÆ£Ê�Á%Â}Ò�ÓÇÁ)Ò�ÉxÖzóGÃôÑÇÊ�ÂxÊ¨Æ£ÔµÁ �ÇÑMÉxÅMÖ�Æ£Â}Å�ÂxË:Ê¨ÀMÁµÖ�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å ã Æ«Ö�Ä}ÆåÍ}Á�Å
Æ«Å/É&Ô�Â}ÃôÑMÉxÅMÆ«ÂxÅ+ÑWÉxÑUÁ)Ò Þ:2pâä³�� ÂxÊ�Á�Ê¨ÀWÉJÊ ã Ë@Â}Ò�Ê¨Á)ÔaÀÇÅMÆ«Ô)Éx×8Ò�Á)ÉxÖ�ÂxÅMÖ ã Ê�ÀMÁ�ÅMÂxÊ¨ÉJÊ¨Æ£Â}ÅMÖµÂJË�Ê�ÀMÁ�ÑMÒÙÁ)ÖÙÁ)ÅLÊ
ÑWÉxÑUÁ)Ò�ÉxÅMÓ�ÂxË Þ 2"â ÉxÒ�ÁOÅMÂJÊ�Á��ÇÉxÔ�Ê�×£ó&Ê�ÀMÁOÖ¨ÉxÃ�Á ³
¿�ÀMÁ�Ô)Â}ÅLÊ¨Á�ÅLÊvÂxËUÊ¨ÀÇÆ«ÖØÑWÉxÑUÁ)Ò=Æ£Ö=Ê�ÀMÁ�Ë@Â}×«×£Â�Ì�Æ«ÅMÄ ³ �FÁ�Ô�Ê�Æ«Â}Å é Ò�Á)Ô)Éx×«×£Ö8Ê¨ÀMÁ�ÅMÁ�Ô)Á�Ö�Ö¨ÉJÒÙó�Ê¨ÂGÂ}×«Ö[ÂxËBÿv×£ÂFÔaÀ

Ê¨Ò¨ÉJÅMÖÙË@Â}ÒÙÃ ÉxÅMÓ ÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«Á�Ô)ÂxÅjÍxÁ)ÒÙÄ}Á)ÅMÔ�Á ³ �FÁ�Ô�Ê¨Æ£Â}Å 9 Æ«Ö�Ô�Â}ÅMÔ)Á�Ò�ÅMÁ�Ó Ì�Æ£Ê�À Ê�ÀMÁ�Ö�Æ«Ã�ÑM×£Á)Ò�Ô±ÉJÖ�Á�ÂxË
ÑMÐMÒ�Á�×£ó�ÑUÁ)Ò�Æ£ÂFÓÇÆ«Ô�Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö ã Æ ³ Á ³åã

ρ1 ≡ 0
ÉxÅÇÓ

A1 ≡ 0
Æ«Å Ü ²}³ é}ì�³ ¿�ÀMÁ�ÉxÖzóFÃ�ÑÇÊ�ÂxÊ¨Æ£Ô�ÉxÅWÉJ×£óGÖ�Æ£Ö�Æ£Ö

Ã�ÐMÔaÀ�Ö�Æ£ÃôÑÇ×«Á)ÒEÖ�Æ£ÅMÔ)ÁvÆ£Ê8ÒÙÁ)ÓMÐÇÔ)Á)Ö8Ê�Â�É%¿?É�óG×£Â}Ò[Á �ÇÑMÉxÅMÖ�Æ£Â}Å�Æ«Å�Ê¨ÀMÁ�Á �FÑM×«Æ£Ô)Æ£Ê?Ë@Â}Ò�Ã�ÐM×ÕÉ�Ë@Â}Ò?Ê�ÀMÁ�Ö�Âx×«ÐÇÊ�Æ«Â}Å
Æ«Å�Ê¨Á)ÒÙÃôÖ�ÂxË�ÿl×«ÂGÔaÀÝÌvÉ�ÍxÁ)Ö ³ �FÁ)Ô�Ê¨Æ£Â}Å 1 Æ«Ö�ÓMÁ�ÍxÂxÊ¨Á�Ó�Ê¨Â+É�ÑMÒ�Æ£Â}Ò�ÆØÁ�ÖÙÊ�Æ«ÃôÉJÊ¨Á�Ö�Ë@Â}Ò Ü ²x³£²"ì Ì�ÀMÆ£ÔaÀ ÉxÒ�Á
ÐMÅMÆ£Ë@ÂxÒ�Ã Ì�Æ£Ê¨À�Ò�Á�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê�Ê�Â

ε
³ �FÁ�Ô�Ê�Æ«Â}Å 2 Ô)Â}ÅLÊaÉJÆ«ÅMÖ�Â}ÐÇÒ�ÃôÉxÆ£Å�ÀMÂ}Ã�Â}Ä}Á)ÅÇÆ«È±ÉpÊ¨Æ«ÂxÅ&Ò�Á�Ö�ÐM×åÊ¨Ö�ÉxÅMÓ�Ê¨ÀÇÁ)Æ«Ò

ÑMÒ�ÂGÂxË@Ö ³ �FÁ)Ô�Ê¨Æ£Â}Å ��ÃôÉxïxÁ�Ö�É�Ô)Â}Ã�ÑWÉxÒÙÆ«Ö�ÂxÅ�Ì�ÆåÊ¨À�Ê¨ÀMÁ�ÌlÁ)×«×eøsïjÅMÂ�Ì�ÅÝýñþOÿ�ÃôÁ�Ê¨ÀMÂGÓSÂxË�Ä}Á�Â}Ã�Á�Ê¨ÒÙÆ«Ô
Â}ÑÇÊ¨Æ£Ô)Ö ³

éG³���¸����G½
	�½¾¶��?¸:½
��

í Å0Ê¨ÀMÁ�ÑMÒ�Á�Ö�Á)ÅLÊOÖÙÁ)Ô�Ê�Æ«Â}Å�ÌvÁ�Ä}ÆåÍ}Á�Â}ÐMÒµÃôÉxÆ£Å+ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}ÅMÖ ã ÖÙÁ�Ê�ÖÙÂ}ÃôÁ�ÅMÂxÊ¨ÉJÊ¨Æ£Â}ÅMÖ%ÉJÅMÓ/ÉôË@Á�Ì ÑÇÒ�Á�ø
×«Æ«Ã�Æ«ÅMÉxÒÙó�ÒÙÁ)Ö�ÐÇ×£Ê¨Ö�ÅMÁ�Á)ÓMÁ�Ó�Ë@Â}Ò�ÖzÊaÉJÊ�Æ«ÅMÄ�ÉxÅÇÓ�ÑÇÒ�Â�ÍGÆ«ÅMÄ�Ê¨ÀÇÁ�ÃôÉxÆ£Å�Ò�Á)ÖÙÐM×£Ê�Ö�ÂxË?Ê�ÀMÆ«Ö�ÑMÉxÑ;Á�Ò ³
ýXÁ 7WÒÙÖÙÊvÉxÖ�ÖÙÐMÃôÁ�Ê�ÀWÉJÊ=Ê¨ÀMÁ�Ô)ÂGÁ�ö�Ô�Æ«Á)ÅLÊ�Ö

ρ0(y)
ÉJÅMÓ

(A0(y))ij
ÉxÒÙÁ�Ò�Á±ÉJ× ã ÚUÂ}ÐMÅMÓMÁ�Ó&ÉxÅÇÓÎÑUÁ)Ò�Æ£ÂFÓÇÆ«Ô

Ë@ÐMÅMÔ�Ê�Æ«Â}ÅÇÖ ã�������� Ê¨ÀMÁ�ó�ÚUÁ)×«ÂxÅMÄ�Ê¨Â
L∞(TN)

ã ÉxÅÇÓ�Ê�ÀWÉJÊ
ρ1(t, τ, x, y)

ÉxÅMÓ
(A1(t, τ, x, y))ij

ã ÉxÖ�ÌvÁ�×«×
ÉxÖ�Ê�ÀMÁ)Æ£Ò�Ê�Æ«Ã�Á�ÓMÁ)ÒÙÆ£ÍJÉJÊ¨ÆåÍ}Á�Ö ∂ρ1

∂t

ÉxÅMÓ ∂ρ1
∂τ

Ü Ö¨ÉxÃ�Á�Ë@Â}Ò
(A1)ij

ì�ã ÉxÒ�Á�Ú;ÂxÐMÅMÓMÁ�Ó&Ô)Â}ÅLÊ�Æ«ÅjÐMÂ}ÐMÖ�Ë@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ«ÂxÅMÖ ã
Ñ;Á�Ò�Æ«ÂGÓMÆ£ÔvÌ�Æ£Ê�ÀôÒÙÁ)Ö�ÑUÁ)Ô�ÊvÊ�Â

y
Ü Ê¨ÀMÁ�ó�Ô)Â}ÐÇ×«Ó�Ú;Á�ÃôÁ�Ò�Á�×£ó���ÉxÒ�ÉJÊ¨ÀÇÁ)ÂGÓMÂ}ÒÙó�Ë@ÐMÅMÔ�Ê�Æ«Â}ÅÇÖ ã Æ ³ Á ³åã Ã�Á±ÉJÖ�ÐMÒ�ÉxÚM×«Á

Ì�Æ£Ê¨À�Ò�Á�Ö�ÑUÁ)Ô�ÊôÊ¨Â
y
ÉJÅMÓùÔ)ÂxÅLÊ¨Æ«ÅjÐMÂxÐMÖÎÆ£Å

t, τ, x
ì�³ñí Å �FÁ�Ô�Ê�Æ«Â}Å 2 ÌvÁ�Ì�Æ«×«×�ÃôÉxïJÁ+ÉxÅ ÉxÓMÓMÆåÊ¨Æ«ÂxÅWÉx×

ÉxÖ�ÖÙÐMÃôÑFÊ¨Æ«ÂxÅ�Â}Å
ρ1

ÉxÅMÓ
A1

Ì�ÀMÆ£ÔaÀ�ÌlÁOÓMÂôÅÇÂxÊ�Ö�ÑUÁ)Ô�Æ£Ë¾ó�ÀMÁ�Ò�Á ³

WÐMÒÙÊ�ÀMÁ)ÒÙÃôÂ}ÒÙÁ�Ê¨ÀMÁ�ÓMÁ�ÅMÖ�ÆåÊsó+Ë@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ£Â}Å

ρ0

Æ£Ö�ÐMÅMÆ£Ë@ÂxÒ�Ã�×£ó�Ñ;ÂxÖ�Æ£Ê�Æ£ÍxÁ ã�������� Ê�ÀMÁ)ÒÙÁ�Á��FÆ«ÖzÊ¨Ö�É�ÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨ÆåÍ}Á
Ô)Â}ÅMÖzÊaÉxÅLÊ

C > 0
Ö�ÐÇÔaÀ+Ê¨ÀWÉJÊ

ρ0(y) ≥ C
É ³ Á ³ Æ£Å

TN ã ÉxÅMÓ0Ê�ÀMÁ�Á�×ÕÉxÖzÊ¨Æ«Ô�Ê�Á)ÅMÖÙÂ}Ò A0

Æ«Ö�ÖÙóGÃôÃ�Á�Ê�Ò�Æ£Ô ã
ÐMÅMÆ£Ë@ÂxÒ�Ã�×£ó%Ô�ÂFÁ�Ò�Ô�Æ£Í}Á ã�������� Ê¨ÀMÁ�Ò�ÁlÁ��FÆ«ÖzÊ¨ÖØÉxÅÇÂxÊ¨ÀMÁ�Ò[ÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨ÆåÍ}Á�Ô)Â}ÅMÖzÊaÉxÅLÊ

C > 0
ÖÙÐMÔaÀ�Ê¨ÀWÉpÊ

A0(y)ζ ·ζ ≥

C|ζ|2
Ë@Â}Ò�ÉxÅLó

ζ ∈ R
N
ÉJÅMÓ�É ³ Á ³ Æ«Å

T
N ³

��ÅMÓÇÁ)Ò&Ê¨ÀÇÁ)Ö�Á�ÉJÖ�Ö�ÐÇÃôÑÇÊ�Æ«Â}ÅÇÖÎÆ£ÊÎÆ«Ö�ÌvÁ�×«×åø ïjÅMÂ�Ì�Å ÞêàÇã�²"éGã�éF²xã�é}èpâ Ê¨ÀWÉJÊ ã Ë@Â}Ò&ÉxÅLó ÍJÉx×«ÐMÁ�ÂxËOÊ¨ÀMÁ
ÑWÉxÒ¨ÉJÃôÁ�Ê¨Á)Ò

θ ∈ TN ã Ê¨ÀMÁ/Ô�Á)×£×µÑMÒÙÂ}ÚM×«Á�Ã Ü ²}³:1Lì ÓMÁ�7MÅMÁ)Ö�É Ö�Á�×£ËÕøiÉJÓpÛÙÂ}Æ«ÅLÊÎÔ)Â}Ã�ÑWÉxÔ�Ê�Â}ÑUÁ)Ò¨ÉpÊ¨Â}Ò&ÂxÅ
L2(TN )

Ü Ì�Æ£Ê¨À�Ê�ÀMÁ=Ö�Ô±ÉJ×ÕÉxÒ5ÑÇÒ�ÂGÓMÐMÔ�ÊEÓMÁ 7WÅMÁ�Ó�ÚLó
〈u, v〉 =

∫

TN ρ0uv dy
ì Ì�ÀMÆ£ÔaÀ�ÉxÓÇÃôÆåÊ¨ÖBÉ�Ô)ÂxÐMÅLÊaÉxÚM×£Á

Ö�Á)ÏjÐMÁ�ÅMÔ)Á�ÂxËOÒÙÁ±Éx×�Æ«ÅMÔ�Ò�Á)ÉxÖ�Æ£ÅMÄ�Á)Æ£Ä}Á)ÅLÍJÉx×£ÐMÁ)Ö
{λn}n≥1

Ü Ò�Á)ÑUÁ±ÉpÊ¨Á)ÓùÌ�ÆåÊ¨ÀùÊ�ÀMÁ)Æ£ÒÎÃ�ÐM×åÊ¨Æ£ÑM×«Æ£Ô)Æ£Êsó ì ÉxÅÇÓ
Â}ÒÙÊ�ÀMÂ}ÅMÂ}ÒÙÃÎÉJ×«Æ«È�Á)Ó�Á)Æ£Ä}Á)ÅÇË@ÐÇÅMÔ�Ê�Æ«Â}ÅMÖ

{ψn}n≥1
Ì�Æ£Ê�À ∫

TN ρ0|ψn|
2 dy = 1

³ ¿�ÀMÁ�ÓMÐWÉx×?ÑWÉxÒ�ÉxÃôÁ�Ê¨Á�Ò
θÆ«ÖµÔ)Éx×«×£Á)Ó0Ê�ÀMÁ�ÿv×£ÂFÔaÀ+Ë@ÒÙÁ)ÏjÐMÁ)ÅÇÔ�ó�ÉxÅÇÓSÆåÊ%ÒÙÐMÅMÖ�Æ«Å�Ê¨ÀMÁ�ÓMÐMÉx×8Ô)Á�×«×?ÂxË

TN ã�������� ÚLó+ÑUÁ)ÒÙÆ«ÂGÓMÆ«Ô�Æ£Êsó�ÆåÊ%Æ«Ö
Á)ÅMÂ}ÐÇÄ}À�Ê¨Â�Ô)Â}ÅMÖÙÆ«ÓMÁ�Ò

θ ∈ TN ³
÷ ÐMÒ�ÃÎÉxÆ£Å�ÉxÖ�ÖÙÐMÃôÑFÊ¨Æ«ÂxÅ�Æ£Ö�Ê¨ÀWÉJÊ�Ê�ÀMÁ)ÒÙÁ�Á �FÆ«ÖÙÊµÉxÅ�Á)ÅMÁ�Ò�Äxó�×£Á�ÍxÁ)×

n ≥ 1
ÉxÅÇÓ0É�ÿv×«ÂGÔaÀ�ÑWÉxÒ¨ÉJÃôÁ�Ê¨Á)Ò

θ0 ∈ TN
ÖÙÐMÔaÀ�Ê�ÀWÉJÊ

Ü éF³å²"ì
λn(θ0) > 0

Æ«Ö�É�Ö�Æ£ÃôÑM×£Á%Á)Æ£Ä}Á)ÅLÍJÉx×£ÐMÁ ³



�
���������
	���
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�� ��� �������������! ��"��!� �#�%$&���(')�*�+"(�!,-'.'�/ �102�3����/4�65 ���('��7���-5��8��"9� �( ÞáàÇã5²"éjã3éF²}ãWé}è"â �
: / �; ��< �� =,- >�?$

λ1(θ)
�3�A@ �(�8�B��<�C �3�D,�< ��E9,��(�GFH��'I'#� ��< ��CJ��'

θ = 0 K ')/ �3���3�4�L���!<M� ��E9, �(<N� �
�?$O'�/ �4 D�QP �� =,- R5�� ��<N� �S5�� �6T �VU�,��W')/ �(�W 4�!� ��XY'�/ �DZ ����� ����<� D��'�� �[PL��'

θ = 0
X
∇θ∇θλ1(0)

X �3�
5\��� ��' ��] �;C �)^.< ��' �_� ��<N� � ��' �3� ��E9,M���`'6�a')/ �b,c�(,M���d/\�! 4��e �(< �f@ ��Cg D��'I� �[P�$Q�!� ��E9,���'��#�!< Ü ²}³å²"ì �OhW<
5M���('��#�(,��f����X ��' �� i5�� � ���*')/M��'j')/ �(� ���7P �3�(')�A�_5\��� ��'���] �D���!<M�('#��<\'

C > 0
�(,\��/k')/M��'

λ1(θ) ≥ C|θ|2
�

l <H')/ �=�!'�/ �(�1/M��<�C!X\$Q�!�*��<\F
n ≥ 2

Xm')/ �(� � �7P �3�('��_��<N�!'�/ �(�n5\��� ��' ��] �=���!<M�('#��<\'
C > 0

�(,���/o'�/M��'
minθ λn(θ) ≥ C > 0

�

��Á�ÃÎÉJÒ�ï éG³£² Æ£ÃôÑM×£Æ«Á�ÖôÊ¨ÀMÉJÊ
λn(θ0) > 0

Á��FÔ)Á�ÑÇÊ�Æ£Ë
n = 1

ÉxÅÇÓ
θ0 = 0

³ ¿�ÀÇÁ)Ò�Á�Ë@Â}Ò�Á ã Ê¨ÀÇÁ
Æ«Ã�Ñ;Â}ÒzÊaÉxÅLÊ�ÑWÉxÒzÊ�ÂJË�ÉxÖ�ÖÙÐMÃôÑFÊ¨Æ«ÂxÅ Ü éG³£²"ì Æ«ÖOÊ¨ÀMÁÎÖ�Æ«Ã�ÑM×£Æ«Ô)ÆåÊsó+ÂxËvÊ¨ÀMÁ&Á�Æ«Ä}Á�ÅLÍxÉJ×«ÐMÁ ³ / Â"ÌlÁ�ÍxÁ)Ò ã ÒÙÁ)Ô)Éx×«×
Ê¨ÀWÉJÊ?Ö�Æ£ÃôÑÇ×«Æ«Ô�Æ£ÊsóµÆ«Ö?Éx×£ÌvÉ±óFÖ[Ä}Á)ÅMÁ�Ò�Æ£Ô ã Ã�Á±ÉJÅMÆ«ÅMÄ�Ê¨ÀMÉJÊ8Ã�ÐÇ×£Ê¨Æ£ÑM×«ÁØÁ�Æ«Ä}Á�ÅLÍxÉJ×«ÐMÁ�Ö8ÉxÒÙÁvÃ�ÐMÔaÀ�ÃôÂ}ÒÙÁlÖÙÁ)×£ÓMÂ}Ã
Ê¨ÀWÉxÅ�ÖÙÆ«Ã�ÑM×«Á%ÂxÅMÁ)Ö ³
��ÅMÓÇÁ)Ò�Ê�ÀMÁ&Ö�Æ£ÃôÑÇ×«Æ«Ô�Æ£Êsó+ÉxÖ�ÖÙÐMÃôÑFÊ¨Æ«ÂxÅ Ü éF³å²"ì Æ£Ê�Æ«Ö�É0Ô)×«ÉxÖ�ÖÙÆ«Ô±ÉJ×lÃôÉJÊ�Ê�Á)ÒOÊ¨Â+ÑÇÒ�Â�Í}Á&Ê�ÀWÉJÊ�Ê�ÀMÁ

n
ø Ê�À

Á)Æ«ÄxÁ)ÅMÔ�Â}ÐMÑM×£ÁôÂxË Ü ²}³:1Lì Æ£Ö�ÖÙÃôÂGÂxÊ¨ÀÝÆ«ÅXÉ0ÅMÁ)Æ£Ä}ÀjÚ;ÂxÒ�ÀMÂGÂFÓSÂxË
θ0

Ü Ö�Á�Á&Á ³ Ä ³ÝÞ éxæpâ¾ìc³ ¿EÂ0ÖÙÆ«Ã�ÑM×«ÆåË¾ó+Ê¨ÀMÁ
ÅMÂxÊaÉpÊ¨Æ«ÂxÅMÖvÌlÁ�Æ£ÅjÊ�Ò�ÂGÓMÐMÔ�Á%Ê¨ÀMÒÙÁ)ÁOÂ}ÑUÁ)Ò¨ÉpÊ¨Â}ÒÙÖ ã

An(θ)
ã
B(θ)

ÉJÅMÓ
C(θ)

ã ÓMÁ�7WÅÇÁ)Ó0ÚLó

Ü éF³ é}ì
An(θ)ψ = −(

ÓMÆåÍ
y + 2iπθ)

(

A0(y)(∇y + 2iπθ)ψ
)

− λn(θ)ρ0(y)ψ ∀ψ ∈ L2(TN ),

Ü éF³:9Lì
B(θ)ψ = A0(y)(∇y + 2iπθ)ψ ∀ψ ∈ L2(TN ),

Ü éF³;1jì
C(θ)φ = (

ÓMÆ£Í
y + 2iπθ)(A0(y)φ) ∀φ ∈ L2(TN )N .

pµÁ)ÅMÂJÊ¨Æ«ÅÇÄ�Újó
(ek)1≤k≤N

Ê�ÀMÁ�Ô±ÉxÅÇÂ}ÅMÆ«Ô)Éx×5ÚWÉJÖ�Æ«Ö�ÂJË
RN

ÉxÅMÓ�ÚLó
(θk)1≤k≤N

Ê¨ÀMÁOÔ�Â}ÃôÑUÂ}ÅMÁ�ÅLÊ¨Ö�ÂxË
θ
ã

Ê¨ÀMÁ 7WÒÙÖÙÊ�ÓMÁ�Ò�Æ£ÍJÉJÊ�Æ£ÍxÁ�ÂxË Ü ²}³;1jì Æ£Ö

Ü éF³ 2}ì
An(θ)

∂ψn
∂θk

= 2iπek · B(θ)ψn + 2iπC(θ)(ekψn) +
∂λn
∂θk

(θ)ρ0(y)ψn,

ÉxÅMÓ�Æ£Ê�Ö�Ö�Á)Ô�Â}ÅMÓ�ÓMÁ)ÒÙÆ£ÍJÉJÊ¨ÆåÍ}Á�Æ£Ö

Ü éF³ � ì
An(θ)

∂2ψn
∂θk∂θl

= 2iπek · B(θ)
∂ψn
∂θl

+ 2iπC(θ)

(

ek
∂ψn
∂θl

)

+
∂λn
∂θk

(θ)ρ0(y)
∂ψn
∂θl

+2iπel · B(θ)
∂ψn
∂θk

+ 2iπC(θ)

(

el
∂ψn
∂θk

)

+
∂λn
∂θl

(θ)ρ0(y)
∂ψn
∂θk

−4π2ekA0(y)elψn − 4π2elA0(y)ekψn +
∂2λn
∂θl∂θk

(θ)ρ0(y)ψn .

5 ÐM×£Ê�Æ«ÑM×åóGÆ«ÅMÄ Ü éF³ � ì ÚLó
ψn
ã Ò�Á�Ô±Éx×£×«Æ«ÅÇÄ�Ê�ÀMÁÎÅÇÂ}Ò�ÃôÉx×«Æ£È±ÉJÊ�Æ«Â}Å/ÂJË

ψn
ÉxÅMÓ�Æ£ÅLÊ¨Á)ÄxÒ¨ÉJÊ�Æ«ÅMÄ�ÚLóÝÑMÉxÒÙÊ�Ö�ÌlÁ

Â}ÚÇÊaÉJÆ«Å

Ü éF³ è}ì

1

4π2

∂2λn
∂θl∂θk

(θ) =

∫

TN

(

2|ψn|
2A0el · ek − π−1ωn(θ)ρ0ψn

(

Vk
∂ψn
∂θl

+ Vl
∂ψn
∂θk

)

+
1

2iπ

(

ψnB(θ)
∂ψn
∂θk

· el + ψnB(θ)
∂ψn
∂θl

· ek

)

−
1

2iπ

(

∂ψn
∂θk

B(θ)ψn · el +
∂ψn
∂θl

B(θ)ψn · ek

)

)

dy .
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ýXÁ�ÅMÂ�Ì Ä}Æ£ÍxÁ0ÖÙÂ}ÃôÁ�Ò�Á�Ö�ÐM×åÊ¨ÖôÂ}Å Ê¨ÀÇÁ+ÿv×£ÂFÔaÀ�ÓMÁ)Ô�Â}ÃôÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨Æ£Â}Å�ÉxÖ�ÖÙÂFÔ�ÆÕÉJÊ�Á)Ó�Ì�ÆåÊ¨À Ê¨ÀMÁ�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê�Ò¨Éx×
ÑMÒ�Â}ÚÇ×«Á)Ã Ü ²}³;1jì Ü Ö�Á)ÁOÁ ³ Ä ³�ÞáàÇã5²"é"â¾ìc³

1m��� ��� ��
3��
�� �('
u(y), v(y) ∈ L2(RN)

��� �)^.< �g'�/ � ����02�3����/ ��� ��� � � �(<\'��Y$Q�!�
n ≥ 1

��<�C
θ ∈ TN

αn(θ) =

∫

RN

ρ0(y)u(y)ψn(y, θ)e
−2iπθ·ydy , βn(θ) =

∫

RN

ρ0(y)v(y)ψn(y, θ)e
−2iπθ·ydy .

: / �(<MX
αn, βn

" �(�3�!<�eO'6�
L2(TN)

��<�C

u(y) =
∑

n≥1

∫

TN

αn(θ)ψn(y, θ)e
2iπθ·ydθ , v(y) =

∑

n≥1

∫

TN

βn(θ)ψn(y, θ)e
2iπθ·ydθ ,

��<�CO')/ �(F=�9��'��3�)$WFO'�/ ��� ����� �(]!������E9,���� ��'�F
∫

RN

ρ0(y)u(y)v(y) dy =
∑

n≥1

∫

TN

αn(θ)βn(θ) dθ.

h(< �!'�/ �(�
	n�!�7C!��X1'�/ �;02�3����/L'I�7��<M�)$Q�!�W 
u → {αn(θ)}n≥1

�3�g��< �3���! �('��WF_$W�8�! 
L2(RN)

��<\'6�
`2(L2(TN))

� U�,��W')/ �(�W 4�!� ��X%'�/ �102�3����/a'��7��<M�)$Q�!�W C ����e��!<���� �f@ ���1'�/ � �(��� �S5�'��#�b��5 �(�7��'?�!� ��< Ü ²x³£²"ì�X
��<H')/ �Y� �(<M� �Y')/M��'

∫

RN

A0(y)∇u(y) · ∇v(y) dy =
∑

n≥1

∫

TN

λn(θ)αn(θ)βn(θ) dθ.

ýXÁOÒÙÁ)Ô±ÉJ×«×]Ê�ÀMÁOÅMÂxÊ¨Æ£Â}Å�ÂxËEÊsÌvÂJø Ö�Ô)Éx×«Á�Ô�Â}ÅLÍ}Á)ÒÙÄ}Á)ÅÇÔ)Á Ü Ö�Á�Á Þe²}ã3é � â¾ìc³

$_����
�������������� ��
���
�� �('
{vε}ε>0

" �4�H"(�!,�<�C ��Ca� ��E9, �(<N� � ��<
L2(RN)

� : / �(� � �7P �3�('��O�o�(,M"(� ���
E9,��(<N� ��X��('������2C �(<N�!' ��CL"9F

ε
Xb��<�C �L� �� ��'

v∗(x, y) ∈ L2(RN × TN)
�(,\��/�'�/M��'

vε
ÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«Á

Ô)Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�Ö�ÌlÁ±ÉJïG×åó '6�
v∗

��<J'�/ �1� �(<M� ��'�/M��'

lim
ε→0

∫

RN

vε(x)φ
(

x,
x

ε

)

dx =

∫

RN

∫

TN

v∗(x, y)φ(x, y) dx dy

$Q�!�*����� $W,-<N�('��#�!<M�
φ(x, y) ∈ L2

(

R
N ;C(TN)

) K �������fX (0, 1)N
�35 �(� �#�9C �#��	���')/a� ���65 ���('m'?�

y
T �

í Å�Ê¨Ò�ÐFÊ¨À ã Æ£Å�Â}Ò�ÓMÁ�Ò8Ê¨Â�ÀMÂxÃôÂ}ÄxÁ)ÅMÆ£È)Á Ü ²}³£²�ì ÌvÁ�Ì�Æ£×«×GÅMÁ)Á�Ó�Ê�ÀMÁ�Ë@Â}×«×£Â�Ì�Æ«ÅMÄ�Á��GÊ¨Á�ÅMÖ�Æ£Â}ÅôÂJËUÊ�ÀMÁ�ÅMÂxÊ�Æ«Â}Å
ÂxË?ÊsÌlÂJø Ö�Ô±ÉJ×«Á�Ô)ÂxÅjÍxÁ)ÒÙÄ}Á)ÅMÔ�Á�Ì�ÀMÆ£ÔaÀ�ÌvÉxÖ�Æ«ÅLÊ¨ÒÙÂFÓÇÐMÔ)Á�Ó�Æ£Å Þ é(2"âç³

$_����
��������������R��
�� 
�� �('
V ∈ RN " � �Ve ��] �(< C�� � $W'A] �(�3��� ��'IF � � �('

{vε}ε>0
" � � ,-< � $Q�!�W =�GF

"(�!,-<�C ��C�� ��E9, �(<N� � ��<
L2((0, T )×RN)

� : / �(� � �7P �3�(')� �*�(,�"(� ��E9, �(<N� ��X �(' �����\C �(<N�!' ��C="9F
ε
X ��<�Cb�

� �� ��'�$W,�<N�('��#�!<
v∗(t, x, y) ∈ L2((0, T )× RN × TN)

�(,\��/a')/M��'
vε
ÊsÌlÂJø Ö�Ô±ÉJ×«Á�Ô)ÂxÅjÍxÁ)ÒÙÄ}Á)Ö�ÌvÁ)Éxïj×£ó

Ì�Æ£Ê¨À�ÓMÒÙÆ£Ë¾Ê '6�
v∗

��<B')/ �Y� �(<M� ��'�/M��'

Ü éF³êëLì lim
ε→0

∫ T

0

∫

RN

vε(t, x)φ

(

t, x +
V

ε
t,
x

ε

)

dt dx =

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

v∗(t, x, y)φ(t, x, y) dt dx dy



�

$Q�!�*����� $W,-<N�('��#�!<M�
φ(t, x, y) ∈ L2

(

(0, T ) × RN ;C(TN)
) � UN,��('�/ �(�W 4�!� ��X�� $

lim
ε→0

‖vε‖L2((0,T )×RN ) = ‖v∗‖L2((0,T )×RN×TN ),

')/ �(<�'�/ �O�(,M"(� ��E9,��(<N� �
vε
ÊsÌlÂJøsÖÙÔ±Éx×£ÁÎÔ�Â}ÅLÍ}Á)ÒÙÄ}Á)Ö�ÖzÊ¨ÒÙÂ}ÅMÄ}×åó/Ì�Æ£Ê¨ÀXÓMÒ�ÆåË¾Ê '?�

v∗
��<�')/ �D� �(<M� �O')/M��'�X

$Q�!�H��<\F��!')/ �(�g� ��E9,��(<N� �
wε

	 / �#��/ ' 	n� �#������� �J���!<\] �(�Ie ��� 	 �����!�GF 	���'�/ C�� � $W'A'6�
w∗(t, x, y) ∈

L2((0, T ) × RN × TN )
X 	 �Y/M��] �

Ü éF³êàLì
lim
ε→0

∫ T

0

∫

RN

vε(t, x)wε(t, x) dt dx =

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

v∗(t, x, y)w∗(t, x, y) dt dx dy.

÷ Ë5Ô)ÂxÐMÒ�ÖÙÁ ã Ê¨ÀMÁ�ÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«Á�×£Æ«Ã�Æ£Ê
v∗
Æ«Å��ØÒ�Â}ÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨Æ£Â}Å éF³;1 ÓÇÁ)ÑUÁ)ÅMÓMÖlÂ}Å�Ê¨ÀMÁ�ÔaÀMÂ}ÖÙÁ)ÅÎÓÇÒ�Æ£Ë¾ÊØÍxÁ)×£ÂFÔ�Æ£Êsó

V
ÚMÐFÊôÅÇÂxÊ�Â}Å Ê�ÀMÁ*7WÅWÉx×�Ê�Æ«Ã�Á

T
³ ýÝÁ�Á)Ã�ÑMÀWÉxÖÙÆ«È�Á�Ê�ÀWÉJÊ ã Á��FÔ�Á)ÑÇÊ�Ì�ÀMÁ)Å

V = 0
ã �ØÒÙÂ}Ñ;ÂxÖ�Æ£Ê�Æ«Â}Å

éF³:1 ÓÇÂFÁ�Ö�ÅMÂxÊOÒ�Á�ÓMÐMÔ�Á�Ê�Â�Ê¨ÀMÁ�ÐMÖÙÐWÉx×ØÓMÁ 7WÅMÆåÊ¨Æ«ÂxÅ/ÂxË=ÊsÌvÂJø Ö�Ô)Éx×«Á�Ô�Â}ÅLÍ}Á)ÒÙÄ}Á)ÅÇÔ)ÁÎÐÇÑ;Â}Å+Ê�ÀMÁ�ÔaÀWÉxÅMÄxÁ�ÂxË
ÍxÉJÒ�ÆÕÉJÚM×«Á

z = x + V
ε
t
Ú;Á�Ô±ÉxÐÇÖ�Á�Ê¨ÀMÁ�Ò�Á�Æ«Ö�ÅMÂ�ÓMÒÙÆ£Ë¾Ê�Æ£Å&Ê¨ÀMÁ�ËüÉxÖzÊ�ÍJÉxÒÙÆÕÉxÚÇ×«Á

y = x
ε

³
í Å�Ê�ÀMÁ�Ö�Á)ÏjÐMÁ�×BÌvÁ�Ö�ÀWÉJ×«×BÅMÁ�Á)Ó�Ê�ÀMÁ�Ë@Â}×«×£Â�Ì�Æ«ÅMÄ�Ê�Á)ÔaÀMÅÇÆ«Ô±ÉJ×E×£Á)Ã�ÃÎÉ�Ì�ÀMÆ«ÔaÀ�Ì�Æ«×«×;Ú;Á�ÉxÑÇÑM×«Æ£Á)Ó�Ê¨Â�Ê¨ÀMÁ

ÃôÂGÓMÐM×«ÉJÊ¨Á�Ó&Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö
ρ1, A1

³

1m��� ��� ��
���
 � �('
a(t, τ, x, y)

" �b�H���!<\'���<\,��!,+�b"(�!,-<�C ��Ci$W,�<N�(' �#�!< �!<
R+ × R+ × RN × TN�(,���/o'�/M��'

x → supt,τ,y |a(t, τ, x, y)|
" �(�3�!<�e!��'6�

L2(RN)
Xn��<�C
	 / �#��/k�+C� ��'��A��� 	 �����O��] �(�7��e �

�!<ae��8�!,
5V� ��< ���	�#X �������fXm')/ �(� � �7P �3�('��A� $W,�<N�(' �#�!<
ã(t, x, y)

�(,\��/o'�/M��'
Ü éF³å²�æLì

lim
T →+∞

1

T

∫ T

0

a(t, τ, x− Vτ, y) dτ = ã(t, x, y) ,

,-< � $Q�!�W =�GF ��<
(t, x, y)

� : / �(<MX
a(t, t

ε
, x, x

ε
)
' 	n� �#������� �����!<\] �(�Ie ��� 	 �����!�GF 	���'�/gC�� � $W'd'?�

ã(t, x, y)
�

U�,��W')/ �(�W 4�!� ��X � $
a(t, τ, x, y)

�+C� ��')� �
�#�('��8�!<�eA��] �(�7��e � �!<=e��8�!,
5�� ��< ���	�#X �������fX`�!<O'?��5k�?$ Ü éG³£²�æ}ì
ã(t, x, y)

�9��' �3�)^ ���*���S���
Ü éF³å²}²"ì

lim
T →+∞

1

T

∫ T

0

a2(t, τ, x− Vτ, y) dτ = (ã)2(t, x, y) ,

')/ �(<
a(t, t

ε
, x, x

ε
)
'�	n� �#������� �b���!<\] �(�Ie ���i�('��8�!<�e��GF 	���'�/BC�� � $W'j'6�

ã(t, x, y)
�

���������
	���
�� 
 h(<k')/ �i� ��E9,��(� 	 � ��/M����� �!���(,� �Y'�/M��'m'�/ �� 4�9C�,��f��' ��C���� ��� � � �(<\')�
ρ1, A1

�9��' �3�)$WF
')/ �2/�F�5\�!')/ ��� �3���?$
�#�('I�8�!<�e;��] �(�7��e �*�!<Oe��8�!,�5B� ��< ���	� Ü éF³å²�æLì � Ü éF³å²}²"ì ���*�!' �i')/M��' Ü éF³å²�æLì � Ü éF³å²}²"ì �3�
�� i5�� � ��Cg"9Fo�!���(,- i5�'��#�!< Ü ²}³�èxìD�!<�� ��<\]!��� ����<N� �b���3�!<�e;e��8�!,
5�� ��< ���	� �Yh(< �!,��D���! i5M��< �#�!<�5M�(5 �(�
Þ 2�â 	 �_ D��� �A�oC � � �(� �(<\'�X.�(� �fe!/�'I�GF 	 ����� �(��X �!���(,� i5�' �#�!<��!< '�/ �_ 4�9C�,-�f��' ��Ck��� ��� � � �(<\'��

ρ1, A1 �	 �Y�(' ����� �!���(,- � Ü éF³å²�æLì_"9,-' 	 �A� �65��f��� � Ü éF³å²}²"ìb"9F���<N�!')/ �(�A�!���(,� i5�' �#�!<H� �� ���f����'?� Ü éF³å²�æLìA"9,-'
��<\]��!�G] ��<�eD 4�!� ��� �#e�,-�f��� ��'�Fa�?$�'�/ �=��� ��� � � �(<\')���
�n�8���?$ � ��ÅÇÓMÁ)Ò�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}Å Ü éF³å²�æLì ÌvÁ�Ô)Â}Ã�ÑMÐÇÊ�Á�Ê¨ÀMÁ�×£Æ«Ã�Æ£ÊlÂxË

∆ε =

∫ T

0

∫

RN

a(t,
t

ε
, x,

x

ε
)φ

(

t, x +
V

ε
t,
x

ε

)

dt dx



� �����������	��

���������	��
����������	������������������������������ �!#"$
&%'%(��
�)*����+�,.-

Ë@Â}Ò�ÉSÖÙÃôÂGÂxÊ�À ã Ô�Â}Ã�ÑWÉxÔ�Ê�×£óXÖ�ÐMÑMÑUÂ}ÒzÊ¨Á)Ó Ë@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ«ÂxÅ
φ(t, x, y) ∈ L2

(

(0, T ) × RN ;C(TN)
) ³ ýXÁ

7WÒ�ÖzÊ�ÃôÉxïJÁ%Ê¨ÀMÁOÔaÀWÉxÅÇÄ}Á�ÂJË?ÍJÉxÒÙÆÕÉxÚM×£Á)Ö
x′ = x+ ε−1Vt

∆ε =

∫ T

0

∫

RN

a(t,
t

ε
, x′ − ε−1Vt,

x′

ε
− ε−2Vt)φ

(

t, x′,
x′

ε
− ε−2Vt

)

dt dx′.

�:Á�Ê
σ > 0

ÉxÅMÓ
{mε} ⊂ N

ÚUÁ�É�Ö�Á)ÏjÐMÁ�ÅMÔ)Á�ÂxËlÆ«ÅLÊ¨Á�Ä}Á)Ò�ÅjÐMÃ�Ú;Á�Ò�Ö�ÖÙÐMÔaÀÝÊ�ÀWÉJÊ
mεε → σ

³�í ÅLÊ¨Ò�Âpø
ÓMÐMÔ)Æ£ÅMÄôÉ�ÒÙÁ)Ä}ÐM×«ÉxÒ�ÑWÉ±ÍGÆ«ÅMÄ

RN = ∪k∈ZNY ε
k

Ì�Æ£Ê�À
Y ε
k = xεk + (0, εmε)

N
ÉJÅMÓ

xεk = εmεk
ã ÐMÖ�Æ£ÅMÄ

Ê¨ÀMÁ�Ô�Â}ÅLÊ¨Æ«ÅjÐMÆåÊsó�ÂxË
a
ÉxÅÇÓ

φ
ã ÌvÁOÓMÁ�ÓMÐMÔ�Á

∆ε =
∑

k∈ZN

(εmε)
N

∫ T

0

∫

TN

a(t,
t

ε
, xεk − ε−1Vt, y)φ (t, xεk, y)dt dy + δε,σ

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
δε,σ

ÓMÁ)ÅÇÂxÊ¨Á�ÖlÉpÊ8ÍJÉxÒ�Æ£Â}ÐMÖ8ÑM×«ÉxÔ)Á�ÖØÓMÆ£õ;Á)ÒÙÁ)ÅLÊ=Ö�Á�ÏjÐMÁ)ÅMÔ�Á)Ö�ÂxË;ÅGÐÇÃ�Ú;Á�Ò�ÖØÄ}ÂxÆ«ÅMÄµÊ�ÂOÈ)Á)ÒÙÂ�ÉxÖ
ε, σ →

0
³ 
WÂ}Ò�Éô×ÕÉJÒ�Ä}ÁOÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Æ£ÍxÁ�Æ£ÅLÊ¨Á)ÄxÁ)Ò

M
ÌvÁ�Æ«ÅLÊ¨ÒÙÂFÓMÐÇÔ)Á�ÉôÖ�ÐÇÚ;ÓMÆåÍGÆ«Ö�Æ£Â}Å

0 = t0 < t1 < ... < tM = TÖ�ÐMÔaÀ�Ê¨ÀWÉpÊ ã Ë@Â}Ò�Éx×£×
0 ≤ i ≤M − 1

ã

‖a(t, ·, ·, ·)− a(ti, ·, ·, ·)‖L∞(R+,RN ,TN ) ≤
1

M
∀t ∈ [ti, ti+1],

ÉxÅMÓ�Ê¨ÀMÁOÖ�ÉxÃôÁ%Ë@ÂxÒ
φ
³ ¿�ÀMÁ)Å

∆ε =
M−1
∑

i=0

∑

k∈ZN

(εmε)
N

∫

TN

φ (ti, x
ε
k, y)

(
∫ ti+1

ti

a(ti,
t

ε
, xεk − ε−1Vt, y) dt

)

dy + δε,σ.


3ÂxÒ
ε
ÖÙÃÎÉx×£× ã Ê¨ÀMÁOÑUÂ}Æ«ÅLÊ¨Ö

xεk
ÉJÒ�ÁOÔ)×£Â}Ö�Á%Ê�Â

σk
ÉJÅMÓ�Ê�ÀMÁ)ÒÙÁ�Ë@Â}ÒÙÁ ã ÚLó�Ô)ÂxÅjÊ�Æ«ÅjÐMÆåÊsó ã ÌlÁ�Ô)ÉxÅ�Ò�Á�ÑM×ÕÉxÔ�Á

xεkÚjó
σk

Æ«Å0ÚUÂxÊ�À
a
ÉJÅMÓ

φ
ã ÐMÑ0Ê�Â�ÉÎÖ�ÃôÉx×£×EÁ�Ò�ÒÙÂ}Ò ³ ¿�ÀMÁ)Å ã Æ«ÅLÊ¨ÒÙÂFÓMÐÇÔ)Æ«ÅÇÄ

s = ε−1t
ÌlÁ�Â}ÚFÊaÉxÆ£Å ã ÉJÖ

εÄ}ÂFÁ�Ö�Ê¨Â æÇã
∫ ti+1

ti

a(ti,
t

ε
, σk − ε−1Vt, y) dt = ε

∫ ε−1ti+1

0

a(ti, s, σk − Vs, y) ds− ε

∫ ε−1ti

0

a(ti, s, σk − Vs, y) ds

→ (ti+1 − ti)ã(ti, σk, y)
ÚjóÎÍFÆ£ÒÙÊ�ÐMÁ�ÂxË[ÉxÖ�ÖÙÐMÃôÑFÊ¨Æ«ÂxÅ Ü éF³å²�æLì�³ �vÂxÅMÖ�Á�ÏGÐÇÁ)ÅLÊ¨×åó

∆ε =

M−1
∑

i=0

∑

k∈ZN

σN (ti+1 − ti)

∫

TN

φ (ti, σk, y) ã(ti, σk, y)dy + δε,σ

Ì�ÀMÆ«ÔaÀ ã Ë@ÂxÒ
ε, σ → 0

ÉxÅMÓ
M → +∞

ã Æ£Ö?ÛÙÐMÖÙÊ�É ��Æ«Á)ÃôÉxÅMÅ�ÖÙÐMÃ ÉxÑMÑÇÒ�Â��FÆ«ÃôÉJÊ¨Æ£Â}Å&ÂxË
∫ T

0

∫

RN

∫

TN

ã(t, x, y)φ(t, x, y) dt dx dy = lim
M→+∞

lim
σ→0

lim
ε→0

∆ε.

¿�ÀMÁ)ÒÙÁ�Ë@Â}ÒÙÁ
a(t, t

ε
, x, x

ε
)
ÊsÌlÂJø Ö�Ô±ÉJ×«Á%Ô�Â}ÅLÍ}Á)ÒÙÄ}Á)Ö�ÌlÁ±ÉJïG×åóÎÌ�ÆåÊ¨À&ÓMÒÙÆ£Ë¾ÊlÊ¨Â

ã(t, x, y)
³ ¿�ÀMÁ�ÑMÒ�ÂGÂxËBÂJËEÊ�ÀMÁ

ÖÙÊ¨ÒÙÂ}ÅMÄOÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«Á�Ô)ÂxÅjÍxÁ)ÒÙÄ}Á)ÅMÔ�Á ã ÐÇÅMÓMÁ)ÒlÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}Å Ü éF³å²}²"ìaã Æ«Ö=Ô)Â}Ã�ÑM×£Á�Ê¨Á�×£ó�ÖÙÆ«Ã�Æ«×«ÉxÒ ã Ö�Â�ÌlÁ�Ö¨ÉJË@Á�×£ó
×«Á±É±ÍxÁ�ÆåÊ�Ê¨Â�Ê�ÀMÁOÒ�Á±ÉJÓMÁ)Ò ³

�



�

# � ��� ������� � 
v¿�ÀMÁ�Ö�ÉxÃôÁ�×£Á�ÊÙÊ¨Á)Ò
C
ÓMÁ�ÅMÂxÊ¨Á�Ö�ÍxÉJÒ�Æ«ÂxÐMÖ�ÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Æ£ÍxÁ%Ô)ÂxÅMÖÙÊ¨ÉxÅLÊ¨Ö�Ì�ÀMÆ«ÔaÀ�ÉxÒÙÁOÉx×«×UÆ«ÅÇÓMÁ)ÑUÁ)ÅFø

ÓMÁ)ÅLÊ�ÂxË
ε
ÚMÐÇÊ�Ì�ÀMÂ}ÖÙÁÎÑMÒÙÁ)Ô�Æ«Ö�Á�ÍJÉx×«ÐMÁ�ÃôÉ±ó�ÔaÀWÉxÅMÄ}Á�Ë@Ò�Â}Ã�ÑÇ×ÕÉxÔ�Á�Ê�Â0ÑM×«ÉxÔ)Á ³ 5 Â}ÒÙÁ)Â�Í}Á�Ò�ÚLóÝÉxÚMÐMÖÙÁ

ÂxË�ÅMÂxÊ¨ÉJÊ¨Æ£Â}Å�ÌvÁÎÌ�ÒÙÆ£Ê�Á
ψn(y)

ÉxÅMÓ ∂ψn
∂θ

(y)
Ê¨Â+Æ£ÅMÓMÆ«Ô)ÉJÊ¨Á�Ê¨ÀÇÁôÍJÉx×«ÐÇÁôÂxË

ψn(y, θ)
ÉxÅMÓ ∂ψn

∂θ
(y, θ)Ò�Á)ÖÙÑ;Á�Ô�Ê�Æ£Í}Á�×£ó ã Á�ÍJÉx×«ÐMÉJÊ¨Á�Ó�ÉpÊ�Ê¨ÀMÁOÑUÂ}Æ«ÅLÊ

θ = θ0 �

ψn(y) := ψn(y, θ0) ,
∂ψn
∂θ

(y) :=
∂ψn
∂θ

(y, θ0) .


[Æ«ÅWÉJ×«×£ó�Ê�ÀMÒ�ÂxÐMÄ}ÀMÂ}ÐFÊ�Ê�ÀMÆ«Ö�ÑMÉxÑ;Á�Ò�Ê¨ÀMÁ � Æ«ÅÇÖÙÊ¨Á�Æ«Å�Ö�ÐMÃ�ÃôÉJÊ¨Æ£Â}Å&Ô)ÂxÅjÍxÁ)ÅLÊ¨Æ£Â}Å0Æ£Ö�ÐMÖ�Á�Ó ³

9Ç³��������F½¾¼B½Õ· 
"¹ �G»E·:½¾¹8¶�
�½¾¶�·	���
���3¸:½¾¹8º[½¾¼ ¼�� 
 �
í Å Ê¨ÀÇÆ«Ö�Ö�Á)Ô�Ê¨Æ£Â}Å ÌlÁ+Ò�Á�ÖÙÊ¨ÒÙÆ«Ô�ÊÎÂ}ÐÇÒ�Ö�Á�×£ÍxÁ)ÖÎÊ�ÂÝÊ¨ÀÇÁ0Ô±ÉJÖ�Á+ÂxË%ÑMÐMÒ�Á�×£ó ÑUÁ)Ò�Æ£ÂFÓÇÆ«Ô�Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö ã Ì�Æ£Ê�À

ÅMÂ�ÃôÉxÔ)ÒÙÂ}Ö�Ô�Â}ÑMÆ«Ô�Ã�ÂFÓMÐÇ×ÕÉJÊ�Æ«Â}ÅMÖ ã ÉxÅMÓÎÊ�Â�Ö�ÑUÁ)Ô�ÆÕÉx×UÆ«ÅÇÆ£Ê¨Æ«Éx×MÓWÉpÊaÉ�ÓMÁ 7WÅMÁ�Ó�ÉJÖvÖ�ÐÇÑ;Á�Ò�ÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Æ«ÂxÅÎÂxËEÿv×£ÂFÔaÀ
Ì�É±Í}Á�Ö ³ ��ÅMÓMÁ)Ò8Ê�ÀMÂ}ÖÙÁ�Ö�Æ£ÃôÑM×£Æ£Ë¾óGÆ«ÅÇÄ�ÉJÖ�Ö�ÐÇÃôÑÇÊ�Æ«Â}ÅÇÖ[ÌvÁ�ÂxÚÇÊaÉxÆ£Å�ÉxÅ�Á �FÑM×«Æ£Ô)Æ£ÊEË@Â}ÒÙÃ�ÐM×ÕÉ�Ë@Â}Ò?Ê�ÀMÁ�Ö�Âx×«ÐÇÊ�Æ«Â}Å
ÂxË5Ê¨ÀÇÁµÌ�É±ÍxÁ�Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å Ü ²}³£²�ì Â}Å&Ì�ÀÇÆ«ÔaÀ ã ÚjóôÃ�Á±ÉxÅMÖvÂxËEÉ�Ö�Æ£ÃôÑÇ×«Á�¿[É±óG×«ÂxÒvÁ��FÑWÉJÅMÖ�Æ£Â}Å ã ÌlÁ%Ô±ÉJÅ�Ò�Á±ÉJÓ
Âxõ�Ê¨ÀMÁ%ÀÇÂ}ÃôÂxÄ}Á)ÅMÆ£È)Á�ÓÎÁ)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ ³ 5 Â}ÒÙÁ%ÑMÒÙÁ)Ô)Æ£Ö�Á�×£ó ã ÌlÁ%ÊaÉxïJÁ

A1 ≡ 0
ÉxÅÇÓ

ρ1 ≡ 0
Æ«Å Ü ²}³ é}ì ÖÙÂ�Ê¨ÀWÉpÊ

Ê¨ÀMÁ�Ô�ÂFÁ�öôÔ�Æ«Á�ÅjÊ�ÖµÉJÒ�ÁOÅMÂ�Ì ÑMÐÇÒ�Á)×åó�ÑUÁ)Ò�Æ£ÂFÓÇÆ«Ô ã Æ ³ Á ³
Ü 9Ç³å²"ì

Aε(x) = A0

(x

ε

)

, ρε(x) = ρ0

(x

ε

)

.

÷ Å�Ê�ÀMÁOÂxÊ¨ÀMÁ�Ò�ÀWÉxÅMÓ ã Æ£ÅMÖÙÊ�Á±ÉxÓ�ÂxË Ü ²}³:9Lì ÌlÁ�Ô�Â}ÅMÖ�Æ£ÓMÁ)Ò�Ê�ÀMÁ�Ë@Â}×«×£Â�Ì�Æ«ÅMÄ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×UÓWÉJÊ¨É

Ü 9Ç³ é}ì u0
ε(x) =

∫

ε−1TN

α(η)ψn

(x

ε
, θ0 + εη

)

e2iπη·x+2iπ
θ0·x

ε dη,

u1
ε(x) = ε−2

∫

ε−1TN

β(η)ψn

(x

ε
, θ0 + εη

)

e2iπη·x+2iπ
θ0·x

ε dη,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
α(η)

ÉxÅMÓ
β(η)

ÉJÒ�ÁOÖ�Ã�ÂFÂJÊ¨À�Ë@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ«ÂxÅMÖ�Ì�ÆåÊ¨À�Ô)Â}Ã�ÑWÉxÔ�Ê�Ö�ÐMÑÇÑ;Â}ÒzÊµÆ£Å
RN ³ ¿�ÀMÁ�ÉJÓÇÍJÉxÅLÊaÉxÄ}Á

ÂxË Ü 9Ç³ é}ì Æ«ÖOÊsÌvÂxË@Âx×«Ó ³ 
[Æ«ÒÙÖÙÊ ã ÐMÑUÂ}ÅXÊ�ÀMÁÎÔaÀMÉxÅMÄ}Á&ÂJË�ÍJÉxÒ�Æ«ÉxÚM×«Á�Ö
θ = θ0 + εη

ã Ê¨ÀMÁôÆ«ÅMÆåÊ¨Æ«Éx×8ÓWÉJÊ¨É�Æ£Ö
Éx×«ÒÙÁ±ÉxÓÇó�Ì�Ò�ÆåÊ�Ê�Á)Å�ÉxÖ�É�ÿv×£ÂFÔaÀ�ÓÇÁ)Ô)ÂxÃôÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Æ£Â}Å Ü ÖÙÁ)Á �BÁ)Ã�ÃôÉ éF³ é}ì Ì�ÀMÆ£ÔaÀ�Æ£Ö�ÐMÖ�Á�Ë@ÐM×]Ì�ÀMÁ�Å�ÌlÁ�Ö�ÀMÉx×«×
ÓMÆÕÉxÄxÂ}ÅWÉx×£Æ«È)Á�Ê�ÀMÁÎÌvÉ�ÍxÁ�Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å Ü ²}³£²�ì ÚLó�Ã�Á±ÉxÅMÖ�ÂxË�Ê¨ÀMÁ�ÿl×«ÂGÔaÀ�Ê¨Ò¨ÉJÅMÖÙË@Â}ÒÙÃ ³ �GÁ)Ô)ÂxÅMÓ ã Ê¨ÀWÉJÅMïjÖ
Ê¨Â�Ê�ÀMÁ�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ�Æ«Â}ÅÝÂ}ÅXÊ¨ÀÇÁ&Ô)Â}Ã�ÑWÉxÔ�Ê�ÖÙÐMÑMÑUÂ}ÒÙÊ�ÂxË

α
ÉxÅÇÓ

β
ã Ê¨ÀMÁôÆ«ÅLÊ¨Á�Ä}Ò¨ÉJ×«Ö�Â}Å

ε−1TN
Ô)ÉxÅ Ú;Á

Ò�Á)ÑÇ×ÕÉxÔ�Á)Ó+ÚLó�Æ«ÅLÊ¨Á�Ä}Ò¨ÉJ×«Ö�Â}Å
RN

Ü Ë@Â}Ò�ÖÙÐÇö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨×åó0ÖÙÃÎÉx×£×
ε
ì Ì�ÀMÆ£ÔaÀ0óGÆ«Á)×£ÓMÖ%É�Ô)Â}ÅÇÅMÁ)Ô�Ê¨Æ«ÂxÅ0Ì�Æ£Ê�À0Ê¨ÀMÁ

ÐMÖ�ÐWÉJ× 
3ÂxÐMÒ�Æ£Á)Ò8Ê¨Ò�ÉxÅMÖzË@Â}Ò�Ã ³ �FÑUÁ)Ô�Æ 7WÔ)Éx×«×åó ã ×£Á�Ê�ÐMÖ�ÓMÁ�7WÅÇÁ�Ê�ÀMÁ�Æ£ÅLÍ}Á)ÒÙÖ�Á 
3ÂxÐMÒ�Æ£Á)Ò[Ê�Ò¨ÉxÅMÖzË@Â}Ò�Ã�Ö=ÂxË
α
ÉxÅÇÓ

β

v0(x) =

∫

RN

α(η)e2iπη·xdη,
ÉxÅMÓ

v1(x) =

∫

RN

β(η)e2iπη·xdη,

Ê¨ÀMÁ�Å ã ÚLó�É�Ö�Æ«Ã�ÑM×£Á%¿[É±óG×«ÂxÒ�Á �FÑWÉxÅMÖÙÆ«Â}Å�ÂxË
ψn

Æ£Å Ü 9Ç³ é}ì�ã ÌlÁ�ÓMÁ)ÓMÐÇÔ)ÁOÊ¨ÀMÁ�Ë@Â}×£×«Â�Ì�Æ«ÅMÄ

1m��� ��� ��
��\
�� <�C �(�_�!���(,- i5�'��#�!< Ü éF³å²"ì=�!<B')/ �Y� �� i5�� �#� ��'�F��?$
λn(θ0)

X 	 �Y/M��] �
‖u0

ε(x) − ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε v0(x)‖L∞(RN ) ≤ Cε,

‖ε2u1
ε(x) − ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε v1(x)‖L∞(RN ) ≤ Cε.
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÷ ÐMÒ�ÃÎÉxÆ£Å&Ò�Á�Ö�ÐM×åÊ�Æ«Å�Ê¨ÀMÆ£Ö�Ö�Á�Ô�Ê¨Æ£Â}Å�Æ«Ö


�� � ���
��� ��
 ��

� <�C �(�H'�/ �L�+"(�!] �V�!���(,� i5�'��#�!<M�V��<�C '�/ �H� �� i5�� �#� ��'�F�/�FW5\�!'�/ ��� �3� Ü éF³å²"ì8X�'�/ �
���!�G,-'��#�!<L�?$�'�/ ��	m��] � ��E9,M��' �#�!< Ü ²}³å²"ì �3� e ��] �(< "9F
Ü 9Ç³:9Lì

uε(t, x) = e2iπ
θ0·x

ε ψn

(x

ε
, θ0

)

(

ei
ωn(θ0)t

ε2 v+

(

t, x +
V

ε
t

)

+ e−i
ωn(θ0)t

ε2 v−
(

t, x−
V

ε
t

))

+rε(t, x)

	���')/
‖rε(t, x)‖L∞((0,T )×RN )) ≤ Cε ,

��<�C
v± ∈ C

(

[0, T ];L2(RN )
) �3�*'�/ �1���!�G,�' �#�!<��?$Y'�/ �Y/\�! 4��e �(< �f@ ��CY5��8��"9� �( 

Ü 9Ç³;1jì










±2i
∂v±

∂t
−
ÓMÆ£Í (

A∗∇v±
)

= 0
��<

RN × (0, T ),

v±(t = 0, x) =
1

2

(

v0(x) ±
1

iωn(θ0)
v1(x)

) ��<
RN ,

	 / �(� �
ωn(θ0) =

√

λn(θ0)
X
V
�3�A')/ �Ye��8�!,
5L] �(�3��� ��'�FaC �)^.< ��Ca"9F K�� ���(T���<�C A∗ �3�A'�/ �*/\�! 4��e ���

< �f@ ��C�C �3�65 �(�8� �#�!<B' �(<M���!�*C �)^.< ��C�"9F K�� �	��T �
�n�8���?$ � ��ÖÙÁ�Ê�ÀMÁ�ÿv×«ÂGÔaÀ�ÓMÁ)Ô�Â}ÃôÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨Æ£Â}Å�ÂxË �:Á�ÃôÃôÉ éF³ é Ê�ÂôÓÇÆÕÉxÄ}ÂxÅWÉx×«Æ£È)Á�Ê¨ÀMÁ�Á)×£×«Æ«ÑFÊ¨Æ«Ô�Â}ÑUÁ)Ò¨ÉpÊ¨Â}Ò�Æ«Å
Ê¨ÀMÁ%ÌvÉ±Í}Á�Á�ÏjÐWÉJÊ¨Æ£Â}Å Ü ²}³å²"ìc³ ýXÒÙÆ£Ê¨Á

uε(t, x) =
+∞
∑

k=1

∫

ε−1TN

αεk(t, η) ψk

(x

ε
, θ0 + εη

)

e2iπη·x+2iπ
θ0·x

ε dη,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁOÊ�ÀMÁ�ÿv×«ÂGÔaÀ�Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö�ÉxÒÙÁ�ÓMÁ�Ê�Á)Ò�Ã�Æ«ÅÇÁ)Ó�ÉxÖ�Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}ÅMÖ�ÂxËEÊ¨ÀÇÁ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×3ÍJÉx×«ÐÇÁ�ÑMÒ�Â}ÚÇ×«Á)Ã�Ö ã

Ü 9Ç³ 2}ì
ε2d

2αεk
dt2

+
λk(θ0 + εη)

ε2
αεk = 0 , αεk(0) = α(η)δkn,

dαεk
dt

(0) = ε−2β(η)δkn ,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
δkn

Æ«ÖOÊ¨ÀÇÁ�þ�Ò�Â}ÅMÁ�ÔaïxÁ�Ò�ÖÙóGÃ�ÚUÂ}× ³ 
WÂ}Ò
k 6= n

Æ£Ê�Ë@Â}×«×£Â�Ì�Ö�Ê�ÀWÉJÊ
αεk ≡ 0

³ 
WÂ}Ò
k = n

Ê�ÀMÁ
Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å&Æ«Ö�Á�ÏGÐMÉx×5Ê¨Â ã
Ü 9Ç³ � ì

uε(t, x) =
1

2

∫

ε−1TN

(

α(η) −
iβ(η)

ωn(θ0 + εη)

)

ψn

(x

ε
, θ0 + εη

)

e2iπ
(θ0+εη)·x

ε
+i

ωn(θ0+εη)

ε2
tdη

+
1

2

∫

ε−1TN

(

α(η) +
iβ(η)

ωn(θ0 + εη)

)

ψn

(x

ε
, θ0 + εη

)

e2iπ
(θ0+εη)·x

ε
−iωn(θ0+εη)

ε2
tdη.

�?Á)ÒzË@Â}Ò�Ã É�¿?É±óG×«Â}Ò�Á �ÇÑMÉxÅMÖ�Æ£Â}Å�Ê¨Â�Ö�Á�Ô)Â}ÅMÓ�Â}Ò�ÓÇÁ)Ò�Ê¨Â 7WÅMÓ ã

Ü 9Ç³ è}ì ωn(θ0 + εη) = ωn(θ0) + ∇ωn(θ0) · εη +
1

2
∇∇ωn(θ0)ε

2η · η + O(ε3)

= ωn(θ0) + 2πV · εη + 2π2A∗ε2η · η + O(ε3) .



� �

�=×£ÐMÄ Ü 9Ç³ è}ì Æ«ÅLÊ�Â Ü 9Ç³ � ì ÉxÅMÓ�ÐMÖÙÁ�É�È)Á�Ò�Â�Â}Ò�ÓÇÁ)Ò�¿?É�óG×£Â}Ò�Á��FÑWÉxÅMÖÙÆ«Â}Å�ÂxË
ψn

Ê�Â�ÂxÚÇÊaÉxÆ£Å

uε(t, x) =
1

2
ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε
+i

ωn(θ0)

ε2
t

∫

ε−1TN

(

α(η) −
iβ(η)

ωn(θ0)

)

e2iπ(x+V

ε
t)·η+2iπ2A∗η·ηt+O(ε)tdη

Ü 9Ç³êëLì

+
1

2
ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε
−iωn(θ0)

ε2
t

∫

ε−1TN

(

α(η) +
iβ(η)

ωn(θ0)

)

e2iπ(x−V

ε
t)·η−2iπ2A∗η·ηt+O(ε)tdη

+Rε(t, x)

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
Rε

Æ«Ö%Ê�ÀMÁ�Ö�ÐÇÃ ÂxËlÀMÆ«Ä}ÀÇÁ)Ò%Â}ÒÙÓMÁ)Ò�ÒÙÁ)ÃôÉxÆ«ÅÇÓMÁ)ÒÙÖ ã ÖÙÃÎÉx×£×«Á�Ò�Ê¨ÀMÉxÅ
ε
Æ«Å+Ê�ÀMÁ

L∞ ÅÇÂ}Ò�Ã ³ �FÆ£ÅMÔ)Á
Ê¨ÀMÁ�Ë@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ£Â}ÅMÖ

α
ÉxÅMÓ

β
ÉxÒ�Á�Ô)ÂxÃôÑWÉJÔ�Ê¨×åó�Ö�ÐÇÑMÑ;ÂxÒÙÊ¨Á�Ó ã Ë@Â}Ò

ε
ÖÙÐÇö�Ô)Æ«Á�ÅLÊ¨×£ó�ÖÙÃÎÉJ×«×ÇÌlÁµÔ)ÉxÅôÒÙÁ)ÑM×«ÉxÔ)Á�Ê¨ÀÇÁ

Æ«ÅLÊ¨Á�Ä}Ò¨Éx×£Ö%Â�Í}Á�Ò
ε−1

T
N
ÚLó/Æ«ÅLÊ�Á)Ä}Ò�Éx×«Ö%Â�ÍxÁ)ÒOÊ¨ÀMÁ�Ì�ÀMÂ}×£Á�Ö�ÑWÉJÔ)Á

R
N
ÉxÅÇÓSÒÙÁ)ÑM×«ÉxÔ)Á�Ê�ÀMÁ�ËüÉxÔ�Ê�Â}Ò

eO(ε)t

Újó ² ÖÙÆ«ÅMÔ�ÁÎÌlÁ&Ô)Â}ÅÇÖ�Æ«ÓÇÁ)Ò
7MÅMÆ£Ê�ÁôÊ¨Æ£ÃôÁ�Ö
0 ≤ t ≤ T

³ ¿EÂ+Ö�ÀMÂ�ÌîÊ¨ÀWÉpÊ�ÌlÁ&Â}ÚÇÊ¨ÉxÆ«ÅSË@Â}Ò�Ã�ÐM×ÕÉ Ü 9Ç³:9Lìcã
Ô)Â}ÅMÖÙÆ«ÓMÁ�Ò�Ê¨ÀMÁ 
WÂ}ÐMÒÙÆ«Á�Ò�Ê¨Ò¨ÉJÅMÖÙË@Â}ÒÙÃ ÂxËEÊ¨ÀÇÁ�ÀÇÂ}ÃôÂxÄ}Á)ÅMÆ£È)Á�Ó�ÑÇÒ�Â}ÚM×£Á)Ã Ü 9Ç³;1jì

Ü 9Ç³êàLì










±2i
∂v̂±

∂t
+ 4π2A∗η · η v̂± = 0

Æ«Å
(0, T ) × R

N ,

v̂±(t = 0, η) =
1

2

(

v̂0(η) ±
1

iωn(θ0)
v̂1(η)

) Æ«Å
RN .

¿�ÀMÁOÖ�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å&Ê¨Â Ü 9F³ àLì Æ£Ö�Ä}Æ£ÍxÁ)Å�ÚLó

v̂±(t, x) =
1

2

(

α(η) ±
β(η)

iωn(θ0)

)

e±2iπ2A∗η·η t .

¿�ÀMÁ)ÒÙÁ�Ë@Â}ÒÙÁ Ü 9Ç³êëLì Ô±ÉxÅ�ÚUÁ�ÒÙÁ�Ì�ÒÙÆ£Ê�Ê�Á)Å�ÉxÖ

uε(t, x) = ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε
+i

ωn(θ0)t

ε2

∫

RN

v̂+(t, x)e2iπ(x+V

ε
t)·ηdη

+ ψn

(x

ε
, θ0

)

e2iπ
θ0·x

ε
−iωn(θ0)t

ε2

∫

RN

v̂−(t, x)e2iπ(x−V

ε
t)·ηdη + rε(t, x)

= e2iπ
θ0·x

ε ψn

(x

ε
, θ0

)

(

ei
ωn(θ0)t

ε2 v+

(

t, x+
V

ε
t

)

+ e−i
ωn(θ0)t

ε2 v−
(

t, x−
V

ε
t

))

+ rε(t, x)

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
rε
Ê¨ÉxïxÁ�Ö�Æ«ÅLÊ¨Â�ÉxÔ)Ô�Â}ÐMÅLÊ�Ê¨ÀMÁ�Ê¨Á)ÒÙÃ

Rε

Æ«Å Ü 9Ç³êëLì ÉxÅÇÓ&Ê¨ÀMÁ�ÉJÑMÑMÒ�Â��FÆ«ÃôÉJÊ�Æ«Â}Å�ÌvÁ�ÀWÉ±ÍxÁ�ÓMÂ}ÅMÁ%ÚLó
Ò�Á)ÑÇ×ÕÉxÔ�Æ«ÅMÄ

eO(ε)t ÚLó ²}ã ÉxÅMÓ�Æ«Ö�ÂJË[Â}ÒÙÓMÁ)Ò ε Æ«Å�Ê¨ÀMÁ L∞ ÅMÂ}Ò�Ã ³
�
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���������
	 � 
���
 h�$8Xn�!����< Ü 9F³�è}ì�X 	 � �7P&5M��<�C
ψn

'?�;� �����!<�Ca�!�7C �(����<
ε
	 �;���!<M�('��W,��(' ���!�W� ���('6�!�8�

	 / �#��/B���!,��fC �� i5����!] �Y')/ � �(�W�8�!� ���(' �� D��' ��� � �b��"9'#� ��<

Ü 9Ç³å²�æLì

uε(t, x) ≈ e2iπ
θ0·x

ε
+i

ωn(θ0)t

ε2

(

ψn

(x

ε

)

(v+)ε +
ε

2iπ

N
∑

k=1

∂ψn
∂θk

(x

ε

)

(

∂v+

∂xk

)ε

−
ε2

4π2

N
∑

k,l=1

∂2ψn
∂θk∂θl

(x

ε

)

(

∂2v+

∂xk∂xl

)ε
)

+e2iπ
θ0·x

ε
−iωn(θ0)t

ε2

(

ψn

(x

ε

)

(v−)ε +
ε

2iπ

N
∑

k=1

∂ψn
∂θk

(x

ε

)

(

∂v−

∂xk

)ε

−
ε2

4π2

N
∑

k,l=1

∂2ψn
∂θk∂θl

(x

ε

)

(

∂2v−

∂xk∂xl

)ε
)

.

h(< Ü 9Ç³å²�æLì�	 �*,+� ��')/ �*<N�!'#��'��#�!<

(v+)ε := v+

(

t, x +
V

ε
t

)

, (v−)ε := v−
(

t, x−
V

ε
t

)

,

��<�C � �� ���f���W�GFB$Q�!�L')/ � ����C �(� ��]!��'���] ����� Z*� 	 �(] �(�8Xk'?��e �('o��< �(�W�8�!� �?$ �!��C �(�
O(ε3)

��< '�/ �
L∞((0, T ) × RN)

<N�!�W ��< Ü 9Ç³å²�æLì�X�	 �k���S���J< � ��C '?�45 �(�)$Q�!�W � � �����!<�C �!�7C �(� �7P&5M��<M���!< �?$
')/ � � �( D� ��<�C �(�

eO(ε)t ��<o')/ � ��<\' �#e��7��<�C4�?$ K�� ���&T 	 / �#��/ 	n�!,-�fC;�+C+Cb< ��	 C � � �(� �(<\' ������' �(�( A� 	���'�/
��� ��� � � �(<\'�� �?$i�!�7C �(�

ε
��<�C

ε2 ��<4')/ � /\�! 4��e �(< �f@ ��C ��E9,M��' �#�!< Ü 9Ç³:1Lì���� E9,M��' �#�!< Ü 9Ç³£²±æLì �3�2')/ � " ���e ��<\< ��<�e=�?$ �A'�	n�1������� �i�!�(F  i5�'6�!'��#� �7P&5M��<M� �#�!<k�?$
uε
���i< ��<Q^.< ��' �1�!�7C �(� �!�(F  i5�'6�!' �#� �7P&5M��<M� �#�!<

�?$
uε

�3� 5 �(��$Q�!�W ��C���<��!,��b���! i5M��< �#�!<D5M�(5 �(�OÞ:2pâ �
1M³	� �3¸:½¾¹8¸:½���
�·:½
	 �M·��

ýXÁ�ÅMÂ�Ì�Ô)ÂxÃôÁ�ÚWÉxÔaï�Ê¨Â�Ê¨ÀÇÁ�Ä}Á�ÅMÁ)Ò�Éx×EÔ±ÉxÖÙÁ�ÂxË[Â}Ö�Ô�Æ«×«×«ÉJÊ¨Æ£ÅMÄ�Ô�ÂFÁ�öôÔ�Æ«Á�ÅjÊ�Ö�Ì�ÀMÆ£ÔaÀ/ÉxÒÙÁ�ÃôÉxÔ)ÒÙÂ}Ö�Ô�Â}ÑFø
Æ«Ô±ÉJ×£ó�Ã�ÂFÓMÐÇ×ÕÉJÊ�Á)Ó ã ÉxÖ�ÓMÁ 7WÅMÁ)Ó Æ£Å Ü ²}³ é}ìa³ ¿�ÀMÁ&Ä}Â}Éx×lÂJË�Ê¨ÀMÆ£Ö�Ö�Á�Ô�Ê¨Æ£Â}Å�Æ£Ö�Ê¨Â/ÂxÚÇÊaÉxÆ£Å�É0ÐÇÅMÆ£Ë@Â}ÒÙÃ�É
ÑMÒ�Æ£Â}Ò�ÆUÁ)ÖzÊ¨Æ«ÃôÉJÊ�Á�Ë@Â}ÒvÊ�ÀMÁ�Ö�Âx×«ÐÇÊ�Æ«Â}ÅMÖlÂxËEÁ)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å Ü ²}³å²"ì�³ ��Á)ÃôÉxÒ�ï�Ê¨ÀMÉJÊ�ÐMÅMÆåË@Â}Ò�ÃîÚUÂ}ÐMÅMÓMÖ�Ë@ÂxÒ Ü ²}³å²"ì
ÉxÒ�Á�ÅMÂxÊ�Ô)Â}Ã�ÑM×£Á�Ê¨Á�×£ó�ÂxÚjÍGÆ£Â}ÐMÖ ã ÅMÁ�Æ£Ê¨ÀÇÁ)Ò�ÖÙÊaÉJÅMÓWÉxÒÙÓ ã ÚUÁ)Ô)ÉxÐMÖÙÁ�ÂxË8Ê�ÀMÁ�Ê�Æ«Ã�Á�Ö�Ô±ÉJ×«Æ«ÅÇÄ ³ 5 Â}ÒÙÁ)Â�Í}Á�Ò%Â}ÚFø
Ö�Á)ÒzÍ}ÁÎÊ�ÀWÉJÊ ã Éx×åÊ¨ÀMÂxÐMÄ}ÀÝÌlÁÎÓÇÂ0ÅMÂxÊ�Ò�Á�ÏjÐMÆ«ÒÙÁ&ÉxÅLóSÑ;ÂxÖ�Æ£Ê�Æ£ÍGÆ£Êsó+ÉxÖ�ÖÙÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}ÅXÂ}ÅSÊ¨ÀMÁôÔ)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö

ρ1ÉxÅMÓ
A1
ã Ë@Â}Ò�Á±ÉxÔaÀ

ε
ÖÙÐÇö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨×åóÝÖÙÃÎÉJ×«×8Ê¨ÀÇÁ&Á��FÆ«ÖzÊ¨Á�ÅMÔ)Á�ÉJÅMÓ�ÐMÅMÆ£ÏjÐMÁ)ÅMÁ�Ö�Ö�ÂJË�Ê¨ÀMÁÎÖ�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å

uε
Æ«Å

C([0, T ];H1(RN ))∩C1([0, T ];L2(RN ))
Æ«Ö�Á�ÅMÖ�ÐMÒÙÁ)Ó�ÚLóÎÊ¨ÀÇÁ%Ñ;ÂxÖ�Æ£Ê�Æ£ÍGÆ£ÊsóôÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ�Æ«Â}Å&ÂxÅ

ρ0

ÉxÅÇÓ
A0

Ê¨Â}Ä}Á�Ê¨ÀMÁ�Ò�Ì�Æ£Ê�À�Ê�ÀMÁ�ÉxÖ�ÖÙÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}Å�ÂxË[ÚUÂ}ÐMÅÇÓMÁ)ÓMÅÇÁ)Ö�Ö�ÂxË
ρ1
ã
A1

ÉxÅMÓ�Ê¨ÀMÁ�Æ«Ò�Ê�Æ«Ã�Á%ÓMÁ)ÒÙÆ£ÍJÉJÊ�Æ£Í}Á�Ö ³

$_����
�������������� � 
��\
O: / �i���!�G,-'��#�!<
uε

�?$ Ü ²}³å²"ì1�9��'��3�)^ ���
Ü 1M³å²"ì

ε‖∇uε‖L∞((0,T );L2(RN )N ) + ε2
∥

∥

∥

∂uε
∂t

∥

∥

∥

L∞((0,T );L2(RN ))
≤ C

(

‖v0‖H1(RN ) + ‖v1‖L2(RN )

)

,

��<�C
Ü 1M³ é}ì

‖uε‖L∞((0,T );L2(RN )) ≤ C
(

‖v0‖H1(RN ) + ‖v1‖H2(RN )

)

,



� �

	 / �(� �
C(T ) > 0

�3�A�g���!<M�(' ��<\' 	 / �#��/kC�� ����<N�!'nC �65 �(<�Cg�!<
ε
�

�n�8���?$ �8í Å�É 7WÒÙÖÙÊOÖÙÊ�Á)Ñ/ÌlÁ�Ã�ÐM×£Ê�Æ«ÑM×åó�Ê¨ÀMÁ�ÌvÉ±Í}Á�Á)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ Ü ²}³å²"ì ÚLó ∂ūε

∂t

ÉxÅÇÓ+ÊaÉxïJÁ�Ê¨ÀMÁ�ÒÙÁ±Éx×?ÑWÉxÒÙÊ
Ê¨Â�Â}ÚÇÊaÉJÆ«ÅSÉxÅSÁ)ÅMÁ�Ò�ÄxóSÔ)ÂxÅMÖ�Á�ÒÙÍJÉJÊ¨Æ£Â}Å�Ì�ÀMÆ«ÔaÀÝÆ«ÖOÅMÂxÊ�Á��ÇÉxÔ�Ê�ÚUÁ)Ô)ÉxÐMÖÙÁôÊ¨ÀÇÁôÔ�ÂFÁ�öôÔ�Æ«Á�ÅjÊ�Ö�ÓMÁ�Ñ;Á�ÅMÓXÂxÅ
Ê¨Æ«Ã�Á ³[í ÅjÊ�Ò�ÂGÓMÐMÔ�Æ«ÅMÄ�Ê¨ÀÇÁ�Á�ÅMÁ)ÒÙÄxó

Ü 1M³:9Lì
E(uε(t)) =

1

2

∫

RN

(

ε2ρε

∣

∣

∣

∣

∂uε
∂t

∣

∣

∣

∣

2

+ Aε∇uε · ∇uε

)

dx,

ÌvÁOÂ}ÚÇÊ¨ÉxÆ«Å

Ü 1M³;1jì
E(uε(t)) = E(uε(0)) +

ε2

2

∫ t

0

∫

RN

(

−ε2∂ρ1,ε

∂t

∣

∣

∣

∣

∂uε
∂t

∣

∣

∣

∣

2

+
∂A1,ε

∂t
∇uε · ∇uε

)

ds dx,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
ρ1,ε(t, x) = ρ1(t,

t
ε
, x, x

ε
)
Ü Ö¨ÉxÃ�ÁôË@ÂxÒ

A1,ε
ì�³ / Á)ÒÙÁ�ÉxÅMÓ Æ£ÅXÊ¨ÀMÁÎÖ�Á)ÏjÐMÁ�× ã Ë@Â}Ò�Ê¨ÀMÁ�Ö�ÉxïxÁÎÂxË

ÅMÂxÊaÉpÊ¨Æ«ÂxÅWÉx×UÖ�Æ«Ã�ÑM×£Æ«Ô)ÆåÊsó ã ÌvÁ�ÉxÓMÂxÑÇÊ�Ê¨ÀMÁOÔ�Â}ÅLÍ}Á)ÅLÊ�Æ«Â}Å�Ê¨ÀWÉJÊ

∂ρ1,ε

∂t
:=

∂

∂t

(

ρ1

(

t,
t

ε
, x,

x

ε

))

=

(

∂ρ1

∂t
+ ε−1∂ρ1

∂τ

)(

t,
t

ε
, x,

x

ε

)

.

¿�ÀGÐÇÖ ã Ê¨ÀMÁ�Ê¨Æ£ÃôÁ�ÓMÁ)ÒÙÆ£ÍJÉJÊ�Æ£Í}Á�ÖOÂxË
ρ1,ε

ÉxÅMÓ
A1,ε

ÉxÒÙÁ�ÂxËlÂ}Ò�ÓMÁ�Ò
ε−1 ã ÉxÅMÓ/Ê¨ÀMÁ�ÓMÆ£Ö�ÖÙÆ«ÑWÉJÊ�Æ£ÍxÁ�Ê¨Á)ÒÙÃ Æ«Å

Ê¨ÀMÁ�Á�ÅMÁ)ÒÙÄxó�ÚWÉx×«ÉxÅMÔ)Á Ü 1M³;1jì Æ«Ö�ÚUÂ}ÐMÅMÓÇÁ)Ó�Újó

CTε max
0≤t≤T

E(uε(t)),

Ì�ÀMÆ«ÔaÀ ã Ë@ÂxÒ�Ö�ÃôÉx×«×
ε
ã Æ«Ã�ÑM×«Æ£Á)Ö

E(uε(t)) ≤ CE(uε(0)).
ÿvÁ)Ô)ÉxÐMÖ�Á�ÂxË�Â}ÐMÒ�ÔaÀÇÂ}Æ«Ô�Á�ÂJË�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×�ÓWÉJÊ¨É Ü ²}³:9Lìaã ÌlÁ�ÓMÁ)ÓMÐÇÔ)Á Ü 1M³å²"ìa³ ¿?Â�Â}ÚÇÊ¨ÉxÆ«Å Ü 1M³ é}ì ÌvÁ�ÐMÖÙÁ�É
Ô)×ÕÉJÖ�Ö�Æ£Ô±Éx×;Ò�Á�Ä}ÐM×ÕÉJÒ�Æ«È)ÉJÊ¨Æ£Â}ÅÎÊ�Ò�Æ«Ôaï ã ÅWÉJÃôÁ�×£ó�ÌvÁ�ÓMÁ�7MÅMÁ

Ü 1M³ 2}ì
wε(t, x) = e−γt

(
∫ t

0

eγsuε(s, x) ds+ χε(x)

)

,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
χε

Æ£Ö�ÓMÁ�7WÅÇÁ)Ó+ÉJÖ�Ê¨ÀMÁOÐMÅMÆ£ÏjÐMÁOÖ�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å�Æ«Å
H1(RN)

ÂxË
Ü 1M³ � ì

−
ÓMÆ£Í

(Aε(0)∇χε) + γ2ε2ρε(0)χε = −ε2ρε(0)u1
ε + γε2ρε(0)u0

ε

Æ«Å
R
N .

¿�ÀMÁ�Ê¨Æ«Ã�Á�Á �ÇÑUÂ}ÅMÁ�ÅLÊ¨ÆÕÉJ×«Ö=Æ«Å�Ê¨ÀÇÁ�ÓÇÁ�7WÅMÆåÊ¨Æ£Â}Å�ÂxË
wε

óFÆ£Á)×£ÓôÉ�È�Á)Ò�ÂpøsÂ}ÒÙÓMÁ)ÒØÊ¨Á�Ò�Ã Æ£Å Ü 1M³ � ìaã Ì�ÀÇÁ)Å
γ 6= 0

ã
Ì�ÀMÆ«ÔaÀ�ÃÎÉJïxÁ)Ö�Ê¨ÀÇÁ�ÉxÅMÉx×£óGÖ�Æ£Ö�Á±ÉxÖÙÆ«Á)Ò ³lí Å�Ê¨ÀMÁ�Ö�Á�ÏjÐMÁ)×EÆ£Ê�Æ£Ö�Á�ÅMÂ}ÐMÄxÀ�Ê¨Â�ÊaÉJïxÁ

γ = 1
³ ¿�ÀMÁ�ÅÇÂxÊaÉJÊ�Æ«Â}ÅÇÖ

Aε(0)
ÉJÅMÓ

ρε(0)
ÃôÁ)ÉxÅ�Ê¨ÀWÉJÊ�Ê�ÀMÁ)ÖÙÁ�Ô�ÂFÁ�ö�Ô)Æ«Á�ÅLÊ¨Ö�ÉxÒ�Á�Á�ÍxÉJ×«ÐWÉJÊ�Á)Ó�ÉJÊ�Ê¨Æ£ÃôÁ

t = 0
³Øí Å�ÑWÉJÒÙÊ¨Æ£Ô)ÐM×«ÉxÒ�ÆåÊ

Æ«Ã�ÑM×«Æ£Á)ÖlÊ�ÀWÉJÊ
χε

ÓMÂGÁ)Ö�ÅMÂJÊ�ÓÇÁ)ÑUÁ)ÅMÓ�Â}Å�Ê¨Æ«Ã�Á ³ ÿló�ÓMÁ 7WÅMÆ£Ê�Æ«Â}Å�ÂJË
wε
ã Â}ÅMÁ 7WÅÇÓMÖ

∫ t

0

eγs
ÓMÆåÍ

(Aε∇uε) ds =

∫ t

0

ÓMÆåÍ (
Aε∇

∂

∂t
(eγswε)

)

ds =

Ü 1M³ è}ì

−

∫ t

0

ÓMÆ£Í (∂Aε
∂t

∇(eγswε)

)

ds+ eγt
ÓMÆåÍ

(Aε∇wε) (t) −
ÓÇÆ£Í

(Aε(0)∇χε) .



� � �����������	��

���������	��
����������	������������������������������ �!#"$
&%'%(��
�)*����+�,.-

÷ Å�Ê�ÀMÁOÂxÊ¨ÀMÁ�Ò�ÀWÉxÅMÓ ã ÐÇÖ�Æ«ÅÇÄ Ü ²}³£²�ì ÌvÁOÌ�Ò�ÆåÊ¨Á
∫ t

0

ε−2eγs
ÓMÆåÍ

(Aε∇uε) ds =

∫ t

0

eγs
∂

∂t

(

ρε
∂uε
∂t

)

ds = eγt
( ∂

∂t

(

ρε
∂wε
∂t

)

− γ2ρεwε

)Ü 1M³êëLì

− eγt
∂ρε
∂t

∂wε
∂t

+ ρε(0)(γu0
ε − u1

ε) + γ

∫ t

0

eγs
(∂ρε
∂t

+ γρε
)

uεds .

¿�ÀMÁ)Å ã Ô�Â}Ã�ÚMÆ£ÅMÆ«ÅÇÄ Ü 1M³�èxì ÉxÅMÓ Ü 1M³êëLìcã É�×£Á)ÅMÄJÊ¨ÀLó�ÚMÐÇÊ�ÖÙÆ«Ã�ÑM×«Á%Ô�Â}Ã�ÑMÐÇÊaÉpÊ¨Æ«ÂxÅ�Ö�ÀMÂ�Ì�Ö�Ê¨ÀWÉJÊ
wε

Æ«Ö�Ê¨ÀMÁ
ÐMÅMÆ«ÏjÐMÁ�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅ�ÂxË[Ê�ÀMÁ�Ö¨ÉxÃ�Á�Ì�É±ÍxÁ�Á�ÏGÐMÉJÊ¨Æ£Â}Å�Ì�Æ£Ê¨À�ÓMÆåõ]Á�Ò�Á)ÅLÊ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×UÓWÉJÊ¨É�ÉJÅMÓ0É�ÖÙÂ}ÐMÒ�Ô�Á�Ê�Á)ÒÙÃ

Ü 1M³êàLì



























ε2 ∂

∂t

(

ρε
∂wε
∂t

)

−
ÓMÆåÍ

(Aε∇wε) = fε
Æ«Å

RN × (0, T ) ,

wε(0, x) = χε(x)
Æ«Å

RN ,

∂wε
∂t

(0, x) = u0
ε(x) − γχε(x)

Æ«Å
R
N ,

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁOÊ�ÀMÁOÖ�Â}ÐÇÒ�Ô)ÁOÊ¨Á�Ò�Ã Æ£Ö

fε(t, x) = ε4∂ρ1,ε

∂t

∂wε
∂t

− ε2

∫ t

0

eγ(s−t)
(

ε2γ
∂ρ1,ε

∂t

∂wε
∂t

+
ÓMÆ£Í

(
∂A1,ε

∂t
∇wε)

)

(s)ds .

��Á�ÃÎÉxÒÙï�Ê�ÀWÉJÊ8Ê�ÀMÆ«ÖØÖÙÂ}ÐMÒÙÔ)Á�Ê¨Á�Ò�Ã ÍJÉxÅÇÆ«Ö�ÀÇÁ)ÖØÆ£Ë3Ê�ÀMÁ�Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö=ÓMÂOÅMÂJÊØÓMÁ)ÑUÁ)ÅÇÓôÂ}Å�Ê�Æ«Ã�Á ³ ýXÁ�Ì�ÒÙÆ£Ê¨Á
Ê¨ÀMÁ�Á�ÅMÁ)ÒÙÄxó�Ô)Â}ÅÇÖ�Á)ÒzÍJÉJÊ¨Æ£Â}Å�Ë@Â}Ò

wε

Ü 1M³å²�æLì
E(wε(t)) = E(wε(0)) +

∫ t

0

∫

RN

fε
∂wε
∂t

dt dx

+
ε2

2

∫ t

0

∫

RN

(

−ε2∂ρ1,ε

∂t

∣

∣

∣

∣

∂wε
∂t

∣

∣

∣

∣

2

+
∂A1,ε

∂t
∇wε · ∇wε

)

dt dx,

Ì�Æ£Ê¨À

E(wε(0)) =
1

2

∫

RN

(

ε2ρε
∣

∣u0
ε − γχε

∣

∣

2
+ Aε∇χε · ∇χε

)

dx.

< Ö�Æ£ÅXÊ¨ÀMÁÎÁ)ÅMÁ�Ò�ÄxóÝÚWÉx×«ÉxÅMÔ)Á Ü 1M³;1jì Ë@ÂxÒ
uε
ã Ê¨ÀMÁ&ÓÇÆ«Ö�ÖÙÆ«ÑWÉpÊ¨Æ£ÍxÁôÊ�Á)Ò�Ã�Â}ÅXÊ�ÀMÁ&×«ÉxÖÙÊ�×«Æ«ÅÇÁÎÂxË Ü 1M³å²�æLì Æ«Ö

Ú;Â}ÐÇÅMÓMÁ)Ó�ÚLó
CTεmax0≤t≤T E(wε(t))

³Øí Å�Â}Ò�ÓÇÁ)Ò�Ê¨Â�Á)ÖzÊ¨Æ£ÃÎÉJÊ�ÁµÊ¨ÀÇÁ�ÂJÊ¨ÀMÁ�Ò�ÓÇÆ«Ö�ÖÙÆ«ÑWÉpÊ¨Æ£ÍxÁµÊ¨Á�Ò�Ã ÓÇÐMÁ
Ê¨Â�Ê¨ÀMÁ�Ö�Â}ÐMÒÙÔ)Á�Ê¨Á)ÒÙÃ ã ÌlÁ 7WÒÙÖÙÊ�Ô)Â}Ã�ÑMÐÇÊ�Á�ÆåÊ¨Ö�ÑWÉxÒÙÊ�Æ«ÅLÍxÂ}×£ÍGÆ«ÅÇÄ

A1,ε

ÚLó�ÊsÌlÂ&Æ«ÅLÊ¨Á�Ä}Ò¨ÉpÊ¨Æ«ÂxÅMÖ�Újó�ÑWÉJÒÙÊ¨Ö
Æ«Å
t
ÉJÅMÓ

x

−ε2

∫ T

0

∫

RN

∂wε
∂t

(t)

∫ t

0

eγ(s−t)
ÓMÆ£Í

(
∂A1,ε

∂t
∇wε)(s) ds dt dx

= −ε2

∫ T

0

∫

RN

∂A1,ε

∂t
∇wε · ∇

(

wε − eγ(t−T )wε(T )
)

dt dx

+γε2

∫ T

0

∫

RN

∫ t

0

eγ(s−t)
∂A1,ε

∂t
(s)∇wε(s) · ∇wε(t) ds dt dx

Ì�ÀMÆ«ÔaÀñÆ«Ö�ÉxÄ}ÉxÆ«ÅûÚUÂ}ÐMÅMÓÇÁ)ÓñÆ«ÅúÉxÚMÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Á/ÍJÉx×«ÐMÁ/ÚLó
CTεmax0≤t≤T E(wε(t))

ÚUÁ)Ô±ÉJÐMÖ�Á ∂A1,ε

∂t

Æ«Ö
ÐMÅMÆ£Ë@ÂxÒ�Ã�×£ó�Ú;ÂxÐMÅMÓMÁ�Ó�ÚLó

Cε−1 ³ ¿�ÀMÁ�ÂxÊ¨ÀMÁ�Ò�Ê¨Á�Ò�Ã�Ö�Æ£ÅLÍ}Â}×åÍFÆ£ÅMÄ�Ê¨ÀÇÁOÊ�Æ«Ã�Á%ÓMÁ�Ò�Æ£ÍJÉJÊ�Æ£ÍxÁ�ÂxË ρ1,ε

Æ«Å�Ê¨ÀMÁ



�6�
ÓMÁ�7WÅÇÆ£Ê¨Æ£Â}Å�ÂxË

fε
ÉJÒ�ÁOÁ±ÉxÖzó&Ê¨Â�ÚUÂ}ÐMÅMÓ�ÉxÅMÓ�ÌlÁ�Â}ÚFÊaÉxÆ£Å&Ê¨ÀMÁ�Ë@Â}×£×«Â�Ì�Æ«ÅMÄ�Á)ÖÙÊ�Æ«ÃôÉJÊ¨Á

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

∫

RN

fε
∂wε
∂t

dt dx

∣

∣

∣

∣

≤ CTε

(

max
0≤t≤T

E(wε(t)) + ε2
∥

∥

∥

∂wε
∂t

∥

∥

∥

2

L∞((0,T );L2(RN ))

)

.

¿�ÀWÉxÅMïjÖ&Ê¨Â �ØÒ�ÂxÑ;Â}ÖÙÆ£Ê�Æ«Â}Å 1M³�é ÚUÁ)×£Â�Ì,ÌlÁ/ÀWÉ±Í}Á
E(wε(0)) = O(ε2)

³ ¿�ÀjÐMÖ ã ÌvÁ/ÓÇÁ)ÓMÐMÔ�Á/Ê¨ÀWÉJÊ
E(wε(t)) = O(ε2)

ÉxÅMÓ
∥

∥

∥

∂wε
∂t

∥

∥

∥

L∞((0,T );L2(RN ))
≤ C.

�FÆ«ÅMÔ�Á
wε(0) = χε

Ì�ÀMÆ£ÔaÀ�Æ£Ö�Ú;ÂxÐMÅMÓMÁ�Ó�Æ£Å
L2(RN)

ã ÌlÁ�Éx×«ÖÙÂ�ÓÇÁ)ÓMÐMÔ�Á

‖wε‖L∞((0,T );L2(RN )) ≤ C.

[Æ«ÅWÉJ×«×£ó ã Újó�ÓÇÁ�7WÅMÆåÊ¨Æ£Â}Å�ÂxË

wε
ÌvÁ�ÀWÉ±Í}Á

Ü 1M³å²}²"ì
uε =

∂wε
∂t

+ γwε,

Ì�ÀMÆ«ÔaÀ�Æ«Ã�ÑM×«Æ£Á)Ö Ü 1M³ é}ìa³
�

$_����
�������������� � 
 ��
 U �!�
γ 6= 0

'�/ �Y���!�G,�' �#�!<
χε

�?$ Ü 1M³ � ì1�9��'��3�)^ ���
‖χε‖L2(RN ) + ε−1‖∇χε‖L2(RN )N ≤ C.

���������
	 � 
 ��
_� / ��� � '�/ � ���('��� D��' � �!<
‖∇χε‖L2(RN )N

5����!] ��C ��CY"9F �n�8��5\��� ��'��#�!<��������3� ��5�'��� D���SX
')/M��' �!<

‖χε‖L2(RN )

�3�b'6���_5 ����� �� �3�('��#����h(<�C � ��C!X "9Fi$Q�!�W D��� ' 	n� �#������� �b�!�(F! i5�'?�!'��#� �7P&5M��<M� �#�!<M�
��' �3� ���!� ���GF=� � �(<H'�/M��'

χε(x) ≈
−ε2

λn(θ0)
e2iπ

θ0·x
ε ψn

(x

ε

)

v1(x) .

: / �(� �)$Q�!� � 	 � �7P&5 ���(' ')/M��' ')/ �a��5�'��� D��� ���(' �� D��' � �3�
‖χε‖L2(RN ) ≤ Cε2 � � 5������?$��?$D'�/ �3�a����<

" �=��"9' � ��< ��C�"9Fa���! i5M��� �3���!< " �(' 	 � �(<
χε

��<�Cg��'I�W,�<N����' ��C�'�	n� �#������� �_�!�(F  i5�'6�!'��#� �7P&5M��<M� �#�!<L�?$
��' � Z*� 	 �(] �(�8X`�(,���/B�Y5������?$ �3�Y' ��C �#�!,+�Y� ��<N� � ��'m� ��E9, ��� ���A��'j� ���!�('�$Q�!,��*' �(�W A��X��������i,�5V'?�D'�/ �

ε3' �(�W �� � �Y� � �S5 ��'%� ��<N� � ��' �3�*<N�!'j< ��� �����9���WF $Q�!�Y'�/ �Y� ��E9,��(� �
�n�8���?$A�?$ �j�8��5\��� ��'��#�!<������ � ��Á�Ô±Éx×£×�Ê�ÀWÉJÊ ã Újó ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}Å Ü éF³å²"ì�ã ÌlÁ+ÀWÉ±Í}Á

λn(θ0) > 0
Ì�ÀMÆ£ÔaÀ

Æ«Ã�ÑM×«Æ£Á)Ö8Ê¨ÀMÉJÊ ã Á)ÆåÊ¨ÀMÁ�Ò
θ0 6= 0

ã Â}Ò
n ≥ 2

Æ£Ë
θ0 = 0

Ü ÖÙÆ«ÅMÔ�Á�Ê�ÀMÁ%Â}ÅM×åó�Ë@Â}Ò�ÚÇÆ«ÓMÓMÁ�Å&Ô±ÉJÖ�Á%Æ£Ö
λ1(0) = 0

ìc³
5 ÐM×£Ê�Æ«ÑM×åóGÆ«ÅMÄ Ü 1M³ � ì Újó

χε
ã Æ£ÅjÊ�Á)Ä}Ò�ÉJÊ¨Æ£ÅMÄSÚjó�ÑWÉxÒzÊ¨Ö ã ÐÇÖ�Æ«ÅÇÄXÊ¨ÀMÁ0Ô)ÂGÁ)Ò�Ô�Æ£ÍGÆ£Êsó�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ�Æ«Â}Å�Â}ÅùÊ¨ÀMÁ

Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö�ÉxÅMÓ�Ê¨ÀÇÁ�ÓÇÁ�7WÅMÆåÊ¨Æ£Â}Å Ü ²}³:9Lì ÂxËEÊ¨ÀÇÁ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×UÓWÉJÊ¨É�óFÆ£Á)×£ÓMÖ

‖∇χε‖
2
L2(RN ) + ε2‖χε‖

2
L2(RN ) ≤ C

∣

∣

∣

∣

∫

RN

ρεψ
ε
ne

2iπ
θ0·x

ε (v1 − ε2v0)χεdx

∣

∣

∣

∣

.

�:Á�Ê�ÐMÖ�ÑMÒ�Â�ÍxÁ�Ê�ÀWÉJÊ

Ü 1M³å²"é}ì ∣

∣

∣

∣

∫

RN

ρ0

(x

ε

)

ψεne
2iπ

θ0·x
ε v1χεdx

∣

∣

∣

∣

≤ Cε‖v1‖H2(RN )

(

‖∇χε‖L2(RN ) + ε‖χε‖L2(RN )

)

Ì�ÀMÆ«ÔaÀ�Ô)×£Á±ÉxÒÙ×£óôÆ«Ã�ÑM×«Æ£Á)ÖlÊ�ÀMÁOÓMÁ)ÖÙÆ«ÒÙÁ)Ó�Ò�Á)ÖÙÐM×£Ê ³



� � �����������	��

���������	��
����������	������������������������������ �!#"$
&%'%(��
�)*����+�,.-

� ��� � ��� � �&�U*�ÉJÖ�Ö�ÐÇÃôÁ�Ê¨ÀMÉJÊ
θ0 6= 0

³ ÿló �BÁ�ÃôÃôÉ 1M³;1 Ê�ÀMÁ)ÒÙÁ�Á �FÆ«ÖÙÊ�Ö
V ∈ L2(TN )N

ÖÙÐMÔaÀ�Ê�ÀWÉJÊ

−
ÓMÆ£Í

(V e2iπθ0·y) = ρ0ψn e
2iπθ0·y ∀ θ ∈ T

N ,

‖V ‖L2(TN )N ≤ C‖ρ0ψn‖L2(TN ) .

¿�ÀMÁ)ÒÙÁ�Ë@Â}ÒÙÁOÉJË¾Ê¨Á�Ò�Æ«ÅLÊ¨Á�Ä}Ò¨ÉJÊ�Æ«ÅMÄ�Újó&ÑWÉxÒÙÊ�Ö�ÌvÁ�Ô)ÉxÅ�Ò�Á�Ì�Ò�Æ£Ê�Á%Ê¨ÀMÁ�×£Á�Ë¾Ê�ÀMÉxÅMÓ�Ö�Æ£ÓMÁ�ÂxË Ü 1M³å²"é}ì ÉxÖ�Ë@Âx×«×«Â�Ì�Ö

Ü 1M³å² 9Lì
ε

∫

RN

V (
x

ε
)e2iπ

θ0·x
ε ·

(

v1∇χε + χε∇v1

)

dx .

ýXÁ�Ô)ÉxÅ0ÉJÑMÑM×£óÎÂ}ÅMÔ�Á�Ã�Â}Ò�Á �:Á�ÃôÃôÉ 1M³;1 Ê�Â�Ê¨ÀMÁOÖ�Á�Ô)Â}ÅÇÓ�Ê¨Á�Ò�Ã Æ£Å Ü 1M³å² 9Lì Ê�Â�Â}ÚÇÊaÉJÆ«Å

ε2

∫

RN

W (
x

ε
)e2iπ

θ0·x

ε · ∇(χε∇v1) dx

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
W

Æ«Ö?É�ÃôÉJÊ�Ò�Æ �jøçÍxÉJ×«ÐMÁ�Ó�Ë@ÐMÅÇÔ�Ê¨Æ£Â}ÅOÌ�Æ£Ê¨À�Á)ÅLÊ¨ÒÙÆ«Á�Ö8Æ«Å
L∞(TN )

³ �FÆ£ÅMÔ)Á
V
ÉxÅÇÓ

W
ÉxÒÙÁlÚUÂ}ÐMÅMÓÇÁ)Ó

Ë@ÐMÅMÔ�Ê�Æ«Â}ÅÇÖ ã ��ÉxÐÇÔaÀjóLø �FÔaÀLÌ�ÉxÒÙÈ�Æ«ÅÇÁ)ÏjÐWÉx×£Æ£ÊsóÎÊ�ÀMÁ)Å�×«Á)ÉxÓMÖ�Ê�Â Ü 1M³å²"é}ìa³
4���� ������� � �9�3*OÉxÖÙÖ�ÐMÃ�Á�ÅÇÂ"Ì�Ê�ÀWÉJÊ

θ0 = 0
ÉxÅMÓ

n ≥ 2
³ �FÆ«ÅÇÔ)Á

λ1(0) = 0
ÉJÅMÓ

ψ1(y, 0) ≡ 1
ã

Újó&Â}ÒÙÊ�ÀMÂ}Ä}Â}ÅMÉx×«ÆåÊsóôÂJË?Ê�ÀMÁOÁ)Æ«ÄxÁ)ÅÇË@ÐMÅÇÔ�Ê¨Æ£Â}ÅMÖ�ÌlÁ�ÓÇÁ)ÓMÐMÔ�Á
∫

TN

ρ0(y)ψn(y, 0) dy = 0.

¿�ÀMÁ)ÒÙÁ�Ë@Â}ÒÙÁ�ÌlÁ�Ô±ÉxÅSÖÙÊ�Æ«×£×[ÉxÑÇÑM×£ó �:Á�ÃôÃôÉ 1M³;1 ÉxÅMÓSÉ�Ô±Éx×£Ô)ÐM×«ÉJÊ¨Æ£Â}Å+Ô)ÂxÃôÑM×£Á�Ê�Á)×£ó�Ö�Æ£ÃôÆ£×ÕÉxÒ�Ê¨Â�Ê�ÀWÉJÊOÆ«Å
Ê¨ÀMÁ 7WÒÙÖÙÊ�Ô±ÉJÖ�ÁOóFÆ£Á)×£ÓMÖ�Ê¨ÀMÁOÖ�ÉxÃôÁ�ÒÙÁ)ÖÙÐM×£Ê ³ ¿�ÀÇÆ«Ö�Ô)ÂxÅMÔ)×£ÐMÓMÁ)Ö�Ê¨ÀÇÁ�ÑÇÒ�ÂGÂxËEÂxË �ØÒ�ÂxÑ;Â}ÖÙÆ£Ê�Æ«Â}Å 1Ç³�éF³

�

ýXÁvÔ)Â}ÅMÔ�×«ÐMÓÇÁvÊ¨ÀMÆ£Ö8Ö�Á�Ô�Ê�Æ«Â}Å�Ì�ÆåÊ¨À�É�Ê�Á)ÔaÀMÅÇÆ«Ô±ÉJ×Ç×«Á�ÃôÃôÉ�ÂxÅ�Ê¨ÀMÁvÓMÆ£ÍxÁ)Ò�ÄxÁ)ÅMÔ�Á�ÂxËUÿv×«ÂGÔaÀ�ÌvÉ±Í}Á�Í}Á�Ô�Ê¨ÂxÒ
7WÁ)×£ÓMÖ�Ê¨ÀWÉpÊ�ÌvÉxÖ�ÐMÖÙÁ)Ó0Æ£Å�Ê¨ÀMÁ�ÑMÒÙÂFÂJË[ÂxË �ØÒ�Â}ÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨Æ£Â}Å 1M³ éF³

1m��� ��� � 
�� 
 U �!�;��<\F
η 6= 0 ∈ TN X ')/ �(� � �7P �3�('��=�=5\��� ��'���] �4���!<M�('#��<\' C(η) > 0

�(,\��/J'�/M��')X
$Q�!�*��<\F

ϕ ∈ L2(TN )
Xm'�/ �(� � �7P �3�(')�A� K <N�!<H,�< ��E9, �6T;] ���('?�!�%^ �(�fC V ∈ L2(TN )N

�(,���/g')/M��'
−
ÓÇÆ£Í

(V (y) e2iπη·y) = ϕ(y) e2iπη·y ��<
T
N ,

‖V ‖L2(TN ) ≤ C(η)‖ϕ‖L2(TN ) .
Ü 1M³å²�1jì
� / �(<

η = 0
')/ � �9�� � � ���(,��G'd/\�!�fC!� 'I�W, �j5��8�!] ��C ��CA'�/M��' ∫

TN ϕdy = 0
X%��<�C ��<��(,\��/g�O���!� ���!< �

����<L��/\����� ��'�/ ��] ���('?�!�%^ �(�fC
V
�(,���/a'�/M��' ∫

TN V dy = 0
�

U�,��W')/ �(�W 4�!� ��X�� $
ϕ ∈ L∞(TN )

Xm'�/ �(<H')/ �*] ���('6�!�%^ �(�fC
V

�3�=���!<\'���<\,\�!,c� ��<
TN �

�n�8���?$ � 
WÂ}Ò
η = 0

Ê�ÀMÆ«ÖOÆ£ÖOÉ�Ô�×ÕÉxÖÙÖ�Æ£Ô±Éx×ØÒÙÁ)Ö�ÐÇ×£Ê ³ 
WÂ}Ò
η 6= 0

ã ÌvÁ�Æ«ÅLÊ¨ÒÙÂFÓÇÐMÔ)Á�Ê¨ÀÇÁôÐMÅÇÆ«ÏjÐMÁ�Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å
χ ∈ H1(TN )

ÂxË
Ü 1M³å²�2}ì

−(
ÓMÆåÍ

+ 2iπη)(∇ + 2iπη)χ = ϕ ,

ÉxÅMÓÎÌlÁ�ÓMÁ�7MÅMÁ
V := (∇+ 2iπη)χ

Ì�ÀMÆ«ÔaÀ�Ö�Âx×£Í}Á�Ö Ü 1Ç³£²�1Lì�³Øí Ë
ϕ ∈ L∞(TN )

ã Ê�ÀMÁ)Å
χ ∈ W 2,p(TN)Ë@Â}Ò�ÉxÅLó#7WÅMÆåÊ¨Á

p
ÉxÅÇÓ ã ÚLó �FÂ}ÚUÂ}×«Á�Í&Á)Ã�Ú;Á�ÓMÓMÆ«ÅÇÄ}Ö ã

V
Æ£Ö�Ô)Â}ÅLÊ¨Æ£ÅjÐMÂ}ÐMÖ�Æ«Å

TN ³
�



� �

2F³���¹ 	�¹����3¶E½�� �M·:½¾¹8¶
��Á�Ô±Éx×£×�Ê�ÀWÉJÊôÊ¨ÀMÁ0Ê�Æ«Ã�Á�Ë@ÒÙÁ)ÏjÐMÁ�ÅMÔ�ó

ω
Æ«ÖÎÒÙÁ)×«ÉJÊ¨Á�Ó Ê¨ÂXÊ�ÀMÁ+ÒÙÁ)ÓMÐMÔ�Á)ÓûÌvÉ�ÍxÁ/ÅjÐMÃ�ÚUÁ)Ò Ü Â}Ò&ÿv×£ÂFÔaÀ

ÑWÉxÒ¨ÉJÃôÁ�Ê¨Á)Ò ì
θ
ÚLó�Ê�ÀMÁ0ÖÙÂJøsÔ)Éx×«×£Á)Ó ÓÇÆ«Ö�ÑUÁ)ÒÙÖ�Æ£Â}Å ÒÙÁ)×ÕÉpÊ¨Æ«ÂxÅ

ω(θ0) =
√

λn(θ0)
³ ¿�ÀMÁ�Å ã Ê¨ÀMÁ�Ä}Ò�Â}ÐÇÑ

Í}Á)×£ÂFÔ�Æ£Êsó
V
Æ£Ö8ÓMÁ 7WÅMÁ)ÓôÚLó Ü ²}³ 2}ì ÉxÖ

∇θω(θ0)/2π
³Ø÷ ÐMÒ=ÑMÒ�Á�Ô)Æ£Ö�Á�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}ÅMÖØÂ}Å

ρ1(t, τ, x, y)
ÉxÅMÓ

A1(t, τ, x, y)
ÉxÒÙÁµÊ¨ÀWÉpÊ�Ê¨ÀMÁ�ó&ÚUÂxÊ¨À�Ö�ÉJÊ¨Æ£ÖÙË¾ó�Ê¨ÀMÁµÀjóGÑUÂxÊ¨ÀÇÁ)Ö�Æ£Ö�ÂxË ��ÖÙÊ�Ò�Â}ÅÇÄ�É�ÍxÁ)Ò�ÉxÄ}ÁOÉx×£Â}ÅMÄ�Ê�ÀMÁ%Ä}ÒÙÂ}ÐMÑ

×«Æ«ÅÇÁ)Ö�� Ü éG³£²�æ}ì ÉJÅMÓ Ü éG³£²}²�ì Ì�ÆåÊ¨ÀXÉ�ÍxÁ)Ò�ÉxÄ}Á)Ö�ÓMÁ)ÅMÂJÊ¨Á)ÓXÚjó
ρ̃1(t, x, y)

ÉJÅMÓ
Ã1(t, x, y)

Ò�Á�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê�Æ£ÍxÁ)×£ó
Ü Ö�Á�Á ��Á�ÃÎÉxÒÙï éF³ ��Ë@Â}Ò�Ô)ÂxÃôÃ�Á)ÅLÊ¨Ö�Â}Å�Ê�ÀMÆ«Ö�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ�Æ«Â}Å ìc³

�� � ���
��� ��
���
 �1���(,� � ')/M��' Ü éF³£²�ì /\�!�fC!�2'��W,�� K �������fX λn(θ0) �3� �*� �� i5�� ��� �fe �(<\]!���G,��6T���<�CA')/M��'')/ � ��< ��'������NC+��'#�D��� � e ��] �(<k"9F Ü ²}³:9Lì 	���'�/

v0 ∈ H1(RN)
��<�C

v1 ∈ H2(RN)
� : / �(<a'�/ �2���!�G,-'��#�!<

�?$ K�� � � T�����< " � 	%� ��'�' �(<V�!�
Ü 2F³å²"ì

uε(t, x) = ei
ωn(θ0)t

ε2 e2iπ
θ0·x

ε v+
ε (t, x),

	 / �(� �
v+
ε

' 	n� �#������� �i���!<\] �(�#e ��� 	���')/OC�� � $W'
V
'6�
ψn(y, θ0)v

+(t, x)
��<�C

v+ ∈ C
(

[0, T ];L2(RN)
)

�3��')/ �Y���!�G,�'��#�!<L�?$�')/ �Y/\�! 4��e �(< �f@ ��C15��8��"9� �( 

Ü 2F³ é}ì










2i
∂v+

∂t
−
ÓMÆåÍ (

A∗∇v+
)

+ γ∗v+ = 0
��<

RN × (0, T ),

v+(t = 0, x) =
1

2

(

v0(x) +
1

iωn(θ0)
v1(x)

) ��<
RN ,

	���')/a'�/ �Y/\�! 4��e �(< �f@ ��C4C �3�65 �(�8� �#�!<k' �(<M���!�
A∗ C �)^.< ��C�"9F Ü ²}³ � ì*��<�C

Ü 2F³:9Lì
γ∗(t, x) =

1

2ωn(θ0)

∫

TN

(

Ã1(t, x, y)∇ψn(y) · ∇ψn(y) − λn(θ0)ρ̃1(t, x, y)|ψn(y)|
2
)

dy

� �� ���f���(�GF�X%'�/ �Y���!�G,�' �#�!<��?$ K�� � � T4����<V" ��	%� ��'I' �(<V�!�
Ü 2F³;1jì

uε(t, x) = e−i
ωn(θ0)t

ε2 e2iπ
θ0·x

ε v−ε (t, x),
	 / �(� �

v−ε
' 	n� �#������� �n���!<\] �(�#e ����	���')/AC�� � $W'

−V
'?�
ψn(y, θ0)v

−(t, x)
��<�C

v− ∈ C
(

[0, T ];L2(RN)
)

�3��')/ �Y���!�G,�'��#�!<L�?$�')/ �Y/\�! 4��e �(< �f@ ��C15��8��"9� �( 

Ü 2F³ 2}ì










−2i
∂v−

∂t
−
ÓMÆ£Í (

A∗∇v−
)

+ γ∗v− = 0
��<

RN × (0, T ),

v−(t = 0, x) =
1

2

(

v0(x) −
1

iωn(θ0)
v1(x)

) ��<
R
N .

¿�ÀMÁ)ÂxÒ�Á)Ã 2G³£² Ä}ÆåÍ}Á)Ö�ÊsÌlÂôÓÇÆ£õ;Á)Ò�Á�ÅLÊ�ÑUÂ}ÖÙÖ�Æ«ÚÇ×«Á�×«Æ£ÃôÆåÊ¨Ö=Ë@Â}Ò�Ê¨ÀÇÁ�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅ
uε
³ ¿�ÀMÁ�Ò�Á�Æ«Ö�ÅMÂ�Ô)ÂxÅjÊ�Ò¨Épø

ÓMÆ«Ô�Ê¨Æ«ÂxÅ&Ö�Æ£ÅMÔ)Á%Ê�ÀMÁ)ÖÙÁ�×«Æ«Ã�Æ£Ê�ÖlÔ�Â}Ò�ÒÙÁ)ÖÙÑ;Â}ÅÇÓMÖ�Ê¨Â�ÓMÆåõ]Á�Ò�Á)ÅLÊ�Ô�Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á�Ö%ÉxÅMÓ�Ë@ÐMÒzÊ¨ÀMÁ�Ò�Ã�Â}Ò�ÁµÂ}ÅM×£óôÂ}ÅMÁ
ÀWÉx×£Ë=ÂJËØÊ¨ÀMÁ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×BÓWÉpÊaÉ

v0

Æ£ÖµÊaÉJïxÁ)Å�Æ£ÅjÊ�Â�ÉxÔ)Ô�Â}ÐMÅLÊOÆ«Å0Ú;ÂxÊ�À/ÀMÂ}Ã�Â}Ä}Á�ÅMÆ«È�Á)Ó/ÑMÒÙÂ}ÚM×«Á�ÃôÖ ³ � ÉxÔaÀ�ÂxË
Ê¨ÀMÁ�Ö�Á�ÉxÖzóGÃôÑÇÊ�ÂxÊ¨Æ£Ôl×£Æ«Ã�Æ£Ê�Ö5Ô)Â}ÒÙÒ�Á�Ö�ÑUÂ}ÅMÓ�Ê¨Â�Â}ÅMÁlÂxËWÊsÌvÂµÑMÒ�Â}ÑMÉxÄLÉJÊ�Æ«ÅMÄ�Ì�É±ÍxÁ)ÖØÆ«Å�Â}ÑMÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨ÁlÓMÆ«ÒÙÁ)Ô�Ê�Æ«Â}ÅÇÖ ³
í Å�ÂJÊ¨ÀMÁ�Ò�ÌlÂ}ÒÙÓMÖ ã ¿�ÀMÁ�Â}Ò�Á�Ã 2F³å² Æ£Ö�É �cÌvÁ)Éxï �vÛÙÐMÖzÊ¨Æ 7WÔ±ÉJÊ�Æ«Â}Å�ÂxË Ü ²}³êëLì Æ«Å&Ê�ÀMÁOÖ�Á�ÅMÖ�Á�Ê¨ÀWÉJÊ
Ü 2F³ � ì

uε(t, x) = e2iπ
θ0·x

ε ψn

(x

ε
, θ0

)

(

ei
ωn(θ0)t

ε2 v+

(

t, x +
V

ε
t

)

+ e−i
ωn(θ0)t

ε2 v−
(

t, x−
V

ε
t

))

+rε(t, x),
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Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ�Ê¨ÀMÁ�ÒÙÁ)ÃôÉxÆ«ÅÇÓMÁ)Ò�Ê¨Á�Ò�Ã
rε
ÊsÌlÂJøsÖÙÔ±Éx×£Á�Ô)ÂxÅjÍxÁ)ÒÙÄ}Á)Ö�Ì�Æ£Ê�À+ÓMÒÙÆ£Ë¾Ê

−V
ÉxÅÇÓ

+V
Ê�Â�È)Á�Ò�Â ³�í Å/Â}ÐÇÒ

Ô)Â}Ã�ÑWÉxÅMÆ£Â}Å�ÑWÉxÑUÁ)Ò Þ 2pâäã Újó�É�ÃôÁ�Ê¨ÀMÂGÓ0ÂxË[Æ«Å.7MÅMÆ£Ê�Á�Â}ÒÙÓMÁ)Ò�ÉxÖzóFÃ�ÑÇÊ�ÂxÊ¨Æ£Ô�Á �ÇÑMÉxÅMÖ�Æ£Â}Å Ü ÍJÉx×«Æ£Ó�Â}ÅÇ×£ó�Ë@Â}Ò
Ö�Ã�ÂFÂxÊ�À&Ô)ÂGÁ�ö�Ô�Æ«Á)ÅLÊ�Ö�ÉJÅMÓ�ÓWÉJÊaÉ ì�ã ÌlÁOÑMÒ�Â�ÍxÁOÊ�ÀWÉJÊ�Ê�ÀMÁ�Ò�Á�ÃÎÉJÆ«ÅMÓMÁ�ÒvÊ¨Á�Ò�Ã

rε
Ä}ÂGÁ)Ö�Ê�Â�È)Á�Ò�Â�ÖÙÊ�Ò�Â}ÅMÄx×£ó

Æ«Å
L2(RN × (0, T ))

ã Æ ³ Á ³£ã Ê�ÀMÁ�ÉxÚUÂ�Í}Á�ÊsÌlÂ�ÌvÉ±Í}Á)Ö Ü Â}Ò�×«Æ£ÃôÆåÊ¨Ö
v+ ÉxÅÇÓ

v−
ì Ô)Â}Ã�ÑM×«Á�Ê¨Á�×£ó�ÓMÁ)ÖÙÔ)ÒÙÆ«ÚUÁ

Ê¨ÀMÁ�ÉxÖÙóGÃ�ÑÇÊ¨ÂJÊ¨Æ«Ô�ÚUÁ)ÀWÉ±ÍGÆ«ÂxÒôÂxË
uε
³ ýÝÁ0ÉJ×«Ö�ÂSÁ��FÑM×«ÉxÆ«Å ÚUÁ)×«Â�Ì Æ£Å ��Á)ÃôÉxÒ�ï 2F³:1 ÀMÂ�Ì Ê¨ÀMÁ�ÖÙÊ�Ò�Â}ÅÇÄ

Ô)Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á�ÂxË
rε
Ô�Â}ÐM×«Ó/ÚUÁ�Â}ÚÇÊ¨ÉxÆ«ÅÇÁ)Ó�ÚLó+Ê¨ÀMÁ�Ã�Á�Ê�ÀMÂGÓSÂJËlÊsÌlÂJøsÖÙÔ±Éx×£Á�Ô)Â}ÅLÍxÁ)Ò�ÄxÁ)ÅMÔ�Á Ü Ô)Â}Ã�ÚÇÆ«ÅMÁ�Ó

Ì�Æ£Ê¨À�ÉxÖzóGÃôÑÇÊ�ÂxÊ¨Æ£Ô%Á��FÑWÉJÅMÖ�Æ£Â}ÅMÖ ìc³

���������
	���
3��
a: / �O�9�� �4� ���(,-�G' /\�!�fC '��W,��i$Q�!�a�H�(F��(' �( �?$
	m��] � ��E9,M��'��#�!<M� K $Q�!� �7Pc�� i5�� ��X
�(�f�!�('?�9C�F!<��� �#���6T � � �g< �(] �(�4,c� �a'�/ �1$&���('�'�/M��'�	 �B���!<M� ��C �(�g�J�������f�����6]!���G, ��CJ,-< �!<N� 	%<�� hW<
5M���('��#�(,��f��� 	 �DC��4<N�!' � �(�GFB�!<�'�/ �= D�QP �� =,� 5�� ��<N� �S5�� ��� � �(' ,c�b� �� i5��GF4� �( D��� �4')/M��'�X �(] �(< � $
')/ �O�!� �fe ��<�����5��8��"9� �( �3�O���(F
�(' �( �?$ ��E9,M��' �#�!<M��X ,-<�C �(�b'�/ �b� �� i5�� �#� ��'�Fk�!���(,- i5�'��#�!< Ü éF³å²"ìn$Q�!�
')/ �;02�3����/ � �fe �(<\]!���G, ��XY'�/ �D/\�! 4��e �(< �f@ ��CD5��8��"9� �( �3�g��� 	m��F
���B�������f��� ��E9,M��' �#�!<M� K � � �ÎÞ 1xâ`$Q�!�C �(' � ���S�6T �=h�$b'�/ �b02�3����/ � �fe �(<\]!���G, � �3�O�?$b =,��G' �S5�� �#� ��'�F

p
X 	 � �7P&5 ���(' '�/ �A/\�! 4��e �(< �f@ ��CA5��8��"9� �( 

'?�4" �_�D�(F��(' �( �?$
p
��E9,M��' �#�!<M� K � � ��Þ � â $Q�!�_C �('#� ���S�6T �

�n�8���?$A�?$ : / ���!� �( � � � �
¿�ÀÇÁSÑÇÒ�ÂGÂxË�Æ«Ö&ÖÙÆ«Ã�Æ«×ÕÉJÒôÆ£ÅûÖ�ÑMÆ£Ò�Æ£ÊÎÊ¨Â�Ê¨ÀMÉJÊ�ÂxËOÊ¨ÀMÁ�ÃôÉxÆ«Å Ò�Á)ÖÙÐM×£Ê�Æ£Å Þ � âç³

ýXÁ8ÛÙÐMÖÙÊvÑMÒ�Â�ÍxÁµÊ¨ÀMÁ�Ô)Â}ÅLÍxÁ)Ò�ÄxÁ)ÅMÔ�Á�ÂxË
v+
ε �

Ê�ÀMÁµÔ)ÉxÖ�Á�ÂxË
v−ε

Æ£ÖlÔ�Â}Ã�ÑM×«Á�Ê¨Á)×åó�ÖÙóGÃ�ÃôÁ�Ê¨Ò�Æ£Ô�Újó�ÔaÀWÉJÅMÄ}Æ«ÅÇÄ
ωn(θ0)

Æ£Å
−ωn(θ0)

ã ÉxÅMÓ�Ê�ÀjÐMÖ
V
Æ«Å

−V
³ 
WÂ}Ò:Ö�Æ£ÃôÑM×£Æ«Ô�Æ£Êsó�ÌvÁlÓMÒ�Â}Ñ�Ê¨ÀMÁ�Æ«ÅÇÓMÁ��

+
ÉxÅMÓ�ÌlÁvÆ£ÅLÊ¨Ò�ÂGÓMÐMÔ�Á

É�ÅÇÁ�Ì ÐÇÅMïjÅMÂ�Ì�Å

Ü 2F³ è}ì
vε(t, x) := e−2iπ

θ0·x
ε e−i

ωn(θ0)t

ε2 uε(t, x) .

ÿló�Ê¨ÀMÁ�ÉôÑMÒ�Æ£Â}Ò�Æ:Á)ÖzÊ¨Æ£ÃÎÉJÊ�Á)Ö�ÂxË �ØÒ�Â}ÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨Æ£Â}Å 1Ç³£² Æ£ÊµË@Âx×«×«Â�Ì�Ö�Ê¨ÀMÉJÊ
vε
Ö�ÉJÊ¨Æ£Ö 7WÁ�ÖµÊ¨ÀÇÁ�Ö¨ÉxÃ�Á�ÐÇÅMÆ£Ë@Â}ÒÙÃ

Ú;Â}ÐÇÅMÓMÖ

‖vε‖L∞((0,T );L2(RN )) + ε‖∇vε‖L2((0,T )×RN )N + ε2
∥

∥

∥

∂vε
∂t

∥

∥

∥

L∞((0,T );L2(RN ))
≤ C .

< ÑMÑM×åóGÆ«ÅMÄ%Ê�ÀMÁ�Ô�Â}Ã�ÑWÉxÔ�Ê�ÅMÁ)ÖÙÖlÂJË;ÊsÌlÂJøsÖÙÔ±Éx×£Á�Ô)Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�ÅMÔ)Á�Ì�Æ£Ê¨À�ÓMÒÙÆ£Ë¾Ê Ü Ö�Á)Á �ØÒ�Â}ÑUÂ}ÖÙÆ£Ê¨Æ£Â}Å éF³;1jì�ã ÐÇÑ�Ê�Â
ÉÎÖ�ÐMÚÇÖ�Á)ÏjÐMÁ�ÅMÔ)Á ã Ê¨ÀMÁ�Ò�Á�Á �ÇÆ£ÖÙÊ�Ö

v∗(t, x, y) ∈ L2((0, T ) × R
N ;H1(TN ))

ÖÙÐMÔaÀ/Ê¨ÀWÉJÊ
vε
ÉxÅMÓ

ε∇vεÊsÌvÂJø Ö�Ô)Éx×«Á�Ô)Â}ÅLÍxÁ)Ò�ÄxÁÎÌ�Æ£Ê�ÀÝÓMÒÙÆ£Ë¾Ê
V
Ê�Â
v∗

ÉJÅMÓ
∇yv

∗ ÒÙÁ)ÖÙÑ;Á�Ô�Ê¨ÆåÍ}Á�×£ó ³ �FÆ£ÃôÆ£×ÕÉxÒÙ×£ó ã ÚLóÝÓÇÁ�7WÅMÆåÊ¨Æ£Â}Å�ÂxË
Ê¨ÀMÁ�Æ«ÅÇÆ£Ê¨Æ«Éx×vÓMÉJÊaÉ ã

vε(0, x)
ÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«Á�Ô�Â}ÅLÍ}Á)ÒÙÄ}Á)Ö Ü Æ«Å Ê�ÀMÁ�ÐÇÖ�ÐWÉx×�ÖÙÁ)ÅMÖÙÁ0ÂxË �=ÒÙÂ}ÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Æ«ÂxÅ éF³ 9}ì Ê�Â

ψn(y, θ0)v0(x)
³ ¿�ÀMÁOÁ)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ�Ö�ÉJÊ¨Æ£Ö 7WÁ�Ó�ÚLó

vε
Æ«Ö

Ü 2F³êëLì






































ε2 ∂

∂t

(

ρε
∂vε
∂t

)

+ i
√

λn(θ0)

(

ρε
∂vε
∂t

+
∂(ρεvε)

∂t

)

−
λn(θ0)

ε2
ρεvε

−

( ÓMÆ£Í
+

2iπθ0
ε

)(

Aε

(

∇ +
2iπθ0
ε

)

vε

)

= 0
Æ«Å

RN × (0, T ),

vε(t = 0, x) = u0
ε(x)e

−2iπ
θ0·x

ε
Æ«Å

RN ,
∂vε
∂t

(t = 0, x) =
(

u1
ε(x) − i

ωn(θ0)

ε2
u0
ε(x)

)

e−2iπ
θ0·x

ε
Æ«Å

RN .
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m
�ýÝÁ�Ã�ÐM×£Ê�Æ«ÑM×åó Ü 2F³ ë}ì ÚjóÎÊ¨ÀMÁOÔ)ÂxÃôÑM×£Á��&Ô)Â}ÅpÛÙÐÇÄLÉJÊ¨ÁOÂxË
ε2Φε(t, x),

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ

Φε(t, x) := Φ

(

t, x+
V

ε
t,
x

ε

)

ÉxÅMÓ
Φ(t, x, y)

Æ«ÖlÉ�Ö�Ã�ÂFÂJÊ¨ÀôË@ÐÇÅMÔ�Ê�Æ«Â}ÅôÓMÁ�7WÅÇÁ)Ó�Â}Å
[0, T )×RN ×TN ã Ì�Æ£Ê�ÀÎÔ�Â}ÃôÑMÉxÔ�ÊvÖ�ÐMÑMÑUÂ}ÒzÊ�Æ«Å

[0, T )× RN
ÉxÅMÓ&Ì�Æ£Ê�À&ÍJÉx×«ÐMÁ�Ö�Æ«Å

C
³Øí Å�Ì�ÀWÉJÊvË@Â}×«×£Â"Ì�Ö�ÌvÁ�Ì�Æ£×«×UÓMÁ)ÅMÂJÊ¨Á�ÚLó

(∇xΦ)ε
Ê¨ÀÇÁ�Ä}Ò¨ÉxÓÇÆ«Á)ÅLÊ

ÂxË
Φ
Ì�Æ£Ê�À�ÒÙÁ)ÖÙÑ;Á�Ô�Ê�Ê¨Â�Ê¨ÀMÁ

x
ÍxÉJÒ�ÆÕÉJÚM×«Á ã Á�ÍxÉJ×«ÐWÉJÊ�Á)Ó�ÉJÊ�Ê¨ÀÇÁ�ÑUÂ}Æ£ÅjÊ

(t, x + V
ε
t, x

ε
)
ã

(∇xΦ)ε := ∇xΦ
(

t, x +
V

ε
t,
x

ε

)

.

í ÅjÊ�Á)Ä}Ò�ÉJÊ¨Æ£ÅMÄ�ÚLó�ÑWÉxÒzÊ¨Ö�ÌvÁOÂ}ÚFÊaÉxÆ£Å

−ε2

∫

RN

ρε

(

ε2u1
ε + i

√

λn(θ0)u
0
ε

)

e−2iπ
θ0·x

ε Φ
ε
(t = 0) dx

−ε4

∫ T

0

∫

RN

ρε
∂vε
∂t

(∂Φ
ε

∂t
+

V

ε
· (∇xΦ)ε

)

dt dx

−2iε2
√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

ρεvε

(∂Φ
ε

∂t
+

V

ε
· (∇xΦ)ε

)

dt dx

−iε4
√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

∂ρ1,ε

∂t
vεΦ

ε
dt dx

+

∫ T

0

∫

RN

Aε(ε∇ + 2iπθ0)vε · (ε∇− 2iπθ0)Φ
ε
dt dx

−λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

ρεvεΦ
ε
dt dx = 0 .

�[ÉxÖÙÖ�Æ«ÅÇÄ�Ê�Â�Ê�ÀMÁ�ÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«Á�×£Æ«Ã�Æ£Ê�óGÆ«Á)×£ÓMÖ�Ê¨ÀÇÁOÍJÉxÒÙÆÕÉJÊ�Æ«Â}ÅMÉx×UË@ÂxÒ�Ã�ÐM×«ÉJÊ¨Æ£Â}Å&ÂxË

−(
ÓMÆ£Í

y + 2iπθ0)
(

A0(y)(∇y + 2iπθ0)v
∗
)

= λn(θ0)ρ0(y)v
∗ Æ«Å

T
N .

ÿlóúÊ¨ÀMÁÝÖ�Æ«Ã�ÑM×£Æ«Ô)ÆåÊsó ÂJË
λn(θ0)

ã Ê¨ÀMÆ£Ö�Æ£ÃôÑM×£Æ«Á�Ö&Ê¨ÀWÉJÊ�Ê¨ÀMÁ�Ò�ÁÝÁ��FÆ«ÖzÊ¨Ö+É Ô)Â}Ã�ÑM×£Á��jø ÍJÉx×£ÐMÁ)ÓñË@ÐMÅMÔ�Ê�Æ«Â}Å
v(t, x) ∈ L2

(

(0, T ) × RN
) Ö�ÐMÔaÀ�Ê¨ÀMÉJÊ

v∗(t, x, y) = v(t, x)ψn(y, θ0).

4���� ��� ������� 
j
výÝÁOÃ�ÐM×åÊ¨Æ«ÑÇ×£ó Ü 2F³êëLì ÚLó&Ê¨ÀMÁOÔ�Â}ÃôÑÇ×«Á��&Ô)Â}Å"ÛÙÐMÄLÉJÊ�Á�ÂJË
Ü 2F³êàLì

Ψε(t, x) =

(

ψn

(x

ε
, θ0

)

φε(t, x) +
ε

2iπ

N
∑

k=1

∂ψn
∂θk

(x

ε
, θ0

)∂φε

∂xk
(t, x)

)

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ

φε(t, x) := φ
(

t, x +
V

ε
t
)
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ÉxÅMÓ
φ(t, x)

Æ«ÖvÉ�ÖÙÃôÂGÂxÊ¨À ã Ô�Â}ÃôÑMÉxÔ�Ê�×£ó�Ö�ÐÇÑMÑ;ÂxÒÙÊ¨Á�Ó ã Ê�Á)ÖÙÊlË@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ«ÂxÅÎÓMÁ 7WÅMÁ)Ó�Ë@ÒÙÂ}Ã
[0, T )×RN

Æ«ÅLÊ¨Â
C
³ ��Á)ÃôÉxÒÙï�Ê¨ÀWÉpÊ

φε
Æ«Ö=ÅMÂxÊ�Â}ÖÙÔ)Æ«×£×ÕÉJÊ�Æ«ÅMÄ�ÚÇÐÇÊvÆ£Ö]ÛÙÐMÖÙÊ�Ê¨Ò�ÉxÅMÖ�ÑUÂ}ÒzÊ¨Á)ÓôÚLóÎÉO×ÕÉJÒ�Ä}Á�ÓMÒÙÆ£Ë¾Ê ³?í ÅôÊ�ÀMÁ�ÖÙÁ)ÏjÐMÁ�×

ÌvÁ�Ì�Æ«×£×]ÐMÖÙÁ�Ê�ÀMÁ�Ë@Â}×«×£Â�Ì�Æ«ÅMÄ�ÅÇÂxÊaÉJÊ�Æ«Â}ÅÇÖ

(∂φ

∂t

)ε

(t, x) :=
∂φ

∂t

(

t, x+
V

ε
t
)

,
( ∂2φ

∂t∂xk

)ε

(t, x) :=
∂2φ

∂t∂xk

(

t, x+
V

ε
t
)Ü 2F³å²�æLì

A0,ε(x) := A0

(x

ε

)

, A1,ε(x) := A1

(

t,
t

ε
, x,

x

ε

)

,

ρ0,ε(x) := ρ0

(x

ε

)

, ρ1,ε(x) := ρ1

(

t,
t

ε
, x,

x

ε

)

,

ψεn(x) := ψn

(x

ε
, θ0

)

,
∂ψεn
∂θk

=:
∂ψn
∂θk

(x

ε
, θ0

)

,
∂ψεn
∂xk

=:
∂ψn
∂xk

(x

ε
, θ0

)

.

��Á�ÃÎÉxÒÙï�Ê�ÀWÉJÊOÌlÁ�ÀMÉ�ÍxÁ
∇φε = (∇φ)ε

³ < ÅSÆ«ÅLÊ¨Á�Ä}Ò¨ÉpÊ¨Æ«ÂxÅ+ÚLó�ÑWÉxÒÙÊ�Ö Ü Ì�ÆåÊ¨À�Ò�Á�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê�Ê¨Â�Ê�ÀMÁ�Ê¨Æ£ÃôÁ
ÍxÉJÒ�ÆÕÉJÚM×«Á ì óGÆ«Á�×«ÓMÖ

Ü 2F³å²}²"ì

∫ T

0

∫

RN

(

ε2 ∂

∂t

(

ρε
∂vε
∂t

)

+ i
√

λn(θ0)

(

ρε
∂vε
∂t

+
∂(ρεvε)

∂t

))

Ψεdt dx =

−

∫

RN

ρε(ε
2u1

ε + i
√

λn(θ0)u
0
ε)e

−2iπ
θ0·x

ε Ψε(t = 0)dx

−

∫ T

0

∫

RN

ρε

(

ε2∂vε
∂t

+ 2i
√

λn(θ0)vε

)[

ψ
ε

n

(∂φ

∂t

)ε

+
ε

2iπ

∂ψ
ε

n

∂θk

( ∂2φ

∂t∂xk

)ε]

dt dx

−ε

∫ T

0

∫

RN

ρε
∂vε
∂t

V · ∇φ
ε
ψ
ε

n dx dt

−
2

ε
i
√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

ρεvεψ
ε

nV · ∇φ
ε
dx dt

+
ε2

2iπ

∫ T

0

∫

RN

ρε
∂vε
∂t

∂ψ
ε

n

∂θk
V · ∇

∂φ
ε

∂xk
dx dt

+
1

π

√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

ρεvε
∂ψ

ε

n

∂θk
V · ∇

∂φ
ε

∂xk
dx dt

−ε2i
√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

∂ρ1,ε

∂t
vεΨε dx dt .



� �

< Ö�ËüÉxÒ�ÉxÖ�Ê¨ÀÇÁ�Á)×«×£Æ«ÑÇÊ�Æ«Ô�ÑWÉxÒzÊ�ÂxË�Á)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ Ü 2F³êëLì Æ£Ö�Ô)ÂxÅMÔ)Á�Ò�ÅMÁ�Ó ã ÖÙÂ}Ã�Á�Éx×«ÄxÁ)ÚMÒ�ÉxÆ«Ô�Ô)Â}Ã�ÑMÐÇÊ¨ÉJÊ¨Æ£Â}ÅMÖ
Ö�Æ«Ã�Æ«×«ÉxÒ=Ê¨Â�Ê¨ÀMÂxÖ�ÁOÆ«Å Þ � â ×«Á)ÉxÓ�Ê¨Â

Ü 2F³å²"é}ì

∫

RN

[

Aε

(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)

vε ·
(

∇− 2iπ
θ0
ε

)

Ψε −
λn(θ0)

ε2
ρεvεΨε

]

dx =

∫

RN

A0,ε

(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)

(φ
ε
vε) ·

(

∇− 2iπ
θ0
ε

)

ψ
ε

n dx

−
ε

2iπ

∫

RN

A0,ε

(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)(∂φ
ε

∂xk
vε

)

·
(

∇− 2iπ
θ0
ε

)∂ψ
ε

n

∂θk
dx

−

∫

RN

A0,εek
∂φ

ε

∂xk
vε ·
(

∇− 2iπ
θ0
ε

)

ψ
ε

n dx

+

∫

RN

A0,ε

(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)(∂φ
ε

∂xk
vε

)

· ekψ
ε

n dx

−

∫

RN

A0,εvε∇
∂φ

ε

∂xk
· ekψ

ε

n dx

+
1

2iπ

∫

RN

A0,εvε∇
∂φ

ε

∂xk
· (ε∇− 2iπθ0)

∂ψ
ε

n

∂θk
dx

−
1

2iπ

∫

RN

A0,ε
∂ψ

ε

n

∂θk
(ε∇ + 2iπθ0)vε · ∇

∂φ
ε

∂xk
dx

−
λn(θ0)

ε2

∫

RN

ρ0,εv
ε
0ψ

ε

nφ
ε
dx

+
1

2iπ

λn(θ0)

ε

∫

RN

ρ0,εvε
∂φ

ε

∂xk

∂ψ
ε

n

∂θk
dx

+

∫

RN

[

ε2A1,ε

(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)

vε ·
(

∇− 2iπ
θ0
ε

)

Ψε − λn(θ0)ρ1,εvεΨε

]

dx .

� Â�Ì ã Ë@ÂxÒ�ÉJÅjó�ÖÙÃôÂGÂxÊ�ÀSÔ�Â}Ã�ÑWÉxÔ�Ê�×£ó0Ö�ÐMÑMÑUÂ}ÒzÊ¨Á)ÓSÊ¨Á�ÖÙÊ�Ë@ÐMÅMÔ�Ê�Æ«Â}Å
Φ
Ë@ÒÙÂ}Ã

RN
Æ«ÅLÊ¨Â

C
ã ÌlÁôÓÇÁ)ÓMÐMÔ�Á

Ë@Ò�Â}Ã Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å Ü ²x³:1jì Ë@ÂxÒ
ψn

Ê¨ÀMÉJÊ

Ü 2F³å² 9Lì ∫

RN

A0,ε

(

∇− 2iπ
θ0
ε

)

ψ
ε

n ·
(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)

Φ dx−
1

ε2
λn(θ0)

∫

RN

ρ0,εψ
ε

n · Φ dx = 0 ,

Ì�ÀMÆ«×£Á%Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å Ü éF³ 2xì Ë@Â}Ò ∂ψn

∂θk

Æ£ÃôÑM×£Æ«Á�Ö
Ü 2F³å²�1jì

−
ε

2iπ

∫

RN

A0,ε

(

∇− 2iπ
θ0
ε

)∂ψ
ε

n

∂θk
·
(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)

Φ dx+
1

2iπε
λn(θ0)

∫

RN

ρ0,ε
∂ψ

ε

n

∂θk
Φ dx

−

∫

RN

A0,ε

(

∇− 2iπ
θ0
ε

)

ψ
ε

n · ekΦ dx+

∫

RN

A0,εekψ
ε

n ·
(

∇ + 2iπ
θ0
ε

)

Φ dx

+
1

2iπε

∂λn
∂θk

(θ0)

∫

RN

ρ0,εψ
ε

nΦ dx = 0 .
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� ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅMÖ Ü 2F³å² 9Lì ÉxÅMÓ Ü 2F³å²�1jì óGÆ«Á)×£ÓôÖÙÂ}Ã�Á Ü ÃôÂ}ÖzÊlÌlÁ)×£Ô)Â}Ã�Á�� ì Ô±ÉJÅMÔ)Á�×«×ÕÉpÊ¨Æ«ÂxÅMÖØÆ«Å Ü 2F³å²"é}ìc³ ¿�ÀMÁ�Ö�ÐMÃ
ÂxË?Ê�ÀMÁ 7WÒ�ÖzÊ%ÉJÅMÓ�Á)Æ«ÄxÀjÊ�À�×£Æ«ÅMÁ�Ö�ÂxËEÊ¨ÀMÁ�Ò�Æ£Ä}ÀLÊ�ÀWÉxÅMÓ�Ö�Æ£ÓMÁOÂxË Ü 2G³£²"éxì Ô±ÉxÅMÔ�Á)×£Ö�Â}ÐFÊ�Ú;Á�Ô±ÉxÐMÖÙÁ�ÂJË Ü 2F³å² 9Lì
Ì�Æ£Ê¨À

Φ = φ
ε
vε
³ ¿�ÀMÁÎÖÙÁ)Ô)ÂxÅMÓ ã Ê�ÀMÆ«ÒÙÓ ã Ë@ÂxÐMÒÙÊ�À�ÉxÅMÓÝÑ;Á�ÅjÐM×£Ê�Æ«ÃôÉJÊ¨Á�×£Æ«ÅMÁ�Ö�ÂJË�Ê¨ÀMÁ�Ò�Æ£Ä}ÀLÊ�ÀMÉxÅMÓXÖÙÆ«ÓMÁ

ÂxË Ü 2F³å²"é}ìaã ÉJË¾Ê¨Á�Ò�Æ£ÅjÊ�Á)Ä}Ò�ÉJÊ¨Æ£Â}Å�Æ«Å�Ê¨Æ«Ã�Á�ÉxÅMÓ0ÉxÓMÓMÆåÊ¨Æ«ÂxÅ�Ê�ÂôÊ¨ÀÇÁ�Ë@Â}ÐMÒzÊ¨À�×«Æ«ÅÇÁ�ÂxË8Ê¨ÀÇÁ�Ò�Æ£Ä}ÀLÊ�ÀWÉxÅMÓ+ÖÙÆ«ÓMÁ
ÂxË Ü 2F³å²}²"ìaã Ô)ÉxÅMÔ�Á)×�Â}ÐÇÊ�Ú;Á�Ô±ÉxÐÇÖ�Á&ÂxË Ü 2F³å²�1jì Ì�Æ£Ê�À

Φ = ∂φ
ε

∂xk
vε
³�÷ ÅÝÊ�ÀMÁÎÂxÊ�ÀMÁ)Ò�ÀWÉxÅÇÓ ã ÌlÁÎÓÇÂ0ÅMÂxÊ

ÔaÀWÉxÅMÄ}Á�Ê¨ÀMÁ�Ò�Á)ÃôÉxÆ£ÅMÆ«ÅMÄOË@Â}ÐMÒ�Ê¨Á�Ò�Ã�ÖvÂxË Ü 2G³£²"éxì Ö�Æ£ÅMÔ)Á�Ê¨ÀMÁ�ó&ÉJÒ�Á%ÚUÂ}ÐMÅMÓÇÁ)Ó ³ 
[Æ£ÅWÉx×£×£ó ã ÉpË¾Ê¨Á)ÒvÉx×«×WÊ�ÀMÁ)ÖÙÁ
Ö�Æ«Ã�ÑM×£Æ 7WÔ)ÉJÊ¨Æ£Â}ÅMÖ ã Ü 2F³ ë}ì Ã�ÐM×£Ê�Æ«ÑM×£Æ«Á�ÓÎÚLó

Ψε

óGÆ«Á)×£ÓMÖ

Ü 2F³å²�2}ì

−

∫

RN

ρε(ε
2u1

ε + i
√

λn(θ0)u
0
ε)e

−2iπ
θ0·x

ε Ψε(t = 0)dx

−

∫ T

0

∫

RN

ρε

(

ε2∂vε
∂t

+ 2i
√

λn(θ0)vε

)[

ψ
ε

n

(∂φ

∂t

)ε

+
ε

2iπ

∂ψ
ε

n

∂θk

( ∂2φ

∂t∂xk

)ε]

dt dx

−ε

∫ T

0

∫

RN

ρε
∂vε
∂t

V · ∇φ
ε
ψ
ε

n dx dt

+
ε2

2iπ

∫ T

0

∫

RN

ρε
∂vε
∂t

∂ψ
ε

n

∂θk
V · ∇

∂φ
ε

∂xk
dx dt

+
1

π

√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

ρεvε
∂ψ

ε

n

∂θk
V · ∇

∂φ
ε

∂xk
dx dt

−

∫ T

0

∫

RN

A0,εvε∇
∂φ

ε

∂xk
· ekψ

ε

n dx dt

+
1

2iπ

∫ T

0

∫

RN

A0,εvε∇
∂φ

ε

∂xk
· (ε∇− 2iπθ0)

∂ψ
ε

n

∂θk
dx dt

−
1

2iπ

∫ T

0

∫

RN

A0,ε
∂ψ

ε

n

∂θk
(ε∇ + 2iπθ0)vε · ∇

∂φ
ε

∂xk
dx dt

+

∫ T

0

∫

RN

[

A1,ε(ε∇ + 2iπθ0)vε · (ε∇− 2iπθ0)Ψε − λn(θ0)ρ1,εvεΨε

]

dx dt

−ε2i
√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

∂ρ1,ε

∂t
vεΨε dx dt = 0 .

�:Á�Ê=ÐMÖØÁ��FÑM×«ÉxÆ«Å�ÀMÂ�Ì Ê¨ÂOÑWÉxÖÙÖØÊ¨Â�Ê¨ÀMÁ�×£Æ«Ã�Æ£Ê?Æ«Å Ü 2F³£² 2}ìc³ ÿló�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ�Æ«Â}ÅMÖ Ü ²}³:9Lì Â}Å�Ê¨ÀMÁ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×jÓWÉpÊaÉ ã
Ê¨ÀMÁ 7WÒÙÖÙÊ�×«Æ£ÅMÁ�ÂxË Ü 2F³å²�2}ì Ö�ÉJÊ¨Æ£Ö 7WÁ�Ö

∫

RN

ρε(ε
2u1

ε+i
√

λn(θ0)u
0
ε)e

−2iπ
θ0·x

ε Ψε(t = 0)dx→

∫

RN

∫

TN

(i
√

λn(θ0)v0+v1)ρ0|ψn|
2φ(t = 0) dx dy .

í Å�Ê�ÀMÁOÖ�Á�Ô)Â}ÅMÓ�×«Æ£ÅMÁ%ÂxË Ü 2F³å²�2}ì Ê¨ÀÇÁ�ÂxÅM×£óÎÅMÂ}ÅFø È)Á)ÒÙÂô×£Æ«Ã�Æ£ÊlÆ«Ö�Ä}ÆåÍ}Á�Å�ÚLó

∫ T

0

∫

RN

2i
√

λn(θ0)ρεvεψ
ε

n

(∂φ

∂t

)ε

dt dx→

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

2i
√

λn(θ0)ρ0|ψn|
2v
∂φ

∂t
dt dx dy ,



� �

Ì�ÀMÆ«×£Á�Éx×«×]ÂxÊ¨ÀMÁ�Ò�Ê¨Á�Ò�Ã�Ö�ÂxÚjÍGÆ£Â}ÐMÖ�×åó&Ä}Â�Ê�Â�È�Á)ÒÙÂ ³ �:Á�Ê�ÐMÖ�Ö�Æ«Ã�ÑM×åóÎÆ£ÅMÓMÆ«Ô)ÉJÊ¨Á�Ê¨ÀWÉJÊ

Ü 2F³å² � ì ∫ T

0

∫

RN

ε2ρε
∂vε
∂t

ψ
ε

n

(∂φ

∂t

)ε

dt dx→ 0

Ú;Á�Ô±ÉxÐMÖÙÁ
ε2 ∂vε

∂t

ã ÚUÁ)Æ«ÅÇÄôÚUÂ}ÐMÅMÓÇÁ)Ó+ÚLó�ÍGÆ«ÒÙÊ�ÐMÁ�ÂxË �BÁ)Ã�ÃÎÉ 1M³å²}ã ÉxÓMÃ�Æ£Ê�Ö�É�ÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«Á�×«Æ£ÃôÆåÊ�Ì�ÀMÆ£ÔaÀ0Æ«Ö
ÅMÁ)Ô�Á)Ö�Ö�ÉxÒ�Æ£×£ó�È�Á)ÒÙÂ�ÖÙÆ«ÅMÔ�Á

vε
Æ£Ö�Ú;Â}ÐÇÅMÓMÁ)Ó�Æ«Å

L∞((0, T );L2(RN ))
³

�BÁ�Ê�ÐMÖ�Ë@ÂFÔ�ÐMÖ�Â}Å�Ê¨ÀMÁ�Ê�ÀMÆ«ÒÙÓ�×£Æ«ÅMÁµÂxË Ü 2G³£²�2xìc³ < Ö�Á�Ô)Â}ÅMÓ Ü Æ£Å�Ê¨Æ«Ã�Á ì Æ«ÅLÊ¨Á�Ä}Ò¨ÉJÊ�Æ«Â}Å�ÚLó�ÑMÉxÒÙÊ�Ö�óGÆ£Á)×«ÓÇÖ

Ü 2F³å²"è}ì

−ε

∫ T

0

∫

RN

ρε
∂vε
∂t

V · ∇φ
ε
ψ
ε

n dx dt =

∫ T

0

∫

RN

ρεvε(V · ∇)(V · ∇)φ
ε
ψ
ε

n dx dt

+ε

∫ T

0

∫

RN

ρεvεV · ∇
(∂φ

∂t

)ε

ψ
ε

n dx dt

+ε3

∫ T

0

∫

RN

∂ρ1,ε

∂t
vεV · ∇φ

ε
ψ
ε

n dx dt

+ε

∫

RN

ρεvε(t = 0)V · ∇φ(t = 0)ψ
ε

n dx .

÷ Å�ÑWÉxÖÙÖ�Æ£ÅMÄ�Ê�Â�Ê¨ÀMÁOÊsÌvÂpøsÖ�Ô)Éx×«ÁO×£Æ«Ã�Æ£ÊvÊ�ÀMÁO×ÕÉxÖzÊ�Ê¨ÀMÒÙÁ)ÁOÊ¨Á�Ò�Ã�Ö�Æ£Å�Ê¨ÀMÁ�Ò�Æ£Ä}ÀLÊ�ÀWÉxÅMÓ�Ö�Æ«ÓÇÁ�ÂJË Ü 2F³å²"è}ì Ä}Â
Ê¨Â�È)Á�Ò�Â�Ì�ÀMÆ«×£ÁµÊ¨ÀMÁ 7WÒÙÖÙÊ�Â}ÅMÁOÄ}ÆåÍ}Á�Ö

−

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

ρ0|ψn|
2(V ⊗ V)∇v · ∇φ dx dy dt .

� Á��GÊ ã Ê¨ÀMÁ=Ë@Â}ÐMÒzÊ¨À�×£Æ«ÅMÁ=Æ£Å Ü 2G³£²�2xì Ê�Á)ÅMÓÇÖ[Ê¨Â�È)Á)ÒÙÂµË@Â}Ò:Ê¨ÀMÁlÖ¨ÉxÃ�Á�Ò�Á±ÉJÖ�Â}Å�Ê�ÀWÉxÅ Ü 2F³å² � ìa³ ¿EÂµÑWÉxÖÙÖ?Ê�ÂµÊ¨ÀMÁ
×«Æ«Ã�Æ£Ê�Æ«Å�Ê¨ÀMÁ�Ñ;Á�ÅGÐÇ×£Ê¨Æ£ÃÎÉpÊ¨ÁO×«Æ£ÅMÁ�ÂJË Ü 2F³å²�2}ì ÌvÁ�ÐMÖ�Á �BÁ�ÃôÃôÉ éG³ 2 Ì�ÀMÆ«ÔaÀ+ÖÙÀMÂ�Ì�ÖµÊ¨ÀMÉJÊ

A1(t,
t
ε
, x, x

ε
)ÉxÅMÓ

ρ1(t,
t
ε
, x, x

ε
)
ÊsÌlÂJø Ö�Ô±ÉJ×«Á�Ô)Â}ÅLÍxÁ)Ò�ÄxÁXÖÙÊ�Ò�Â}ÅÇÄ}×£ó�Ê¨Â

Ã1

ÉxÅMÓ
ρ̃1

ÒÙÁ)ÖÙÑ;Á�Ô�Ê¨ÆåÍ}Á�×£ó ³ ÿlóùÍGÆ£ÒÙÊ¨ÐÇÁ/ÂxË
�=ÒÙÂ}ÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Æ«ÂxÅ éF³;1 ÌlÁ�Ô±ÉxÅ�ÑWÉJÖ�ÖvÊ�Â�Ê¨ÀMÁµÊsÌlÂJø Ö�Ô±ÉJ×«Á%×£Æ«Ã�Æ£Ê=Æ«ÅôÊ¨ÀMÁ%ÑUÁ)ÅjÐM×åÊ¨Æ£ÃÎÉJÊ�Áµ×£Æ«ÅMÁ�ÂxË Ü 2F³å²�2}ì ÐMÅMÓMÁ�Ò
Ê¨ÀMÁ�Ã�Á)ÒÙÁ�ÌvÁ)Éxï0ÊsÌlÂJøsÖÙÔ±Éx×£Á�Ô)Â}ÅLÍxÁ)Ò�ÄxÁ)ÅMÔ�ÁôÂxË

vε
³ ¿�ÀMÁ�×ÕÉxÖzÊ%×£Æ«ÅMÁ�ÂJË Ü 2G³£²�2xì Ä}ÂGÁ)ÖµÊ�Â�È�Á)ÒÙÂ�ÚUÁ)Ô)ÉxÐMÖÙÁ

∂ρ1,ε

∂t

Æ«Ö�ÐMÅMÆåË@Â}Ò�Ã�×£óÎÚ;ÂxÐMÅMÓMÁ�Ó+ÚLó
Cε−1 ³ 
[Æ«ÅMÉx×«×åó ã ÌlÁ�Ô)ÉxÅ+ÐMÖÙÁ�Ê¨ÀÇÁ�ÌlÁ±Éxï�ÊsÌlÂJøsÖÙÔ±Éx×£Á�Ô�Â}ÅLÍ}Á)ÒÙÄ}Á)ÅÇÔ)Á
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Ì�Æ£Ê¨À�ÓMÒÙÆ£Ë¾Ê
V
Æ«Å�Éx×£×]ÂxÊ�ÀMÁ)Ò�Ê�Á)Ò�Ã�Ö�ÂxË Ü 2F³å²�2}ì Ê�Â�Ä}Á�Ê

Ü 2F³å²�ëLì

−

∫

RN

∫

TN

(i
√

λn(θ0)v0 + v1)ρ0|ψn|
2 φ(t = 0) dx dy

−

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

2i
√

λn(θ0)ρ0|ψn|
2v
∂φ

∂t
dt dx dy

−

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

ρ0|ψn|
2(V ⊗ V)∇v · ∇φ dx dy dt

+
1

π

√

λn(θ0)

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

ρ0 ψnv
∂ψn
∂θk

V · ∇
∂φ

∂xk
dx dy dt

−

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

A0ψnv∇
∂φ

∂xk
· ekψn dt dx dy

+
1

2iπ

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

A0ψnv∇
∂φ

∂xk
· (∇y − 2iπθ0)

∂ψn
∂θk

dt dx dy

−
1

2iπ

∫ T

0

∫

RN

∫

TN

A0
∂ψn
∂θk

(∇y + 2iπθ0)ψnv · ∇
∂φ

∂xk
dt dx dy

+

∫ T

0

∫

RN

γ∗vφ dt dx dy = 0.

��Á�Ô±Éx×£×«Æ«ÅÇÄµË@Â}Ò�Ã�ÐM×ÕÉ Ü éG³�è}ì Ü Ì�ÀMÆ«ÔaÀôÆ«Ö]ÛÙÐMÖÙÊ�Ê¨ÀÇÁ�Ô�Â}ÃôÑMÉJÊ¨Æ£ÚMÆ«×£Æ£Êsó�Ô)Â}ÅÇÓMÆ£Ê�Æ«Â}Å�Â}Ò 
WÒ�Á�ÓMÀMÂ}×£Ã Éx×£Ê�Á)ÒÙÅWÉJÊ¨ÆåÍ}Á
Ë@Â}Ò�Á�ÏjÐWÉJÊ¨Æ£Â}Å Ü éF³ � ì�ã ÖÙÁ)Á Þ 1Jâäã�Þ � â Ë@Â}Ò�ÓMÁ�Ê¨ÉxÆ«×£Ö ì ÌvÁ&ÂxÚÇÊaÉxÆ£ÅÝÊ�ÀWÉJÊ�Ê�ÀMÁÎË@Â}ÐÇÒÙÊ¨ÀÝÊ¨Â+ÖÙÁ�Í}Á�ÅLÊ¨À ×«Æ«ÅÇÁ)Ö�ÂxË
Ü 2F³å²�ëLì ÉJÒ�ÁOÁ)ÏjÐWÉx×5Ê�Â

∫ T

0

∫

RN

∇θ∇θλn(θ0)∇v · ∇φ dt dx.

�FÆ«ÅMÔ�Á ∫
TN ρ0|ψn|

2dy = 1
ÉJÅMÓ

A∗ =
1

4π2
∇θ∇θωn(θ0) =

1
√

λn(θ0)

(

1

8π2
∇θ∇θλn(θ0) − V ⊗ V

)

,

Ü 2F³å²�ëLì Æ£Ö�Ê¨ÀMÁ�Ò�Á�Ë@Â}Ò�ÁOÁ)ÏjÐMÆåÍJÉx×«Á�ÅjÊ�Ê�Â

−i
√

λn(θ0)

∫

RN

(

v0 +
1

i
√

λn(θ0)
v1

)

φ(t = 0) dx

+

∫ T

0

∫

RN

(

− 2i
√

λn(θ0) v
∂φ

∂t
+ (A∗ − V ⊗ V)∇v · ∇φ+ γ∗vφ

)

dt dx = 0

Ì�ÀMÆ«ÔaÀ�Æ«Ö�É�Í}Á�ÒÙó�ÌvÁ)Éxï&Ë@Â}ÒÙÃ ÂxËEÊ¨ÀMÁ�ÀMÂ}Ã�Â}Ä}Á�ÅMÆ«È�Á)Ó�Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å Ü 2G³�é}ìa³ ÿló �BÁ)Ã�ÃÎÉ 2F³:9 Ú;Á�×«Â�Ì ã Ê¨ÀMÁ
ÀMÂ}Ã�Â}Ä}Á)ÅÇÆ«È)Á�Ó+ÑMÒÙÂ}ÚM×«Á�Ã Ü 2F³ é}ì ÉxÓÇÃôÆåÊ¨Ö%ÉôÐMÅMÆ«ÏjÐMÁ�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅ0Æ«Å

C((0, T );L2(RN))
³ ¿�ÀMÁ�ÐÇÅMÆ«ÏjÐMÁcø

ÅMÁ)ÖÙÖ%ÂxËØÊ¨ÀÇÁ�Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å�Æ«Ã�ÑM×«Æ£Á)Ö�Ê¨ÀWÉpÊµÊ¨ÀÇÁ�Á)ÅLÊ�Æ«Ò�Á�Ö�Á)ÏjÐMÁ�ÅMÔ)Á
vε
ÊsÌlÂJø Ö�Ô±ÉJ×«Á�Ô�Â}ÅLÍ}Á�Ò�Ä}Á�Ö%Ì�Æ£Ê¨À0ÓMÒ�ÆåË¾Ê�Ê�Â

ψn (y, θ0) v(t, x)
³

�



�7�
1m��� ���
��
���
 h�$Y')/ ����< ��'������ C+��'#�

v0
" �(�3�!<�e!�Y'6�

Hs(RN) K 	���')/ s ∈ N
��<�CO')/ �*,+�(,M���d���!<\] �(< �

' �#�!<L')/M��'
H0(RN) = L2(RN)

T�X2'�/ �b/\�! 4��e �(< �f@ ��CA5�����"9� �( Ü 2F³ é}ì�X2� ���65 � Ü 2G³ 2}ì8X /M�!�O�a,-< ��E9, �
���!�G,-'��#�!<

v+ Xm� ���65 � v− X���<J'�/ �Y�65M��� � C((0, T );Hs(RN))
�

�n�8���?$ � ¿�ÀMÁØÊ¨Á�ÅMÖ�ÂxÒ
A∗ Æ£ÖBÑ;ÂxÖ�Ö�Æ£ÚM×£ó�ÅMÂ}ÅGøsÔ)ÂGÁ)ÒÙÔ)ÆåÍ}Á �

ÖÙÂ ã ÆåË
v0 ∈ L2(RN)

ã ÂxÅMÁØÔ±ÉxÅ�ÅMÂxÊ:ÐÇÖ�ÁØÊ¨ÀMÁ=ÖzÊaÉxÅFø
ÓWÉxÒ�Ó�Á�×«×£Æ«ÑÇÊ�Æ«Ô:Ê¨ÀMÁ�Â}ÒÙó�Ê¨Â�Ö�ÀMÂ�ÌÝÊ¨ÀMÁØÁ �ÇÆ£ÖÙÊ�Á)ÅMÔ�ÁlÉJÅMÓOÐMÅMÆ«ÏjÐMÁ�ÅMÁ)ÖÙÖ:ÂxËFÉ�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅ%Æ«Å

L2((0, T );H1(RN ))
³

/ Â�ÌvÁ�Í}Á�Ò ã Ã�ÐM×åÊ¨Æ«ÑÇ×£óGÆ«ÅMÄ�Á�ÏjÐWÉJÊ¨Æ£Â}Å Ü 2F³�éxì ÚLó
v+ ÉxÅMÓXÊ¨ÉxïjÆ«ÅMÄ�Ê¨ÀMÁ&Æ£ÃÎÉJÄ}Æ«ÅWÉJÒÙó+ÑMÉxÒÙÊ�óFÆ£Á)×£ÓMÖ�É�Ë@Â}Òzø

ÃÎÉx×vÔ)Â}ÅMÖÙÁ)ÒzÍxÉpÊ¨Æ«ÂxÅ�ÂxË�Ê¨ÀÇÁ
L2(RN)

øsÅÇÂ}Ò�Ã ³ ¿�ÀMÁ)ÒÙÁ�Ë@Â}ÒÙÁ ã Â}ÅÇÁ�Ô)ÉxÅ ÐMÖ�Á�Ö�Á)Ã�Æåø Ä}Ò�ÂxÐMÑ�Ê¨ÀMÁ�Â}ÒÙó Ü Ö�Á�Á
Á ³ Ä ³ Þe²}²)â Â}ÒÎÔaÀWÉJÑÇÊ¨Á�Ò�� Æ«Å Þ é}è�â¾ì Ê¨Â�ÑMÒÙÂ�Í}Á/Á��FÆ£ÖÙÊ¨Á�ÅMÔ)Á�ÉJÅMÓùÐMÅMÆ£ÏjÐMÁ)ÅMÁ�Ö�Ö�ÂxË�É�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅ

v+ Æ«Å
C((0, T );L2(RN))

³ôí ÅÝÄ}Á)ÅMÁ�Ò¨Éx× ã Æ ³ Á ³ Æ£Ë
A∗ Æ£Ö�ÅMÂxÊ�ÑUÂ}Ö�ÆåÊ¨Æ£ÍxÁ�ÓMÁ�7WÅÇÆ£Ê¨Á ã ÌvÁôÔ±ÉxÅSÅMÂxÊ�Á��FÑUÁ)Ô�Ê�ÉxÅLó

ÄLÉxÆ«Å�Æ£Å�Ò�Á)ÄxÐM×ÕÉxÒÙÆ£Êsó ³ / Â�ÌlÁ�Í}Á�Ò ã Ã�ÐM×åÊ¨Æ«ÑÇ×£óGÆ«ÅMÄ Ü 2F³ é}ì ÚLó
(∆)2mv+ ã Æ«ÅLÊ�Á)Ä}Ò�ÉJÊ¨Æ£ÅMÄ�ÚLó�ÑWÉxÒzÊ¨Ö�ÉxÅMÓ�ÊaÉJïLø

Æ«ÅMÄ�Ê¨ÀMÁ�Æ£ÃÎÉxÄxÆ«ÅWÉxÒzó�ÑWÉxÒzÊvÌlÁOÉx×«ÖÙÂ�Ä}Á�Ê�É�Ë@Â}ÒÙÃÎÉx×3Ô�Â}ÅMÖ�Á�ÒÙÍJÉJÊ�Æ«Â}Å�ÂxËBÊ�ÀMÁ�ÅMÂ}ÒÙÃ
‖(∆)mv+(t)‖L2(RN )

³
< Ö�Æ£ÃôÆ£×ÕÉxÒ�ÉxÒÙÄ}ÐMÃ�Á)ÅLÊ�ÌlÂ}Ò�ïjÖ�Ë@Â}Ò�ÂGÓMÓ ÑUÂ�ÌvÁ�Ò�Ö�ÂxË

∆
³ ¿�ÀÇÁ)Ò�Á�Ë@Â}Ò�Á ã

v0 ∈ Hs(RN)
Æ«Ã�ÑM×«Æ£Á)ÖOÊ¨ÀWÉJÊ

v+ ∈ C((0, T );Hs(RN))
³�÷ Ë[Ô)Â}ÐMÒÙÖ�Á ã Ê¨ÀMÁOÖ¨ÉJÃôÁOÀMÂ}×£ÓMÖ�Ê¨ÒÙÐMÁ�Ë@Â}Ò Ü 2G³ 2}ìa³

�

���������
	 ��
�� 
 02FO')/ �_ �('�/\�9Co�?$*' 	n� �#������� �=���!<\] �(�Ie �(<N� � ��' �3� 5\����� ��"9� �Y'?� �� i5��8�!] � : / ���!� �( 
� � � "9F45��8�!] ��<�eH'�/M��'

rε
X_C �)^.< ��C ��< Ü 2F³ � ì�X e�� ����'6�g@ �(���o�('����!<�e��GF ��Z_� 	 �(] �(�8X1� ��<N� � ��'�	n�!,��fC

� ��E9, ��� � ���! � ' ����/�< �#����� � �1�!�W'��Y��<�C*� ��<N� � �(,\��/��b� ���(,��G' �3�%5��8�!] ��C ��<De�� ����' �(�ne �(< �(�7��� ��'IF ��<J�!,��
���! i5M��< �#�!<g5M�(5 �(��Þ 2"â�X 	 �;C��g<N�!'me ��] �=��$W,�����5��8���?$;��<�Cg �(� �(�GF4� � �('?��/H')/ �b D� ��< ��C ���!��� : / �
� �(FO5\� ��<\' �3�4'?�B,c� ��')/ �4<N�!'��#�!< �?$;�('I�8�!<�eJ' 	n� �#������� �a���!<\] �(�Ie �(<N� � K � � � : / ���!� �( � ��� ��< Þe²)â[T
	 / �#��/D�9��F��i')/M��'m�A� ��E9,��(<N� �

vε ∈ L2(RN)
X`'�	n� �#������� �*���!<\] �(�#e ��<�eA'6�D�=� �� ��'

v∗(x, y)
��<�CA�(,\��/

')/M��'
lim
ε→0

‖vε‖L2(RN ) = ‖v∗‖L2(RN×TN ),

�9��' �3�)^ ��� K 	���'�/k�4 ��<N�!�Y' ����/�< �#����� �( 4���!'�/�< �����*�!���(,� i5�' �#�!<L�!<
v∗
T

lim
ε→0

‖vε(x) − v∗
(

x,
x

ε

)

‖L2(RN ) = 0.

� � 	m��<\'j'?�g�(5+5��GFD�(,\��/H��� ���(,��G' '6�
uε

"9,-' '�/ �_� ��E9, ��� ��C �(< �(�Ie�Fk���!<\] �(�Ie �(<N� � �3�b<N�!'.�('I�7� �fe!/�'��
$Q�!��	m���7Ca� ��<N� �=')/ �D'6�!' ��� �(< �(�Ie�F Ü 1M³ 9}ì���<\]��!�G] ���4�!<\�GFBC �(� ��]!��' ��] ���4�?$

uε
� : / �(� �)$Q�!� ��X 	 � 	n�!� �

	���')/;'�/ � �(< �(�Ie�Fb���!<M� �(�(]!��'��#�!<k�?$
wε
X '�/ � ' �� �`5�� �� ��'���] �1�?$

uε
��<\'I�8�9C�,\� ��C ��< Ü 1M³ 2}ì�� : / �`5��8���?$

�?$Y')/ �Y�('��8�!<�ea���!<\] �(�Ie �(<N� �b�?$
rε

�3�_C ��] ��C ��C ��<_^.] �Y�(' �65\�_�!�.$Q�!���3� 	 ���
� ��<N� �='�/ ����< ��' �����`C+��' �J�?$

wε
��<\]��!�G] ���='�/ �b���!�G,-'��#�!<

χε
�?$ Ü 1M³ � ì8X ')/ � ^.�8�(' �(' �65 �3�;'6�g��/\� 	

')/M��'
‖χε‖L2(RN ) ≤ Cε2 K � � ��� �( D��� � ��� � $Q�!�_C �(' � ���S�6T �: / �1� �����!<�C;�(' �65��� 4�!,-<\'���'6�Y5��8�!] ��')/ �Y�9�� � ���(' �� D��' �.$Q�!�

wε
Xm'�/M��' �3�

Ü 2F³å²�àLì
‖wε‖L∞((0,T );L2(RN )) ≤ Cε2.

: / �3�b����< " �_����/ � �(] ��C�"9F���<\'����9C�,\� ��<�e��4< ��	 '��� �*� �#e�,-�f��� �f@���'��#�!<

zε(t, x) = e−γt
(
∫ t

0

eγswε(s, x) ds+ ζε(x)

)

,



� � �����������	��

���������	��
����������	������������������������������ �!#"$
&%'%(��
�)*����+�,.-

	 / �(� �
ζε

�3�_C �)^.< ��C��!�*'�/ ��,�< ��E9,��Y���!�G,�' �#�!< ��<
H1(RN)

�?$
Ü 2F³ éxæLì

−
ÓMÆåÍ

(Aε(0)∇ζε) + γ2ε2ρε(0)ζε = −ε2ρε(0)
∂wε
∂t

(0) + γε2ρε(0)wε(0)
��<

R
N .

h('��3� ���!� ���GFb� � �(<B'�/M��' Ü 2F³ éxæLì �3�1� �� ���f���i'?� Ü 1Ç³ � ì �7P-� �65�'.'�/M��' ��'���� �fe!/�'��#/M��<�C=� ��C � �3�� =,��G'��S5�� � ��C
"9F�� $&���('6�!�

ε2 � : /�,c��X%')/ �A���Ie�,� �(<\')�b�?$ �j�8��5\��� ��'��#�!<������a��<�C � �( D��� � ��� � F � �(�fCO')/M��'
‖ζε‖L2(RN ) + ε‖∇ζε‖L2(RN )N ≤ Cε4.

: / �(<MX%5������ � ��C ��<�eB�!����< ')/ ��5��8���?$4�?$ �j�8��5\��� ��' �#�!< ���
�
X 	 � 	%� ��' �D'�/ � �(< �(�Ie�FH"����f��<N� � $Q�!�

zε
X

	 / �#��/o�9��'��3�)^ ���A')/ �_�9�� � 	m��] ����E9,M��' �#�!< Ü 1M³ à}ì=�!�
wε

	���'�/VC � � �(� �(<\' ��< ��'������ C+��' �o��<�C����!,��8� �
' �(�W AX`�( D����� �(�A�?$b�!�7C �(�

ε2 '�/M��<J')/\��� �b�?$ Ü 1M³ à}ì � � ��'�/�,+�=C ��C�,\� ��'�/ �.$Q�!���3� 	���<�e ���('��� D��' �
∥

∥

∥

∂zε
∂t

∥

∥

∥

L∞((0,T );L2(RN ))
≤ Cε2 ,

	 / �#��/ ��< '�,��(< �� i5�� � ���
‖zε‖L∞((0,T );L2(RN )) ≤ Cε2 " ������,+� �

zε(0) = ζε
� � ��<N� ��X � �� ���f���W�GFB'6�

Ü 1M³å²}²"ì�X 	 �Y/M��] �
wε = ∂zε

∂t
+ γzε

X 	 �_C ��C�,�� �*'�/ �_C ��� ��� ��C ���('��� D��' � Ü 2G³£²�à}ì%$Q�!�
wε
�

: / ��'�/ ����CD�(' �65 �3��'6�=��/\� 	 ')/ � ��E9, �S5M���W'���' �#�!<��?$Y'�/ � �(< �(�Ie�F $Q�!�
wε
Xm<��� �(�GF

E(wε(t)) =

∫

RN

ε2ρε

∣

∣

∣

∣

∂wε
∂t

(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx+ O(ε3).

: / ��$Q�!,��W')/=�(' �65 �3�2'6�b���! D"���< � ')/ � �(< �(�#e�Fb���!<M� �(�W]!��'��#�!< Ü 1M³å²�æLìN$Q�!�
wε
X ')/ � 5�� �(] �#�!,+���(< �(�Ie�F

��E9, �S5M���W'���' �#�!< ��<�CD')/ � ���('��� D��' � Ü 2G³£²�à}ì�'6�g��"9' � ��<
Ü 2F³ éF²"ì ∫

RN

ρε

∣

∣

∣

∣

∂wε
∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx + O(ε) = ε−2E(wε(0)) .

� ��������� ��<�e Ü 1M³å²}²"ì�X
uε = ∂wε

∂t
+γwε

X ,+� ��<�e ���('��� D��' � Ü 2F³å²�àLì�$Q�!�
wε
Xd��<�Cj5M�!��� ��<�e1'?�i')/ �n'�	n� �#������� �

� �� ��' ��<J'�/ ��� �fe!/�'��#/M��<�C;� ��C �=�?$ Ü 2F³ éF²"ì�Xn�7$W' �(�Y���! �Y' ��C �#�!,+�A"9,-' ���!�(F4��� e �9"9��� 	 �b��"9' � ��<
Ü 2F³ é}é}ì

lim
ε→0

∫

RN

ρε|uε|
2 dx = ‖v+(0)‖2

L2(RN ) + ‖v−(0)‖2
L2(RN ) .

: / � ^\$W'�/o��<�C=�f�!�(' �(' �65 �3�1'?�_��/\� 	 '�/M��'
rε
XmC �)^.< ��CD"9F Ü 2G³ � ì�Xn���!<\] �(�Ie ���2�('����!<�e��GF='6�*@ �(�8� ��<

L2(RN)
� 02F ��'��AC �)^.< ��'��#�!< Ü 2F³ � ì8X�$Q�!�_� �����

t ∈ (0, T )
X�	 �1/M��] �

∫

RN

ρε|rε|
2 dx =

∫

RN

ρε|uε|
2 dx− 2

∫

RN

ρεuε(uε − rε) dx+

Ü 2F³ é�9Lì

∫

RN

ρε

∣

∣

∣
ψn

(x

ε
, θ0

)
∣

∣

∣

2
(

∣

∣

∣
v+
(

t, x+
V

ε
t
)
∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
v−
(

t, x−
V

ε
t
)
∣

∣

∣

2
)

dx +

∫

RN

ρε

∣

∣

∣
ψn

(x

ε
, θ0

)
∣

∣

∣

2

e2i
ωn(θ0)t

ε2 v+
(

t, x +
V

ε
t
)

v̄−
(

t, x−
V

ε
t
)

dx +

∫

RN

ρε

∣

∣

∣
ψn

(x

ε
, θ0

)
∣

∣

∣

2

e−2i
ωn(θ0)t

ε2 v̄+
(

t, x+
V

ε
t
)

v−
(

t, x−
V

ε
t
)

dx .



� �

h(<B'�/ �b���!� ��	 / �(<
V 6= 0

X\$Q�!�
ε
�(,�� � � �(<\' �(�GF=�( D�����SX%')/ ���f�!�('.'�	n�;� ��< ���A�?$1')/ ��� �fe!/�'��#/M��<�C;� ��C �

�?$ Ü 2F³ é�9Lìi���!<\] �(�Ie � '6�i@ �(���*" ������,c� �2'�/ � $W,�<N�(' �#�!<M�
v+, v−

" �(�3�!<�e_'6�
L2(RN)

��<�C!X�� $ 'I�7��<M�(�f��' ��C
� 	m��F="9F=�=�f���Ie �1C�� � $W'�X ')/ � ���%5��8�9C�,��('j���!<\] �(�Ie ��� �('��8�!<�e��GFb'?�1@ �(�8� � : / � ^.�8�('`' �(�W ��<o'�/ �i� �fe!/�'��
/M��<�C*� ��C �*�?$ Ü 2G³�é�9}ì����!<\] �(�Ie ���i"9F Ü 2F³�éxé}ìi��<�C 	 ������<b5M�!���i'6�_')/ �i'�	n� �#������� � � �� ��' K 	���'�/gC�� � $W'GT
��<H')/ �*� �( D� ��< ��<�e;' �(�W A�=�?$ Ü 2F³ é�9LìY'6�Ae �(')X\$Q�!�_� �����

t ∈ (0, T )
X

lim
ε→0

∫

RN

ρε|rε|
2 dx = 0 .

h(< '�/ �a���!� � 	 / �(<
V = 0

X1'�/ �Y5�� �(] �#�!,c�4���Ie�,� �(<\'*�?$ � C �3���Q� ��<\' �(,�5+5\�!�('��	� ��< ')/ �D� �� ��'1C�� ���
<N�!' 	n�!� �.$Q�!�

v+, v−
� � ��')/ �(�8X 	 �Y��"(� �(�W] �i'�/M��' ��<a'�/ � �f�!�(' '�	n�A� ��< �����?$ '�/ �i� �fe!/�'��#/M��<�C*� ��C �Y�?$

Ü 2F³ é�9Lì
v+ ��<�C

v−
��� �  =,��G' �S5�� � ��CD"9Fn$W,�<N�(' �#�!<M������� �����f��'���<�e ��<o'��� ��� : / �(� �)$Q�!� ��� $ 	 � ��<\' �#e��7��' �

Ü 2F³ é�9Lì�	���')/g� ���65 ���('m'6�D' �� ��Xj��e+� ��<B')/ ��� �*'�	n�D' �(�W A�b���!<\] �(�Ie ��'6�A@ �(�8��Xj��<�C 	 �=��"9'#� ��<

lim
ε→0

∫ T

0

∫

RN

ρε|rε|
2 dx dt = 0 .

� ³��8½¾¶�����½Õ·	� ���3¹ 	 �W·:¸:½¾¼ ¹ �W·:½¾¼ 
��?¶?º ·	� �	��

� 	 �W·	�E¹8º
ýXÁ�ÃÎÉJïxÁ�É�Ô)Â}Ã�ÑWÉxÒÙÆ«Ö�ÂxÅôÌ�Æ£Ê�ÀôÊ�ÀMÁ%Ö�ÂpøsÔ±ÉJ×«×«Á�Ó�ýñþOÿ Ã�Á�Ê�ÀMÂGÓ Ü ýÝÁ)ÅLÊ¨È�Á)× ã þ�Ò¨ÉxÃ�Á)ÒÙÖ ã ÿvÒ�Æ£×«×£Â}ÐMÆ«Å ì

Ì�ÀMÆ«ÔaÀôÆ«Ö=ÌvÁ�×«×3ïjÅMÂ�Ì�ÅÎË@Â}Ò�ÖÙÊ¨ÐÇÓÇóGÆ«ÅMÄ�ÀMÆ«Ä}À�Ë@Ò�Á�ÏjÐMÁ)ÅMÔ�óÎ×£Æ«Ã�Æ£Ê�Ö8ÂxË5Ê�ÀMÁ�ÌvÉ±Í}Á%Á�ÏjÐWÉJÊ¨Æ£Â}Å Ü Ö�Á�ÁµÁ ³ Ä ³�ÞáàJâÕì�³
ýXÁ�Ô�Â}ÅLÊ¨Á)ÅLÊ�Â}ÐMÒÙÖ�Á)×åÍ}Á�Ö�Æ£Å/Ò�Á)Ô)Éx×«×£Æ«ÅMÄôÌvÁ�×«×åø ïjÅMÂ�Ì�ÅSË@Â}ÒÙÃÎÉJ×8ÉxÖzóFÃ�ÑÇÊ�ÂxÊ¨Æ£Ô�Á��FÑWÉxÅMÖÙÆ«Â}ÅÇÖ ³ ¿�ÀMÁ�ýñþOÿ
ÃôÁ�Ê¨ÀMÂGÓ�Æ«Ö�Ô)Â}ÅÇÔ)Á)ÒÙÅMÁ)Ó�Ì�Æ£Ê¨À�É�Ö�ÀMÂ}ÒzÊ¨Á�Ò�Ê�Æ«Ã�Á�Ö�Ô)Éx×«Á�Ê¨ÀMÉxÅ�Ê�ÀWÉJÊ�ÂxË Ü ²x³£²"ìa³ 5 Â}Ò�ÁOÑMÒÙÁ)Ô)Æ£Ö�Á�×£ó ã Æ£Å�Ê�ÀMÆ«Ö
Ö�Á)Ô�Ê¨Æ£Â}Å�ÌlÁOÒ�Á�Ö�Ô±ÉJ×«ÁOÊ¨ÀMÁ�Ê¨Æ£ÃôÁ%ÍJÉxÒÙÆÕÉxÚÇ×«ÁµÌ�ÀMÆ£ÔaÀ�Æ£Ö�ÅMÂ�Ì

τ = ε−1t
ÉxÅÇÓ�ÌlÁ�Ô�Â}ÅMÖÙÆ«ÓMÁ�Ò�Ê�ÀMÁOË@Â}×«×£Â"Ì�Æ£ÅMÄ

Ì�É±Í}Á�Á)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ

Ü � ³å²"ì



























ρ
(x

ε

) ∂2vε
∂τ 2

−
ÓMÆåÍ (

A
(x

ε

)

∇vε

)

= 0
Æ«Å

RN × R+ ,

vε(0, x) = v0
ε(x)

Æ«Å
R
N ,

∂vε
∂τ

(0, x) = v1
ε(x)

Æ«Å
RN ,

Ì�Æ£Ê¨À�ÀMÆ£Ä}À&Ë@Ò�Á�ÏjÐMÁ)ÅMÔ�ó�Æ«ÅMÆåÊ¨ÆÕÉJ×;ÓWÉpÊaÉ

v0
ε(x) = ε e2iπ

S0(x)
ε v0(x)ψn

(x

ε
,∇S0(x)

) ÉxÅMÓ
v1
ε(x) = e2iπ

S0(x)
ε v1(x)ψn

(x

ε
,∇S0(x)

)

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
S0(x)

Æ«Ö:Ê¨ÀMÁ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×xÑMÀWÉxÖÙÁ�ÉxÅMÓ
ψn(y, θ)

Æ£Ö?Ê�ÀMÁ
n
ø Ê¨À�Á)Æ«ÄxÁ)ÅÇË@ÐMÅÇÔ�Ê¨Æ£Â}Å�ÂJËWÊ¨ÀMÁ�ÿl×«ÂGÔaÀ�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê¨Ò�Éx×

ÑMÒ�Â}ÚÇ×«Á)Ã Ü ²}³;1jìa³ ¿�ÀMÁOÄ}Á)Â}Ã�Á�Ê�Ò�Æ£Ô%Â}ÑÇÊ�Æ«Ô�Â}Ò�ýñþOÿñÉxÅMÖ¨ÉpÊ¨ÈOÆ«Ö

vε(τ, x) = ε e2iπ S(τ,x)
ε

(

w
(

τ, x,
x

ε

)

+ εw1

(

τ, x,
x

ε

)

+ ε2...
)

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
w(τ, x, y)

ÉxÅMÓ
w1(τ, x, y)

ÉxÒÙÁ�Ñ;Á�Ò�Æ«ÂGÓMÆ£ÔôË@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ£Â}ÅMÖ�Ì�ÆåÊ¨À Ò�Á�Ö�ÑUÁ)Ô�Ê�Ê�Â+Ê¨ÀMÁ�×«ÉxÖÙÊ�ÍxÉJÒ�ÆÕÉJÚM×«Á
y ∈ TN ³ ¿�ÀMÁ�ÉxÅÇÖ¨ÉJÊ�È 7MÒ�ÖÙÊ�Â}ÒÙÓMÁ)Ò�ÓMÁ�Ò�ÆåÍxÉpÊ¨Æ£ÍxÁ)Ö�ÉxÒÙÁ

∂vε
∂τ

= e2iπ
S(τ,x)

ε

(

2iπ(w + εw1)
∂S

∂τ
+ ε

∂w

∂τ
+ ε2...

)

,



� � �����������	��

���������	��
����������	������������������������������ �!#"$
&%'%(��
�)*����+�,.-

∇vε = e2iπ
S(τ,x)

ε

(

2iπ(w + εw1)∇S + ∇yw + ε(∇xw + ∇yw1) + ε2...
)

.
�=×£ÐMÄ}Ä}Æ£ÅMÄ+Ê¨ÀÇÆ«ÖôÉxÅMÖ¨ÉpÊ¨È�Æ«Å Ê¨ÀMÁ�Ì�É±ÍxÁ0Á)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ Ü � ³£²"ì óGÆ«Á�×«ÓMÖ ã ÉJÊ�×£Á±ÉxÖzÊôË@Â}ÒÙÃÎÉJ×«×£ó ã ÉÝÔ)ÉxÖ�Ô)ÉxÓMÁ�ÂxË
Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}ÅMÖ�Æ£Å�Ê¨Á)ÒÙÃôÖ�ÂJË8ÑUÂ"ÌlÁ)ÒÙÖ�ÂxË

ε
³ ¿�ÀMÁ 7WÒÙÖÙÊ�ÉxÅMÓ�ÀMÆ«ÄxÀMÁ)Ò�Â}ÒÙÓMÁ)Ò ã

ε−1 ã Æ«Ö

Ü � ³ é}ì
−(
ÓMÆåÍ

y + 2iπ∇S)
(

A(y)(∇y + 2iπ∇S)w
)

= 4π2ρ(y)

(

∂S

∂τ

)2

w
Æ«Å

T
N .


3ÂxÒ�Ä}Æ£ÍxÁ)Å
(τ, x)

ã Ü � ³ é}ì Æ«ÖOÑMÒ�Á�Ô)Æ£Ö�Á)×åó/Ê¨ÀMÁÎÿv×«ÂGÔaÀSÖ�ÑUÁ)Ô�Ê�Ò¨Éx×=Á�ÏGÐMÉJÊ¨Æ£Â}Å ã É�Ñ ³ Ó ³ Á ³ Ì�Æ£Ê�ÀÝÒÙÁ)ÖÙÑ;Á�Ô�Ê�Ê�Â
Ê¨ÀMÁ

y
ÍJÉxÒÙÆÕÉxÚÇ×«Á ã Ì�Æ£Ê�À�Ê�ÀMÁ�ÿv×«ÂGÔaÀ/Ë@Ò�Á�ÏjÐMÁ)ÅMÔ�ó

θ := ∇S(τ, x)
³�í Å�ÍGÆ«Á�ÌòÂxË�Ê¨ÀÇÁ�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×:ÓWÉpÊaÉ�ÉxÅMÓ

Ú;Á�Ô±ÉxÐMÖÙÁ�ÂxË�ÉxÖÙÖ�ÐMÃ�ÑÇÊ¨Æ£Â}Å Ü éF³£²�ì Â}ÅXÊ�ÀMÁ�Ö�Æ£ÃôÑM×£Æ«Ô�Æ£Êsó/ÂxË
λn(θ)

ã ÌlÁ�ÓMÁ)ÓMÐÇÔ)Á�Ê¨ÀWÉpÊ�ÅMÁ�Ô)Á)ÖÙÖ¨ÉxÒÙÆ«×åóXÊ¨ÀÇÁ
Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}Å&ÂxË Ü � ³�éxì Æ«Ö�É�Ã�ÐM×åÊ¨Æ«ÑÇ×«ÁµÂJË?Ê�ÀMÁ

n
ø Ê�À�Á)Æ«ÄxÁ)ÅÇË@ÐMÅÇÔ�Ê¨Æ£Â}Å

w(τ, x, y) = v(τ, x)ψn(y,∇S(τ, x))

Ì�Æ£Ê¨À�Ê�ÀMÁOÔ)Â}ÒÙÒ�Á)ÖÙÑ;ÂxÅMÓMÆ«ÅÇÄ�Á�Æ«Ä}Á�ÅLÍxÉJ×«ÐMÁ

Ü � ³:9Lì
4π2

(

∂S

∂τ

)2

= λn(∇S)

í Ê�Ê¨ÐMÒÙÅMÖ�Â}ÐÇÊ�Ê¨ÀWÉpÊ Ü � ³:9Lì Æ«Ö�Á�ÏjÐMÆ£ÍJÉx×£Á)ÅLÊ�Ê¨Â�ÊsÌvÂ�Á)Æ£ïxÂ}ÅMÉx×5Â}Ò / ÉxÃôÆ£×£Ê�Â}ÅFø��}ÉJÔ)Â}ÚMÆUÁ)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅMÖ

2π
∂S

∂τ
= ±

√

λn(∇S)

Ì�Æ£Ê¨À�Ê¨ÀÇÁÎÆ«ÅÇÆ£Ê¨Æ«Éx×[ÓMÉJÊaÉ
S(0, x) = S0(x)

ã Ì�ÀMÆ£ÔaÀ�Éx×£×«Â�Ì�ÖOÐMÖ�Ê�Â0Ô)ÂxÃôÑMÐFÊ¨Á�Ê¨ÀMÁôÑMÀWÉxÖÙÁ
S(τ, x)

ÉJÊ
×«Á±ÉJÖÙÊ�ÉxÖ�ËüÉxÒ�ÉJÖ�ÖÙÃôÂGÂxÊ�À�ÖÙÂ}×«ÐFÊ¨Æ«ÂxÅMÖ�ÂxË Ü � ³:9Lì Á��FÆ«ÖzÊ ³
¿�ÀMÁ�ÅMÁ��GÊ�Â}Ò�ÓÇÁ)Ò ã

ε0 ã óFÆ£Á)×£ÓMÖ
Ü � ³;1jì

−(
ÓMÆåÍ

y + 2iπ∇S)
(

A(y)(∇y + 2iπ∇S)w1

)

= λn(∇S)ρ(y)w1 + f
Æ«Å

T
N ,

Ì�Æ£Ê¨À

f(τ, x, y) = −4iπρ(y)
∂S

∂τ

∂w

∂τ
+
( ÓMÆåÍ

y + 2iπ∇S
)

(A∇xw) +
ÓMÆåÍ

x

(

A(∇y + 2iπ∇S)w
)

.

¿?Â�Ö�Âx×£Í}Á Ü � ³:1Lì Ë@Â}Ò
w1
ã Ê¨ÀÇÁ 
WÒÙÁ)ÓMÀMÂx×«Ã ÉJ×£Ê¨Á�Ò�ÅWÉpÊ¨Æ£ÍxÁ%Ò�Á�ÏjÐMÆ«ÒÙÁ)Ö�Ê¨ÀWÉpÊ

Ü � ³ 2}ì ∫

TN

ρ(y)f(t, x, y)ψn(y,∇S) dy = 0.

< Ë¾Ê¨Á�ÒlÖÙÂ}Ã�ÁµÔ)ÂxÃôÑMÐFÊaÉJÊ�Æ«Â}ÅMÖ�ÉxÅÇÓ&ÐMÖ�Æ£ÅMÄ�Ê�ÀMÁ 
WÒ�Á�ÓMÀMÂ}×£Ã Éx×£Ê�Á)ÒÙÅWÉJÊ¨ÆåÍ}Á�Ë@Â}Ò Ü éF³ 2}ìaã Ü � ³ 2}ì Æ«Ö�Á)ÏjÐMÆåÍJÉx×«Á�ÅjÊ
Ê¨Â�Ê¨ÀMÁ�Ë@Â}×£×«Â�Ì�Æ«ÅÇÄ�ÀMÂ}Ã�Â}Ä}Á�ÅMÆ«È�Á)Ó�Ê¨Ò�ÉxÅMÖÙÑ;Â}ÒzÊ�Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å

Ü � ³ � ì ∂v

∂τ
± V · ∇xv ± b∗v = 0

Ì�Æ£Ê¨À�Ê�ÀMÁOÄ}Ò�Â}ÐÇÑ�ÍxÁ)×£ÂFÔ�Æ£Êsó&ÄxÆ£Í}Á�Å0ÉJÄLÉxÆ«Å�ÚLó&Ë@ÂxÒ�Ã�ÐM×«É Ü ²}³ 2}ìcã Æ ³ Á ³

V =
∇θλn(∇S)

4π
√

λn(∇S)
=

1

2π
∇θ

(

√

λn(∇S)
)



� �

ÉxÅMÓ
b∗(t, x)

É Ü Ô)Â}Ã�ÑM×£Æ«Ô±ÉpÊ¨Á)Ó ì ÉJÊ�Ê�Á)ÅjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ ³û÷ ÍxÁ)Ò�Éx×«× ã Ê�ÀMÁ�ýñþOÿîÃôÁ�Ê¨ÀMÂGÓ Ö�ÀMÂ�Ì�Ö
Ê¨ÀWÉJÊ�Ë@ÂxÒ�ÃôÉx×«×åó
Ü � ³ è}ì

vε(τ, x) ≈ ε e2iπ S+(τ,x)
ε ψn

(x

ε
,∇S+(τ, x)

)

v+(τ, x) + ε e2iπS−(τ,x)
ε ψn

(x

ε
,∇S−(τ, x)

)

v−(τ, x)

Ì�ÀMÁ)ÒÙÁ
S± ÉxÒÙÁ�Ê�ÀMÁ�ÖÙÂ}×«ÐÇÊ�Æ«Â}ÅÇÖ�ÂxË[Ê¨ÀMÁ�ÊsÌvÂ�Á�Æ«ïxÂxÅWÉx×:Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}ÅÇÖ ã

v±
ÉxÒ�Á�Ê¨ÀMÁ�Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}ÅMÖ�ÂxË8Ê�ÀMÁ�ÊsÌlÂ

Ê¨Ò¨ÉJÅMÖ�ÑUÂ}ÒÙÊÎÁ)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}ÅÇÖôÌ�Æ£Ê�ÀùÄ}ÒÙÂ}ÐMÑ ÍxÁ)×«ÂGÔ)ÆåÊ¨Æ£Á)Ö
±V

³ < Ô�Ê¨ÐMÉx×«×åó ã Ê¨ÀÇÁ0ýñþOÿ ÃôÁ�Ê¨ÀMÂGÓ ÌlÂ}Ò�ïjÖ&Ë@Â}Ò
Ñ;Á�Ò�Æ«ÂGÓMÆ£Ô±Éx×£×£óSÃôÂGÓMÐM×«ÉJÊ¨Á�Ó�Ô�ÂFÁ�ö�Ô)Æ«Á�ÅLÊ¨Ö ³ñí ÊôÔ±ÉxÅùÚUÁ�Ò�Æ«ÄxÂ}Ò�Â}ÐÇÖ�×£ó�ÛÙÐMÖÙÊ�Æ 7WÁ�Ó Â}ÅM×åó Ë@Â}Ò�Ö�ÀMÂxÒÙÊÎÊ�Æ«Ã�Á)Ö
Ü ÚUÁ�Ë@Â}ÒÙÁÎÔ±ÉJÐMÖÙÊ�Æ«Ô)Ö ì�³6/ Â�ÌlÁ�ÍxÁ)Ò ã Ê¨ÀÇÁÎÊ¨Ò�ÉxÅMÖ�ÑUÂ}ÒzÊ�Á)ÏjÐWÉpÊ¨Æ«ÂxÅ Ü � ³ � ì Ô)ÉxÅ ÚUÁ&Ò�Æ£Ä}Â}Ò�ÂxÐMÖ�×åó�Á)ÖÙÊ¨ÉxÚM×£Æ«Ö�ÀÇÁ)Ó ã
Ä}×«Â}ÚMÉx×«×åó�Æ«Å Ê¨Æ£ÃôÁ ã ÚLó�Ê�ÀMÁ0Ã�Á�Ê�ÀMÂGÓ ÂxË�ýúÆ£Ä}ÅMÁ)Ò�Ã�Á±ÉxÖÙÐMÒ�Á�Ö Þe²�àJâ Ì�ÀMÆ«ÔaÀùÆ£Ö&ÉSÄ}Á)ÅMÁ�Ò¨Éx×£Æ«È)ÉJÊ¨Æ£Â}Å ÂxË
H
øsÃ�Á±ÉxÖÙÐMÒ�Á�Ö Þå²±ëpâäã:Þ:9Ç²�â Ê¨Â�Ê¨ÀMÁOÑUÁ)ÒÙÆ«ÂGÓMÆ«Ô�Ô±ÉxÖÙÁ ³
< ÖÙÑ;Á�Ô)ÆÕÉJ×ÇÔ±ÉJÖ�Á ã ÂxË3ÑWÉxÒzÊ¨Æ«Ô�ÐM×ÕÉJÒ?Æ£ÅjÊ�Á)ÒÙÁ)ÖÙÊ?Ë@Â}Ò?Ê�ÀMÁ�ÑMÒÙÁ)ÖÙÁ)ÅLÊØÌvÂxÒ�ï ã Æ«Ö?Â}ÚÇÊ¨ÉxÆ«ÅMÁ�Ó�Ë@Â}ÒEÑMÐMÒÙÁ)×£ó�ÑUÁ)Ò�Æ£ÂFÓÇÆ«Ô

Ô)ÂGÁ�ö�Ô)Æ£Á)ÅLÊ¨Ö�ÉxÅMÓSÃ�Â}ÅMÂGÔaÀMÒ�Â}ÃôÉJÊ�Æ«Ô�Æ£ÅMÆ£Ê�ÆÕÉx×EÓWÉJÊ¨É ³ 5 Â}ÒÙÁ�ÑMÒ�Á�Ô)Æ«ÖÙÁ)×åó ã Æ£Ë=ÌlÁÎÉxÖÙÖ�ÐMÃ�Á�Ê¨ÀWÉpÊ
S0(x) =

θ · x
ã Ê¨ÀMÁ�Å�Ê�ÀMÁOÁ��FÑM×«Æ£Ô)ÆåÊ Ü ÉxÅÇÓ�Äx×«Â}ÚMÉx×«×åóôÓÇÁ�7WÅMÁ�Ó ì Ö�Â}×£ÐÇÊ¨Æ£Â}ÅMÖ�ÂxËEÊ¨ÀÇÁOÊsÌlÂÎÁ�Æ«ïJÂ}ÅWÉx×5Á�ÏjÐWÉJÊ¨Æ£Â}ÅMÖ�ÉxÒÙÁ

S+(τ, x) = θ · x+
√

λn(θ) τ
ÉxÅMÓ

S−(τ, x) = θ · x−
√

λn(θ) τ.


3ÐÇÒÙÊ¨ÀÇÁ)Ò�Ã�Â}ÒÙÁ ã Ê�ÀMÁOÄ}Ò�ÂxÐMÑ�ÍxÁ)×£ÂFÔ�Æ£Êsó
V
Æ«Ö�Ô�Â}ÅMÖzÊaÉxÅLÊ�ÉxÅMÓ

b∗ = 0
ã Ö�Â�Ê¨ÀMÉJÊ

v±(τ, x) = v±0 (x± Vτ)
Ì�ÆåÊ¨À

v±0 =
1

2

(

v0 ±
1

iωn(θ)
v1

)

.

í Å�ÖÙÐMÔaÀ+É�Ô±ÉJÖ�Á�Ê¨ÀMÁ�ÉxÑÇÑMÒ�Â��FÆ«ÃôÉJÊ¨Á%Ë@ÂxÒ�Ã�ÐM×«É Ü � ³�è}ì ÒÙÁ)ÓMÐÇÔ)Á)Ö�Ê¨Â

Ü � ³êëLì
vε(τ, x) ≈ ε e2iπ θ·x

ε ψn

(x

ε
, θ
)

(

ei
√

λn(θ)τ

ε v+
0 (x + Vτ) + e−i

√
λn(θ)τ

ε v−0 (x− Vτ)

)

Ì�ÀMÆ«ÔaÀSÔ±ÉxÅSÚUÁ�ÓÇÆ«Ò�Á�Ô�Ê�×£ó+Ô�Â}Ã�ÑWÉxÒ�Á�Ó/Ê¨Â�Â}ÐMÒOÒ�Á�Ö�ÐM×åÊOÆ«Å�¿�ÀMÁ)ÂxÒ�Á)Ã 9F³�éF³�< Ë¾Ê¨Á)ÒOÔaÀWÉJÅMÄ}Æ«ÅÇÄ�Ê�ÀMÁ�Ê¨Æ£ÃôÁ
Ö�Ô±ÉJ×«Á ã Æ ³ Á ³ Ò�Á�ÑM×ÕÉxÔ�Æ«ÅMÄ

τ
ÚFÊ

t/ε
ã Ê�ÀMÁ0ÃôÉxÆ£Å ÓÇÆ£õ;Á)Ò�Á�ÅMÔ�Á0ÚUÁ�ÊsÌlÁ)Á)Å Ü � ³ ë}ì ÉxÅÇÓ Ü ²x³ ëLì Æ«Ö�Ê¨ÀMÉJÊÎÊ�ÀMÁ

Á)ÅLÍ}Á�×«Â}ÑUÁvË@ÐMÅMÔ�Ê¨Æ£Â}ÅMÖ8ÉJÒ�Á 7 �ÇÁ�Ó ã Ä}ÆåÍ}Á)Å�Újó�Ê¨ÀMÁlÆ«ÅMÆåÊ¨Æ«Éx×LÓWÉJÊ¨É ã Æ£Å Ü � ³êëLìaã Ì�ÀMÆ£×«Á=Ê¨ÀMÁ�ó�Á�Í}Â}×åÍ}Á�ÉxÔ�Ô)Â}ÒÙÓMÆ«ÅMÄ
Ê¨Â �FÔaÀMÒ 3FÓMÆ£ÅMÄ}Á�Ò�Á)ÏjÐWÉJÊ�Æ«Â}Å�Æ«Å Ü 9Ç³:1Lì�³
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