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Résumé : Nous présentons une méthode Galerkin discontinue d'ordre élévé pour la simulation de
la propagation d'ondes sismiques P-SV en milieu hétérogéne et en deux dimensions d'espace. Le
systeme vitesse-contraintes du premier ordre est obtenu en supposant un milieu linéaire, isotrope et
viscoélastique, prenant ainsi en compte l'atténuation intrinséque du milieu. La relation contraintes-
déformations dans le domaine temporel étant une convolution, qui nécessiterait une approximation
numérique trés codteuse, nous considérons la rhéologie d'un generalized Maxwell body (GMB)
remplacgant la convolution par un jeu d'équations di érentielles. 1l en résulte un systéme vitesse-
contraintes contenant des équations supplémentaires pour les fonctions anélastiques qui traduisent
I'historique de déformation du matériau. Notre méthode numérique, applicable a des maillages
triangulaires non structurés, est basée sur des ux centrés et un schéma saute-mouton en temps.
L'extension en espace a l'ordre élevé est obtenue grace a des polynébmes de Lagrange, dé nis
localement dans chaque élément. La méthode étant explicite, elle ne nécessite pas d'inversion de
matrice de masse globale. La méthode est validée via des simulations numériques, notamment des
comparaisons avec un schéma aux di érences nies.
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A High-order Discontinuous Galerkin Method for Seismic
Wave Propagation in Viscoelastic Media

Abstract:  We present a high-order discontinuous Galerkin method for the simulation of P-SV
seismic wave propagation in heterogeneous media and two dimensions of space. The rst-order
velocity-stress system is obtained by assuming that the medium is linear, isotropic and viscoe-
lastic, thus considering intrinsic attenuation. The associated stress-strain relation in the time
domain being a convolution, which is numerically intractable, we consider the rheology of a
generalized Maxwell body replacing the convolution by di erential equations. This results in a
velocity-stress system which contains additional equations for the anelastic functions including
the strain history of the material. Our numerical method, suitable for complex triangular un-
structured meshes, is based on a centered numerical ux and a leap-frog time-discretization. The
extension to high order in space is realized by Lagrange polynomial functions, de ned locally in
each element. The inversion of a global mass matrix is avoided since an explicit scheme in time is
used and because of the local nature of the discontinuous Galerkin formulation. The method is
validated through numerical simulations including comparisons with a nite di erence scheme.

Key-words: discontinuous Galerkin method, high-order method, leap-frog scheme, elastodyna-
mic equations, velocity-stress formulation, viscoelastic medium
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4 Peyrusse & Glinsky & Gélis & Lanteri

1 Introduction

La simulation numérique en sismologie est devenue en quelques décennies un moyen incon-
tournable d'estimation du mouvement du sol grace a des méthodes numériques de résolution de
plus en plus précises, une meilleure compréhension des phénoménes physiques et des calculateurs
toujours plus puissants. Dans des milieux de propagation réalistes, par exemple en présence de
fortes topographies ou dans des bassins sédimentaires dans lesquels les ondes sont piégées, il
est possible d'observer des e ets de site causés par les conditions géologiques et géotechniques
locales. Ces e ets ont été décrits par Singtet al. [53] lors du séisme Michoacan du 19 septembre
1985 qui a occasionné une forte ampli cation et une augmentation de la durée du mouvement
du sol dans la ville de Mexico, construite sur un ancien lac rempli d'alluvions. La fréquence de
résonance du bassin a coincidé, en de nombreux endroits, avec celle des batiments provoquant
leur e ondrement et la mort de plus de 20 000 personnes.

De nombreuses études numériques visent & modéliser la propagation des ondes sismiques dans
des bassins sédimentaires a n d'évaluer I'ampli cation des ondes et I'allongement de la durée du
signal liés a la présence d'ondes ré échies, converties ou diractées dans le bassin. Certaines
d'entre elles se focalisent sur I'étude de grands bassins sédimentaires, aux Etats-Unis, au Japon
ou en Nouvelle-Zélande (par exemple, Olsen et Archuleta [45], Satadt al. [49], Komatitsch et al.
[30], Benites et Olsen[[2] ou Guidottiet al. [23]). D'autres étudient la propagation des ondes dans
des bassins plus petits comme celui de Nice (Semblat al. [51], Géliset al. [21], Gandomzadeh
[18]), de Grenoble (Chaljubet al. [10], Stupazziniet al. [55]) ou de Gubbio (Smerziniet al., [54])
en Europe.

Pour une estimation précise du mouvement du sol dans de telles con gurations géologiques,
I'hypothese d'un milieu de propagation linéaire élastique n'est absolument pas adaptée. Lorsque
les ondes se propagent dans un milieu réel, une partie de I'énergie sismique est dissipée en raison
des pertes anélastiques liées a la friction interne du matériau (Aki et Richard$]1]). Ce phénomene
n'est pas pris en compte dans la modélisation linéaire élastique ce qui conduit, dans tous les cas,
a une surestimation de I'amplitude et de la durée des mouvements calculés en surface, méme en
I'absence d'e et de site.

En général, étant donné la taille des bassins sédimentaires, la topographie n'est pas prise
en compte dans ces simulations numériques. Néanmoins, dans certains cas, la présence d'une
topographie proche et marquée peut modi er notablement la réponse du bassin sédimentaire. Par
exemple, Leeet al. [33] ont montré I'existence d'une interaction forte entre la réponse sismique
des montagnes environnant le bassin de Taipei et celle du bassin lui-méme. En particulier, selon
la localisation de la source sismique, la topographie peut ampli er ou diminuer la réponse du
bassin, illustrant ainsi la complexité de cette interaction.

Nous étudions ici la propagation des ondes P-SV en deux dimensions d'espace pour une to-
pographie non plane. Pour cela, nous résolvons les équations de I'élastodynamique écrites sous
forme vitesse-contraintes. A n d'inclure l'atténuation du milieu, on peut supposer que celui-ci
est linéaire, isotrope et viscoélastique combinant ainsi un comportement élastique et visqueux.
Ainsi, la relation contrainte-déformation associée, exprimant le principe de causalité, traduit que
la contrainte en un tempst est fonction de tout I'historique de la déformation jusqu'a ce temps.
Lorsque cette relation est écrite dans le domaine temporel, elle nécessite 'approximation d'une
convolution (de la fonction de relaxation et du taux de déformation), ce qui n'est pas envisa-
geable d'un point de vue numérique car trop coliteux. Par conséquent, nous suivons les techniques
proposées, d'une part, par Day et Minster [18] qui consiste a remplacer la convolution par une
équation di érentielle supplémentaire et, d'autre part, par Emmerich et Korn [L6] considérant la
rhéologie d'un modéle de Maxwell généraliséGeneralized Maxwell body GMB) composé d'élé-
ments de Maxwell (Maxwell body élémentaires possédant fréquences de relaxation, choisies

Inria
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dans la bande de fréquences étudiée. En suivant cette approche, le systéeme élastodynamique a
résoudre contient des équations supplémentaires par rapport au cas élastique.

D'autres méthodes ont été utilisées pour prendre en compte l'atténuation. Une approche
courante en éléments nis et éléments nis spectraux consiste a introduire un amortissement de
Rayleigh. Semblat [50] cherche a donner un sens physique a cette approche et montre I'équivalence
entre cette méthode et un modele de Maxwell généralisé contenant un ressort simple et un modéle
de Maxwell pour des valeurs d'amortissement faibles a modérées. D'autres modeéles rhéologiques
peuvent étre utilisés, notamment les modéles de type Zener (Carcionet al. [7,8]). Ces derniers
sont équivalents aux GMB, comme l'ont recemment démontré Moczo et Kristek[[4/1].

Plusieurs méthodes numériques ont été proposées pour résoudre les équations de I'élastody-
namique. La plus ancienne et la plus populaire est sans aucun doute la méthode des di érences
nies (DF) qui n'a cessé d'étre améliorée depuis le schéma initial, basé sur la grille cartésienne
standard. Parmi les apports les plus importants, on peut citer l'introduction de la formulation
hétérogene des di érences nies, permettant de prendre en compte implicitement les conditions
aux limites entre interfaces dans le milieu (Kelly et al. [28]), l'introduction du systéme vitesse-
contraintes et des grilles décaléesstaggered grids Madariaga [37], Virieux [57]) adaptant ainsi
le schéma de Ye€ [58], d'ordre deux en temps et espace, initialement établi pour les équations de
Maxwell, aux équations de I'élastodynamique. Plus tard, Levander([34] propose une extension du
schéma a l'ordre 4 et, Saengeet al. [48], une nouvelle grille en quinconce permettant de moyenner
spatialement les paramétres du milieu (densité, paramétres de Lamé) dans chaque maille numé-
rique et de correctement modéliser les ondes de surfaceofated staggered-grig. Si la méthode
DF est relativement simple d'implémentation et peu colteuse, son principal défaut est d'utiliser
une grille cartésienne rendant moins précise l'approximation de la topographie de surface ou des
courbures dans le milieu. Robertssor[47] et Ohminato et Chouel[43] ont étudié la maniere d'in-
troduire e cacement les conditions de surface libre (contraintes normales a la surface nulles) dans
le schéma staggered-grid de di érences nies. Avec le schéma de Saengeml. [48], l'introduction
de la surface libre, basée sur un milieu ctif dans lequel la vitesse des ondes est nulle (conditions
vacuum, Zahradnik [59]) nécessite d'utiliser des maillages trés ns augmentant le cot de calcul
(25 a 30 points par longueur d'onde minimale de Rayleigh pour une topographie paralléle a I'axe
horizontal du maillage cartésien, 60 points par longueur d'onde en présence d'une topographie
non plane, Bohlen et Saenger]5]). D'autres méthodes ont été développées comme les méthodes
éléments nis (EF) (Lysmer et Drake [36], Marfurt [88], Semblat et Pecker [52]) applicables a des
maillages en triangles ou tétraédres mieux adaptés aux géométries complexes et permettant une
approximation précise de la condition de surface libre. Cependant, elle nécessitent l'inversion, a
chaque pas de temps, d'une matrice de masse globale, ce qui limite leur application a des degrés
d'interpolation relativement faibles. L'introduction des méthodes élements nis spectraux (EFS),
basées sur des formules de quadratures de Gauss-Lobatto-Legendre a permis de lever cette li-
mitation (Komatitsch et Vilotte [3L]] Chaljub et al [9], Mercerat et al. [39]). En revanche, ces
méthodes sont, pour la plupart, basées sur des maillages quadrangulaires ou héxaédriques, ce qui
peut étre un inconvénient, I'utilisation de maillages triangulaires ou tétraédriques permettant une
meilleure approximation des hétérogénéités du milieu. Pour toutes ces raisons, nous proposons
une méthode Galerkin discontinue d'ordre élevé appliquée a des maillages triangulaires.

La méthode Galerkin discontinue (GD) a été introduite dans les années 70 par Reed et Hill
[46] pour la solution de problemes de transport de neutrons. Elle connut un regain d'intérét
il y a une vingtaine d'années pour la résolution de probléemes hyperboliques, notamment en
électromagnétisme. Malgré son succés pour de nombreuses applications, elle fut relativement
peu appliquée a la propagation des ondes sismiques. Dans le cas linéaire élastique, on peut citer
les travaux de Kaser et ses coauteurs (par exemple, Kaser et Dumbsér [25], Kasetr al. [27]),
Delcourte et al. [I4] ou Etienneet al. [I7]. Dans le cas de milieux viscoélastiques, Kaset al.
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6 Peyrusse & Glinsky & Gélis & Lanteri

[26] proposent une méthode GD utilisant des ux décentrés et I'approche ADER qui consiste

a exprimer l'approximation des dérivées en temps par des dérivées en espace an d'obtenir
automatiqguement un schéma ayant le méme ordre de précision en temps et en espace. Nous
proposons ici une méthode GD d'ordre élévé relativement di érente puisque basée sur des ux
centrés ainsi gu'un schéma saute-mouton; ceci constitue une extension du schéma introduit par
Delcourte et al. [14] pour un milieu linéaire élastique.

Dans ce rapport, nous présentons, dans la section 2, les équations élastodynamiques pour un
milieu linéaire élastique, le modele physique d'atténuation utilisé ainsi que le systéme d'équations
aux dérivées partielles obtenu dans le cas viscoélastique. Ensuite, section 3, nous décrivons en
détails la discrétisation spatiale par la méthode GD, la discrétisation temporelle ainsi que le trai-
tement numérique des conditions aux limites. En n, la méthode numérique est appliquée, section
4, a deux types de problemes : le premier est la propagation d'une onde dans une colonne de sol
hétérogéne et permet une validation détaillée de notre approche; le second concerne un cas plus
réaliste de propagation dans un bassin sédimentaire hétérogene en présence d'une topographie
non plane. Dans les deux cas, les résultats de la méthode GD sont comparés a des solutions issues
d'une méthode di érences nies dont les caractéristiques sont précisées en annexe.

2 Modélisation

2.1 Formulation du systéme pour un milieu élastique

La propagation des ondes P-SV dans un milieu linéaire et isotrope est régie par les équations
élastodynamiques qui s'écrivent, en formulation déplacement-contraintes et en absence de forces
extérieures &

u

@t~
ou u est le vecteur déplacement, le tenseur des contraintes et la masse volumique du milieu.
Nous complétons cette équation par la loi de Hooke qui décrit le comportement du matériau
dans le cas linéaire élastique isotrope et relie les contraintes aux déformations

ro; (2.1)

=tr ()I+2 ; (2.2)

ol est le tenseur des déformations dont les composantes sont
-1l e @y .
T2 @x @x

| est la matrice identité; et sont les coe cients de Lamé reliés aux vitesses de propagation

des ondes P et S dans le milieu par les relations
s

(2.3)

| —

*2 etve= —: (2.4)

Vp =

Si I'on introduit le vecteur vitesse v = @u dans I'équation ) et que l'on dérive la relation
@) en temps, on obtient la formulation vitesse-contraintes du premier ordre pour un milieu
linéaire élastique 3

3 9V,
@t ’
s @ (2.5)

r WI+ (rv+rv'):

‘ot
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2.2 Prise en compte de l'atténuation

Lorsque les ondes se propagent dans un milieu réel, une partie de I'énergie sismique est
dissipée en raison de pertes anélastiques. Celles-ci sont liées a la friction interne du matériau
(Aki et Richards [1]). Ce phénoméne n'est pas pris en compte dans la modélisation linéaire
élastique.

Une facon d'introduire l'atténuation intrinséque du milieu consiste a supposer que le milieu
de propagation n'est plus élastique mais viscoélastique, c'est-a-dire qu'il a un comportement a
la fois élastique et visqueux. De ce fait, il n'est plus possible d'utiliser la loi de Hooke2)
reliant de facon linéaire les contraintes et les déformations mais, suivant le principe de causalité,
la contrainte au temps t est fonction de tout I'historique de la déformation jusqu'a t, ce qui se
traduit par la relation contraintes-déformations suivante

_ @ 4.
j (D)= i )= w()d; (2.6)
1 @

ol est le tenseur des fonctions de relaxation décrivant le comportement du matériau. Cette
relation peut s'écrire aussi

i ()= (1) @@tkl (1) 2.7)

ou estle symbole de convolution, ou encore

j (1) = @@t ik (1) W (b): (2.8)

D'un point de vue numérique, l'utilisation directe des formules ) ou ) n'‘est pas envi-
sageable a cause du co(t en temps et en mémoire nécessaire pour l'approximation de la convolu-
tion. L'approche classique proposée par Day et Minster [13] consiste, tout d'abord, a remplacer
la convolution dans le domaine temporel par une multiplication dans le domaine fréquentiel en
utilisant une transformée de Fourier (TF). On dé nit la TF par

z 1
FIF@)]= f()= f(tye ™ dt; (2.9)
1

et la TF inverse par )
P h i 21 _
FL1fu) = 0 ) e dr: (2.10)
1
Sous des conditions appropriées - que nous gupposons remplies -, ces deux fonctions existent et
sont inverses I'une de l'autre, c'est-a-direF 1 f* = f. En posant

g @ _. .
M=F ot =i F[]; (2.11)

la TF de I'équation (.8) est alors
by ()= M (V) ba(); (2.12)
ou M (!') sont les modules viscoélastiques, complexes et dépendant de la fréqueihce

Pour cette étude dans le domaine temporel et pour I'approximation par une méthode Galerkin
discontinue, nous choisissons le modéle de Maxwell généralisé (GMB) combinant un ressortlet
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8 Peyrusse & Glinsky & Gélis & Lanteri

Generalized Maxwell body

Loz

Fig. 1 Modele de Maxwell généralisé (GMB)

modéles de Maxwell, comme illustré gure[], introduit par Emmerich et Korn [16]. En 1D, son
module est
ki i!

X
M(!):kH+ ||+||

I=1
ou l'on a noté ky (resp. k) le module d'élasticité du ressort simple (resp. dul-eme modéele de
Maxwell), | la viscosité et! | = k= la fréquence de relaxation dul-eme modéle de Maxwell.
Le module instantané (unrelaxed modulug MY est obtenu pourt ! 0, c'est-a-dire! ! +1 . De

méme, on peut dé nir le module relaxé elaxed modulu3 MR comme limite quandt ! +1 ,

c'est-a-dire! ! 0. On a donc

(2.13)

X
MU:IIIirrllM(!):kH+ k: (2.14)
o I=1

En dé nissant des coe cients anélastiqgues ™! = k=MY, [@.13) équivaut alors a
|

P Ml | '
M()=MY 1 : (2.15)
1=1 o+l
dont on déduit la relation suivante
|
st !
®=M" (1 M) (2.16)

1=1

ou I'on a introduit L fonctions anélastiques(également appeléewariables internes ou variables
de mémoire) 7

'W=1, e b ()d; (2.17)
1
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qui véri ent les L équations di érentielles suivantes

@@t'(t)+ o)y =1 () (2.18)

Le passage a deux ou trois dimensions d'espace s'e ectue en considérant autant de modules que
nécessaire. Ainsi, dans le cas linéaire isotrope que nous étudions, on introduit deux modules,

appelés et par analogie avec le cas élastique. Reprenant la forme obtenue pour un module

M quelconque, on a

- U ST _u SR
)= Y 1 Crer )= Y 1 N (2.19)

Pour terminer cette description, précisons que les coe cients élastiques Y utilisés dans le
modéle sont déterminés a partir des vitesses de phasg! ) (vs ou vp) que 'on suppose connues
a une certaine fréquence de référende. =2 f , (Moczo et al. [40]). Sachant que

" o
M (! z
v(!)= Re L ; (2.20)
on déduit de (2.15) que
R+
U — 2 1
MY = v (!r)i2R2 (2.21)
q - . X Ml bS Ml =t
= + = _ = e
avecR="( 1+ 2). 1=1 LI 2T Ty

2.3 Approximation des coe cients anélastiques

L'atténuation est couramment introduite par l'intermédiaire d'un facteur de qualité Q. A
partir d'un module viscoélastique M donné ( ou de I'équation (2.19)) ce facteur qualité
Qwm (1) est dé ni par

ReM (!
Qu (') = Iml\/l((')) (2.22)
et son inverse par
hS M;l 1 I!
! 2 4 12 X 1.1 12 10
o g+ !
QMl(! )= | 1)(_ I - [VHE! I |2_||_Q|'\g ( ) : (223)
v 1=1 ’ ’
! 12+ !I2

1=1

ce qui permet d'approcher numériquement n'importe quelle loi pourQ.

Campbell [6] suggére de diviser le facteur de qualité en deux composantes, une composante
indépendante de la fréquence nommée atténuation intrinséque ou anélasticit€)(,*) résultant de
I'amortissement interne du milieu et une composante dépendant de la fréquence communément
appelée di raction ( scattering, Q) provenant de la présence d'hétérogénéités lors de la propaga-
tion des ondes. Le facteur d'atténuation est alors la somme de ces deux term@s 1 = Qinl+ Q.
Ainsi, si Qs contribue signi cativement a I'atténuation, Q sera également dépendant de la fré-
guence. Kwok et al. [32] ou Stupazzini et al. [55] proposent des travaux basés sur une telle
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10 Peyrusse & Glinsky & Gélis & Lanteri

dépendance deQ. Cependant, dans l'intervalle des fréquences d'observation de la sismologie, le
facteur de qualité est généralement considéré comme approximativement constant ou dépendant
faiblement de la fréquence (Aki et Richards[[1]) et c'est I'hypothése que nous choisissons de faire.
Ainsi, une bonne approximation peut étre obtenue en choisissanh fréquences de relaxation
I'| dans lintervalle de fréquence d'intérét et en résolvant I'équation [2.2B) par une méthode de
moindre carrés (comme détaillé par Emmerich et Korn[[16]) dont les solutions sont les coe cients
anélastiqgues ™' = k;=MVY. Le calcul des coe cients anélastiques s'e ectue donc en amont de
la simulation a partir des valeurs deQp et Qs données pour les ondes P et S.

L'intervalle de fréquences considéré pour I'optimisation ainsi que le nombre de fréquences de
relaxation et leur répartition dans cet intervalle sont autant de critéres modi ant I'approximation
obtenue. Emmerich et Korn [16] proposent d'utiliser des fréquences réparties linéairement sur un
axe logarithmique, c'est-a-dire telles quel | ; =10 ! (méthode référencée par EK). Pour une
fréquence maximale! | égale a 10 Hz, valeur standard en sismologie, les fréquences de relaxation
seront donc 10 1;1;10 pour 3 mécanismes,10 2;10 !;1;10 pour 4 mécanismes, et ainsi de
suite. Notons que le facteur 10 entre deux valeurs de fréquence permet d'assurer la positivité
des solutions issues de l'optimisation. Dans cette approche, l'intervalle d'étude et le nombre de
mécanismes ne sont donc pas indépendants puisque ajouter un mécanisme revient a diminuer
d'un facteur 10 la borne inférieure de l'intervalle contenant les fréquences de relaxation.

On peut également considérer un intervalle xe, par exemple[10 *;10], et diminuer I'espa-
cement entre les fréquences lorsque I'on augmente le nombre de mécanismes dans cet intervalle,
comme dans Kaseret al. [26]. Cependant, avec cette méthode a borne inférieurddwer bound),
lorsque le nombre de mécanismes est trop grand comparé a l'intervalle de fréquences, la distance
entre deux fréquences de relaxation devient trop petite et il n'est plus garanti que la procédure
d'optimisation fournisse des coe cients anélastiques positifs. Pour s'assurer de la positivité des
coe cients, on peut donc ajouter cette contrainte lors de I'optimisation.

Nous comparons maintenant ces di érentes méthodes. Nous présentons, gufé 2, les résultats
obtenus pour l'approximation de Qp = 10 dans lintervalle [10 *;10] Hz. Nous constatons que
pour 3 mécanismes les di érentes approches conduisent aux mémes approximations (I'erreur
relative entre l'approximation et la valeur Qp = 10 est d'environ 6%). En e et, compte tenu
du nombre de mécanismes choisis, les fréquences de relaxation sont identiques pour toutes les
méthodes et les coe cients obtenus sont positifs.

Les résultats di érent lorsque I'on considere 8 mécanismes, comme illustré sur la gurg]3,
pour le méme intervalle d'intérét. On peut constater aisément, sur la gure du haut, le principe
de la méthode EK consistant a étendre l'intervalle d'approximation par rapport au cas précédent
de 3 mécanismes. En revanche, sur l'intervall§10 *;10] Hz, I'approximation est restée la méme
gue pour 3 mécanismes produisant une approximation moins précise que la méthode avec borne
inférieure qui réduit I'amplitude autour de la valeur QPl = 0:1 (l'erreur relative est d'environ
1%). De plus, on remarque que l'approximation obtenue par optimisation sous contraintes donne
un résultat Iégerement moins précis que l'optimisation libre (erreur relative d'environ 26), mais
la di érence est faible. Toutefois, en pratique, pour limiter le temps de calcul ainsi que le nombre
d'inconnues, le nombre de mécanismes sera moins élevé (plutét 3 ou 5, comme illustré dans nos
simulations sur un bassin réaliste) et I'optimisation sans contrainte sera généralement su sante.

2.4 Formulation du systeme pour un milieu viscoélastique

Une généralisation de la relation linéaire contraintes-déformations|(2.16) dans le cas 3D iso-
trope s'écrit
x I H|
i = Kk ij +2 ij ! KK i +2 ! M y (224)
=1

Inria



Méthode GD d'ordre élevé pour la propagation

d'ondes sismiques en milieu viscoélastique 11

0.12-

0.1

HD.
o 0.061
0.04(

0.02--

—exact

= lower bound 0.1
lower bound 0.1 (constrained)
EK

0.106

0.104-

0.1021-

0.1

10

—exact
= lower bound 0.1

EK

lower bound 0.1 (constrained)

10° 10"
frequency (Hz)

10 10

Q1

0.098

0.096

0.094

10°

10°
frequency (Hz)

Fig. 2 Approximation de QF,1 =10 !dans lintervalle cible [10 *;10]Hz par 3 mécanismes avec
di érentes méthodes. En haut, visualisation sur la bande de fréquences étendyeé0 4;10]Hz, en
bas, sur[10 *;10] Hz.
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Fig. 3 Approximationde Qp 1 =10 !dans lintervalle cible [10 *;10]Hz par 8 mécanismes avec
les di érentes méthodes. En haut, visualisation sur la bande de fréquences étend{&0 *;10] Hz,
en bas, sur[10 1;10] Hz.
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Méthode GD d'ordre élevé pour la propagation d'ondes sismiques en milieu viscoélastique 13

oli et correspondent aux modules instantanés Y et Y de I'équation (2.19). On a supposé
gue les deux GMB considérés (un pour, un pour ) ont le méme nombreL de mécanismes et

les mémes fréquences de relaxatioh;; | = 1;:::;L. Les fonctions anélastiques j sont dé nies
chacune comme dans le cas 1D (ed. (2]17)) par
z t
b=t et )y ()d: (2.25)

1

Les équations|(2.24), écrites pour chaque composanteg , sont équivalentes a la forme matricielle
suivante

X
= (r wl+ (ru+ru") Ttr(Hr+2 M (2.26)
1=1
A n d'obtenir une formulation en vitesse-contraintes, on dérive I'expression précédente et on
obtient
@
@t
dépendant des nouvelles fonctions anélastiques

@I

- at

comme suggéré par Moczet al. [42]. Pour nir, il nous reste donc a écrire les équations véri-
ées par ';1=1;:::;L. Les fonctions | vériant I'équation di érentielle (2[18)] les nouvelles

ij
inconnues i'j sont solutions de

X
r V)I+ (rv+rvh) T Yr+2 (2.27)
1=1

l=21;:::;L; (2.28)

@

@@t'(t)+ NOE !u@t(t); l=1;:::;L: (2.29)
Finalement, le systéme s'écrit

8 @v _ r .

et ’

@ . (r vV)I+ (rv+rvh) * Ta(hr+2 0T

@t . ’ (2.30)

|
§ %t = %'(rv+rvT) pho=1L:

3 Discrétisation

3.1 Discrétisation spatiale

Nous présentons la discrétisation du systeme par la méthode DG. Pour rester général, nous
nous placons ici en trois dimensions d'espace.
— - T L .
On poseW = v;7 yOUT =( s yyr zzy xys xzo yZ)T est le vecteur des inconnues du
tenseur des contraintes. Le vecteur , a 6L composantes, contient I'ensemble des six fonctions

anélastiques indépendantes de chaque mécanisme.
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14 Peyrusse & Glinsky & Gélis & Lanteri

-1 -l

Autrement dit, = (i s )T avec - = (%t yys vzi xyi xzi yz)'. On peut
alors écrire le systéme[(2.30) sous la forme compacte
_ X B B
@+ B @W=E W: (3.1)
@t
2f xy;z g

C'est un systeme a9 + 6L équations et autant d'inconnues qui généralise le systéme élastique.
Pour un vecteur m = ( ny; Ny; n,)T de RS, la matrice

X
Bn(:: )= B (;; )n; (3.2)
2f xy;z g
est une matrice par blocs telle que
!
An Oy 6L
B, = ; (3.3)
Cn OsL 6L
ou A, est la matrice 9 9 suivante
X
An(ss ) = A (55 )n; (3.4)
2f xyiz g
telle que
0 N 1
0 0 0 Q0 0 X 2z 9
0 0 0 o ™ o ™ nz
0 0 0 0 0 " 0 " M
( +2 )ny ny n, 0O 0 0 0O 0 O
An(:; )= n x ( +2 )ny n., 0O 0 O O 0 O (3.5)
n x ny ( +2 )n; O 0 0 0 0 0
ny n x 0 0 0 0 0 0 0
n; 0 n x 0 0 0 0 0 0
0 n., ny 0O 0 0O 0O 0 O
et
0
Ca
Cn = é Ch & (3.6)
Cy
est une matrice par blocs6L 9, chaque bloc de taille6 9 étant dé ni par
0 1
2nx 0 0O 0 0 O 0 0 O
2ny 0O 00 0O 0 O0 OO
_ N 0 2n, 0 0 0 0 O O
‘E nn O 0 0 0 0O 0 O (3.7)
0 nk, 0 0 00 0O
n, np 00 0O 0O Inria
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Remarquons que la matriceC!, n'est autre que le bloc inférieur de la matriceA, ( ; 0;!=2). La
matrice E de second membre posséde également une structure par blocs. On a
!
09 9 E
E = ; (3.8)
O 9 Ei

avecE et E, elles aussi des matrices par blocs, de taill®8 6L et 6L 6L respectivement.
Ainsi,
E = E! E! EL (3.9)

ou la matrice 6 6 E! est telle que

0 0 0 0 0 0 o 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
L ; il il 0 0 0
E' = d T2 ! 0 0 0 :
i i LI 2 ; 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2
(3.10)
et 0 1
= 0
E = % g; (3.11)
0 EF
ol chaque matrice6 6 E| est dé nie par
El = I (3.12)

On considére un domaine polygonal partitionné en Nt simplexesT; (triangles en 2D,
tétraédres en 3D). On noteV(i) I'ensemble des indices des éléments voisins de et S une face
interne commune aT; et Ty, c'est-a-dire Sy = Ty \ T . Enn, E(i) est I'ensemble des indicek
des faces de I'élémenf; commune a la frontiere, soitS) = T\ @ .

Pour commencer, on multiplie le systéme) par une fonction test réelle, et on intégre ensuite
sur un élémentT;
2 3

X
49V, B(:: )@W EW5 dX =0: (3.13)
et

4

2f xy;z g

En supposant , et constants par élémentT; et en appliquant la formule de Green au second
terme de I'équation (3.13), on obtient
z av X z z z
—— dX B" W@ dX + B[ W ds =ET" W dX; (3.14)

: t : : :
T @ 2f xy;z g Ti @ri Ti

RR n° 8242



16 Peyrusse & Glinsky & Gélis & Lanteri

ol B/ (resp. ET) est la restriction de B, (resp. E ) a I'élément T;. On considére maintenant
comme fonctions test les polynémes d'interpolation de Lagrange de degné sur Ti. On peut
alors écrire une approximation de chaque composant®/ du vecteur W sous la forme

W, (xt) = iWJ-T‘(t) 1) (3.15)
j=1

ou d; est le nombre de degrés de liberté sur I'élémenf; et J-T‘ (j =1;::;d) sont les fonctions
de base associées. Le premier terme de (3/14) s'écrit alors

Z i

. . di i
8l=Lids @@yv Tdx = M &WjT ; (3.16)
Z
avecMTi = [ hdx la matrice de masse sufT;. De méme, pour le second
Ti 1 d
membre, on obtient
Z i
8l=1;m;d; E" W J'dXx=E" MW (3.17)
TI j:l
La deuxieme intégrale de [(3.1}4) est approchée par
8l =1;:5d; B" W@ ["dX = BT Gy W' (3.18)
2t xy;z g Ti 2f xy;z g j=1
Z
avecG" = @ ' dX
Ti 1§l d

A n de calculer l'intégrale de bord apparaissant dans ), on séparedl; en ses parties interne
et frontiere
x £ x £
8l=1;:5d; B W [ dS+ B[ W | ds: (3.19)

kav (i) Sk k2E (i) S¢

On dé nit un ux centré pour les faces internes Si

1 1 —T

Wis, =5 W +W (3.20)
L'intégrale correspondante s'écrit alors :
Z v
X o 1 X N _ T __
8l=1;:udi; By W [ ds: B R W'+ R W ;
kav (i) Sk K2V (i) j =1 ol Kol
Z Z (3.21)
oulonanoté Rl = [lds et Rj* = [< lds
o Si 1 o Si 1 d
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3.2 Conditions aux limites
3.2.1 Surface libre

La condition de surface libre est une condition physique indiquant une traction nulle a I'in-
terface entre l'air et le sol, c'est-a-dire m = 0. On introduit cette condition directement dans
I'intégrale de bord, en écrivant

Z i
sm=1;:5d; BN W Tds=B] R" W, (3.22)
sy j=1 Sk’ mj Sk
Z !
N vvALER TiNT T T
ouW;  =(v'0 6 ) etR/’ = ;' m ds
Sk' 5 SH i
1 rm di

3.2.2 Bords absorbants

Pour simuler la propagation dans un domaine in ni, nécéssairement représenté par un do-
maine de calcul borné, on applique des conditions absorbantes sur ces bords particuliers. La
matrice B, est diagonalisable dansR quel que soitm = (ny;ny;n;)T vecteur unité, et la matrice
des valeurs propres est

0
o = MRS (3.23)
Os. 9 OeL 6L

ou la matrice  est la matrice des valeurs propres dans le cas élastique. Elle dépend des vitesses
de propagationv, et vs données par I'équation [2.4)

0 1
Vw 0 0 0 00O O O
0 v 0 0 00O O O
0 0 v 0 000 O O
0 0 OvO0OO0OOTO O O
= 0O 0 0 0 00O O O (3.24)
0O 0 0 0 00O O O
0O 0 0 0 00O O O
0O 0 0 0 0O0Ov, O
0O 0 0 0000 0 v,

La condition absorbante est simplement obtenue en considérant, pour ces faces, un schéma dé-
centré dans lequel seule la contribution sortante est prise en compte tandis que la contribution
entrante est négligée. Pour cela, on pose= * + ol * = max( ;0)et = min( ;0). Si

P est la matrice des vecteurs propres, on peut donc écrilB, = By + B,, avecB; = P tpl
etB, = P P l En ne conservant que la partie sortante, on approche alors la deuxiéme

intégrale de (3.19) par

Z o . i o
8l=1;:5d; B W [hds' Bl RTi W,
S|

(3.25)
k j=1
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18 Peyrusse & Glinsky & Gélis & Lanteri

3.2.3 Bords périodiques

Dans certaines applications, il est possible d'appliquer des conditions de périodicité, notam-
ment le cas de la propagation dans une colonne hétérogéne 1D (sectfon]4.1). Le modéle ainsi que
les solutions étant indépendantes de, on peut appliquer de telles conditions sur les deux faces
latérales du domaine de calcul. Pour cela, les faces directement opposées sont arti ciellement
connectées entre elles de sorte que I'on peut appliquer un schéma centré, comme pour les faces
internes. En pratique, ces conditions de périodicité peuvent également étre appliquées a des con -
gurations 2D (notamment des bassins sédimentaires), a la seule condition que les bords latéraux
soient placés su samment loin du domaine d'intérét a n d'éviter le retour d'ondes depuis ces
bords.

3.3 Discrétisation temporelle

On utilise un schéma de type saute-mouton, c'est-a-dire que et sont calculés en des temps
décalés. En notant t le pas de tempsFT ( = x;y;2z), GT‘ (; =xvy;z)et HT‘ (; =
X;y;z) les opérateurs discrets prenant en compte les intégrales sdr et @, la formulation du
schéma GD sur un élémenfT; s'écrit nalement :

wytt W

e W W e (3.26)
M M = G oy TR (3.27)
" ;
whtE o whE o
Ml = HT TR (3.28)
oUW | estle vecteur dest; valeursde ! (; = xy;zetl=1;::5;L)surT;, " 7 sontles

fonctions anélastiques en(n + %) t.

3.4 Implémentation de l'onde plane

L'implémentation de I'onde plane dans la méthode Galerkin discontinu peut étre faite de deux
fagons. La premiere consiste a introduire I'onde plane incidente, dont lI'expression est connue en
espace et en temps pour toutes les variables du systeme, comme une condition initiale dans le
rocher. La seconde technique, qui est celle utilisée par la méthode des di érences nies, a été
adoptée dans ce travail pour faciliter la comparaison des méthodes GD et DF.

L'onde plane SV d'incidence verticale est introduite comme second membre sur la composante
horizontale v, des vitesses via le termey(x;y) s(t) ou g est une fonction gaussienne normalisée
qui s'écrit, en deux dimensions d'espace

(y vs)?
h2

ys est une ordonnée dans le rocher ét est le support de cette gaussienne qui doit étre choisi de
I'ordre du pas d'espace du maillage. Notons qug ne dépend que de/ permettant ainsi de générer
une onde plane verticale indépendante de ; cette méthode peut étre utilisée pour une source
ponctuelle avec une fonctiong dépendant dex et y. En pratique, pour assurer l'indépendance
en x, il convient d'appliquer des conditions de périodicité aux deux bords latéraux du domaine
de calcul a n d'éviter une perte d'énergie au cours du temps dans le cas de conditions de bord
de type absorbant.

z

a(x;y) = Miexp avec M = g(x;y) dxdy; (3.29)
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Méthode GD d'ordre élevé pour la propagation d'ondes sismiques en milieu viscoélastique 19

4 Reésultats numériques

On s'intéresse dans cette section a l'application de la méthode Galerkin discontinue a deux
problémes tests di érents en deux dimensions d'espace. Le premier, la propagation d'une onde
plane dans une colonne de sol hétérogéne, permet une validation précise de notre méthode. Le
second concerne un cas complexe plus réaliste de propagation dans un bassin sédimentaire. Dans
les deux cas, nos résultats sont comparés avec ceux d'une méthode di érences nies (Géddisal.

[20]) dont les caractéristiques principales sont précisées dans l'annexe, en n de ce document.
Dans le cas DF, la prise en compte de la viscoélasticité suit I'approche proposée par Liu et
Archuleta [35] : 8 mécanismes sont introduits par point de la grille numérique et un jeu de
parameétres dé nissant les temps de relaxation sont choisis de sorte que les facteurs de qualit@s
soient correctement modélisables pour des valeurs comprises entre 5 et 5000 et considérés comme
constants entre 0.01 Hz et 50 Hz. Dans le cas 1D, ces résultats sont également comparés a ceux de
la méthode Haskell-Thomson (HT, Haskell [24], Thomson[]56]) qui étudie la propagation d'une
onde plane dans un milieu 1D a couches. La méthode, écrite dans le domaine fréquentiel, permet
de prendre en compte correctement l'atténuation pour toutes les fréquences.

4.1 Propagation d'une onde plane dans une colonne de sol hétérogene

L'objectif de ce premier cas test, relativement simple, est de permettre une validation trés
précise de la méthode GD proposée. On considére la propagation d'une onde plane d'incidence
verticale de type S dans une colonne de sol hétérogéne composée de sept couches di érentes de
dépbts sédimentaires sur du rocher. Ce cas est 1D mais nous I'étudions en deux dimensions,
comme décrit gure [ Le tableau[] présente les caractéristiques de ces di érentes milieux; on

surface libre

300m

rocher

*

source

Fig. 4 Description de la colonne de sol hétérogene

remarque notamment des contrastes de vitesse importants. Les vitesses ainsi que les épaisseurs
de chaque milieu ont été choisies pour étre tout a fait représentatives d'une colonne de sol réelle.
L'onde plane incidente est introduite dans la partie rocher du modele par l'intermédiaire d'un
terme source au second membre de la composantg et se propage verticalement a travers
les di érents milieux jusqu'a la surface. La partie temporelle de cette sources a un contenu
fréquentiel se situant principalement dans l'intervalle [0; 10] Hz (comme on peut le constater
sur la gure E} Une condition de surface libre est appliquée sur le bord supérieur du domaine
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Vp(fr) (m=s) vs(fr) (m=s) (kg:mg) Qp Qs

1 1500 130 2050 75 15
2 1500 200 2150 75 20
3 1650 300 2075 83 30
4 2050 450 2100 103 40
5 2450 600 2155 123 60
6 2550 700 2200 140 70
7 3500 1250 2500 200 100
rocher 4500 2600 2600 50000 50000

Tab. 1 Caractéristiqgues des di érents milieux constituant la colonne hétérogéne. Les valeurs
des vitesses correspondent a la fréquence de réfererige

de calcul. Comme le probléeme est 1D, on peut supposer des conditions de périodicité sur les
faces latérales du domaine de calcul. En n, pour le bord inférieur, il s'agit de conditions de type
absorbant.

On e ectue des comparaisons entre les solutions obtenues par les méthodes Galerkin disconti-
nue (GD), di érences nies (DF), ainsi que par la méthode Haskell-Thomson (HT). On s'intéresse
aux rapports spectraux de la composante horizontale de vitesse, (ou fonctions de transfert),
dé nis comme les ratios dans le domaine fréquentiel entre la solution calculée en surface de la
colonne et la solution correspondante dans le cas idéal de propagation élastique dans un rocher
homogene. Notons que dans le cas d'un milieu homogéne élastique, la réponse en surface est
égale au double de la valeur incidente en raison de la ré exion au niveau de la surface libre, les
rapports spectraux entre solution et référence sont donc, par dé nition, constants et égaux a 1
dans tout milieu homogene élastique.

Dans un milieu hétérogéne, comme c'est le cas étudié ici, on observe, guré 6, un comporte-
ment bien plus complexe des fonctions de transfert et des valeurs d'ampli cation trés élevées a la
fréquence fondamentale ainsi qu'aux modes supérieurs résultant des ondes constructives succes-
sives, montantes et descendantes, piégées dans la colonne hétérogéne. Ainsi la présence de couches
meubles en surface méne a une ampli cation du mouvement sismique dans certaines gammes de
fréquence; c'est I'e et de site. Notons également la parfaite superposition des résultats de la
méthode GD avec ceux des deux autres méthodes.

On s'intéresse a présent au cas viscoélastique. Pour la méthode GD, les coe cients anélas-
tiques sont déterminés suivant la technique de la borne inférieure avec contrainte sur l'intervalle
[0;10] Hz. Dans un premier temps, on utilise 8 mécanismes et I'on compare, gurg|7, les résul-
tats des di érentes méthodes. On note une excellente concordance entre elles sur la bande de
fréquence considérée, ce qui constitue une premiére validation de notre approche.

On étudie maintenant I'in uence du nombre de mécanismes sur les rapports spectraux. On
présente, gure[qd, les résultats obtenus par la méthode GD en utilisant 3, 5 ou 8 mécanismes.
On constate que les di érences sont peu visibles sur les basses fréquences (jusqu'a 2 Hz), mais
plus importantes a haute fréquence. Ainsi, le nombre de mécanismes nécessaires pour obtenir une
bonne solution semble dépendre de la bande de fréquences a laquelle on s'intéresse, notamment
du contenu fréquentiel de I'onde incidente. Notons que, méme lorsque 3 mécanismes sont utilisés,
les di érences d'amplitude sont minimes.
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Fig. 5 Description de la sources en temps (a gauche) et en fréquence (a droite)

En superposant les fonctions de transfert obtenues avec les di érentes méthodes dans les cas
élastique et viscoélastique ( gure[9), on constate, comme attendu, que I'atténuation anélastique
est visible au niveau des pics d'ampli cation mais ne modi e pas les fréquences concernées et,
de plus, augmente en fonction de la fréquence. Au-dela de 8. Hz, les valeurs de I'ampli cation
varient entre 2 et 4 dans le cas viscoélastique alors qu'elles atteignent des valeurs d'environ 10
dans le cas élastique, ce qui conduit a une surestimation des ampli cations par rapport a un cas
plus réaliste.

En n, on étudie I'in uence de la dispersion dans les résultats obtenus. Selon Kjartanssori[29],
la portion d'énergie perdue par cycle ou par longueur d'onde est indépendante de la fréquence
mais les pertes anélastiques sont dues a la dispersion intrinseque des ondes qui se propagent a des
vitesses dépendant de leur fréquence. Donc les vitesses dans les di érents milieux sont données
pour une certaine fréquence de référenck . Or, comme nous l'avons détaillé précédemment,
les coe cients élastiques utilisés dans le systéme en temps sont déterminés grace aux vitesses
élastiques, c'est-a-dire a fréquence in nie. Par conséquent, les résultats vont dépendre fortement
de cette fréquence de référence, présente dans la relation dé nissawitV , équation ) (Graves
et Day [22], Liu et Archuleta [35]). Par exemple, si I'on remplacef, = 8 Hz utilisée dans les
premieres séries de résultats pour DG et les DF paf, = 1 Hz, on observe - logiqguement
- une forte modi cation du rapport spectral, trés visible sur la gure 0] Par conséquent, et
notamment dans les cas de comparaison entre di érentes méthodes, sa valeur doit étre précisée.
Le plus souvent, la valeur de la fréquence de référence est choisie par défaut égale a 1 Hz (Moczo
et al. [42] ou Liu et Archuleta [35]). Cependant, lorsque la gamme de fréquences est plus large, et
notamment haute fréquence, on peut choisir une valeur plus élevée, comme c'est le cas ici. Notons
que les simulations HT sont réalisées directement dans le domaine fréquentiel et par conséquent
ne dépendent pas de cette fréquence de référente
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Fig. 6 Rapports spectraux de la vitesse horizontalevy pour le cas de la colonne hétérogéne et
dans le cas élastique. Résultats GD en bleu, DF en vert et HT en rouge.
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Fig. 7 Rapports spectraux de la vitesse horizontalevy pour le cas de la colonne hétérogéne et
dans le cas viscoélastique. Résultats GD en bleu, DF en vert et HT en rouge.
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DG - 8 mech.

amplification

frequency (Hz)

Fig. 8 Rapports spectraux de la vitesse horizontalev, pour le cas de la colonne hétérogene et
dans le cas viscoélastigue. Comparaison des solutions GD avec 3 (en rouge), 5 (en vert) et 8 (en
bleu) mécanismes. Résultats DF en turquoise et HT en violet.
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Fig. 9 Rapports spectraux de la composante de vitesse horizontal®,. Comparaison des cas
élastique et viscoélastique.
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Fig. 10 Rapports spectraux de la composante de vitesse horizontale,. Comparaison des
fréquences de référenck, =1 Hz etf, =8 Hz.
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4.2 Propagation dans le bassin de Nice
4.2.1 Géométrie réaliste de bassin 2D hétérogene

Nous nous intéressons a présent a un cas plus réaliste et étudions la propagation d'une onde
plane SV d'incidence verticale dans un bassin sédimentaire 2D. La géométrie de ce bassin est
extraite d'un modele 3D de la région de Nice (Alpes-Maritimes, France)[3] fourni par le CETE
Méditerranée qui décrit la topographie et les propriétés en profondeur sur une grille de 10 m
de résolution. La position du pro | 2D sur la topographie de Nice ainsi que le détail du modéle

Fig. 11 Topographie de la ville de Nice et localisation du pro | 2D utilisé pour les simulations
(ligne noire). NLIB est une station du RAP (Réseau Accélérométrique Permanent) ou ont été
enregistrés les signaux réels.

sont donnés dans les gure@l 2. Comme constaté sur la coupe (guE]lZ), la géométrie du
modele a été prolongée de part et d'autre du bassin par deux parties homogénes horizontales de
méme altitude, modi ant Iégérement la coupe originale, a n d'appliquer des conditions de pé-
riodicité aux bords latéraux. Ce modéle est complexe et fortement hétérogene comme l'attestent

Fig. 12 Coupe verticale de la vitesse des ondes S dans le bassin 2D et position des recepteurs
R1, R2 et R3 pour les simulations ainsi que de la station réelle NLIB.

les propriétés des di érents milieux listées dans le tablea{l|2; les facteurs de qualité, qui ne sont
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