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Solving Under- constrained Assembly Problems Incrementally Using a
Kinematic Method
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2 GEOMETRY REPRESENTATION AND CONSTRAINT GRAPH

2.1 Geometry representation

1���"���������-�
��������"������������
��������2����������	����
 ��,��� ��	���������	��	������
��-
�"�� 	��������"���� �
��������� ������� ���&�� �2� �������� ������� ��
� ������& ���� �"���� �����	������ ���� ��
�3��,������-����,�	��
�������������������2�������	�����,�������	�����& 4�,���	�����,�������	����� %�	�

�	������
 ��� ;>?� �����
 dot- 1 �����	���� �
1d� �� dot- 2 �����	����� �

2d� �� spherical �����	����� �
S� ��

distant �����	����� �
dist� ��� ��
 angle �����	����� �

ang� �� ��� ���,�	���� ��������2�����������
������&�*�
���������-�	��	�������"��	��������"�����
�����������������������-������	���������&���2���-��%� �	�����,��
�2��������� ��������
���������%�����	�
��������%��	�����,�������	�����������
 cylindrical �����	����&�!��

ia ��
 ja ��������,����	�� 2�7�
������
��� i ��
 j�� 	�������,��-����
 ijd �� � ,����	� 2	���������� ip

2�7�
 �����
- i ���������� jp 2�7�
 �����
- j& �����	�����,�������	�������	� 
�2���
 �� ����%&

�& Dot- 1 �����	�����	�3��	�� ia ��
 ja �������	�"������&
1( , ) 0d T

i j i j� � �a a a a

�& Dot- 2 �����	���� 	�3��	�� ia ��
 ijd �������	�"������&
2 ( , ) 0d T

i ij i ij� � �a d a d

�& Distant �����	���� 	�3��	����"�������"��2 ijd �������3�����������������
0d &

2 2

0 0 0( , ) ( , ) 0dist T

ij ij ij ij ijd d d� � � � � �d d d d d

=& Angle �����	���� 	�3��	����"������� �2��%��,����	� �3�����������������α &

( , ) cos 0ang T

i j i j α� � � �a a a a

<& Cylindrical �����	���� 	�3��	��
2 2

0( , ) ( ) 0cyl T T

ij i ij ij ij i d� � � � �d v d d d v

� spherical �����	���� 	�3��	�� ( , ) 0S

i j i j� � � �p p p p &� !�� 1 [1 0 0]T�e �

2 [0 1 0]T�e � 3 [0 0 1]T�e &�*"� spherical �����	���������������,�	��
��3��,������-������� dot- 2

�����	�����
2 ( , )( 1,2,3)d

k j i k� � �e p p &�*"�	�2�	����"� spherical �����	������������	���,�
�2	����"�

�	�����,��& *"�����,�	�������2����������������������
�������������	�����,�������	�������������2���
���
;�=?&

2.2 Geometric constraint graph and biconnected property

4�	�����"��
�2�������� �2��������	������	��"���
 ��� ����������
��	���	�-��	����,������2����%�&

Definition 1. A constraint graph is a simple graph ( , )G G V E� , where V andE are the sets of nodes

and edges, respectively. In this graph, a node represents a rigid body, and an edge ( , )i je v v� exists if

and only if there's at least one mating condition between iv and jv .

*"��
�2���������2 biconnected �	���	�- �2����	��" ���	������
�2	���;��?&

Definition 2. A connected graph ( , )G G V E� is ����������
 if for each triple of distinct vertices u ,

v and w in V , there exists a path :p u v� such that w is not on the path p . If there is a distinct

triple u , v and w such that w is on every path :p u v� , then w is called a separation ��
� (or an

�	�������������
� ) of G.
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���������� �	�� �"����
�� �"�� ��	��F� ���������� ��
� �����	��� ��� ��"�	� ����������� %���� ���-� ��

���	����
� �-� 	���
� �	���2�	�������� �2� ���� �����	������ ��� ��"�	� ����������� �	�� �����2��
� ��2�	�� �"�
�"�������%"��"�%������,�����"������������&

���
������
����4��&�����"���	��" G �������
��������
������2��	�����������
����������� G
�
�v

�
�v

�
�v

�
��

G
�
�v

�
�v

�
�v

=
�v

<
�� G

�
�v

�
�v

>
�v

:
����
 G

=
�v

:
�v

/
�v

A
�&� ������ v

�
�� �"��2�7�
�����&�12��"�������	������	��	������
��-

�"�� �
��� �v
�
� v

�
�� �	�� �"����
� ����"� ��� �

���� ����%� �����	��������
�2-���� �"�� ,����� �2� �����
�����

��	�����	�����"� ������	��������2��������	����
�����2����%�#�2�	���%��	������������"������	��" G
�
������

�������2���	�����&�*"���%�����,���"������	��" G
�
��
 G

�
��
����
����-&�������� G

=
���	�
���,�
&�H�����

�"����"���
0����������������
�������������	����������
��-����-�������
-��%������������2-��"�����,���
�	���
�	���-����������"�����2���	��������2 G

�
� G

�
��
 G

=
%��"�	���
��	���2�	������&

G�����	�
�����"��
�2���������2�� propagation tree ���2����%�#

Definition 3. A propagation tree is a rooted tree, of which each node represents a biconnected
component of a constraint graph G.  A propagation tree is constructed recursively:

1. The root node represents the biconnected component the fixed base belongs to.
2. A node v

j
is a child of a node v

i
if the components represented by v

i
and v

j
share a common body,

and v
i
is the node of this propagation tree.

4�	��7��������"�������	������	��"����4��&������������,�	��
���������	�����������	���
������
����4��&��&

3 SOLVING THE GEOMETRIC CONSTRAINT GRAPH

D���
� ��� �"�� ��������� 
�������
� ��� �"�� �	�,����� ��������� %�� �	������ ��� ���	�������� ���"�
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3.1 Construction of the propagation tree
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3.2 Solving the biconnected subgraph
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3.2.1 Generalized coordinate representation of reference frames
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3.2.2 Construction of joint reference frame from constraints
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3.2.3 Merging the joints of two connected bodies
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3.2.4 Generation of a maximum weight spanning tree
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3.3 Propagation of geometric constraints solving
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4 EXAMPLES
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5 CONCLUSIONS AND DISCUSSIONS
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