N
N

N

HAL

open science

Révision des croyances dans une cléture propositionnelle
de contraintes linéaires

Jean Lieber

» To cite this version:

Jean Lieber. Révision des croyances dans une cloture propositionnelle de contraintes linéaires.
Journées d’intelligence artificielle fondamentale, plate-forme intelligence artificielle, Jun 2015, Rennes,

France. pp.10. hal-01178267

HAL Id: hal-01178267
https://inria.hal.science/hal-01178267
Submitted on 20 Jul 2015

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/hal-01178267
https://hal.archives-ouvertes.fr

Actes IAF 2015

Révision des croyances dans une cloture
propositionnelle de contraintes linéaires

Jean Lieber

LORIA UMR 7503 (Université de Lorraine, CNRS) et Inria Nancy Grand Est
54506 Vandceuvre-les-Nancy, France
Jean.Lieber@loria.fr

Résumé

Réviser des croyances par d’autres croyances
consiste a modifier les premiéres pour qu’elles soient
cohérentes avec les secondes. Certains opérateurs de
révision de croyances s’appuient sur des distances en-
tre interprétations (qui servent a « mesurer » les mod-
ifications). La révision des croyances a été étudiée
dans plusieurs formalismes, notamment en logique
propositionnelle et dans le formalisme des conjonc-
tions de contraintes linéaires. Cet article étudie la révi-
sion dans la cléture propositionnelle des contraintes
linéaires, qui étend les deux formalismes précédents.
La difficulté principale tient au fait qu'un opérateur
s’appuyant sur une distance classique sur les n-uplets
de réels, telle que la distance de Manhattan, ne véri-
fiera pas les postulats classiques de la révision. La
solution proposée ici consiste a utiliser une distance
a ensemble de valeurs discret. Un opérateur de révi-
sion est ainsi décrit et étudié, et un algorithme pour
cet opérateur est présenté, qui s’appuie sur une mise
sous forme normale disjonctive et sur des optimisa-
tions linéaires.

Abstract

Revizing beliefs by other beliefs consists in modi-
fying the formers so that they become consistent with
the latters. Some revision operators are based on dis-
tance functions between interpretations (that enable to
“measure” the modifications). Belief revision has been
studied in several formalisms, including propositional
logic and the formalism of conjunctions of linear con-
straints. This paper studies revision in the proposi-
tional closure of linear constraints, which extends the
two previous formalisms. The main difficulty is related
to the fact that an operator using a classical distance
function on tuples of real numbers, such as the Man-
hattan distance, does not satisfy the classical postu-
lates of revision. The solution proposed here consists
in using a distance function with a discrete set of val-

ues. Such a revision operator is described and studied,
and an algorithm for it is presented, based on a trans-
formation into disjunctive normal form and on linear
optimizations.

1 Introduction

Le raisonnement a partir de cas (RAPC) est un mode de
raisonnement s’appuyant sur la réutilisation d’un ensem-
ble de cas, un cas étant la représentation d’un épisode de
résolution de probleme [19]. Dans beaucoup de travaux,
raisonner a partir de cas consiste dans un premier temps a
sélectionner un cas dans une base de cas qui soit proche
du cas représentant le probléme cible (étape de remémora-
tion), puis & modifier ce cas afin de résoudre le probleme
cible (étape d’adaptation).

Une approche développée ces dernieres années a con-
sisté a utiliser un opérateur de révision des croyan-
ces pour effectuer I’adaptation [7]. Le RAPC peut ainsi
bénéficier des travaux visant a implanter des opérateurs
de révision dans divers formalismes, par exemple dans
des logiques de descriptions [2, 4, 6], dans la logique
propositionnelle £p ou des fragments de Lp [10, 20,
18], ou dans des algebres qualitatives [14, 13]. Certains
de ces travaux ont été motivés par le développement
d’un systtme de RAPC, TAAABLE, qui résout des prob-
lemes culinaires [9], les opérateurs de révision étant réu-
nis dans la bibliotheque REVISOR (http://revisor.
loria.fr): REVISOR/PL et REVISOR/PLAK en Lp [18],
REVISOR/CLC dans le formalisme L¢cr des conjonctions
de contraintes linéaires [5] et dans Lxq, une algebre qua-
litative [13] (en pratique, les algebres qualitatives étudiées
étaient Allen, INDU et RCC8). Dans TAAABLE, ces opéra-
teurs ont été utilisés de la fagon suivante : REVISOR/PL et
REVISOR/PLAK permettent de proposer des substitutions
de noms d’ingrédients, REVISOR/CLC permet d’adapter



les quantités d’ingrédients (par exemple, le remplacement
d’un fruit par un fruit moins sucré peut étre accompagné
par une augmentation de la quantité de sucre en poudre),
REVISOR/QA permet d’adapter les préparations.

Le systeme TAAABLE fait donc appel a différents opéra-
teurs de révision dans différents formalismes. Cependant,
il n’y a pas interaction entre ces trois inférences, en dehors
de leurs exécutions par le systeme. Pour une interaction qui
soit gérée au sein d’un mécanisme d’inférences, il faudrait
un formalisme combinant ces formalismes. Une révision
dans une premiere «combinaison» de formalisme a été
étudiée : le cadre formel étant celui de la cloture proposi-
tionnelle d’une algebre qualitative [12]. Cet article présente
une étude de la révision dans une nouvelle combinaison de
formalismes : Lcpcr, la cldture propositionnelle de Lccy.

Apres les préliminaires (section 2), la logique Lcpcr est
définie en section 3. Puis, une définition d’un opérateur
de révision dans Lcpcr est donnée (section 4). Cet opéra-
teur s’appuiera sur une distance entre n-uplets de réels.
On verra que l'utilisation des distances usuelles (telles
que la distance de Manhattan ou la distance euclidienne)
pose probleme, pour la satisfaction des postulats AGM des
opérateurs de révision. Une autre famille de distance sera
utilisée pour contourner ce probleme. Puis, la section 5
présentera un algorithme pour calculer la révision de 1
par i ot ¥ et u sont des ensembles de croyances représen-
tés dans Lcper. LepeL 8’ appuie sur des variables a valeurs
réelles. La section 6 étudie comment 1’approche présentée
s’étend pour les contraintes avec des variables qui peuvent
étre a valeurs entieres ou réelles. La section 7 conclura et
mettra en évidence des perspectives de recherches.

Le rapport [16] est une version longue du présent article :
la différence est principalement au niveau des preuves, plus
détaillées dans ce rapport.

2 Préliminaires

Ensembles de nombres. N, Z, Q et R sont, respec-
tivement, les ensembles des entiers naturels, des entiers
relatifs, des rationnels et des réels. On considérera (par
plongements) qu’on a la chaine des inclusions N C Z C
Q C R. Q4 est I’ensemble des rationnels = > 0. R est
I’ensemble des réels x > 0. Si € € R, on note eN I’ensem-
ble {en | n € N} = {0, ¢, 2¢,...}.

Parties entiéres d’un réel. Etant donné » € R,
on note |x] et [z] sa partie entiére et sa partie entiere
supérieure : |z] = max{n € Z |z > n}et [z] =
min{n € Z | x < n}. On notera les propriétés suivantes
(pour «, B € R) :

[a+ 8] < [a] +[B] (D
[a] <8 ssi a<|f] 2)
a< [al <a+1 3)

Distances et espaces métriques. Soit £ un ensem-
ble. Une distance sur E est une fonction d qui a (z,y) €
E? associe un réel positif d(x,y) et est tel que, pour tout
x,y,2 € E, (1) d(z,y) = 0ssix = y, (i) dz,y) =
d(y, x) (symétrie) et (iii) d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) (iné-
galité triangulaire).

Un espace métrique est un ensemble £ muni d’une dis-
tance d et est noté (E, d).

Si A et B sont des sous-ensembles de E et que y est
un élément de F, on note d(A,y) = infycad(z,y) et
d(A,B) = infyca yepd(z,y). On a donc I'implication
suivante, pour A et A’, deux sous-ensembles de F :

Si AC A alors d(A,y) > d(A',y) 4)

Par convention, on pose inf ) = +oo0. D’ou d(f, y) = +oo.

Soit (F,d) un espace métrique, A € Ry et A C E.
On appelle dilatation de A a distance A pour la distance d
I’ensemble

G$(A) ={y € E|d(A,y) < \}

Le terme dilatation est emprunté a la morphologie mathé-
matique [3]!. En particulier, I’adhérence d’un ensemble A
dans (E,d) est GZ(A). On dira que A est fermé dans (E, d)
s’il est égal a son adhérence (GZ(A) = A). Par ailleurs, on
notera que si A, B et C sont des sous-ensembles de F,
yeFet \eRy,ona:

GLAUB) =G{(A)UGK(B) (5
GUANB)CGHA)NGUB)  (6)
si A et B sont fermés alors A N B est fermé @)

d(G3(C),y) = d(C.y) ®)
G(C) = G(G5(0)) ©)
Soitw; (5 € {1,2,...,n})des constantes réelles stricte-

ment positives. Un exemple de distance sur R” (oun € N)
est défini, pour x,y € R™ par:

d(z,y) =Y wjly; — ;] (10)
j=1

Cette distance est appelée distance de Manhattan.

La révision des croyances est une opération de
changement de croyances. Intuitivement, étant donné un
ensemble de croyances 1) d’un agent & propos d’un monde
statique, elle consiste a considérer les changements de ses
croyances en présence d’un nouvel ensemble de croyances
1, en supposant p prioritaire sur ¢ pour 1’agent. L’ensem-
ble résultant des croyances de I’agent est noté ¢ * pu et
dépend du choix de I’opérateur de révision *. Dans [1], le

1. En fait, ce qui est appelé ici dilatation de A a distance A est la
dilatation de A par une boule de rayon A dans (E, d).



principe du changement minimal a été affirmé et peut étre
formulé ainsi : ¢ est changé minimalement en v’ tel que la
conjonction de 1)’ et i soit cohérent, et le résultat de la révi-
sion est cette conjonction. Il y a donc en général plusieurs
opérateurs * possibles, étant donné que la définition de *
dépend de la maniere dont le changement de croyances est
«mesuré ». Plus précisément, le principe du changement
minimal a été formalisé par un ensemble de postulats, con-
nus sous le nom de postulats AGM (d’apres les noms des
auteurs de [1]). [17] présente un état de I’art détaillé de la
révision a un niveau général (pour tout formalisme satis-
faisant certaines propriétés, comme le fait d’étre clos pour
la conjonction), incluant des théorémes de représentation
et des discussions sur certaines problématiques proches
(autres opérateurs de changements de croyances, etc.).

Dans [15], 1a révision a été étudiée dans le cadre de la
logique propositionnelle Lp (avec un nombre fini de vari-
ables). Les postulats AGM ont été traduits dans ce formal-
isme comme suit (¢, ¥y, 9, u, p1, po et @ sont des for-
mules propositionnelles) :

(+1) ¢+ = p.
(%2) Si® A pest cohérent alors ¢ * 1 = 1 A p.
(*3) Si p est cohérent alors 1) * p est cohérent.
(x4) Sithy =)o et py = pg alors Y1 * gy = o * po.
(5) (pxp) Ao =¥ (LAgp).
(%6) Si (¢ * ) A @ est cohérent alors
x (WA@) () A

Dans la suite, M () est I’ensemble des modéles de la for-
mule . Il permet de définir la relation = : p1 | @2 si
M(p1) € M(p2).

Toujours dans [15], une famille d’opérateurs de révi-
sion est définie, fondées sur des distances d sur €2, ou 2

est I’ensemble des interprétations. Pour simplifier les no-
tations, pour deux formules 1/ et 4 et une interprétation y,

d(y,y) = dIM(),y) et d(y, p) = d(M(¢), M(p)). La

révision de 1) par j selon @ (1 7 1) est telle que

M@+ p) = {y € M(u) | d(v,y) = d*}
avec d* = d(¢, p)

an

Intuitivement, d* est une mesure de la modification mini-
male de 1) en 1)’ nécessaire pour rendre 1)’ A u cohérent.
Dans [15], la preuve que *¢ vérifie les postulats (x1-6)
est donnée 2.
Une définition équivalente de *? peut étre donnée en util-

isant la notion de dilatation :

MY+ p) = G- (M(4)) N M(p) (12)

2. La classe des opérateurs de révision définis dans [15] est celle qui
respecte les opérateurs (x1-6) et la classe des opérateurs x? en est une
sous-classe particuliere. En fait, dans [15] est étudié le cas particulier de
*® ot d est la distance de Hamming — pour montrer qu’il coincide avec
I’opérateur défini dans [11] — mais la généralisation a un opérateur x4
pour n’importe quelle d est immédiate.

Dans le cas particulier ot1 ¢ est incohérent, ¢ x p = p,
puisque d* = 400 et G4 _ = Q. Dans le cas particulier
ol 11 est incohérent, M(¢p % p) = ) = M(p) etona
également d* = +o00. En résumé :

si I’une au moins des formules ¢ et y est incohérente
alors o x4 = pet d(y, p) = +oo (13)

Cette approche peut étre étendue a d’autres formalis-
mes ayant une sémantique en théorie des modeles et telle
qu’une distance sur I’ensemble €2 des interprétations peut
étre définie. Cependant, pour certains formalismes, cela

suppose des contraintes additionnelles :

(a) L’ opérateur ¢ ainsi défini doit satisfaire les postulats

(x1-6), ce qui n’est pas le cas pour toute logique et
toute distance sur € ;

(b) L’ensemble d’interprétations M(¢p *¢ ) doit étre
représentable dans le formalisme, i.e., il existe une for-
mule g telle que M () soit cet ensemble (contrainte de
représentabilité).

On verra que ces questions se posent pour Lcpcr.

3 Lalogique (LcpcL, )
3.1 Syntaxe

Soit nn un entier naturel non nul fixé. Soit V, un ensemble
de n symboles, appelées variables : V = {x1,22,...,Tn}.
Une contrainte est une expression de la forme a;z; +
asTo + ...+ apx, < boub € Qet (a,aq,...,a,) €
Q™ \ {(0,0,...,0)}. On notera parfois cette contrainte
2102 < D.

L’ensemble des formules Lcpcr est le plus petit ensem-
ble tel que :

— Toute contrainte est une formule ;

- Si p < ﬁcpc]_ alors NS ECPCL 5

— Sip1,p9 € Lcpcr alors ©1\p2 € Lcpcr et p1Vpa €

Lcpct..
Le formalisme Lccr est un sous-ensemble de Lcper réduit
aux conjonctions de contraintes linéaires (i.e., ¢ € LccL
si o € LcpcL et les connecteurs — et V n’apparaissent pas
dans ).

Un littéral est soit une contrainte (littéral positif) soit une
formule de la forme —c ol ¢ est une contrainte (littéral né-
gatif). Un littéral négatif ~(ay 21 +asza+. ..+ anx, < b)
sera aussi noté a1x1 +asxs +...+a,x, > b. Dela méme
fagon, on notera parfois a1 z1 +asxa+. . .+a,x, = bpour
—1T] — AT — ... — ATy < —betajxry +aszo+...+
anxy, < bpour —ajx; — asxs — ... — apx, > —b. Par
ailleurs, I’expression a;x1 +asxs+. . .+a,z, = bestune
abréviation pour (a1 21 +asxa+. .. +ane, < b)A(a1z1+
asxa+...+anx, = b)etajrtagret...+ape, # best
une abréviation pour —(a1x; + asxs + ... + apx, = b).
Enfin, le terme Ox; pourra &tre omis d’une somme appa-
raissant dans une formule.



3.2 Sémantique

Soit Q = R™. Soit y = (y1,¥2,..-,yn) € Q. A toute
formule ¢ € LcpeL on associe le sous-ensemble M () de
Q2 de la fagon suivante :

— Si ¢ est la contrainte ajx; + asxy + ... +
anty, < b alors M(p) est 'ensemble des y =
(y1,Y2,---,Yn) € Q tels que a1y1 + asys + ... +
anYn < b;

- Sip = alors M(p) = Q\ M(¥);

= Sip =1 A pyalors M(p) = M(p1) N M(p2);

= Sip =1V alors M(p) = M(p1) UM(p2).

Etant donnés, ¢, v1, 2 € LcpcL, @ est dit cohérent si
M(p) # 0, o1 = pa si M(p1) € M(p2) et o1 = pa si
M(p1) = M(p2). y est un modele de ¢ siy € M(p).

Remarque : La syntaxe s’appuie sur Q et non sur R :
le langage Lcpcy doit étre au plus dénombrable. En re-
vanche, la sémantique s’appuie sur I’ensemble des réels :
I’étude des contraintes linéaires se fait d’habitude sur R”
(en particulier, I’optimisation linéaire qui sera utilisée en
section 5).

3.3 Propriétés de LcpcL

Proposition 1 (Mise sous DNF). Toute formule ¢ € Lcpcr
est équivalente a une disjonction de conjonctions de lit-
téraux (forme normale disjonctive ou DNF).

Démonstration. Cette opération de mise sous DNF est la
méme que celle effectuée en logique propositionnelle, en
utilisant les contraintes a la place des variables proposi-
tionnelles. O

Proposition 2. Soit d la distance de Manhattan sur R™
(cf. équation (10)). On supposera que les coefficients w;
sont rationnels : w; € Q, w; > 0. Soit ¢ € Lcpcy et soit
A e Q4.

L'ensemble G = G$(M(p)) est représentable dans
Lepcr, - il existe ©' € Lepcy tel que M(¢') = G. De plus,
si p € Lecr alors G est représentable dans Lccy.

Démonstration.

Cas ou ¢ € Lcco. La formule ¢ s’écrit donc
¢ = N> jaijr; < b Par définition de
G et de la distance de Manhattan, G est 1’ensem-
ble des ¥y = (y1,%2,-.--,9n) € R" tels que
(1,22, Ty Y1,Y2,---,Yn) est solution du systeme
d’équations :

Zaij%‘ <b; pouri € {1,2,...p}
j=1

D wily; — i <X

j=1

Ce systeme n’est pas linéaire (il contient des inégal-
ités qui ne sont pas affines, a cause des valeurs ab-
solues). Pour le «rendre » linéaire, on notera que la con-
trainte Y7, wjly; — x;| < X équivaut 2 la conjonc-
tion des contraintes 2?21 w;sj(y; —xj) < Ao s =
(s1,82,...,8,) € {—1,1}". On remplace donc une con-
trainte non affine par 2" contraintes affines®>. On obtient
ainsi un systéme linéaire sur R?" tel que la projection
sur les n dernieres composantes de son ensemble de so-
lutions correspond a GG. La projection étant une application
linéaire, le résultat est un ensemble qu’on peut représenter
par une conjonction de contraintes affines, autrement écrit,
G peut s’écrire G = M(p') pour un ¢’ € Lecr.

Cas ot  est une conjonction de littéraux. Ce cas se traite
comme le précédent, sauf que certaines contraintes de ¢
(littéraux positifs) sont a remplacer par des littéraux négat-
ifs. Dans ce cas, on obtient donc également G = M (')
ol ¢’ est une conjonction de littéraux.

Cas ol ¢ est sous forme DNF : o = \/{_, ¢ ol ¢
est une conjonction de littéraux. On a donc, M(yp) =
1_  M(cx). D’apres (5), on a donc : G = Ji_, Gk
ol G = G4(M(cy)). D’apres le cas précédent, G, =
M(c},) pour ¢, une conjonction de littéraux. Par con-
séquent, G = M(¢') ot ¢’ = \/{_, ).
Cas général. Soit ppng € Lcper, une formule sous DNF
telle que ¢ = @pnE. D apres le cas précédent, il existe ¢’ €
Lepcw tel que G§ (M (pnr)) = M(g'). Or M(pre) =
M(p). Donc, G = M(¢'). O

4 Des opérateurs de révision en LcpcL

Cette section a pour objectif d’introduire une famille
d’opérateurs de révision en Lcpcr vérifiant les postulats
(x1-6).

L’idée est de définir des opérateurs *? ot d est une dis-
tance sur €. La difficulté ici est que, pour certaines dis-
tances, *¢ ne vérifie pas les postulats, en particulier le pos-
tulat (3). Par exemple, si V = {z} etd : (u,v) € R? —
|v — /|, alors la révision de ¢ = (x < 0) par p = (z > 1)
donnera une formule dont I’ensemble des modeles est vide
(il n’existe pas d’élément de Iintervalle non fermé |1, +oo]
a distance minimale de ] — oo, 0]). Notons que ce contre-
exemple s’applique a toutes les distances équivalentes a d,
notamment les distances issues de normes (telles que la dis-
tance euclidienne).

On a cependant la forme affaiblie de (x3) donnée par la
proposition suivante :

3. Ce qui n’est, évidemment, pas trés efficace en terme algorithmique.
La section 5 proposera une solution moins codteuse.



Proposition 3. Si p est cohérent et que M(p) est fermé
pour d alors 1 * | est cohérent.

Démonstration. Soit A = M(¢) et B = M(u). B est
par hypotheése non vide et fermé. Soit d* = d(A, B) =
infyep d(A,y). Il existe donc une suite (yn)nen d’élé-
ments de B qui converge dans (€,d) vers y* et tels
que (d(A,yn)), converge vers d*. Donc, d(B,y*) =
d(B,lim, s400yn) = lim,.iod(B,y,) (*. Or
d(B,yy,) = 0. Par conséquent, d(B,y*) = 0, donc B €
G&(B). Comme B est fermé, on a y* € B.

Pour résumer, on a mis en évidence y* € B tel que
d(A,y*) = d(A, B). Donc, y* € M(¢» *¢ ) et donc,
1 %% i est cohérent. O

L’idée est alors de choisir une distance pour laquelle tout
sous-ensemble de R"™ est fermé. Une solution consiste a
choisir une distance qui prend ses valeurs dans un ensem-
ble discret. Par exemple, la distance d; définie de la facon
suivante convient :

di (‘Ta y) = (d(l’, y)—|

ou d est définie par 1’équation (10). La distance d; prend
ses valeurs dans N. Plus généralement, on considérera la
famille des distances d., ol € est un rationnel strictement
positif, définies par :

d.(z,y) = { (14)

d(x,y)
€

qui prend ses valeurs dans {0,¢,2¢,...} = eN. Le réel

d(z,y) est une approximation par exces de d(x,y) a €

pres, en effet, d’apres (3), on a

d(l‘,y) < df(x7y) < d(xay) + €

Par conséquent, si A et B sont deux sous-ensembles de R",
ona:

d(A,B) < d.(A,B) <d(A,B)+c (1)

On peut montrer que d. est une distance sur R™ ().

Proposition 4. Tout sous-ensemble A de () est un fermé de
(Q,de).

Démonstration. Soit A C Qety € Gi=(A). Soit D (y) =
{d(z,y) | x € A}. Onadonc d.(A,z) = inf D.(y) = 0.
Or D.(y) C eN est un ensemble discret de réels, donc sa
borne inférieure lui appartient : il existe x € A tel que
d(z,y) = inf D.(y). Donc, x = y et par conséquent, y €
A

Par conséquent, pour tout y € Géd<(A), y € A et donc,
A est fermé. O

4. La derniere égalité est vérifiée car d est une application con-
tinue de (Q2,A) dans Ry ot A : ((u,v), (z,y)) € (22)? —
max(d(u, ), d(v,y)).

5. (i) et (ii) sont faciles a montrer. (iii) s’appuie sur I’équation (1).

Cette proposition va permettre de montrer que %% vérifie
les postulats (voir plus loin, proposition 6) mais, au préal-
able, la représentabilité dans Lcpcr de I’ensemble d’inter-
prétations donnant M (1) % 1) doit étre étudiée.

Proposition 5. Soit ¢, u € Lcpcr. 1l existe o € Lepcy tel
que :

M(o) ={y € M(n) | d=(¢,y) = d:}

avec df = d (1, p). Par conséquent, la révision par *
est représentable dans Lcpcy et ) % = o.

dE

Démonstration. Dans un premier temps, pour A, sous-
ensemble de €2 et A € R, montrons le résultat suivant :

Gy (A) = G_(A) (16)
ou\. =¢ V\J
€
Soit z,y € . On a les équivalences :
de(z,y) <\ ssi e {d(i’yw <A
ssi {d(m,y)-‘ < A ssi M < V\J (d’apres (2))
£ € € €

ssi d(z,y) < Ae
Par conséquent :

;IGIZ de(z,y) < A ssi leglg d(z,y) < Ae

Ce qui revient a :
d-(A,y) < X ssi d(A,y) < A

Ce qui entraine (16).

Soit R = {y € M(u) |d:(v,y) = d’} (on veut montrer
que R est représentable dans Lcpcr). Selon 1’équivalence
des définitions (11) et (12), avec A = d} = d. (¢, u) on ar-
rive 2 R = G5 (M()) N M(p) = GS_(M(3)) N M(p)
d’apres (16). Soit alors ¢ € Lcpcr tel que M(y)') =
GS_(M()) : un tel ¢ existe d’apres la proposition 2. On
adonc: R =M@)NM(u)=M(g)oug=v¢" Ap€

LcpcL, ce qui prouve la proposition. O
Proposition 6. % satisfait les postulats (+1-6).

Démonstration. La preuve complete de cette proposition
est dans [16]. Ici, seules les preuves de (x2) et (x3) sont
données, les preuves que *% satisfait les autres postulats
données dans [15] (pour la logique propositionnelle et la
distance de Hamming) s’ appliquent.

(x2) se prouve ainsi. Soit ¢ et 1 dont la conjonction est
cohérente : M () N M () # 0. On a donc :

M+ ) = {y € M(p) | d(M(), y) = 0}
= GF (M) N M(p) = M(1p) N M(p)



puisque M (7)), comme tout sous-ensemble de €2, est fermé
pour d. (cf. proposition 4). On a donc ¥ x% = 1) A p.
(*3) est une conséquence des propositions 3 et 4.
U

5 Un algorithme pour réviser dans Lcpc,

Dans cette section comme dans la précédente, d dénote
la distance de Manhattan sur R™. Dans un premier temps,
un algorithme pour ’opérateur de révision *¢ sur Lecp
est défini (section 5.1), s’appuyant sur un travail antérieur.
Puis, un algorithme pour «% dans Lcpcr, est présenté (sec-
tion 5.2) et sa complexité est rapidement étudiée (sec-
tion 5.3).

5.1 Un algorithme de «? dans Lcc.

L’opérateur de révision «¢ sur Lo vérifie les pos-

tulats (x1-6) et son calcul peut se ramener a un
probleme d’optimisation linéaire [S]. En effet, consi-
dérons 9, i € Lcco. Lensemble M(p +? p) est
Iensemble des y = (y1,Y2,..-,Yn) € R™ tels que
(1,22, Ty Y1,Y2,---,Yn) est solution du probleme
d’optimisation suivant dans R?" :

z € M(1))
y € M(p)

minimiser d(z, y)

Ce probleme n’est pas linéaire, mais peut se résoudre en
cherchant les

3 .
(T1,22, oy Ty Y15 Y2y« -+ 3 Yny 215 225 - - -, 2n) € R®™ qui
sont solutions du probleme d’optimisation linéaire suivant :

x € M(¥)

y € M(p)

Zj 2 Yj — T ;

5> —y pour tout j € {1,2,...,n} (17)
n

minimiser ijzj
j=1

L’idée est que z; > |y; —
galité devient une égalité.

Comme ’ensemble des solutions d’un probleme d’op-
timisation linéaire est représentable par une conjonc-
tion de contraintes linéaires, pour trouver un o tel que
o = v *% p il suffit de résoudre le probléme d’op-
timisation linéaire (17), de projeter sur les composantes
(y1,Y2,---,Yn) et de trouver 9 € Lccr tel que M(p) est
I’ensemble de ces y.

Il est important pour la suite de noter que cette optimisa-
tion permet non seulement de trouver ¢ *¢ 1 mais égale-
ment de calculer d* = d(v, 1), qui est la valeur a ’opti-
mum de la fonction objectif.

x;| et qu’a I’optimum, cette iné-

5.2 Un algorithme de x%- dans LcpcL

Soit ¢, it € Leper. Le caleul de o = ) x% p est décrit
pour trois cas, chacun des deux derniers cas faisant appel
au précédent.

5.2.1 Cas ou ¢ et 1 sont des conjonctions de lit-

téraux

Tout d’abord, un test de cohérence est effectué. Si 1) est
incohérente ou si p Uest, 1 *% = p avec df = +o0,
d’apres (13). Dans la suite de cette section, on supposera
et 1, cohérents.

Draprés (12), M(¢ +% ) = Ggz(M()) N M(p).
Or, d"apres (16), Gz (M(1)) = G§_(M(¥))

ou A\, =
:

€ V?ZJ Or, d. est a valeur dans €N, d’ou A\, = ad? =d}.
Par ailleurs, d’apres (15) on a:
d*<d: <d" +e¢ (18)

Comme d € €N, deux cas sont possibles :

(a) d* € ¢eN, auquel cas, I’encadrement (18) donne deux
valeurs possibles pour d; : d* et d* + ¢ (°);

(b) d* ¢ €N, auquel cas, I’encadrement (18) donne une
seule valeur possible : d} = ¢ { - ]

Par conséquent, 1 x% 1 = o avec
o= Ap avee M(Y) = G (M(v)) et A = d;

Pour calculer g, on procede de la fagon suivante :

1. Calcul de d*;

€

2. Sid* € eN alors soit A\, = d* sinon soit A, = ¢ [ﬁ—‘ ;

3. On cherche ¢’ tel que M(¢') = G§_(M(y));

4. Sid* ¢ N, (cas (b) ci-dessus), le résultat de la révision
est )’ A pavec dt = . ;

5. Sinon (cas (a)), on a soit df = d*, soit df = d* + €. On
teste si ¢’ A p est cohérent.

Si c’est le cas, alors cela signifie que d* = d* et ¢’ A
sera le résultat de la révision ;

6. Sinon on prend A, = d* + ¢ et on cherche a nouveau ¢’
tel que M(¢') = G§_(M (1)), le résultat de la révision
étant 1)’ A .

11 suffit donc de savoir calculer d* et v)’.

6. Dans ce cas, la valeur de d* n’est pas suffisante pour choisir en-
tre ces deux valeurs. Par exemple, si on considére, dans un formalisme
avec une seule variable, 1, 1 et po les formules dont les ensembles
de modeles sont respectivement [0; 1], [2;3] et ]2,3], on a d(¢, 1) =
d(¢, u2) = 1 alors que de(tp, u1) = 1 et de(tp, u2) = 1,2 pour
e=0,2.



Calcul de d*. L’ optimisation linéaire permet de calculer
d* dans le cas ol ¥ et p sont des conjonctions de con-
traintes. Dans le cas plus général ol 1) et u sont des con-
jonctions de littéraux, on peut se ramener a ce cas de la
facon suivante.

Dans un premier temps, une nouvelle notation est intro-
duite. Pour ¢ une conjonction de littéraux, on note @, la
conjonction de contraintes obtenue en remplacant les iné-
galités strictes par des inégalités larges, i.e., en remplacant
les littéraux négatifs —(ayx1 + agxa +. . . + anx, < b) par
des contraintes —a1z1 — asTg — ... — apTy < —b. Par ex-
emple, si ¢ = (221 —3xy < 5) alors p = (221 —3z2 < 5).
Un premier résultat montre que ¢ est une représentation de
I’adhérence de M ().

Proposition 7. Soit ¢ une conjonction cohérente de lit-
téraux de Lcpcr. Ona M(p) = GH(M(p)).

Démonstration. ¢ = /\f:1 (; ol chaque ¢; est une con-
jonction de littéraux. On notera A; = M(p;) et A =
P A, dot M(p) = A.

Cas p = 1. p estdonc un littéral : ¢ = (3°7_, a;z; R D)
ol R = < si ; est un littéral positif et R = < sinon.

Soit x € M(%), onadonc Y, ajz; < b. Soita >0
et soit u(a) = (ui(a),us(a), ..., up(a)) avec u;(a) =
x; — sja ol s; estlesignedea; :s; = 1sia; > Oet
s; = 0 sinon (et donc s;ja; = |a;|). On a donc :

p p P
D ajui(e) =Y az;—a la| <b
=1 =1 =1

puisque Z?:l la;| > 0, étant donné que (a1, asz,...,an)
# (0,0,...,0). Par conséquent, pour tout o > 0, u(a) €
A. Comme u(«) tend vers z quand « tend vers 0, on a donc
d(A,z) = 0etdonc z € G4(A).

Réciproquement, soit * € GZ(A) : d(A,x) = 0. Soit
a > 0.1l existe donc y € A tel que d(y,z) < a. Soitm =
y —a.Onadonc: Y0 wjlm;| < adondl_ |my| <
B avee Wiin = mlnf L w;.Onadonc :

V4
Z a;W;
j=1

P P p
E :ajl’j = E aj(y; —my;) = E a;y; —
Jj=1 Jj=1 Jj=1

p W p . o
Or [>75 1 ajwj| < amax D i Wj < Gmaxyo- OU
= max’_, |a;|. Comme y € A, onadonc :

Z <b+ f(o)

ol f(a) est majoré par amax ->— et donc tend vers 0 quand
« tend vers 0. Par consequent "en faisant ce passage a la
limite, on arrive a Y °F_, a;z; < b, ie., x € M(P).

a max

Cas p > 2. On veut montrer que (/_; G&(A;) = GI(A).

En effet, si cette égalité est réalisée, puisque GZ(A;) =
M($;) (cf. cas p = 1) on aura M(p) = GZ(A).

Linclusion GZ(A) C (), G&(A;) est une con-
séquence immédiate de (6). Montrons I’inclusion inverse.
Soit z € (_, G&(A;), il suffit donc de montrer que
r € GI(A). ¢ étant cohérente, A # (). Soit y €
A. Pour o €]0;1], soit u(a) = (1 — o)z + ay.
u(a) = (ur(a),uz(a),...,up(a)) € R™ On va mon-
trer que pour tout i € {1,2,...,p}, u(a) € A;. ¢; est
un littéral, il s’écrit donc (a I’équivalence pres) : ¢; =
(X aijz; R b)) ob R € {<,<}. Le fait que = €
Ga(A;) ety € A; se traduit par les deux inéquations suiv-
antes :

n n
> aij; <b; > aijy; Rb;
i=1 i=1

En multipliant ces deux inéquations respectivement par
(1 — ) et « et en faisant la somme, on obtient :

Z Aj5Uj5 (a) R bz
j=1

d’olt u(a) € A;. Par conséquent, u(a) € A = (_, A

Par ailleurs, u(«) tend vers x quand « tend vers 0. Par con-
séquent, d(A,z) = 0 et donc, z € G&(A), ce qui acheve la
preuve. O

En s’appuyant sur ce résultat, on peut prouver le résultat
suivant :

Proposition 8. Si d est la distance de Manhattan et que
1 et p sont des conjonctions de littéraux de Lcpcr alors

A, p) = d(¥, ).
Démonstration. Soit A = M(¢), B = M(u), A =
M(i) et B = M(Ji). On a, d’apres la proposition 7
A=GlA)etB=GiB),don AC Aet B C B.
Par conséquent, d(, ) > d(@, ).

Montrons I'inégalité réciproque. Soit z € A, y € B,
T € Aety € B. D’apres I'inégalité triangulaire, on a :

d(x,y) < d(z,7) +d(@,y) + d(y,y)

En passant a la borne inférieure sur x et y, on obtient (en
utilisant la symétrie de d) :

d(A,B) < d(A,7) +d(Z,y) + d(B,7)
En passant a la borne inférieure sur Z et g, on obtient
d(A,B) <0+d(A,B)+0
puisque 7 € A = ()etyEB—Gd()Onar-

rive donc a d(v, i) < d(%, i) ce qui achéve de prouver la
proposition. O

Le calcul de d* se fait alors en effectuant la révision 12 x4
it telle que décrite a la section 5.1, qui permet d’obtenir
d(, i), égal a la valeur d* recherchée.



Calcul de «'. ¢/ est déterminé par M(¢') =
GS_(M(¥)). Il suffit donc d’avoir un algorithme qui, étant
donné un rationnel A > 0 et une conjonction de littéraux
¢ donne une formule ) telle que M(py) = G$(M(p)).
La preuve de la proposition 2 met en évidence un tel al-
gorithme, qui a le défaut d’étre trés coliteux en temps,
puisqu’il consiste en l’introduction de 2" littéraux sup-
plémentaires. La proposition suivante permet de calculer
oy de facon plus efficace et s’inspire de la transformation
décrite dans la section 5.1.

Proposition 9. Soit ¢, une conjonction de littéraux de
Lepcr et X € Q. Le systéme suivant :

x € M(p)

zj 2 Yj — Tj
zj 2 Tj —Yj

n
Z’ijj < A
j=1

pourtout j € {1,2,...,n}

peut s’exprimer comme une conjonction de littéraux
de Lcpci avec un ensemble de 3n variables V =
{T1,Z9y o, Ty Y1, Y2, -+ s Yny 215 22, - - -y 2 }- La projec-
tion de ce systeme sur (Y1,Ya2,...,Yn) S'exprime comme
une conjonction de littéraux ) avec m variables et

M(px) = G{(M(9)).

Démonstration. Soit G1 = G$(M(¢p)) et G I’ensemble
des y € R™ vérifiant le systeéme donné dans la proposition,
autrement écrit :

il existe z € R",
x € M(p)et

Gl n
D wily; =l <A
j=1

y € R"

il existe x,y € R™,
z € M(p),

zj = |y; — x;| pour tout j
n

et Z W;jZj <A
j=1

Gy = yER”

11 suffit de prouver que G; = Go. D’apres (9), il suffit de
le montrer pour M () fermé. On supposera donc que c’est
le cas et donc que GG et G2 sont fermés.

Soit y € G;. Il existe donc z € R" tel que z € M(yp)

n
etij\yj — ;| < A Soitz = (21,22,...,2n) € R" tel
j=1

que z; = |y; — x;| pour tout j € {1,2,...,n}. On adonc
> wizp < Aetdonc x € Ga.

Réciproquement, soit y € Go. Il existe donc x,z € R"”
tels que z € M(), zj = |y; — x5 et 3°7_ ) wjz; < A Par
conséquent, > 7, w;ly; — ;| < Aetdone,y € Gy. O

5.2.2 Cas ou ¢ et ;, sont sous DNF

La proposition suivante et sa preuve sont reprises et
adaptées de [12] : dans cet article, il avait été appliqué a la
révision dans le formalisme de la cldture propositionnelle
d’une algebre qualitative. Le résultat se transpose a LcpcL
en tenant compte du fait que I’ensemble des interprétations
de ce formalisme est continu : toute borne inférieure n’est
pas un minimum.

Proposition 10. Soit ¢ et u deux formules de Lcpcy et
{Vr}r et {pete deux familles finies de Lcpcy telles que

) = \/’(/Jk et = \/W~ Soit d%,, = d-(k, pe) pour tout

k ¢
kettoutf.Ona:

plep= -\

k.t,dx, ,=dzx

avec df = d. (¢, pu) = Hllcien dry 19

Démonstration. (19) est prouvé tout d’abord :

d = de (¢, p) = de (UM(W% UM(W)>
k 7
= H]ilen d(Vr, pe) = Hzlclen dje

Soit & présent y € M(¢ *%= ). d.(v,y) = d, donc il
existe un couple (k,¢) tel que y € M () et de(vg,y) =
dip, = di. Or d.(Yr,y) = infyrcrq(y,) de(x,y) donc,
pour tout o > 0, il existe un z € M()y) tel que d.(x,y) <
d<(1,y) + a et on a donc la chaine de relation :

di =d-(v,y) < de(z,y) <d:(V,y) +a=d. +a

Par conséquent, pour tout o > 0 il existe x € M (¢)y,) tel
que d* < d.(x,y) < d* 4+ «. En passant a la limite quand
« tend vers 0, on peut en déduire que d (v, y) < di.
Comme d.(vy,y) > di et di = df,, on en conclut que
y € M(r, *% pg). En résumé, si y € M(¢ % p)
alors il existe (k,¢) tel que y € M(¢ x% ). Donc
P xde = Vk,é,d;M:d; Un *% g

Réciproquement, soity € M (1, *% 11,) pour k et £ tels
que d?,, = dZ. Cela entraine que d. (¢, y) = d, d’oll la
chaine de relations :

d: < ds@/),y) < dE(wkvy) = d:

donc d.(v,y) = d* avec y € M(u) et, par conséquent,
y € M1 % ). Donc \/k,&d;ké:d; Vg *% pup = 1 xde
1, ce qui acheve de prouver la proposition. L

En appliquant cette proposition a deux formules ¢ et p
sous DNF, on peut donc calculer la révision de ¢ par p
selon x%  en la ramenant 2 la révision de conjonctions de
littéraux, laquelle a été traitée dans la section précédente.



5.2.3 Cas général

Soit YpNr et pupnr, deux formules sous DNF équiva-
lentes respectivement a v et a . D’apres le postulat (x4)
— que vérifie % — 1) %% 1 = hpnp *% ppnr : le calcul
de la révision de v par p se ramene donc au cas précédent.

5.3 Complexité de I'algorithme

Cette section présente une analyse grossiere de la com-
plexité de I’algorithme. Celui-ci fait appel a la résolution
de plusieurs problemes :

— La mise sous forme DNF pour ) et 1 ;

— L’optimisation linéaire pour le calcul de d* ;

— Le test de cohérence d’une conjonction de littéraux de

Lcpcr..
Les deux derniers problémes peuvent se traiter en temps
polynomiaux. En revanche, le premier requiert un temps
exponentiel dans le pire cas. Par conséquent, la complexité
de I’algorithme dans le pire cas est exponentielle.

6 Généralisation aux contraintes mixtes

Un cadre plus général que Lcpcp est celui dans lequel
les variables peuvent étre de type entier ou de type réel :
on parle de contraintes linéaires mixtes. Dans cette section,
nous reparcourrons rapidement les sections 3 a 5 pour voir
ce que ce cadre plus général change et ce qu’il apporte.

La logique (LcpcLm, =)- La syntaxe de Lcperm differe
de celle de Lcpcr en ce que I’ensemble des variables est
partagé en deux : les variables de type réel et celles de type
entier. Pour indiquer cette différence, on utilise une fonc-
tion 7 : V — {R,Z} : si 7(z;) = R, z; sera dit de type
réel, sinon, il sera dit de type entier. Le reste de la syntaxe
est inchangé.

Pour la sémantique, I’ensemble des interprétations sera
Q=7(x1) X 7(x2) X ... X 7(x,) et le reste est inchangé.

Les propositions 1 (mise sous DNF) et 2 (représenta-
bilité de G¢(M(p))) sont toujours vérifiées. Pour cette
derniére, la distance de Manhattan est la restriction a €2 de
la distance définie par (10).

Il est possible de voir dans cette logique une extension
de la logique propositionnelle £p avec un nombre fini de
variables V. En effet, considérons la fonction qui a ¢ € Lp
associe ¢ € Lcpcim obtenue en remplagant chaque vari-
able propositionnelle a € V par une contrainte a > 1 avec
a, une variable de type entier. Par exemple, si p = —=(a V' b)
alors, ¢ = —(a > 1Vb > 1), qui équivautaa < 0Ab < 0.
On peut montrer que ¢; = o dans Lp ssi @1 = @ dans
Lcpcm.

Des opérateurs de révision en Lcpc . Soit & €
Q4+, € > 0 et soit d. défini par ’équation (14). L’ opéra-

teur *% sur Lepeim partage les propriétés de x%= gur

Lcpcr, décrites en section 4, i.e., les propositions 4 (tous
les sous-ensembles de €2 sont des fermés de (92,d.)), 5
(représentabilité dans Lcpcpm de ¥ x% p1) et 6 (x% sat-
isfait les postulats (x1-6)).

Par ailleurs, le résultat suivant montre un lien entre une
classe d’opérateurs de révision sur la logique proposition-
nelle Lp et les opérateurs x% sur Lcpepm.

Proposition 11. Soit V un ensemble fini de n variables
propositionnelles, Qp, I’ensemble des interprétations con-
struites sur V et dy la distance de Hamming pondérée
définie sur Qp par :

"0 siz; =y,
dH(xvy):Z{ ! !

w; sinon

j=1

Pour toutes formules 1) et pv de Lp, on a :

YU pAB =" (A B)

pour d, la distance de Manhattan construite sur les mémes
wj et B € Leperm tel que M(B) = {0,1}™.

Dans cette proposition, 3 sert a se restreindre aux entiers
de la paire {0, 1}. Cela permet en outre de calculer ¢ @
p € Lp en partant de ) x4 A B € Leperm.

Principe de la démonstration. La preuve s’appuie sur la
bijection f entre les interprétations de Lp et celles parmi
les interprétations y de Lcpcrm tels que y € {0,1}”
MPB): f:wwr=yavecy = 1siw = z; (0
V= {xl,l‘g, ce ,l’j}).

=l

O

Algorithme de +%= dans Lcpcim. L algorithme décrit
dans la section 5 se transpose au cadre de Lcpepm, la dif-
férence principale étant I’appel a un systeme d’optimi-
sation linéaire mixte : le probléme sous-jacent est NP-
difficile (alors qu’il est polynomial quand toutes les vari-
ables sont de type réel).

7 Conclusion

Cet article présente une approche pour la révision de
croyances dans la cloture propositionnelle des contraintes
linéaires (en nombres réels et mixte), les opérateurs de
révision définis s’appuyant sur une distance a ensemble de
valeurs discretes, d., approximation par exces a € > 0 de
la distance de Manhattan. Le choix d’une telle distance est
justifié par le fait que les distances usuellement utilisées sur
R™ donnent des opérateurs ne vérifiant pas tous les postu-
lats AGM.

Une perspective de cette étude est I’implantation de ces
opérateurs de révision x% et leur utilisation au sein d’un
systeme de RAPC, en profitant du fait que «% dans LcpeLm



peut étre vu comme une extension d’une révision a la fois
en logique propositionnelle et dans le langage des conjonc-
tions de contraintes.

Une autre perspective, développée dans [16], est I’étude
de la complémentarité avec I’approche présentée dans [8].
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