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ABSTRACT

Ce mØmoire rØsume un travail opØrØ sous la direction d’Alain Denise de Mars à Juin 2003. Il con-
siste en une Øtude des propriØtØs combinatoires des structures secondaires d’ARN, en rapport
avec le problŁme de la gØnØration alØatoire de structures secondaires d’ARN rØalistes.

Dans une premiŁre partie, nous tenterons de familiariser le lecteur avec le contexte biologique
sous-jacent aux problŁmes ØtudiØs.

Nous prØsenterons ensuite un Øtat de l’art de l’Øtude combinatoire des structures secondaire
d’ARN. Pour cela, nous introduirons briŁvement une sØrie d’outils thØoriques, comme les sØries
gØnØratrices, et leurs comportements asymptotiques ou les grammaires non contextuelles.

En�n, nous Øvoquerons divers mØcanismes de gØnØration alØatoire et prØsenterons une contri-
bution à l’Øtude des paramŁtres des structures secondaires d’ARN.

Nousproposeronsenannexeunedescriptiond’un logiciel dØdiØ à lagØnØrationalØatoirede sØquences
gØnomiques, GenRGenS,dont l’auteurassure ledØveloppementdepuis la version1:0. NousprØsen-
terons aussi un algorithme polynomial de gØnØration alØatoire de chemins culminants, struc-
tures combinatoiresnonalgØbriquesqui apparaissent lorsde l’Øtuded’algorithmesd’alignements
de sØquence.



1. INTRODUCTION

1.1 DØroulement du stage

La recherche en bioinformatique est l’un des domaines de recherche les plus actifs actuellement.
Encore en phase Ømergeante, les seuls dogmes qu’on y trouve sont ceux issus de la communautØ
biologique. Tous les algorithmes qui s’y appliquent sont validØs par la pratique1, ce qui laisse de
l’espace à des algorithmes heuristiques implØmentØs avec talent. On y voit donc se multiplier les
formalismes, les modŁles et les problŁmes à une vitesse qui empŒche les thØoriciens de suivre le
rythme. La seule dØmarche de validation possible pour une Øquipe ne disposant pas de mathØ-
maticien spØcialisØ dans l’analyse d’algorithme est expØrimentale. Ces expØriences peuvent avoir
lieu in vivo ou bien in silico.

Mon stage au LRI sous la direction d’Alain Denise est au centre de cette problØmatique. Il s’agit
d’Øtudier les structures secondaires d’ARN, puis de pratiquer de la gØnØration alØatoire de struc-
tures secondaires rØalistes.

Par rØalistes, il faut comprendre qui plaisent aux biologistes. Certains d’entre eux ont en e�fet ac-
quis en un trentaine d’annØe de frØquentation quotidienne de ces macromolØcules une idØe non
formalisØe du modŁle sous-jacent Ils portent donc en eux une idØe beaucoup plus �ne de la no-
tion de structure secondaire que l’approche qu’en faisait Waterman en 78[24]. Un des enjeux
d’une gØnØration alØatoire de structures secondaires est l’extraction de ce modŁle par confronta-
tion à des sØquences issues uniformØment du modŁle. AprŁs des discussions avec Michel Ter-
mier (IGM), il est apparu que le modŁle privilØgie des structures beaucoup trop complexes, c’est
à dire que les di�fØrentes sous structures d’une structure secondaires sont bien trop courte. Alain
Denise a alors dØcidØ d’appliquer un algorithme de gØnØration non uniforme[4] fonctionnant à
partir de pondØrations. Mon stage consistait donc en une Øtude des comportements des tailles
des sous structures, Øtude susceptible d’expliquer la complexitØ des sØquences obtenues, et d’en
anticiper l’Øvolution pour des grandes sØquences. Ensuite, en une dØtermination des pondØra-
tions à appliquer à l’algorithme[4] pour obtenir des structures plus rØalistes.

Dans un premier temps, j’ai cherchØ à me familiariser avec le contexte biologique. Une Øtude
bibliographique rapide portant sur le problŁme du repliement de l’ARN a permis une mise en
perspective des premiŁres Øtudes des structures secondaires d’ARN. ParallŁlement, je me suis
intØressØ à l’avancØe des recherches sur la combinatoire des structures secondaires d’ARN. J’ai
trouvØ en [24, 2, 12, 16] des rØsultats pour certains types de dØcompositions. Cependant, ces dØ-
compositions me paraissaient insu��semment expressives, j’ai donc choisi d’en contruire une à
partir d’ØlŁments extraits de [24], qui n’avait jusqu’à prØsent fait l’objet d’aucune Øtude combina-
toire.

J’ai ensuite engendrØ des structures uniformØment de faibles tailles à partir de cette grammaire
dans une approche rØcursive, puis de grandes tailles grâce à la gØnØration de Boltzmann, con-

1 Et par les talents de communicants de leurs concepteurs . . .
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statant des di�fØrences importantes entre les structures engendrØes et les structures observØes
dans la nature. J’ai alors ØtudiØ l’asymptotique des di�fØrents paramŁtres structurels, les rØsul-
tats obtenus con�rmant la nØcessitØ d’une gØnØration pondØrØe. J’ai alors extrait d’une base de
donnØes [14] des structures d’ARN ribosomaux que j’ai analysØ avec des outils codØs pour la cir-
constance, ce qui m’a permis de dØ�nir des objectifs à atteindre dans une gØnØration pondØrØe.

A�n de me familiariser avec l’adaptation d’un thØorŁme de Drmota[5] centrale à la gØnØration
pondØrØe dØcrite en[4], j’ai ØtudiØ le cas simple des structures secondaires, dans lesquelles on
souhaite maîtriser le nombre de bases non appariØes. Malheureusement, la dØcomposition trou-
vØe semble induire une grammaire associØe ne rØpondant pas aux hypothŁses du thØorŁme de
Drmota. On n’a donc pas encore pu produire une pondØration garantissant les paramŁtres statis-
tiques constatØs expØrimentalement.

Cependant, il semblerait que les conditions d’application du thØorŁme [4] puissent Œtre relâchØes.
La vØri�cation de cette assertion nØcessitent une Øtude approfondie des propriØtØs des systŁmes
d’Øquations algØbriques. C’est l’une des poursuites envisagØes à ce stage. Une autre perspec-
tive est la transposition du principe de gØnØration de Boltzmann dans l’univers non uniforme.
Il s’agirait alors de dØplacer l’espØrance du nombre de lettres à partir de sØries multivariØes. En-
�n, je suis à la recherche de formalismes linguistiques su��semment puissants pour dØcrire des
pseudonoeuds, et su��semment restrictifs pourpermettre lagØnØrationalØatoire. Ces sous struc-
tures sont en e�fet centrales à un grand nombre de phØnomŁnes biologiques, mais ne peuvent Œtre
engendrØes par une grammaire non contextuelle.

ParallŁlement à mon stage, j’ai assistØ à Berlin à la confØrence RECOMB 2003, oø je prØsentais
avec Alain Denise un poster sur la gØnØration alØatoire non uniforme de sØquences gØnomiques,
gØnØration implØmentØe au sein du logiciel GenRGenS, dont j’assure le dØveloppement. J’y ai ren-
contrØ L.Noe et G.Kucherov, qui m’ont soumis un problŁme de gØnØration alØatoires de chemin
culminants, cheminsqui interviennentdans l’Øtudedesbiaisdes algorithmesd’alignementsheuris-
tiques. J’ai obtenu un algorithme de complexitØ cubique pour rØsoudre ce problŁme. Il est dans
mes projets à cours terme de continuer cette Øtude sur un plan combinatoire.
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1.2 Plan de lecture

Comme l’aura remarquØ le lecteur attentif, etnonhaltØrophile, cemØmoire est Øpais. Cela s’explique
peut Œtre par une lØgŁre tendance de l’auteur à dØlayer, mais traduit aussi ma volontØ de produire
une travail auto su��sant. En e�fet, apsirant à travailler dans un domaine pluridisciplinaire, j’ai
voulu que ce travail soit accessible à un biologiste un peu sensible aux charmes de la combina-
toires, et que son but biologique soit rendu clair à un combinatoricien. Il en rØsulte un pavØ peut
Œtre un peu indigeste, si l’on veut en lire l’intØgralitØ. Je vais donc dØcrire rapidement les con-
tenus des di�fØrentes parties et les publics auxquels elles sont destinØes, a�n que chacun puisse
sØlectionner :

� Contexte Biologique

� L’ADN : Rappels de biologie de base
Public : MathØmaticien ou Informaticien

� L’ARN : Rappels de biologie de base
Public : MathØmaticien ou Informaticien

� Le Repliement : Explication et critique de l’algorithme historique
Public : Tous

� Combinatoire

� Arsenal : Rappels de combinatoire ØnumØrative et un peu d’asymptotique
Public : Informaticien ou Biologiste

� Etudes historiques : Etat de l’art de la combinatoire des ARNs
Public : Tous

� Contribution : Analyse asymptotique des sous structures dans l’ARN
Public : MathØmaticien ou Informaticien

� GØnØration AlØatoire

� GØnØration et Bioinformatique : Enjeux de la gØnØration alØatoire en bioinforma-
tique
Public : Informaticien ou Biologiste

� Techniques : Etat de l’art rapide des techniques de gØnØration alØatoires
Public : MathØmaticien ou Informaticien

� Applications : Application des di�fØrentes techniques
Public : Informaticien ou Biologiste
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Les donnØes de biologie molØculaire et gØnomique prØsentØes ici sont le fruit de discussions
avec des bio-informaticiens indulgents du LRI (A. Denise, R. RiviŁre, J.P. Forest, C. Froidevaux,
S. Cohen Boulakia ...), et des info-biologistes pØdagogues de l’IGM (M. Termier et D. Abergel) que
je remercie tous pour leur patience. Une introduction à la biologie molØculaire peut Œtre trou-
vØe dans l’habilitation à diriger des recherches d’Alain Denise [3]. En�n, je conseille un à lecteur
dØbutant dans le domaine le site de l’institut national de ressources pØdagogique2 (INRP), qui
fournit un excellent travail de vulgarisation, et remercie tous les enseignants de �lliŁres PCEM
ou SV qui ont pris la peine de mettre en ligne leurs cours de biologie molØculaire.

2 www.inrp.fr



2. L’ACIDE DÉSOXYRIBONUCLÉIQUE (ADN)

L’ADN est le support de l’information gØnØtique. Et, bien que son Øtude hors-contexte ne su��se
pas à expliquer son rôle prØdominant dans les mØcanismes cellulaires, elle est nØcessaire pour
envisager un dØbut d’explication. On prØsentera donc dans un premier temps l’ADN nu ou au
repos, sans se soucier de son interaction avec le milieu. On Øvoquera ensuite quelques dynamiques
dans laquelle il est impliquØ, et particuliŁrement la transcription qui est à l’origine des ARNs.

2.1 DØ�nition bio-molØculaire de l’ADN

L’ADNestunpolymŁreunidimensionnel, c’est àdireune sØquencedemonomŁres, lesnuclØotides.

2.1.1 Les dØsoxyribonuclØotides
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Fig. 2.1 : Constitution d’un dØsoxyribonuclØotide (AdØnosine-phosphate)

Un nuclØotide est une combinaison covalente d’un acide phosphorique, d’un sucre et d’une
base azotØe choisie parmi l’AdØnine(A), la Guanine(G), la Cytosine(C) et la Thymine(T). Dans le
cas de l’ADN, le sucre est un dØsoxyribose, on parle donc de desoxyribonuclØotides . On sØpare
ces bases en deux catØgories, les bases puriques (adØnine et guanine), qui contiennent 2 cycles et
les base pyrimidiques(cytosine, thymine1), qui ne contiennent qu’un cycle.

1 L’Uracile, substitut dans l’ARN de la thymine, est aussi une base pyrimidique
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2.1.2 Appariements des bases azotØes dans l’ADN

La structure chimique des bases donne lieu à des assemblages de bases dites complØmentaires,
formantdes cyclespyrimidiques/puriques. Lesbases complØmentaires, classiquement, dans l’ADN
sont l’AdØnine-Thymine (A/T) et la Cytosine-Guanine (C/G). Les appariements qui en dØcoulent
sont appelØs appariementsWatsonCrick. L’unionA/Test consacrØepardeux liaisonshydrogŁnes,
tandis que l’appariement C/G met en jeu trois liaisons hydrogŁnes.

2.1.3 La double hØlice

LesnuclØotides s’empilentdans la sØquenceaumoyende liaisonsphosphodiesters, quiparticipent
à l’assemblage, graceàunphosphate, desdØsoxyribosesdesnuclØotides. LesnuclØotides s’assemblent
ainsi en de longues sØquences orientØe 5’/3’ par hØritage des polaritØs des dØsoxyriboses, polaritØs
illustrØes par la �gure 2.4.
La structure tridimensionellede l’ADNestunedoublehØlice[25] particuliŁrement stable, rØguliŁre
et invariante quelle qu’en la composition en bases. Il est donc admis que l’information gØnØtique
contenue dans l’ADN est plus à chercher dans la sØquence des base que dans sa structure tridi-
mensionnelle ou tertiaire2. On Øtudie donc d’abord la structure primaire de l’ADN, qui corre-
spond à la sØquence des bases sur un brin lu dans l’ordre 5’ vers 3’. Les bases du brin complØmen-
taires sont entiŁrement dØterminØes par complØmentation, on peut donc les ignorer lors d’un
traitement algorithmique. En e�fet, dans l’ADN, les seuls appariements possibles sont A/T et C/G
pour des problŁmes de stabilitØ et d’encombrement stØrique.

2 Cependant, l’Øtude de l’enroulement de la double hØlice autours d’un histone, appelØ nuclØosome, à permis de
mettre en Øvidence des interactions entre paires de bases proches gØographiquement, ce qui plaide pour une impor-
tance de la structure tertiaire de l’ADN. Notemment, des pØriodicitØs de 200bp sont observØes dans les sØquences, qui
qui correspond à la circonfØrence des nuclØosomes.
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2.2 La rØplication

Lors de la mitose, les deux brins de l’ADN sont sØparØs par une enzyme, l’hØlicase (voire �gure
2.5, 1). Son travail est complØtØ par des protØines de liaisons (2), qui empŁchent les deux brins
de se recoller derriŁre l’hØlicase. Les complØmentaires, aussi appelØs molØcules �lles, des deux
brins ne peuvent, pour des raisons chimiques, Œtre gØnØrØs que dans le sens 5’!3’. Le brin pŁre
3’ est donc complØtØ sØquentiellement par la DNA-polymŁrase(3). Le brin 5’ nØcessite quant à lui
la crØation, toujours par la DNA-polymØrase, de petites sØquences, les fragments d’Okazaki, qui
seront ensuite recollØs par une ligase(4).
La replication est, toujours chez les procaryotes et trŁs souvent chez les eucaryotes, bidirectionelle
et initiØe à partir de sites d’amorçage, des sØquences de bases spØci�ques. L’intervention d’une
enzyme, la tØlomŁrase, est ensuitenØcessairepour reconstituer les extremitØs, appelØes tØlomŁres,
altØrØes par le mØcanisme de rØplication. Les tØlomŁres sont donc reconstituØs de façon quasi
systŁmatique par des copies d’un fragment d’ARN puis se replient en boucle pour Øviter toute
dØgradation de l’ADN.

2.3 La transcription

On a jusqu’ici ØvoquØ le support et la copie de l’information gØnØtique, il convient maintenant
d’en expliquer l’expression. L’ADN s’exprime par l’intermØdiaire des ARNs, auxquels nous con-
sacreront le prochain chapitre, molØcules qui sont crØØes au cours de la phase de transcription.
Seules certaines portions de l’ADN sont transcrites, ces sØquences sont appelØs gŁnes.
Lors de la phase de transcription, un complexe protØique,l’ARN polymØrase, se �xe sur l’ADN.
On appelle promoteur le site de �xation de l’ARN polymØrase. Il est de taille variable, et peut as-
socier plusieurs sØquences cibles. La plus frØquente est la sØquence TATAAT, qui est propice à
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Fig. 2.4 : Assemblages de nuclØotides formant la double hØlice.

l’Øcartement des deux brins.La �xation de l’ARN polymŁrase sur l’ADN peut Œtre activØe ou in-
hibØe par la prØsence de protØines, appelØes facteurs rØgulateurs de transcription.
Une fois l’ARN polymŁrase �xØe, elle rØalise une copie complØmentaire d’une portion du brin
sens de l�ADN dans le sens 5’!3’, en complØmentant le brin anti-sens dans le sens 3’!5’ (voire
Figure 2.7). Elle substitue au passage l’uracile à la thymine. La transcription est stopØe quand
l’ARN polymØrase rencontre un site particulier, appelØ terminateur, ou sur intervention de fac-
teurs protØiques chez cerains procaryotes3. Le polymŁre obtenu est appelØ transcrit primaire de
l’ARN ou prØARN. Ce transcrit prØsente une segmentation en 3 rØgions : 5’UTR, ORF, 3’UTR, l’ORF
pouvant Œtre interrompue par des introns
Chez les eucaryotes, il existe quelques amØnagements au cadre gØnØral de la transcription :

3 Facteur rho chez E. Coli.
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� Chaque classe d’ARNs est engendrØe par une ARN polymØrase spØci�que.

� Avant d’Œtre fonctionnel hors du noyau, le transcrit primaire doit faire l’objet d’une mat-
uration. La maturation consiste, classiquement, en l’adjonction d’une coi�fe4 en 5’, d’une
queue polyadØnilØe en 3’5, ainsi qu’en un Øpissage du transcrit primaire. Celui est en ef-
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fet constituØ d’une alternance d’exons, matØriel gØnØtique codant, et d’introns non co-
dants. L’Øpissage est le mØcanisme par lequel les introns sont ØliminØs du transcrit pri-

4 Une coi�fe est la somme d’un groupement triphosphate et d’une base purique (A ou G).
5 Sauf chez les ARNs codant pour des histones, protØines à la base du nuclØosome.
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maire comme le montre la �gure 2.6 et les introns sont concatØnØs.
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3. L’ACIDE RIBONUCLÉIQUE (ARN)

L’ADN est circonscrit au noyau de la cellule chez les eucaryotes. Or l’expression phØnotypique
du matØriel gØnØtique passe essentiellement par l’action de protØines, qui sont localisØes hors du
noyau, dans le cytoplasme.
L’ARN est donc l’intermØdiaire par lequel l’ADN s’exprime en dehors du noyau. Il est synthØtisØ
à partir d’un segment d’ADN, le gŁne.
Tout le contenu informatif de l’ADN est transcrit en un ARN qui sera soit un acteur (ARNs ri-
bosomaux ou ARN de transfert), soit une information brute nØcessitant Øtape supplØmentaire de
traduction pour s’exprimer (ARN messagers).

3.1 DØ�nition bio-molØculaire de l’ARN

La molØcule d’ARN est, comme l’ADN, un polymŁre linØaire dont les monomŁres sont cette fois ci
des ribonuclØotides, par substitution du sucre �-D-ribose au dØsoxyribose. Comme le montre la
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Fig. 3.1 : Un ribonuclØotide

�gure 3.1, un ribonuclØotide estt la combinaison covalente d’un phosphate, d’un ribose et d’une
base azotØe. Les bases azotØes disponibles pour l’ARN sont l’Uracile, l’AdØnine, la Guanine et la
Cytosine. L’orientation de la molØcule d’ARN est la mŒme que celle de l’ADN, du 5’ au 3’.

3.2 Origine de la structure secondaire des ARNs

3.2.1 DØ�nition des di�fØrentes structures d’une molØcule

On caractØrise l’organisation dans l’espace des macromolØcules biologiques (ADN, ARN ou pro-
tØines) par leurs structures primaire, secondaire et tertiaire.
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Fig. 3.2 : L’uracile, substitut de la thymine dans les ARNs
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Fig. 3.3 : Structure primaire d’ARNr 16S de Pyrococcus Furiosus

La structure primaire est la sØquence des bases lues dans le sens 5’!3’.

Structure secondaire

Fig. 3.4 : Structure secondaire de l’ARNr 5s d’E. Coli

Il n’existe pas de consensus total sur la dØ�nition des structures secondaires.
On peut cependant caractØriser la structure secondaire d’un ARN par un ensemble de liaisons
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Fig. 3.5 : Un pseudo noeud

entre ses bases. De plus, a�n de respecter une correspondance entre type de structure et dimen-
sion de l’espace requis pour les dessiner1, on considŁre qu’une structure secondaire est planaire.
Au delà de ce plus petit dØnominateur commun, il reste à dØ�nir les types de liaisons autorisØes,
ainsi que la tolØrance ou non de pseudo-noeuds (voir Figure 3.5). Il circule dans la communautØ
bioinformaticienne autant de dØ�nitions des structures secondaires que de variations planaires
2 sur ces deux thŁmes. Nous imposons donc la dØ�nition suivante, inspirØe de [24].

DØ�nition 1 (Structure secondaire de l’ARN) :
On appelle structure secondaire d’un ARN la structure planaire comportant les appariements Watson-Crick
et Wobble, et ne comportant pas de pseudo-noeuds.

Structure tertiaire

La structure tertiaire, est la localisation des constituants chimiques de la molØcule dans l’espace.
Là encore, certains se cantonne à la topologie de la molØcule quand d’autres lui prØfŁrent les po-
sitions relatives des bases dans l’espace tridimensionel.

Structure quaternaire

On Øvoque parfois la structure quaternaire d’une molØcule en indiquant son positionnement rela-
tivement à des molØcules avec lesquelles elle est liØe physiquement pour permettre une fonction.

1 primaire , linØaire (1D)
secondaire , planaire (2D)
tertiaire , tridimensionnelle (3D)

2 Despseudosnoeuds imbriquØsne sontplusplanaires. CertainesdØ�nitions admettentdonc laprØsencedepseudo-
noeuds raisonnable, c’est à dire planaire.
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Fig. 3.6 : Structure tertiaire d’un ARNt

Fig. 3.7 : Structure quaternaire des histones

C’est le cas de la structure tridimensionnelle du nuclØosome (voir Figure3.7), dØcrite comme la
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structure quaternaire des histones 3.

3.2.2 Repliement de l’ARN

Les structures secondaires et tertiairesde l’ARNsontbienplus variØes etporteusesd’informations
fonctionelles que celles de l’ADN. En e�fet, la structure simple brin de l’ARN permet un repliement
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Fig. 3.8 : Quelques appariements non Watson Crick observables chez certains ARNs

de la molØcule sur elle mŒme, au moyen d’appariements Watson-Crick(voir 2.3 en substituant
l’uracile à la thymine), mais aussi d’appariements Wobble ou Hoogsteen (voir 3.8). On trouvera
en [15] un travail de classi�cation des appariements4.
Le systŁme de liaisons ainsi dØ�ni, associØ aux dispositions des ribonuclØotides dans les dif-
fØrents types d’appariements, dØ�nit la conformation spatiale de l’ARN.
Dans de nombreux cas, on met en Øvidence une relation entre cette structure de l’ARN et son
intervention dans les mØcanismes biologiques. Cette structure est donc porteuse d’information
sur la fonction de l’ARN, au mŒme titre que la sØquence des bases.
De plus, il n’existe pas d’inclusion stricte entre les contenus informatifs de la sØquence et ceux
de la structure. En e�fet, on ne peut pas associer à une conformation spatiale donnØe une unique
structure primaire, de mŒme qu’il semble impossible d’Øtablir le repliement tridimensionnel de
l’ARN avec certitude à partir de la structure primaire(voir 4.1.2, page 30). L’Øtude conjointe de
la sØquence de bases et de la structure semble donc nØcessaire à la comprØhension du rôle d’un
ARN. La complexitØ, prise ici au sens algorithmique, de l’Øtude de la structure tertiaire Øtant rØd-
hibitoire5, on ne considŁre souvent que la structure secondaire d’un ARN quand on veut prendre
en compte sa topologie.

3 La structure tridimensionelle du nuclØosome est parfois dØcrite comme la structure quaternaire des histones.
4 Propre à dØgouter le plus tØmeraire des bioinformaciens. Presque tous les appariements et triplets sem-

blent admissibles. On est donc bien loin du confort tout relatif des sØquences primaires d’hØlices palin-
dromiques : : : Un lecteur informaticien ayant le coeur solidement accrochØ pourra aussi consulter à l’adresse
http://prion.bchs.uh.edu/bp_type/bp_structure.html une encyclopØdie des appariements et triplets.

5 L’apparition d’interaction tertiaire simple, comme les pseudo-noeuds fait sortir les structures ØtudiØes de
l’univers hors contexte, ce qui pØnalise un traitement rØcursif. Par exemple, le repliement de l’ARN avec des pseudo
noeuds gØnØralisØs est NP-Complet
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3.3 Les ARNs : fonctions et structures

On distingue les di�fØrents types d’ARNs selon les rôles qu’ils jouent au sein de la cellule.

3.3.1 Les ARNS messagers (ARNm)

Ils reprØsentent moins de 5% des ARNs cellulaires.
Rôle : Ils amŁnent l’information extraite de l’ADN au ribosome, qui va exprimer cette informa-
tion par la synthŁse protØique.
Structure secondaire : Les structures secondaires des ARNs messagers semblent assez variØes,
aucun modŁle fortement contraignant n’a jusqu’ici ØtØ formulØ.
Jusqu’à prØsent, on considØrait que la structure des ARNm Øtait nØgligeable. En e�fet, au cours de
la traduction, l’ARN est ØtirØ en une structure linØaire, ce qui semblait plaider pour une nullitØ du
rôle jouØ par sa structure. Cependant, des Øtudes rØcentes sur le phØnomŁre d’interfØrence d’ARN
confŁre à l’ARNm un rôle qui dØpasse celui d’intermØdiaire et qui ferait intervenir sa structure.
Cet intØrŒt pour la structure de l’ARNm Øtant assez rØcent, il n’existe pour l’instant que relative-
ment peu de structures secondaires connues6.

3.3.2 Les ARNS de transfert (ARNt)

Ils reprØsentent environ 15% des ARNs cellulaires. Leur structure primaire est trŁs variable.
Rôle : Les ARNt sont des molØcules qui traduisent les codons des ARNm en acides aminØs. De
structures fortement contraintes et quasi identiques, ils sont caractØrisØspar leurs anticodons(voir
Figure 3.9). Un enzyme spØci�que à chaque anticodon, l’aminoacyl-ARNt synthØtase, se charge
d’adjoindre à chaque ARNt l’acide aminØ correspondant au complØmentaire de l’anticodon. Cet
acide aminØ est collØ sur le brin 3’ de l’ARNt au niveau d’un triplet CCA. Lors de la traduction,
l’anticodon va s’apparier avec le codon de l’ARNm et permettre la concatØnation d’un acide am-
inØ adØquat.
Structure secondaire : Comme l’illustre la Figure 3.9, la structure secondaire de l’ARNt est trŁs
fortement contrainte. Sa formede trŁ�eest invariante, et seule ladimensionduren�ement(Boucle
V de la Figure3.9) permet de distinguer les structures secondaires de di�fØrents ARNt.
Remarque : On rencontre dans les ARNt des bases inhabituelles chez les ARNs (pseudouridine,
inosine ou encore des bases mØthylØes) qui sont en fait des bases modi�Øes aprŁs la transcription
a�n de conserver la structure tridimensionnelle de l’ARNt.

3.3.3 Les ARNS ribosomiques (ARNr)

Ils reprØsentent prŁs de 80% des ARNs cellulaires.
Rôle : Ils forment, avec des protØines spØcialisØes, le ribosome, qui est le siØge de la traduction.
Ils sont caractØrisØs par leur constante de sØdimentation, exprimØe selon une unitØ S(de Sved-
berg).
Structuresecondaire : Leurs structures secondaires sont assez variØes, mŒme parmis des d’ARNr
ayant une mŒme constante de sØdimentation.

3.4 La traduction

La traduction est le mØcanisme par lequel une protØine est engendrØe à partir des informations
contenues dans un ARN messager. Elle met en jeu une macro molØcule complexe, le ribosome.
Dans la suite, on appellera codon un triplet de nuclØotides.

6 La �abilitØ des structures prØdites in silico Øtant, pour l’instant, sujette à caution ...
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Fig. 3.9 : Structure secondaire d’un ARNt de levure

Famille Localisation Nom Taille
Procaryotes(70S) Grande Sous-UnitØ(50S) 5S 120 nt

23S 2900 nt
Petite Sous-UnitØ(30S) 16S 1542 nt

Eucaryotes(80S) Grande Sous-UnitØ(60S) 5S 120 nt
5,8S 160 nt
28S 4800 nt

Petite Sous-UnitØ(40S) 18S 1900 nt

Fig. 3.10 : Les di�fØrents ARNr

3.4.1 Le ribosome

Le ribosome est constituØ de matØriel mixte ARNr/protØines. On le dØcompose en deux partie,
appelØespetite et grande sousunitØs. Chacunedes sous unitØs est composØed’ARNm(s) et depro-
tØines. Hors de la phase de traduction, les sous unitØs des ribosomes sont sØparØs par la prØsence

Famille Sous-UnitØ ARNr Nombre de protØines
Procaryotes Grande Sous-UnitØ 5S+23S 34

Petite Sous-UnitØ 16S 21
Eucaryotes Grande Sous-UnitØ 5S+5,8S+28S 49

Petite Sous-UnitØ 18S 33

Fig. 3.11 : Les compositions des ribosomes

de protØines.
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3.4.2 Initiation

GrossiØrement, on peut dire que la petite sous unitØ du ribosome se �xe sur l’ARNm, ce qui per-
met à la plus grande sous unitØ de se coller à elle en entourant l’ARNm.
Le dØbut de la traduction d’un ARN messager se fait à partir d’un codon spØci�que, ou codon
START(AUG,GUG ou UUG).
Chez les eucaryotes, le ribosome se �xe en amont du codon START. Il glisse alors dans le sens
5’!3’ en scannant l’ARNm à la recherche d’un codon START.
Chez les procaryotes, l’ARN 16S se �xe sur l’ARNm en amont de moins de 10 bases du codon
START. Cette zone contient un motif dit de Shine-Dalgarno qui correspond au complØmentaire
du 16S.
Une fois le codon START trouvØ, un ARNt chargØ spØci�que de l’initation, l’ARNti, se �xe sur le
codon START et initie la traduction.

3.4.3 Elongation

Pendant la phase d’Ølongation, les acides aminØs sont concatØnØs pour former des protØines.
L’Ølongation est une sØquence de formations de liaison peptidiques et de translocations.
Tout d’abord, le ribosome permet la �xation d’un ARNt chargØ dans le site A. Une liaison pep-
tidique se forme alors entre les acides aminØes �xØs à l’ARNt prØsents sur le site P et celui �xØ sur
l’ARNt de A.
Intervient alors une Øtape de translocation, au cours de laquelle le complexe formØ par l’ARNt de
A et sa chaîne peptidique sont dØcallØs sur le site P par une translation du ribosome d’exactement
un triplet. L’ARNt initialement prØsent en A hØrite alors de la chaîne peptidique prØsente en P.
L’ARNt dØchargØ est alors ØjectØ. Le site A, libre et exposØ à un nouveau codon, provoque l’arrivØe
d’un nouvel ARNt porteur de son anti codon et de son acide aminØ correspondant. On se retrouve
alors dans les conditions initiales de la translocation, qui se reproduit donc jusqu’à la terminai-
son.

3.4.4 Terminaison

La terminaison se produit quand le ribosome rencontre un codon STOP (UAG, UAA et UGA), qui
ne correspondent à aucun anticodon d’ARNt. Le site A, vide, est disponible pour un facteur pro-
tØique RF (Release Factor) qui permet une derniŁre translocation. Cette translocation provoque
une coupure entre l’ARNt prØsent en P et la chaîne polypeptidique dont il est le porteur. Les sous
unitØs du ribosomes se sØparent alors.
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Fig. 3.12 : Les phases de la traduction



4. LE REPLIEMENT DES ARNS : UN EXEMPLE DE PROBL¨ME BIOINFORMATIQUE
...

Il s’agit, à partir de la sØquence des bases d’un ARN lues dans le sens 50! 30, d’infØrer sa structure
secondaire la plus probable dans un modŁle donnØ.C’est ce problŁme qui est à l’origine de l’article
de Waterman en 78, qui jette les bases d’une Øtude combinatoire des ARNs. On propose donc dans
cette partie un petit tour d’horizon des techniques de repliement.

4.1 Approche thermodynamique

Le milieu cellulaire est dense, l’ARN cotoie donc un grand nombre d’acteurs de la machinerie
cellulaire. Parmis ceux ci, d’autres ARNs prØsentant des bases non appariØes, auxquels il peut
Œtre tentØ de se concatØner, altØrant ainsi son contenu ou inhibant sa fonction. L’ARN se doit
donc d’Œtre compact a�n de survivre et de s’exprimer. En particulier, il faut que son energie libre,
notion de thermodynamique à mettre en relation avec le nombre de bases non appariØes, soit
la plus faible possible. C’est cette quantitØ que l’approche thermodynamique du repliement des
structures secondaires souhaite minimiser. La solution de M. Zucker[28], implØmentØe par le
logiciel MFold, consiste à employer un algorithme de programmation dynamique.

4.1.1 PrØsentation

Cette technique de repliement est rendue possible par une dØcomposition des structures sec-
ondaires, qui permet la mise en place d’un algorithme de programmation dynamique, la dØcom-
position en K-Boucles.
On suppose les bases de la structure secondaire d’un ARN numØrotØes de 1 à n dans le sens
50! 30.
On dit d’une base l qu’elle est accessible depuis une paire de base (i; j) appariØes si i < l < j.

DØ�nition 2 (K -Boucles) :
La boucleB d’une paire (i; j) de bases appariØes est l’ensemble des bases l telles que :

� l est accessible depuis (i; j).

� 8(m;n) appariØes accessibles depuis (i; j), l n’est pas accessible depuis (m;n).

On appelle ls(B)(resp. ld(B)) le nombre de bases non appariØes (resp. le nombre de paires de bases) deB.
B est uneK-Boucle si elle contientK � 1(= ld(B)) paires de boucles.

Intuitivement, laK-Boucle d’une paire b de base est l’ensemble des bases accessibles à partir de
b en parcourant la structure secondaire dans le sens de l’arborescence sans traverser de paire de
bases appariØes.

Proposition 1 (DØcomposition en K-Boucles) :
Chaque structure secondaireS de taillen est dØcomposable de façon unique enK-bouclesB0; B1; : : : ; Bm

oøm est le nombre de paires de bases de appariØes dans S
etB0 la boucle relative à la paire virtuelle (0; n+ 1), aussi appelØe boucle extØrieure.
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A partir de cette dØcomposition, Zucker propose un modŁle additif pour l’Ønergie libre E d’une
structure secondaire d’ARN.

E =
mX

i =0

e(Bi )

oø e(Bi ) est l’energie libre d’une boucle.
Ce modŁle est le modŁle du plus proche voisin, car les boucles relatives à une paire de base ne con-
tiennent que des paires de bases appariØes voisines dans la structure secondaire.
Il reste encore à dØ�nir l’Ønergie libre d’uneK-boucle, celle ci dØpendra de son paramŁtreK :

� K=1 : Les Tiges Boucles
Aucune paire de bases appariØes n’apparait dans la 1-boucle de la paire (i; j). On appelle

UA
C

C

C

G

G

AU

Fig. 4.1 : Une tige boucle

ces structures des tiges-boucles. Des rØsultats de thØorie des polymŁres Øtablissent que
l’energie libre ��G d’une tige boucle est de la forme :

��G = 1:75 �R � T � ln(ls(B))

D’autres facteurs viennent complØter cette energie libre de base. Par exemple, un bonus est
attribuØ à la tige boucle si les deux premiŁres bases non appariØes ont des a��nitØs. D’autre
part, les energies libres des tiges-boucles telles que ls(B) = 3 ou 4 sont ajustØes à des
mesures expeØrimentales.

� K=2 :

Les paires de bases
Lorsque qu’une paire (i; j) est suivie de deux bases appariØes selon un appariement

G

G C

UA

C

G U
U

A

C
C

U
G

G

C
C

U

UA

Empilement Boucle InterneRenflement

Fig. 4.2 : ReprØsentation des 2-boucles
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autorisØ(A/U, C/G et G/U), les energies de telles structures sont extraites d’une base
de donnØes experimentale, dØpendant de la tempØrature.
Les ren�ements
Un ren�ement est une sØquence de bases non appariØes sØparant sur l’un des brins
deux paires de bases appariØes successives dans la structures. L’energie libre d’une
telle sous structure dØpend-uniquement du nombre de bases non appariØes de la 2-
Boucle et de la tempØrature. Ici encore, les Ønergies libres sont puisØes dans un stock
de donnØes expØrimentales et completØes par interpolation selon une formule proche
de celle des tiges boucles.
Les boucles internes
Une boucle interne est un couple de paires de bases sØparØes par des bases non ap-
pariØes sur les deux brins.
Ici, l’energie libre dØpend à la fois du nombre de bases non appariØes, mais aussi de
la dissimØtrie de la structure. En�n, des bonus et malus sont attribuØs selon la com-
position des premiers couples de bases non appariØes dans les deux sens de lecture.

� K>2 : Les multiboucles
Les multiboucles sont les noeuds de l’arborescence de la structure secondaire. LaK-boucle

A

U
C

C

U
G

G
G

C G

G
A

Fig. 4.3 : Les multiboucles

correspondant contient toutes les bases non appariØes, ainsi que les premiŁres paires de
bases de chacune des empilements de paires de bases, de la multiboucle. En l’absence de
modŁle thermodynamique spØci�que à ce type de structure, M.Zucker et al. choisissent
une formule pour l’energie libre qui simpli�e les calculs :

��G = a+ b � ls(B) + c � ld(B) + ��Gstack

oø ��Gstack est la somme des incrØments d’energie libre dus aux interactions entre les
dØbut des empilements de paires de bases et leurs plus proches voisins non appariØs, con-
statØs expØrimentalement.

SoitW (i; j) l’energie minimale d’un repliement de la sØquence [i; j],
V (i; j) l’energie minimale de la sØquence [i; j] contenant la paire (i; j),
et (i; j)(resp. ee(i; j)) l’energie libre d’une tige-boucle(resp. d’un empilement de deux paires de
bases) commençant en (i; j)
et eri (i; j; i0; j0) l’energie libre d’un ren�ement ou d’une boucle interne dØlimitØe par les paires
(i; j) et (i0; j0), avec i0et j0accessibles à partir de (i; j).
On dØduit alors du modŁle thermodynamique ci dessus les Øquations suivantes :

W (i; j) =

8
<

:

1 Si j � i < 4
Min(W (i+ 1; j);W (i; j � 1); V (i; j);
Mini � k<j (W (i; k) +W (k + 1; j))) Sinon
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V (i; j) =

8
<

:

1 Si j � i < 4
Min(et (i; j); ee(i; j) + V (i+ 1; j � 1)
V BI(i; j); V M(i; j)) Sinon

oø
V BI(i; j) = Mini<i 0<j 0<ji 0� i + j � j 0> 2feri (i; j; i0; j0) + V (i0; j0)g)

et
VM(i; j) = Mini<k<j � 1fW (i+ 1; k) +W (k + 1; j � 1)g+ a)

qui peuvent Œtre rØsolues par programmation dynamique en tempsO(n3) en limitant la taille des
structures de VBI à une taille rØaliste de 30 bases non appariØes.
Ces Øquations constituent une mise en oeuvre simpli�Øe du modŁle ci dessus. En e�fet, elles sup-
posent que toutes les boucles multiples ayant le mŒme degrŁsK auront une mŒme energie libre.
De plus, elles interdissent les empilements de bases de taille 1. On se refŁrera aux di�fØrents ar-
ticles de Zucker à ce sujet pour obtenir des versions plus complŁtes (et assez indigestes) de ces
Øquations.

4.1.2 Critique

Les travauxdeZucker sur l’infØrencede la structure secondaired’ARNparminimisationde l’Ønergie
libre mettent en Øvidence l’insu��sance d’une approche strictement physico-chimique. En e�fet,
les structures secondaires constatØes expØrimentalement sont souvent parmis les plus stables,
mais sont rarement la structure renvoyØe par les premiŁres versions de MFold. Trois hypothŁses
non mutuellement exclusives sont susceptibles d’expliquer ce phØnomŁne :

� Le modŁle d’interaction plus proche voisin, en nØgligeant au moins une dimension du prob-
lŁme ainsi qu’en limitant les interactions à des complexes à priori proche, est insu��sant.

� L’ARNØtant transcrit sØquentiellement, il se formedes structures stablesminimisant l’Ønergie
libre au sein du prØ�xe dØjà gØnØrØ. L’Ømission d’une nouvelle base ne remettra en question
la structure prØ�xe que si celle ci est optimisable au delà d’un seuil.

� L’ARN n’Øtant pas isolØ, sa proximitØ avec des ARNs et autres agents de la molØcule in-
duit un repliement optimal dans son contexte, mais pas au regard d’une minimisation de
l’energie libre.

Dans des travaux ultØrieurs, Zucker s’est donc attelØ à renvoyer un ensemble de structures sous
optimales, parmis lesquelles les structures observØes experimentalement apparaissent parfois.

4.2 Autres approches

Des travaux de J. Waldispühl et al [23] ont ramenØ la recherche des sous optimaux à un problŁme
d’analyse syntaxique basØe sur une grammaire S-attribuØe ambiguºe. On peut aussi trouver en
[11] les bases du repliement, optimal cette fois, vu comme un problŁme de parsing.

Une approche alternative, quali�Øe de comparative est utilisØe par S. Engelen, F. Tahi et M. RØg-
nier dans [21]. On dØlimite les parties palindromiques en observant des corrØlations entre les
mutations à certaines positions. Partant du principe que la structure a un impact sur la fonction
des ARNs, on interprŁte ces corrØlations de la façon suivante : Si deux bases sont appariØes, et
que leur appariement est important fonctionnellement, alors la mutation d’une base provoque
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la mutation de la base appariØe pour que l’appariement soit conservØ. A partir d’un grand nom-
bre de sØquences homologues, on peut prØdire les palindromes dans l’ARN, et donc en deviner la
structure secondaire.

A chaquenouvelle approcheduproblŁmede repliementapparaîssentdenouvelles raisonsd’Øtudier
les propriØtØs combinatoires des structures d’ARN, ce que nous nous proposons d’Øtudier dans la
prochaine partie.



Partie II

ETUDES COMBINATOIRES DES STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN



5. ARSENAL COMBINATOIRE

Dans ce chapitre, on va introduire l’outil principal de la combinatoire, les sØries gØnØratrices. On
donnera ensuite quelques techniques pour extraire l’information qu’elles contiennent. On �nira
par une prØsentation du comportement asymptotique des coe��cients de deux grandes familles
de sØries gØnØratrices :

� Les sØries rationelles, qui sont les sØries gØnØratrices des langages rationnels.

� Les sØries algØbriques, qui sont les sØries gØnØratrices des langages non contextuels.

L’ensemble des langages rationels est inlcus dans l’ensemble des langages algØbriques, ce qui peut
sembler diminuer l’intØrŒt d’une Øtude sØparØe de ces deux classes. Cependant, on obtient sur les
langages rationnels des rØsultats plus prØcis et automatisables que sur les langages algØbriques,
ce qui justi�e cette sØparation.

5.1 SØries gØnØratrices

SchØmatiquement, une sØrie gØnØratrice est une fonction dont le dØveloppement en sØrie con-
tient des informations de cardinalitØ sur des parties d’une famille d’objets. Une sØrie gØnØratrice
est dØduite de relations au sein de cette famille traduisibles en un systŁme d’Øquations fonction-
nelles, et dont la sØrie gØnØratrice est solution.
Ondonne ici de la sØriegØnØratriceunedØ�nitionunpeuplusgØnØraleque ladØ�nitionhabituelle,
de façon à rendre plus naturel le passage aux sØries multivariØes qui sont au centre de cette Øtude.
Un lecteur impatient pourra cependant, sans perte d’information, substituer la taille usuelle sur
les structures combinatoires à la notion plus gØnØrale de paramŁtre. On trouvera dans le livre de
Wilf[27] une approche plus complŁte de cet outil.

5.1.1 DØ�nitions

DØ�nition 3 (fonction paramŁtre) :
SoitA une famille d’objets combinatoires.
On appelle paramŁtre une fonction deA dans N.

Par extension, onappeleraparamŁtrepd’unobjeto 2 A sa valuationp(o)parp fonctionparamŁtre.
SoitA et B deux ensembles d’objets combinatoires.

DØ�nition 4 (ParamŁtre hØritØ additivement) :
Un paramŁtre p est dit hØritØ additivement si son extension surA � B est telle que :

8(a; b) 2 A � B; p((a; b)) = p(a) + p(b)

Remarque : Dans toutes les classes d’intØrŒt en combinatoire, la taille de l’objet est un paramŁtre
hØritØ additivement.
Deplus, la relationrp qui associedeuxobjets (a; b) 2 A2 ssip(a) = p(b) estunrelationd’Øquivalence.
On quali�era rp de relation d’Øquivalence paramØtrique.
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SoitA une famille d’objets combinatoires.
Soit (Ai )i � 0 une partition deA dØ�nie par une relation d’Øquivalence paramØtrique rp ordonnØe
selon p.
En�n, soit ai = jAi j, 8i � 0.

DØ�nition 5 (SØrie gØnØratrice ordinaire) :
On appelle sØrie gØnØratrice ordinaire deA la sØrie formelleA(z) telle que :

A(z) =
1X

n� 0

anzn =
X

o2A

zp(o)

Plus simplement, la sØrie gØnØratrice ordinaire d’une classeA est la limite d’un polynôme dont le
coe��cient ak est le nombre d’objets de paramŁtre Øgal à k.
En pratique, le paramŁtre ØtudiØ par les sØries gØnØratrices ordinaires est le plus souvent la taille.
Les an sont alors les nombres d’objets de A de taille n. On parle alors de sØrie gØnØratrice de
dØnombrement.

5.1.2 Extraction de coe��cients

La beautØ des sØries gØnØratrices rØside dans le fait qu’on peut les voir comme une somme in�nie
d’informations dont on peut trouver une expression sans en connaître explicitement les consti-
tuants. Une fois une expression de cette somme dØterminØe par des mØthodes sur lesquelles nous
reviendrons, on peut vouloir isoler une information spØci�que au sein de cette somme. On peut
pour cela utiliser le dØveloppement de Taylor.

DØ�nition 6 (Coe��cient d’un sØrie gØnØratrice) :
Le nieme coe��cient d’une sØrie gØnØratriceA(z) =

P 1
n� 0 anzn , notØ [zn ]A(z) est le coe��cient du terme

de degrŁs n dans le dØveloppement de Taylor deA(z) en z = 0. On a donc :

[z0]A(z) = A(0)

[zn ]A(z) =
1
n!
@nA
@z

(0)

Malheureusement, dans le cas gØnØral, l’obtention du coe��cient de degrŁs n dans le dØveloppe-
ment de Taylor par le calcul de la dØrivØe nieme est susceptible de prendre un temps polynomial
sur n et, sauf dans des cas trŁs spØci�ques, de rendre impossible une Øtude statique de nombreux
problŁmes. Il est donc intØressant d’exploiter d’autres rØsultats et propriØtØs combinatoires pour
extraire les coe��cients d’une sØrie gØnØratrice.

ThØorŁme 1 (Inversion de Lagrange) :
SoitA(z) =

P 1
n� 0 anzn une sØrie gØnØratrice telle queA(z) = z�(A(z)), pour �(0) 6= 0, alors :

[zn ]A(z) =
1
n

[un� 1](�(u))n

Cette formule est particuliŁrement pratique dans l’Øtude des structures arborescentes. En e�fet,
une grande partie de celles ci peuvent Œtre spØci�Øes de la façon suivante :

Un arbre est soit une feuille, soit un noeud duquel partent des �ls.



5. Arsenal combinatoire 35

Ce qui nous conduit à l’Øquation fonctionelle suivante sur la sØrie gØnØratriceA(z) de ces d’arbres
:

A(z) = z + zA(z)x1 + : : :+ zA(z)xk

oø x1 : : : xk sont les di�fØrents nombres de �ls autorisØs pour un noeud. L’inversion de Lagrange
est alors applicable, pour �(u) = 1 + ux1 + : : :+ uxk .
On l’applique ici au cas des arbres binaires, aussi appelØs arbres de Catalan, de sØries gØnØratrice
B(z), qui ont comme polynome caractØristique �(u) = 1 + u2.
On obtient alors en utilisant l’inversion de Lagrange :

[zn ]B(z) =
1
n

[un� 1](1 + u2)n

On remarque que les coe��cients de degrŁs pairs sont nuls, et on obtient, en utilisant la formule
du binome de Newton :

[z2n+1 ]B(z) =
1

2n+ 1
[un ](1 + u)2n+1 =

1
2n+ 1

�
2n+ 1
n

�
=

2n!
n!(n+ 1)!

On retrouve ici le nombre de Catalan, qui est omniprØsent en combinatoire.

5.1.3 AlgØbre minimale des sØries gØnØratrices ordinaires

On va dØcrire ici un ensemble minimal de relations pouvant Œtre transposØe des ensembles aux
sØries gØnØratrices. On appelle parfois cet ensemble de relation un dictionnaire.
SoientA(z),B(z) etC(z) les deux sØries gØnØratrices ordinaires de trois ensemble d’objets. com-
binatoiresA, B et C.

ThØorŁme 2 :

C = A� B ) C(z) = A(z) �B(z)

SiA etB disjoints :
C = A [ B ) C(z) = A(z) +B(z)

Preuve : SoitA(z) =
P

n anzn ,B(z) =
P

n bnzn etC(z) =
P

n cnzn

- C = A� B :
Le paramŁtre Øtant hØritØ additivement, les objets de C de paramŁtre n sont les paires (a; b) dans
A� B pour lesquelles la somme des paramŁtres pour a et b est Øgale à n.) cn =

P n
i =0 ai � bn� i

) A(z) �B(z) =
P

n anzn �
P

n bnzn =
P

n(
P n

i =0 ai � bn� i zn) = C(z)

- C = A [ B :
A etB disjoints) cn = an + bn

) A(z) +B(z) =
P

n (an + bn)zn =
P

n c
n
z = C(z)

ThØorŁme 3 :

C = Sequence(A)) C(z) =
[

n� 0

A(z)n =
1

1�A(z)

On peut donc transformer une dØcomposition Øventuellement rØcursive d’un ensemble de struc-
tures combinatoires en systŁme d’Øquations fonctionelles contraignant trŁs fortement sa sØrie
gØnØratrice.
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On considŁre l’ensemble des pavages d’un segment [1; n] avec des dominos � et � � de tailles
respectives 1 et 2. On obtient facilement la dØcomposition suivante, oø dØsigne le pavage du
segment de taille nulle :

pavage = � � pavage
S
� � � pavage

S

On transpose alors cette dØcomposition en une relation caractØrisant la sØrie gØnØratrice de ces
pavages :

P (z) = zP (z) + z2P (z) + 1

) P (z) = zP (z) + z2P (z) + 1 =
1

1� z � z2

En outre, on peut remarquer une ØgalitØ entre le nombre de pavages de [1; n] et le n � 1iŁme
nombre de Fibonacci. En e�fet :

P (z) = zP (z) + z2P (z) + 1
X

n� 0

pnzn =
X

n� 0

pnzn+1 +
X

n� 0

pnzn+2 + 1

[z0]
X

n� 0

pnzn = [z0]
X

n� 0

pnzn+1 + [z0]
X

n� 0

pnzn+2 + 1) p0 = 1

[z1]
X

n� 0

pnzn = [z1]
X

n� 0

pnzn+1 + [z1]
X

n� 0

pnzn+2 ) p1 = p0 = 1

En�n, pour n � 2 :

[zn ]
X

n� 0

pnzn = [zn ]
X

n� 0

pnzn+1 + [zn ]
X

n� 0

pnzn+2 ) pn = pn� 1 + pn� 2

5.1.4 SØries multivariØes

Imaginons maintenant une classi�cation des objets deA Øtablie selon plusieurs paramŁtres. Par
exemple, on peut vouloir compter les mots d’un langage selon les nombres d’occurences des dif-
fØrents caractŁres.
On introduit donc la notion de sØrie gØnØratrice multivariØe, qui compte les objets de A selon
plusieurs paramŁtres p1; : : : ; pk .
Soit ad1 ;��� ;dk le nombre d’objets de A ayant di pour paramŁtre pi (formellement, les nombres
d’objets o tels que pi (o) = di ).

DØ�nition 7 (SØrie gØnØratrice multivariØe) :
On appelle sØrie gØnØratrice multivariØe deA la sØrie formelleA(u1; � � � ; uk) telle que :

A(u1; � � � ; uk) =
1X

n� 0

ad1 ;��� ;dk u1
d1 � � �uk

dk =
X

o2A

u1
p1 (o) � � �uk

pk (o)

Les propriØtØs d’union et produit des sØries gØnØratrices sont conservØes dans l’univers multi-
variØ, car les paramŁtres sont additifs.
On va utiliser ce type de sØrie pour compter les mots de f0; 1g� dØcrit par l’expression rØguliŁre
r = (0(0)� 1)� à la fois selon la taille et le nombre d’occurences de la lettre 1.
Pour des raisons qu’on expliquera plus tard, la dØcomposition rØcursive classique des expressions
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rØguliŁres peut ici Œtre transposØe en relation entre les sØries gØnØratrices, l’Øtoile de Kleene Øtant
transposØe en sØquence.
On noteraLr (z; u) la sØrie gØnØratrice bivariØe du langage d’une expression rØguliŁre r.
On attribuera au paramŁtre taille(rep. nombres occurences de 1) la variable z(resp. u) .
En�n, on notera jwjc le nombres d’occurences de c dansw.

L0(z; u) = zj0juj0j0 = zu

L(0) � (z; u) = Seq(L0) =
1

1� zu

L0(0) � (z; u) = L0L(0) � =
zu

1� zu

L1(z; u) = zj1juj1j0 = z

L0(0) � 1(z; u) = L0(0) � L1 =
z2u

1� zu

Lr (z; u) = Seq(L0(0) � 1) =
1

1� z2u
1� zu

5.2 MØthodologie DSV

Comme on l’a vu dans l’exemple prØcØdent, les relations sur les sØries gØnØratrices peuvent Œtres
dØduites de rŁgles de construction de langages. La mØthodologie DSV, formulØe par Shützen-
berger, exploite cette propriØtØ en Øtablissant une bijection entre les objets combinatoires ØtudiØs
et les mots d’un langage dØcrit par une grammaire non ambiguºe.

DØ�nition 8 (SØrie gØnØratrice de langage) :
Onappelle sØrie gØnØratrice d’un langageL surunalphabetfs1; : : : ; skg la sØrie formelleL(z; x1; : : : ; xk)
telle que :

L(z; x1; : : : ; xk) =
X

! 2L

zj! jxj! js1
1 : : : xj! jsk

k =
X

i 1+ :::+ i k = n

ln;i 1 ;:::;i k z
nxi 1

1 : : : x
i k
k

Oø j!js est le nombre d’occurences de s dans ! et ln;i 1 ;:::;i k le nombre de mots du langage de taille n ayant
ij occurences de sj , pour j 2 [1; k].

On en dØduit un systŁme d’Øquation contraignant les sØries gØnØratrices des langages des non
terminaux de la grammaire.

Mettons en oeuvre cette mØthodologie dans l’Øtude des arbres de unaires-binaires. Partant d’un
noeud initial appelØ racine, un arbre unaire-binaire est :

- Soit une feuille.

- Soit un noeud ayant un unique �ls unaires-binaires.

- Soit un noeud ayant deux �ls unaires-binaires.

On trouve une bijection entre les arbres unaires binaires de taille n+ 1 et les mots de Motzkin de
taille n.
Les mots de Motzkin sont les mots w sur l’alphabet fa; b; cg tels que jwja = jwjb et, pour tout v
prØ�xe dew, jwja � jwjb.
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= +U/B

U/B U/B U/B

+

Fig. 5.1 : Un arbre unaire-binaire

M = ca M = cac M = caca M = cacab

M = cacabb M = cacabba M = cacabbac M = cacabbacb

M = c

M = cacabbacb

Fig. 5.2 : Transformation arbres unaires-binaires/mots de Motzkin

� Tout arbre unaire-binaire peut se rØØcrire en mot de Motzkin :
On e�fectue un parcours en profondeur de l’arbre. Quand on traverse dans le sens descen-
dant :

� Un �ls gauche, on Øcrit la lettre a.

� Un �ls droit, on Øcrit un b.

� Un �ls unique, on Øcrit un c.

Les mots w ainsi gØnØrØs sØquentiellement au cours du parcours de l’arbre de taille n + 1
sont bien des mots de Motzkin de taille n car :

� Dans un arbre, il y a autant de �ls gauches que de �ls droits
) jwja = jwjb
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� Le parcours en profondeur de l’arbre rencontre toujours le �ls gauche d’un sous arbre
binaire avant d’en rencontrer le �ls droit) pour tout v prØ�xe dew, jwja � jwjb

� Le nombre d’arŁtes dans un arbre de taille n+ 1 est n(Par rØcurrrence).

De plus, deux arbres di�fØrents donnent deux mots di�fØrents (trivial).

� Tout mot de Motzkin peut Œtre transformØ en un arbre unaire binaire :
On lit le motw de taille, en partant d’une racine vide :

� Sur un a : On crØØ un branchement binaire ayant pour origine le noeud sØlectionnØ
et on sØlectionne le �ls gauche.

� Sur un b : On se dØplace sur le premier �ls droit disponible à droite du noeud selec-
tionnØ

� Sur un c : On crØØ un branchement unaire et on sØlectionne son extremitØ.

noeud sélectionné

Sur un c Sur un b Sur un a

Image de v

Fig. 5.3 : Deux arbres issus de mots ayant un plus long prØ�xe commun v sont distincts

Cet arbre est bien unaire-binaire, car tous les branchements ajoutØs sont d’aritØ 1 ou 2.
De plus, chaque a crØØ un �ls droit disponible, donc jwja � jwjb implique qu’on pourra
toujours trouver un �ls droit disponible) on pourra toujours appliquer la rŁgle c.
De plus, ces arbres ont bienn+1 noeuds, car chaque rŁgle ajoute un noeud et on part d’une
racine initiale.
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En�n deux mots di�fØrents donnent deux arbres di�fØrents car la lecture de deux caractŁres
di�fØrents en un mŒme noeud p (ce qui arrive forcØment, ne serait ce qu’au noeud initial),
donne des arbres issus de p dØjà distincts au niveau des �ls directs.

On a donc montrØ une bijection entre les mots de Motzkin et les arbres binaires unaires.
D’autre part, on sait que les mots de Motzkin sont engendrØs par la grammaire non contextuelle
non ambiguºe suivante :

M ! aMbM j cM j �

Cette grammaire Øtant non ambiguºe, on peut transformer ses rŁgles de production en relations
fonctionelle surM(z; xa; xb; xc), sØrie gØnØratrice des mots issus du non terminalM .

M(z; xa; xb; xc) = zxaM(z; xa; xb; xc)zxbM(z; xa; xb; xc) + zxcM(z; xa; xb; xc) + 1
0 = z2xaxbM(z; xa; xb; xc)2 + (zxc � 1)M(z; xa; xb; xc) + 1

En rØsolvant le systŁme ci dessus pour M(z; 1; 1; 1) = M(z), on trouve deux candidats pour
M(z) :

M1(z) =
1� z +

p
1� 2z � 3z2

2z2

M2(z) =
1� z �

p
1� 2z � 3z2

2z2

M(z) est une sØrie de dØnombrement, donc le coe��cient de degrŁsn de son dØveloppement doit
Œtre le nombre de chemin de Motzkin de taille n. Or, le dØveloppement deM1(z) fait apparaitre
des coe��cients nØgatifs :

M1(z) =
1
z2 �

1
z
� 1� z � 2z2 � 4z3 � 9z4 +O(z5)

)M(z) = M2(z)

On obtient alors aisØment la sØrie gØnØratrice des arbres unaires-binaires. En e�fet, les mots de
Motzkin de taillen Øtant en bijectionavec les arbres unaires-binaires de taillen+1, on a la relation
suivante entre les sØries gØnØratricesM(z) etUB(z) :

[zn ]M(z) = [zn+1 ]UB(z))M(z) =
1X

n� 0

mnznetUB(z) = ub0 +
1X

n� 0

mnzn+1

) UB(z) = ub0 + z
1X

n� 0

mnzn = ub0 + zM(z)

Oø ub0 est le nombre d’arbres de taille 0. Or ub0 = 0, car les arbres unaires-binaires partent
nØcessairement d’une racine.

) UB(z) =
1� z �

p
1� 2z � 3z2

2z

Cette mØthodologie ne permet pas d’Øtudier toutes les familles d’objets d’intØrŒt en combina-
toire. On caractØrise cependant deux grandes familles d’objets pour lesquelles on obtient des
sØries gØnØratrices de langages remarquables, les langages rationnels et algØbriques.
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5.2.1 Langages rationnels

DØ�nition 9 (Fraction rationelle) :
On appelle fraction rationnelle une fonctionF (z) telle que :

F (z) =
A(z)
B(z)

oøA(z) etB(z) sont des polynômes en z 2 C à coe��cient dans N ou R

ThØorŁme 4 :
Les sØries gØnØratrices des langages rationnels sont des fractions rationnelles.

Preuve (InspirØe de Chomsky Schützenberger) :
SoitL un langage rationnel.
D’aprŁs le thØorŁme de Kleene : Rat = Reg. Donc il existe un automate �niA = (Q;V; qi ; F; �) dØterministe
minimal reconnaissant exactementL. On rappelle que � est la fonction de transition de l’automate, qui à un
Øtat q et une lettre c associe l’Øtat successeur q0de q sur lecture de c .
SoitLq le langage des mots reconnus parA à partir d’un Øtat q, c’est à dire l’ensemble des motsw 2 A� tels
que q ; w f 2 F . On a la relation suivante :

Lq =
[

c2 V

fcg:L� (q;c) (+")Si q2 F

De plus, cette union est disjointe, car les prØ�xes c des di�fØrents ensembles constitutifs de Lq sont distincts.
Donc on peut utiliser le dictionnaire sur les sØries gØnØratrices ordinaires pour transposer les relations entre
les langagesLq en relations sur les sØries gØnØratricesLq(z).

Lq(z) =
X

c2 V

zL� (q;c)(z) (+1)Si q2 F

On obtient donc un systŁme d’Øquations linØaires qui admet la reprØsentation matricielleR suivante :

R = (ri;j ) 1� i �j Q j
1� j �j Q j +1

=

0

B
B
B
@

z�1;1 � 1 z�1;2 � � � z�1;jQj �1;F

z�2;1 z�2;2 � 1 � � � z�2;jQj �2;F
...

... . . . ...
...

z�jQj;1 z�jQj;2 � � � z�jQj;jQj � 1 �jQj;F

1

C
C
C
A

�i;j =
�

1 si 9c tq qi !c qj

0 sinon et �i;F =
�

1 si qi 2 F
0 sinon

Le carrØ supØrieur gauche de cette matrice est diagonalisable, car seuls les termes ri;i ; 1 � i � jQj ont un
coe��cient de degrŁs0nonnul. Il n’existe doncpasde combinaison linØaire des vecteurs lignesfr1; : : : ; ri � 1; ri +1 ; : : : ; rjQjg
qui soit Øgale à ri .
Une fois le carrØ supØrieur gauche de la matriceR diagonalisØ, par une mØthode du type pivot de Gauss, on
obtient une matrice S telle que :

S =

0

B
B
B
@

1 0 � � � 0 Lq1 (z)
0 1 � � � 0 Lq2 (z)
...

... . . . ...
...

0 0 � � � 1 Lqj Q j (z)

1

C
C
C
A

La sØrie gØnØratriceL(z) du langageL est alorsLqi (z) (On rappelle que qi est l’Øtat initial deA)
Celle ci est une fraction rationnelle car les seules opØrations mise en jeux dans la diagonalisation d’une ma-
trice sont l’addition et la soustraction de vecteurs, ainsi que la multiplication et la division par des polynomes,
opØrations par lesquelles les fractions rationelles sont closes. L(z) = Lqi (z), sØrie gØnØratrice d’un langage
rationnelL est donc une fraction rationelle.
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5.2.2 Langages algØbriques

DØ�nition 10 (Fonction AlgØbrique) :
Une fonction algØbrique est une fonction f d’une variable rØelle ou complexe pour laquelle il existe P (u; z)
polynôme tel que :

P (f(z); z) = 0

DØ�nition 11 (alt. Fonction AlgØbrique ) :
Une fonction algØbrique est la projection d’une variØtØ algØbrique projective, c’est à dire une composante yi

d’un vecteur solution du systŁme d’Øquations :
8
>>><

>>>:

y1(z) = �1(z; y1(z); : : : ; yn(z))
y2(z) = �2(z; y1(z); : : : ; yn(z))

...
...

...
yn(z) = �n(z; y1(z); : : : ; yn(z))

oø �1;�2; : : : ;�n sont des polynômes.

ThØorŁme 5 :
Les sØries gØnØratrices des langages algØbriques sont des fonctions algØbriques.

Preuve :
Un langage L est algØbrique, Il existe une grammaire non contextuelle G non ambiguºe qui engendre
exactement les mots deL.
On s’interesse aux rŁgles de rØØcriture de cette grammaire, mise en forme normale de Chomsky.(Un passage
par une telle forme n’est pas nØcessaire, mais facilite la lecture de la preuve) On rappelle que la forme normale
de Chomsky d’une grammaire ne contient que des rŁgles r du type :

r =

8
>>>><

>>>>:

A! B:C
ou

A! BjC
ou

A! c

OøA,B etC sont des non terminaux, et a un caractŁre du vocabulaire terminal. La mise en forme normale
de Chomsky d’une grammaire non ambiguºe est non ambiguºe, donc on peut transposer les rŁgles en relations
sur les langages engendrØs par les non terminaux, puis en dØduire des relations sur les sØries gØnØratrices ordi-
naires. SoitLA le langage des mots issus du non terminalA etLA (z) sa sØrie gØnØratrice de dØnombrement
:

A! B:C ) LA = LB � LC ) LA (z) = LB (z) � LC (z)
A! BjC ) LA = LB

S
LC ) LA (z) = LB (z) + LC (z)

A! c ) LA = fcg ) LA (z) = z

On obtient ainsi un systŁme d’Øquations de la formeLi (z) = �A (z; L1(z); : : : ; Ln(z)) oø n est le nom-
bre de non terminaux. La sØrie gØnØratrice de ce langage est la sØrie associØe au non terminal initial de la
grammaire. Elle est algØbrique d’aprŁs la dØ�nition alternative des fonctions algØbriques.

5.3 Techniques de combinatoire asymptotique

On a prØsentØ jusqu’ici un quelques techniques exactes pour l’extraction des coe��cients d’une
sØrie gØnØratrice. Celles ci, quand elles peuvent Œtre appliquØes, pro�tent de l’apparition d’un
motif particulier dans l’expression de la sØrie gØnØratrice. Un tel traitement symbolique de la sØrie
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gØnØratrice n’est donc que trŁs rarement possible.
Dans baucoup de cas, l’obtention des coe��cients nØcessite l’execution d’algorithmes de complex-
itØs polynomiales, voire exponentielles sur l’indice du coe��cient recherchØ. On relâche donc la
contrainte d’un calcul exact pour s’intØresser au comportement asymptotique des coe��cients. De
mŒme qu’on a pu, dans le cas des sØries gØnØratrices, trouver la limite d’une suite de polynômes
dont on ne connaissait pas explicitement les coe��cients, on arrive dans bien des cas à dØterminer
le comportement asymptotique des coe��cients d’une sØrie gØnØratrice.
Comme on l’a vu prØcedemment, on peut, grace à la mØthodologie DSV, exploiter le systŁme
d’Øquations fonctionnelles induit par les rŁgles de constructions non ambiguºes d’un langage
pour en dØterminer la sØrie gØnØratrice. On distingue les sØries gØnØratrices obtenues selon la
classe à laquelle appartient leur langage associØ dans la hierarchie de Chomsky.

Il existe un lien Øtroit entre le comportement d’une fonction analytique aux alentours de sa sin-
gularitØ de plus petit module et le comportement asymptotique des coe��cients de son dØveloppe-
ment ensØrie. Pour comprendre cette assertion, nousallons introduirequelques conceptsd’analyse
complexe.

5.3.1 IntØgrale de contours et coe��cients de sØries

DØ�nition 12 (Fonction Analytique) :
Une fonction f est analytique sur un domaine 
 si, en tout point de 
, elle admet un dØveloppement en sØrie
entiŁre convergeant localement.

DØ�nition 13 (Fonction MØromorphe) :
Soient g et h deux fonctions analytiques sur 
 2 C, alors leur quotient :

f(z) =
g(z)
h(z)

est analytique sur 
 sauf en les points � oø h(�) = 0, appelØs pôles de f .
On dit alors que f(z) est mØromorphe en z = �.

Alternativement, une fonctionf mØromorphe enz = � est une fonctionqui admet un dØveloppe-
ment de la forme

f(z) =
X

n�� M

fn(z � �)n

dans un voisinage de � ne contenant pas �.
Si f� M 6= 0, alorsM est l’ordre du pôle �.
En�n, siM � 1, f� 1 est appelØ le rØsidu de f(z) en z = �, qu’on noteRes[f(z); z = �].

ThØorŁme 6 (ThØorŁme du rØsidu de Cauchy) :
Soit 
 une rØgion de C simplement connexe.
Soit � une courbe fermØe orientØe dans le sens positif inclue dans 
.
Soit h(z) mØromorphe sur 
, sauf en un nombre �ni de points isolØ �1; �2; : : : ; �k .
Alors on a l’Øquation suivante :

Res[f(z); z = �] =
1

2�i

Z

�
f(z)dz

On en dØduit directement une expression du coe��cient de degrŁs n dans le dØveloppement au-
tours de 0. En e�fet, il existe un cercle 
 centrØ en 0 de rayon su��samment petit pour ne contenir
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aucune singularitØ de f(z). On choisit alors d’Øtudier f (z)
zn +1 , qui admet une singularitØ en 0 pour

n su��sament grand.

1
2�i

Z

�

f(z)
zn + 1

dz = Res[
f(z)
zn + 1

; z = 0] = fn

On obtient donc le coe��cient de degrŁsn dans le dØveloppement de Taylor de la sØrie gØnØratrice
autours de 0, qui est la donnØe d’intØrŒt en combinatoire.

Une telle mØthode ne peut pas servir de base à un traitement automatisØ des sØries gØnØratice
en vue d’en extraire les coe��cients, à cause notamment de la di��cultØ d’intØgrer des fonctions
sur un contours complexe1. Cependant, on voit dØsormais que les singularitØs(ici, le pôles), d’une
fonction mØromorphe vont intervenir dans les comportements des coe��cients de la sØrie gØnØra-
trice.

Le dogme central de l’analyse de singularitØs est le suivant :

� La singularitØ de plus petit module d’une sØrie gØnØratrice dØtermine le comportement exponentiel des
coe��cients.

� Le type de singularitØ dØtermine le comportement sous exponentiel.

� Les constantes multiplicatives du comportement asymptotique sont dØduites du comportement de la
sØrie au voisinage de la singularitØ dominante.

Pour le troisiŁme point, on utilise une propriØtØ2 vØri�Øe par les singularitØs des sØries gØnØra-
trices rationelles ou algØbriques pour utiliser le transfert :

f(z) �
z! �

g(z)) [zn ]f(z) �
z!1

[zn ]g(z)

Oø� est la singularitØ dominante, dont on verra par la suite le rôle prØdominant, et g(z) un Øquiv-
alent de z aux alentours de �, qui ne conserve que les propriØtØs pathologiques de f(z) en �.

5.3.2 Ordre exponentiel et singularitØs

DØ�nition 14 (Ordre exponentiel) :
Soit fang une suite.
On appelle ordre exponentiel de fang la fonctionKn telle que :

an � Kn

C’est à dire jan j = #(n)Kn oø #(n) est un facteur subexponentiel :

lim
n!1

sup j#(n)j
1
n = 1

DØ�nition 15 (SingularitØ) :
On appelle singularitØ d’une fonction f analytique sur 
 un ouvert de C un point� sur la frontiŁre de 
 tel
qu’on ne peut pas prolonger f en � par une fonction analytique.

1 En pratique, le thØorŁme des rØsidus est perçu par les mathØmaticien, dont Cauchy, commme un outil
d’intØgration complexe, ce problŁme Øtant à priori plus di��cile que l’extraction des coe��cients d’une sØrie.

2 Fonction continuable dans un camembert centrØ sur la singularitØ, et d’angle infØrieur à � , ce qui permet
l’application du thØorŁme de Darboux.
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En pratique, les singularitØs que nous rencontrerons sont les racines des dØnominateurs, ap-
pelØes pôles et les zØros des opØrandes de racines, quali�Øes d’algØbriques.

DØ�nition 16 (SingularitØ dominante) :
Soit f une fonction analytique en 0. On appelle singularitØ dominante la singularitØ de f de plus petit mod-
ule.
ThØorŁme 7 (Ordre exponentielle des coe��cients d’une sØrie) :
Soit f(z) une fonction analytique en 0 et � le module de la singularitØ dominante de f .
Alors :

an �
�

1
�

� n

Il est intØressant de noter que le comportement exponentiel des coe��cients d’une sØrie gØnØra-
trice ne dØpend pas du type de singularitØ.

ThØorŁme 8 (ThØorŁme de Pringsheim) :
Une sØrie entiŁre à coe��cients positifs et de rayon de convergence �ni � a une de ses singularitØ dominantes
sur le demi axe des rØels positifs.

Ce thØorŁme facilite grandement l’Øtude asymptotique des sØries gØnØratrices. En e�fet, les sØries
ØtudiØes ayant des coe��cients positifs, on pourra rØsoudre les Øquations determinant les pôles
dans R+ .

5.3.3 Asymptotique des sØries gØnØratrices rationelles

ThØorŁme 9 (Expansion des fonctions rationelles) :
Soit f(z) = P (z)

Q(z) une fraction rationelle analytique en 0.
Soit �1; : : : ; �m les pôles de f(z) (, les racines deQ(z)) de multiplicitØs k1; : : : ; km

Alors il existem polynômes �1(x); : : : ;�m (x), de degrŁs k1 � 1; : : : ; km � 1 etM � deg(P (z)) tels
que :

fn � [zn ]f(z) =
mX

i =1

�i (n)�� n
i ; 8n > M (5.1)

Preuve : On suppose que deg(P ) < deg(Q). On dØcompose alors f(z) en ØlØments simples :

f(z) =
mX

i =1

k iX

j =1

c� i ;j

(z � �i )j

De plus :
[zn ]

X

j

fj (z) =
X

j

[zn ]fj (z)

Donc on peut Øtudier sØparØment les contributions aux coe��cient de f(z) de chacun de ces ØlØments simples.
Celles ci sont de la forme suivante :

[zn ] 1
(z� � i ) j = [zn ] 1

(� 1)� j � j
i (1� z

� i
) j

= (� 1) j

� j
i

[zn ] 1
(1� z

� i
) j

= (� 1) j

� j
i

� n+ j � 1
j � 1

�
�� n

i

Le binomial pris comme un polynôme enn est de degrŁs j�1. On rappelle que j est bornØ par la multiplicitØ
de la racine.
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De plus, l’hypothŁse que deg(P ) < deg(Q) peut Œtre formulØe sans perte de gØnØralitØ, car dans le cas
contraire, on ne peut certes pas dØcomposer en ØlØments simples, mais on peut soustraire à P ses termes de
degrŁs � deg(Q). On obtient alors P 0 tel que deg(P 0) < deg(Q) qu’on peut dØcomposer en ØlØments
simples. L’Øquation (5.1) est donc valable pour n > deg(P ).

On dØduit immØdiatement de l’Øquation (5.1) l’asymptotique des coe��cients de la sØrie. En e�fet,
asymptotiquement, seul le terme �i (n)�� n

i de plus petit �i s’exprime, Øcrasant exponentielle-
ment les autres termes.

ThØorŁme 10 (Asymptotique des fonctions rationelles) :
Soit f(z) = P (z)

Q(z) une fraction rationelle analytique en 0.
Soit � le pôle de f(z) de plus petit module de multiplicitØ k et :

f(z) �
z! �

c
(1� z

� )k ; k 2 N

Alors :

[zn ]f(z) � c�n nk� 1

(k � 1)!
(5.2)

On en dØduit une mØthodologie pour l’asymptotique des coe��cients d’une sØrie rationelle f :

� Calculer les pôles de f(z).

� DØterminer un Øquivalent asymptotique de f au voisinnage de son pôle de plus petit mod-
ule.

� En dØduire grace à (5.2) un Øquivalent pour les coe��cients de f .

Nousutilisons cettemØthodologiepour calculer lenombredecombinaisonsdepiŁcesde1,2,5,10,20
et 50 cents d’euro dont la somme est n cents :

n = 1k1 + 2k2 + 5k5 + 10k10 + 20k20 + 50k50

M(z) =
X

k i ;i 2f 1;2;5;10;20;50g

z
P

i ik i =
X

k1

z
X

k2

z2
X

k5

z5
X

k10

z10
X

k20

z20
X

k50

z50

)M(z) =
1

(1� z)(1� z2)(1� z5)(1� z10)(1� z20)(1� z50)

ConsidØrons les pôles : On a un pôle en z = 1 de multiplicitØ 6. D’aprŁs le thØorŁme de Pring-
sheim, on peut se limiter aux solutions rØlles positives. En outre, tous les pôles sont ici des racines
de l’unitØ. Donc on peut, sans Pringsheim, en dØduire qu’une singularitØ de plus petit module est
bien prØsente sur R+ . En outre, on utilise la petite astuce de calcul suivante :

(1� zk) = (1� z)(
k� 1X

i =0

zk)

Alors :

M(z) =
1

(1� z)6 :
1

(1 + z)(1 + : : :+ z4)(1 + : : :+ z9)(1 + : : :+ z19)(1 + : : :+ z49)

M(z) �
z! 1

1
(1� z)6

1
1:2:5:10:20:50
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Or, d’aprŁs (5.2) :

[zn ]
1

(1� z)6 :
1

105 �
n!1

n5

5!
:

1
105 =

n5

12:106

) [zn ]M(z) �
n!1

n5

12:106 (1 +O(
1
n3 ))

Le facteur n3 vient du deuxiŁme pôle en z = �1 de multiplicitØ 3, qui donnera lieu à une crois-
sance cubique.

5.3.4 Asymptotique des sØries gØnØratrices algØbriques

On rappelle qu’une sØrie algØbrique f est racine d’un polynôme P en f(z) et z. Donc ses singu-
laritØs sont algØbriques, c’est à dire qu’elles apparaissent dans la sØrie gØnØratrice sous la forme
de facteurs (1� z=�)s, oø s 2 R� N.

ThØorŁme 11 (Echelle asymptotique de fonctions) :
Soit f(z) une fonction telle que :

f(z) =
1

(1� z
� )s s 2 R� N

Alors :

[zn ]f(z) �
n!1

�n ns� 1

�(s)
(1 +O(

1
n

))

On rappelle que �(s) est la fonction gamma de Euler, dØ�nie pour des x positifs de la façon suiv-
ante :

�(x) =
Z + 1

0
tx� 1e� tdt

et Øtendue à des x nØgatifs non entiers ou nuls par :

�(x)�(1� x) =
�

sin(�x)

En particulier :

�(1) =
Z + 1

0
e� tdt = 1

�(x+ 1) = x�(x)) �(n+ 1 2 N) = n!

�(1=2) =
p
�

On montre en quoi ce transfert des coe��cients de l’asymptotique d’une fonction à l’asymptotique
des coe��cients peut Œtre utile en l’appliquant à l’Øtude de l’asymptotique des mots de Motzkin,
qui sontdØjà apparus lorsde l’applicationde lamØthodologieDSVà l’Øtudedesarbreunaires/binaires
et dont la sØrie gØnØratrice est :

M(z) =
1� z �

p
1� 2z � 3z2

2z2

Cette fonction est analytique en 0 car prolongeable par 1 en 0. Les singularitØs sont donc de type
algØbrique, et dues à la prØsence de la racine carrØe. Les deux racines du polynôme 1� 2z � 3z2
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sont 1=3 et �1. On ne s’intØresse donc qu’à z = 1=3, car c’est la racine qui a la plus grande
contribution exponentielle à l’asymptotique de [zn ]M(z). Or :

M(z) �
z! 1=3

1� 1=3
2=9 + 1� 1=3�

p
1+1 =3

p
1� 3z

2=9

= 3� 3
p

3
p

1� 3z
= 3� 3

p
3 1

(1� z
1=3 ) � 1=2

Or, d’aprŁs le ThØorŁme 11 :

[zn ]
1

(1� z
1=3)� 1=2

�
n!1

3nn3=2

�(�1=2)
(1 +O(

1
n

)) = �
3nn3=2

2
p
�

(1 +O(
1
n

))

Car :
�(�1=2)�(1 + 1=2) = �

sin( � �= 2)
�(�1=2) = �

� 1:1=2:�(1 =2)
= �

� 1:1=2:
p

�
= �2

p
�

Donc :
[zn ]M(z) �

n!1
[zn ]3� 3

p
3

1
(1� z

1=3)� 1=2

[zn ]M(z) �
n!1

3
p

3
2
p
�

3nn3=2(1 +O(
1
n

))

Onestdonc capablededØterminer l’asymptotiquedes coe��cientsde sØriesgØnØratrices algØbriques,
facteurs sous exponentiels et constantes comprises.

ArmØs de ces outils nous pouvons dØsormais nous attaquer à une modØlisation par grammaire
non contextuelle des structures secondaires d’ARN.



6. ETUDES HISTORIQUES DES STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN

Dans cette partie, on Øtablit un Øtat de l’art des recherches sur les propriØtØs combinatoires des
structures secondaires d’ARN.

Historiquement, le problŁme de la combinatoire des structures secondaires d’ARN est apparu
lorsqu’on a commencØ à s’intØresser au repliement de l’ARN. Les structures secondaires Øtant,
comme on va le voir, en nombre exponentiellement moins ØlevØ que les sØquences sur les quatres
bases, on a un nombre ØlevØ de structures candidates pour une sØquence donnØe. Les premiers al-
gorithmes fonctionnent donc sur le principe de minimisation de ØnØrgie libre, minimisation qui
ne peut Œtre rØalisØe e��cacement que si les objets manipulØs disposent d’une structure rØcur-
sive. Or, il n’existe qu’un pas entre la dØcouverte d’une dØcomposition rØcursive et celle d’une
sØrie gØnØratrice de dØnombrement.

C’est pourquoi, dans une Øtude mathØmatique prØliminaire à la conception d’un algorithme de
repliement, M.S. Waterman obtient en [24] les premiers rØsultats combinatoires sur les struc-
tures secondaires d’ARN.
Cependant, cet article laisse quelques questions sans rØponses. Par exemple, Waterman intro-
duit la notion d’ordre des structures secondaires, un paramŁtre de complexitØ des structures sec-
ondaires, mais ne dØnombre pas les structures d’une taille et d’un ordre donnØs.

G. Viennot et M. Vauchaussade de Chaumont obtiennent en 1983 dans [2] les sØries gØnØratri-
ces des structures d’un ordre donnØ, qui fait intervenir des polynômes dØ�nis par rØcurrence.
Malheureusement, il semble impossible d’en dØduire une forme gØnØrale pour les nombres snk

de structures de taille n et d’ordre k.

En 2001, M. Nebel applique dans [16] un rØsultats obtenu prØcedemment sur le paramŁtre d’Orton
Strahler pour dØduire les comportements asymptotiques de certains paramŁtres, comme le nom-
bre de ren�ements ou l’ordre.

On peut aussi noter les contributions de I. Hofacker et al., qui prØsentent en [13] des rØcurrences
sur les nombres de structures ayant au moins c bases dans les boucles. En�n, on peut trouver
dans [19] un rØsultat de M. RØgnier sur le nombre asymptotique de structures dans lesquelles les
boucles sont constituØes d’au moins b bases et les hØlices d’au moins h paires de bases.

On rappelle la dØ�nition des structures secondaires Øtablie dans la partie de ce mØmoire con-
sacrØe au contexte biologique :

On appelle structure secondaire d’un ARN la structure planaire comportant les appariements
Watson-Crick et Wobble, et ne comportant pas de pseudo-noeuds.

Un telle dØ�nition est assez proche de celle d’un graphe non orientØ, dans lequel les sommets
sont les bases et les arŁtes les liaisons phosphodiesters et hydrogŁnes. C’est cette modØlisation
que choisit Watermann quand il Øtudie en 1978 les structures secondaires d’ARN.
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6.1 Approche orientØe graphes : Waterman 1978[24]

6.1.1 DØ�nition des structures secondaires

DØ�nition 17 (Structures secondaires de Waterman) :
Une structure secondaire est un graphe composØ de sommets f1; : : : ; ng et dotØ d’une matrice d’adjacence
A = (aij ) telle que :

(i) ai i +1 = 1; 8i 2 [1; n� 1]

(ii) 8i 2 [1; n], il existe au plus un j 6= i� 1 tel que aij = 1

(iii) Si aij = 1,akl = 1 et i < k < j, alors i � l � j

Remarque : Bien que non formulØ explicitement dans la dØ�nition, le graphe est non orientØ,
donc aij = aji ; 8(i; j) 2 [1; n]2

On peut traduire ces trois conditions dans le langage courant, oø leur nØcessitØ devient alors Øvi-
dente :

(i) , La structure secondaire contient les liaisons de la structure primaire(liaison phosphodiesters).

(ii) , Les triple hØlices sont interdites.
En e�fet, la prØsence d’une triple hØlice implique l’appariement de trois bases deux à deux
non consØcutives dans la sØquence primaire. Il existe alors une base i appariØe à deux bases
qui ne lui sont pas consØcutives, donc la condition est violØe.
, Les boucles terminales de taille 0 sont interdites.
D’aprŁs la dØ�nition d’un appariement, deux bases ne peuvent Œtre appariØes que si elles
ne sont pas adjacentes. Or une boucle est dØlimitØe par une paire de base appariØes, donc
si cette boucle est de taille 0, alors elle est dØlimitØe par deux bases adjacentes et appariØes,
ce qui est impossible.

(iii) , On ne tolŁre pas les pseudo-noeuds.
En terme de graphe, un pseudo-noeuds est un couple d’appariements chevauchants, c’est à
dire (i; j) et (k; l) tels que i < k < j < l, ce qui est rendu impossible par la condition (iii).

DØ�nition 18 (Appariement) :
SoitA = (aij ) la matrice d’adjacence d’une structure secondaire. On dit que deux bases i et j sont appariØes
si aij = 1 et ji� jj 6= 1

6.1.2 SØrie gØnØratrice de dØnombrement

ThØorŁme 12 (SØrie gØnØratrice des structures secondaires d’ARN ) :
La sØrie gØnØratrice de dØnombrement des structures secondaires d’ARN est S(z) telle que :

S(z) =
X

n� 0

snzn =
z2 � z + 1�

p
1 + z(z3 � 2z2 � z � 2)

2z2

oø sn est le nombre de structures secondaires de taille n.

Lemme 1 (RØcurrence sur les nombres de Str. Sec.) :
Les nombres sn de structures secondaires de taille n obØissent à la rØcurrence suivante :

sn+1 = sn +
n� 2X

i =1

si sn� i � 1 s0 = 1
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1

n

n n+1

SS

n n+11

SS SS

i-1 n-i

i-1 i i+1

Fig. 6.1 : DØcomposition des structures secondaire de taille n+ 1 en fonction de l’appariement de la n+ 1-
iŁme base

Preuve (Lemme 1) : Prenons une structure secondaire de n+ 1 bases et observons la n+ 1-iŁme :

� n+ 1 n’est pas appariØe :
Donc les n bases f1; : : : ; ng sont susceptibles de former n’importe quels appariements valides. Alors
le nombre de str. sec. de taille n+ 1 ayant leur derniŁre base non appariØe est Øgal au nombre de str.
sec. de taille n = sn

� n+ 1 est appariØe avec une base i :
Notons que i < n car sinon il existe deux arŁte entre i et n+ 1.
Alors les bases des l’intervalles [1; i � 1] et [i + 1; n] peuvent former n’importe quelles structures
secondaires de tailles i � 1 et n � i. De plus, pour deux couples distincts de structures secondaires
de ces tailles, la structure secondaire composØe obtenue est distincte par comparaison des matrices
d’adjacence. Donc les structures secondaires dans lesquelles n est appariØ à j sont au nombre de
si � 1sn� i .
En�n, on remarque que deux str. sec. dans lesquelles les n + 1-iŁmes bases sont appariØes avec des
bases i et i0, i 6= i0ont des matrices de transitions di�fØrentes pour le coe��cient ai n +1 , par la con-
dition (ii) du thØorŁme 17. Donc les ensembles de structures secondaires ayant leur n + 1-iŁme base
appariØe avec des bases distinctes sont disjoints.

Les deux cas de la dØcomposition couvrent des ensembles de str. sec. disjoints, car "n + 1 n’est pas
appariØe") 8i 2 [1; n � 1]; an+1 i = 0 alors que "n + 1 est appariØe avec une base i"
) 9i 2 [1; n � 1] tel que an+1 i = 1. On en dØduit la formule du lemme par addition des contri-
butions des n cas.

Preuve (ThØorŁme 12) : D’aprŁs la rØcurrence du Lemme 1 :

sn+1 = sn +
n� 2X

i =1

si sn� i � 1

sn+1 zn+1 = z(snzn) + x2
n� 2X

i =1

si sn� i � 1zn� 1

X

n� 0

sn+1 zn+1 = z(
X

n� 0

snzn) + x2
X

n� 0

(
n� 1X

i =1

si sn� i � 1zn� 1 � sn� 1s0xn� 1)

Alors, si l’on pose S(z) =
P

n� 0 snzn :

S(z)� 1 = zS(z) + x2S(z)2 � x2S(z)
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OnrØsoud cette Øquation et on trouvedeux solutions, dont uneadmet des coe��cients positifs dansundØveloppe-
ment de Taylor en 0.

) S(z) =
z2 � z + 1�

p
1 + z(z3 � 2z2 � z � 2)

2z2

6.1.3 DØcompositions

A la recherche d’un algorithme de programmation dynamique pour rØsoudre le problŁme du
repliement, Waterman propose une dØcomposition canonique des structures secondaires en sous
structures.

Boucle Interne Extremité

Boucle
Echelle

Renflement

Tige boucle

Fig. 6.2 : Les di�fØrents type de sous structures
Les bases attribuØes aux di�fØrentes sous structures sont celles entourØes en pointillØs.

DØ�nition 19 (Sous-structures d’une structure secondaire) :
SoitA = (aij ) la matrice d’adjacence d’une structure secondaire :

� Boucle :
Formellement, rØgionR = [i+ 1; j � 1] telle que aij = 1 et 8k 2 R, k est non appariØ.
Bases non appariØes encadrØes par une paire (i; j) de bases appariØes.
(i; j) est la fondation de la boucle.

� Ren�ement :
RØgionR = [i+ 1; j � 1] telle que i et j sont appariØs, aij = 0 et 8k 2 R, k est non appariØ.
ConcrŁtement, bases non appariØes sØparant deux bases non appariØes entre elles.

� Boucle interne :
RØgionsR = [i+ 1; j � 1] etR0 = [k + 1; l� 1] telles que ail = 1, ajk = 1 et 8k 2 R [R0, k
est non appariØ.
Bases sØparant deux hØlices sur les deux brins.
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� ExtremitØ :
RØgionR = [1; i� 1] ouR = [i+ 1; n] telle que i est appariØ et 8k 2 R, k est non appariØ.
ExtrØmitØs pendante de la structure secondaire.

� Echelle(alt. HØlice) :
RØgions [i + 1; j � 1] et [k + 1; l � 1],j � i = l � k telles que ail = 0, ajk = 0 et 8k 2
[1; j � i� 1]; ai + k l � k = 1.
Paires de base empilØes sans ren�ement.

� Tige Boucle :
Plus longue rØgion [i+1; j+1] telle queaij = 0, ai +1 j � 1 = 1 et contenant exactement une boucle.
Plus longue sØquence encadrØe par une paire de bases appariØes contenant exactement une boucle.

Remarque : Ces dØ�nitions des sous structures di�fŁrent lØgŁrement de celles proposØes par
Zucker. Elles portent cependant le mŒme nom, ce qui est une di��cultØ supplØmentaire propre à
la bioinformatique, oø il n’existe pas encore d’autoritØ reconnue en matiŁre d’appellation.
ThØorŁme 13 (DØcomposition des structures secondaires) :
Toute structure secondaire peut Œtre dØcomposØe de façon unique en :

1. Boucles, Echelles, Ren�ements et ExtremitØs.

2. Tiges Boucles et Ren�ements, ExtremitØs et Echelles n’appartenant pas à une Tige Boucle.

Preuve : On ne prouve que la premiŁre dØcomposition, car ce type de preuve est un peu lourd et redondant.
SoitA la matrice d’adjacence d’une structure secondaire :
Si i et j sont appariØes, alors i appartient indiscutablement à une Øchelle.
Sinon, soit i une base non appariØe et [k; l] 3 i, la plus longue sØquence de bases non appariØes contenant i.
Si k = 1 ou l = n, alors i appartient à une extremitØ. En e�fet, l’appartenance à un ren�ement ou une
boucle impose la prØsence de bases appariØes aux deux extremitØs, ce qui est ici impossible.
Si ak� 1 l+1 = 1, alors i appartient à une boucle. Si elle appartenait à un ren�ement, alors ak� 1 l+1 = 0.
Sinon, il s’agit bien d’un ren�ement, car ak� 1 l+1 = 0.

6.1.4 Ordre d’une structure secondaire

Onrappelle que l’Øtudedes structures secondairesd’ARNestmotivØehistoriquementpar l’analyse
d’algorithmes de repliements par minimisation d’Ønergie libre. Dans ce contexte, un paramŁtre
apparait comme critique à Waterman : l’ordre. SchØmatiquement, on peut comparer une struc-
ture secondaire à un arbre dont les feuilles sont des boucles, les noeuds sont des boucles multiples
et les arŒtes sont des Øchelles. L’ordre d’une structure secondaire est alors la hauteur de cet arbre.
La dØ�nition de Waterman est beaucoup plus algorithmique :
DØ�nition 20 (Ordre d’une structure secondaire d’ARN) :
SoitA la matrice d’adjacence d’une structure secondaire d’ARN S de taille n.
Soit (A(i ))i � 0 la suite de matrices d’adjacences telles que :

� A(0) = A

� A(i +1) : DØcomposerA(i ) enTigesBoucles, Ren�ements, ExtremitØs et Echelles puis , pour toutk; l 2
[1; n] :

� Si k et l appartiennent à une tige boucle,s a(i )
kl = 1 et k 6= l � 1, alors a(i +1)

kl = 0.

� Sinon a(i +1)
kl = a(i )

kl .

L’ordre de S est le plus petit k tel que A(k) est le graphe linØaire, c’est à dire que 8i; j 2 [1; n]; i 6=
j � 1) a(k)

i;j = 0
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k=3k=2

k=0
k=1

Fig. 6.3 : Extraction de l’ordre d’une structure secondaire

6.2 MØthodologie DSV pour l’Øtude de l’ordre[2]

En 1983, G. Viennot et M. Vauchaussade de Chaumont appliquent la mØthodologie DSV et Øtudi-
ent l’ordre des structures secondaires à partir d’une bijection entre les structures secondaires et
un sous ensemble des mots de Motzkin.

On rappelle quelques ØlØments et notations de thØorie des langages:

� On appelle facteur d’un motw un mot k tel que 9u; v tels que w = u:k:v

� On note jwjk le nombres d’occurences de la lettre c dans le mot k.

� wk est la k-iŁme lettre dew.
DØ�nition 21 (Mots de Motzkin) :
Les mots de Motkin sont les motsw 2 fa; b; cg� tels que :

1. w = u:v ) juja � jujb

2. jwja = jwjb

6.2.1 Bijection avec une classe de mots de Motzkin

ThØorŁme 14 (Bijection Viennot/Vauchaussade de Chaumont) :
Les structures secondaires sont en bijection avec les mots de Motkin sans facteur a:b.
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Fig. 6.4 : Transformation structures secondaires/mots de Motzkin

Preuve : Dans un premier temps, on exhibera un codage des structures secondaires en mots de Motzkin sans
facteurs a:b. Nous montrerons ensuite que les cardinaux des ensembles de mots et de structures de taille n
sont Øgaux, ce qui prouve la bijectivitØ du codage.

Codage : On code une structure d’ARN S de taille n par un mot w de taille n sur fa; b; cg� . Le contenu
de la lettrewk dØpend du statut du sommet k :

� k non appariØ)wk = c

� k appariØ à l > k)wk = a

� k appariØ à l < k)wk = b

En utilisant la dØcomposition introduite dans la preuve de la rØcurrence de Waterman (voir Figure 6.1), on
prouve qu’il s’agit bien d’un code, c’est à dire ici d’une fonction injective de l’ensemble des structures sec-
ondaires dans l’ensemble des mots de Motzkin sans facteur a:b.
On remarque que deux codages de structures secondaires de tailles di�fØrentes sont eux mŒmes de tailles dif-
fØrentes et donc di�fØrents en temps que mots. On va alors comparer les structures de mŒme taille :

� n = 1 et 2 : Il existe deux structures, composØes de 1 et 2 bases non appariØes à cause du point (iii)
de la dØ�nition de Waterman. Ces structures sont codØes en des mots c et c:c, pour n = 1 et 2.

� Supposons S1 6= S2 ) w1 6= w2;8k = jS1j = jS2j � n

� jS1j = jS2j = k et k non appariØ :
Alors les codages w1 et w2 de deux structures secondaires S1 6= S2 sont tels que w1 = w0

1:c et
w2 = w0

2:c, avecw0
1 6= w0

2 car sinon S1 = S2.

� jS1j = jS2j = k et k appariØ à j < k � 1 :
Alors les codages w1 et w2 de S1 6= S2 sont tels que w1 = w0

1:a:w00
1 :b et w2 = w0

2:a:w00
2 :b, avec

w0
1 6= w0

2 ouw00
1 6= w00

2 car sinon S1 = S2.
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De plus, on peut prouver grâce à cette mŒme rØcurrence que tout codagew d’une structure secondaire est tel
quew = u:v ) juja � jujb et jwja = jwjb. Il s’agit donc de mots de Motzkin.
En�n, k appariØ à j < k� 1 implique directement la non apparition de motifs a:b. On considŁre les paires
de bases appariØes les plus proches, c’est à dire celles qui ne dØlimitent aucun appariement. Seules celles ci
sont susceptibles d’Œtre codØes en un facteura:b, or celles ci ne peuvent Œtre consØcutives, donc il ne peut y avoir
de facteur a:b dans les mots du code.

Le codage proposØ dØ�ni bien une fonction injective. De plus, les mots de Motzkin sont rØputØs pour Œtre
gØnØrØs par la grammaire non contextuelle suivante :

M ! a:M:b:M j c:M j "

On va d’abord transposer cette rŁgle en relation sur M =
P

w2 L (M ) w la sØrie gØnØratrice de L(M) en
variables non commutative :

M = aMbM + cM + 1

Puis on impose l’absence de facteur a:b, qui revient trivialement à interdire une rØØcriture du premierM en
" dans la partie aMbM de la relation. SoitM0la sØrie non commutative des mots de Motzkin sans facteur
a:b, alors :

M0 = a(M0� 1)bM0 + cM0 + 1

On applique un morphisme substituant à toutes les lettres la variable z. On rØsoud alors cette Øquation du
second degrŁs enM0, et, en choisissant la solution de coe��cients positifs, on retrouve la sØrie gØnØratrice de
dØnombremenent des structures secondaires.

M0 =
z2 � z + 1�

p
1 + z(z3 � 2z2 � z � 2)

2z2

Par unicitØ du dØveloppement de Taylor, on en dØduit qu’il existe une bijection entre les deux familles d’objets
ØtudiØs, et que le codage proposØ est une bijection.

6.2.2 Apparition de l’ordre dans les mots de Motzkin

Tout d’abord, on transpose le concept de pyramide maximale d’un mot de Dyck aux mots de
Motzkin.

DØ�nition 22 (Pyramide maximale d’un mot de Motzkin) :
On appelle pyramide un facteur u d’un motw de Motzkin tel que:

u 2 (c� :a)k :c� :(b:c� )k

u est une pyramide maximale si il ne peut Œtre prolongØ en une pyramide v 3 u telle que jvj > juj.

En remarquant, comme le montre la �gure 6.5, que les tiges boucles des str. sec. correspondent
à des pyramides maximales dans leur codage, on transpose naturellement la notion d’ordre sur
les mots de Motzkin. On dØ�nit pour cela une fonction � qui aplatit le mot de Motzkin en rem-
plaçant par des c toutes les lettres contenues dans des pyramides maximales. L’ordre est alors le
plus petit k tel que �k(w) = cjwj .

On construit alors le systŁme suivant, dans lequelMk (resp. M� k ) est le non terminal ayant pour
langage les mots de Motzkin 1 d’ordre k (resp. l � k) et Uk (resp. U� k ) le non terminal des mots

1 sans facteur a:b : : :
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Fig. 6.5 : Les tiges boucles d’une struct. sec. sont en relation avec les pyramides maximales du mot de
Motzkin

de Motzkin premiers, c’est à dire non dØcomposables en sØquence de mots de Motzkin, d’ordre k
(resp. l � k).

Mk = M� k �M� k� 1

M0 =
1

1� a

M� k =
1

(1�N� k)
Nk = a:M� k� 2:Nk� 1:M� k� 2:Nk� 1:M� k� 1:b+ a:M� k� 1:Nk :M� k� 1:b
N1 = a:M0:N1:M0:b+ a:M0:N0:b
N0 = a

On rØsoud ce systŁme en utilisant des propriØtØs des polynômes orthogonaux et quelques rØsul-
tats sur les pavages et autres sØries gØnØratrices de mots de Dyck de hauteur bornØe, et on obtient
le rØsultat suivant :

ThØorŁme 15 (SØrie gØnØratrice des str. sec. d’ordre k ) :
La sØrie gØnØratrice des structures secondaires d’ordre k estMk(z) telle que :

Mk(z) =
z5:2k � 1 � 2

(1� z)
Q k

i =1 Zi (z)

OøZk+1 (z) = Z2
k � 2z5:2k � 1 etZ1(z) = 1� 2z � z3

Cependant, aucune estimation des coe��cientsmk;n n’est proposØe.

6.3 Application de rØsultats sur le nombre d’Horton-Strahler[16] à l’Øtude de l’ordre

6.3.1 Formulation alternative des sØries sur l’ordre

Dans l’article de Vauchaussade de Chaumont et Viennot �gure aussi les sØries gØnØratrices des
mots de Dyck d’ordre donnØ. Les auteurs remarquent que les sØries gØnØratrices obtenues sont
identiques à celles des mots de Dyck de nombre d’Horton-Strahler donnØ.
On rappelle sans s’y attarder la dØ�nition du nombre d’Horton-Strahler pour un arbre binaire T
:

hs(T ) ::=

8
<

:

0 Si T est une feuille
hs(T1) + 1 Si T = (T1; T2) et hs(T1) = hs(T2)
max(hs(T1); hs(T2)) Sinon
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En reprenant la dØ�nition 21, on constate que tout mot obtenu à partir d’un mot de Dyck en y
insØrant des lettres c est un mot de Motzkin. De plus, si on ajoute un caractŁre c à chaque oc-
curence du facteur a:b, alors on obtient une structure secondaire. En�n, on remarque que toute
les structures secondaires sont engendrables par cette mØthode, qui conserve l’ordre 2.
Donc, si on sait compter les mots de Dyck selon leur ordre et leur nombre de facteurs a:b on peut,
par changement de variable, compter les structures secondaires selon leur ordre. C’est l’approche
que choisit M.Nebel dans [16], aprŁs avoir obtenu dans [17] des rØsultats sur l’analyse des mots de
Dyck de nombre d’Orthon-Strahler donnØ.

ThØorŁme 16 (SØries gØnØratrices alternatives sur l’ordre) :
La sØrie gØnØratrice des structures secondaires non linØaires d’ordre k selon les nombres de bases appariØes
(resp. non appariØes) marquØes par un paramŁtre z (resp. u) estRk telle que :

Rk(z; u) =
p

(u)
u� 1

U � 1
2p � 1
�(u� 1)2 + (1 + u)z2

2z2
p
u

=
p
u(1� !)!2p� 1

(1� a)
p
!(1� !2p)

Oø

! :=
1� "
1 + "

" :=

s

1� 4
uz4

((a� 1)2 � (1 + a)z2)2

EtUn(z) est le n-iŁme polynôme de Chebyshev de deuxiŁme type, dØ�ni parU(0; x) = 1, U(1; x) = 2x
etU(n; x) = 2xU(n� 1; x)� U(n� 2; x).

Preuve : Soitw un mot de Dyck, on lui associe un ensemble de structures secondaires par la transformation
� dØ�nie rØcursivement comme suit :

(1) a b ��! c� a c+ b c� (2) a b v ��! c� a c+ b �(v)
(3) a v b ��! c� a �(v) b c� (4) a v b u ��! c� a �(v) b �(u)

Oø v et u sont des mots di�fØrents de ". Dans [17], M.Nebel obtient les sØries gØnØratrices Rp des mots de
Dyck d’un ordre k selon les nombres de sous mots de type (1) (resp. (2)+(3) et (4)) marquØs par la variable
v(resp. w et x).

Rp(x;w; v) = �
v
p
xv
U � 1

2p � 1
2w � 1
2
p
xv

=
v(1� !)!2p� 1

p
xv
p
!(1� !2p)

Avec

! :=
(1�

q
1� 4 xv

(1� 2w)2 )

(1 +
q

1� 4 xv
(1� 2w)2 )

On substitue aux variables les sØries gØnØratrices des langages rationnelles images par la transformation �
des motifs (1),(2),(3) et (4) .
Les motifs de type (1) Øtant marquØ par la variable v, on e�fectue la substitution dØ�nie par v := z2 u

(1� u)3 .
Pour une taille et un ordre donnØ, il existe autant de structures secondaires des formes (2) et (3), car dans ces
deux formes, v est un mot de Dyck de taille n � 2 et d’ordre k. La sØrie gØnØratrice de la transformØe de la
forme (2) est z2 u

(1� u)2 et celle de la forme (3) z2 1
(1� u)2 . On substitue doncw := z2

2 ( u
(1� u)2 + 1

(1� u)2 ).
En�n, la sØrie gØnØratrice de la transformØe de (4) est z2 1

(1� u) := x.
En simpli�ant l’expression obtenue, on obtient bien l’expression du thØorŁme 16. De plus, la structure sec-
ondaire linØaire est exclue car la dØcomposition des mots de Dyck exclut le mot ".

2 Intuitivement, parce que la dØ�nition de l’ordre ne fait pas intervenir les bases non appariØes
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6.3.2 Extraction des comportements asymptotiques

A partir de cette formulation utilisant les polynômes de Chebyshev, dont on connait le comporte-
ment asymptotique, M.Nebel Øtudie divers paramŁtres, dont nous donnerons l’expression quand
celle ci est lisible :

� Nombres an;k de structures secondaires de taillen et d’ordre k :

an;k � z� n
k

�4zk
3

(1� zk)(z3
k � 6zk + 5)

2� k sin2(2k � 1
2k �)

cos((2k � 1)�)

Oø zk est la plus petite solution rØelle de z3+2 z� 1
2z5=2 = � cos(2� k�).

De plus, on a : 0 � zk � (3
2 �

1
2

p
5) � 4� k

� Nombres am;n;k des structures secondaires d’ordre k ayant m bases non appariØes et n
bases appariØes.

� EspØrance En(K) de l’ordre d’une structure secondaire de taille n :

En(K) =
1
2

log2(
2�2

�
n)�


 + 2
2 ln(2)

+ �(n) +O(
1
n

)

Oø � est une fonction oscillante telle que j�(x)j < 0:0406 et � :=
p

9
p

5� 20
5
p

5� 11

� Moments et variance de l’ordre d’une structure secondaire alØatoire.

� EspØrance En(M) et variance Vn(M) du nombre de bases non appariØes dans une str. sec.
de taille n :

En(M) �
n
p

5
+

3
10

+
1
p

5
+O(

1
n

)

Vn(M) �
2
5

+
3
10
n+ 1
p

5
+

1
100

� EspØrance En;k (M) du nombre de bases non appariØes dans une str. sec. de taille n et
d’ordre k :

En;k (M) � n(1 +
4� 4zp

z2
p + zp � 5

)

� EspØrance En(T ) du nombre de tiges boucles dans une str. sec. de taille n :

En(T ) � (1�
2
5
p

5)n+
13
20
�

3
20
p

5 +O(
1
n

)

� EspØrance En;k (T ) du nombre de tiges boucles dans une str. sec. de taille n et d’ordre k :

En;k (T ) � n(1 +
4

z2
p + zp � 5

)

� EspØrance En(NT ) du nombre de bases non appariØes localisØes dans une tiges boucles
dans une str. sec. de taille n :

En(NT ) �
1
2

+
1
2
p

5 +
1

2n
+O(

1
n2 )
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� EspØrance En;k (NT ) du nombre de bases non appariØes localisØes dans une tiges boucles
dans une str. sec. de taille n et d’ordre k :

En;k (NT ) �
1

1� zk
�

k!1

1
2

+
1
2
p

5

� EspØrance En(R) du nombre de ren�ements dans une str. sec. de taille n :

En(R) �
3
p

5� 5
10

n�
61
20

+
21
20
p

5 +O(
1
n

)

� EspØrance En;k (R) du nombre de ren�ements dans une str. sec. de taille n et d’ordre k :

En(R) � n
zk(3 + zk(zk � 3)))

5� zk � z2
k

� EspØrance En(NR) du nombre de bases non appariØes localisØes dans un ren�ement d’une
str. sec. de taille n :

En(NR) �
1
2

+
1
2
p

5 +
1035 + 278

p
5�

p
1301230 + 532980

p
5

160n

� EspØrance En;k (NR) du nombre de bases non appariØes localisØes dans un ren�ement
d’une str. sec. de taille n et d’ordre k :

En;k (NR) �
1

1� zk
�

k!1

1
2

+
1
2
p

5



7. CONTRIBUTION

Les formalismes ayant permis l’Øtudes des structures secondaires d’un point de vue combinatoire
sont assez peu adaptØs à la gØnØration alØatoire. L’ensemble des graphes utilisØs par Waterman
dans [24] est un sous ensemble des graphe connexes non orientØs, pour laquelle la gØnØration
alØatoire uniforme est dØjà un problŁme ardu, à cause des problŁmes d’homomorphismes. La
modØlisation par grammaire de Vauchaussade de Chaumont et Viennot dans [2] pose quand à
elle deux problŁmes. D’abord, la grammaire proposØe utilise une soustraction, ce qui la fait sor-
tir du domaine non contextuel1. Ensuite, elle n’est pas satisfaisante car il est di��cile d’y poser
des marqueurs permettant la distinction des di�fØrentes sous structures. La dØmarche de Nebel
n’inclut quand à elle pas vraiment d’Øtape de modØlisation, mais plutôt une succession d’astuces
combinatoires et de techniques d’analyses asymptotiques.

On choisit donc de proposer un nouveau modŁle pour les structures secondaires d’ARN, basØ
sur une grammaire non contextuelle. Ce formalisme parait Œtre le meilleur outil pour ce que
nous nous proposons d’Øtudier. En e�fet, toutes les sØries gØnØratrices manipulØes jusqu’ici dans
l’Øtude des structures secondaires sont algØbriques, donc les grammaires non contextuelles sont
un formalisme su��semment expressif. De plus, il existe une grande quantitØ de littØrature trai-
tant de la gØnØration ayant pour origine ces objets. En�n, les principes de calculs asymptotiques
automatiques dØcrits en [9], s’appliquant entre autres aux sØries gØnØratrices des langages non
contextuels, ont ØtØ implØmentØs dans une bibliothŁque de fonctions Maple dØveloppØe au sein
de l’INRIA Rocquencourt. On pourra donc, sans trop s’abrutir de calculs, retrouver la plupart des
rØsultats de Waterman et Nebel, et Øtendre en rajoutant des paramŁtres dans le modŁle comme
le nombre minimal de bases dans une boucle ou bien la taille minimale d’une Øchelle.

7.1 ModØlisation des structures secondaire par une grammaire non contextuelle

7.1.1 Adaptation de la dØcomposition de Waterman

Cette nouvelle dØcomposition s’appuie sur une interprØtation arborescente des structures sec-
ondaires.
On rappelle le principe de la premiŁre dØcomposition de Waterman :

Toute structure secondaire peut Œtre dØcomposØe de façon unique en Boucles, Echelles, Ren�ements et
ExtremitØs.

On va introduire de nouveaux paramŁtres dans cette dØcomposition de Waterman :

� Les Bourgeons :
Il s’agit d’un ren�ement sØparant deux Øchelles sur un seul des deux brins. Formellement,
[i; j] tel que i� 1 est appariØ à k et j + 1 est appariØ à l tel que k = l + 1 et 8m 2 [i; j],m
est non appariØ.

1 Cependant on peut facilement construire une grammaire non contextuelle qui reconnaisse le mŒme langage.
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Fig. 7.1 : InterprØtation arboresente des structures secondaire

� Les Boucles Internes :
Dans une approche arborescente des structures secondaires (voir Figure 7.1), il s’agit des
noeuds ayant un facteur de branchement Øgal à 1. Si un ren�ement de la dØcomposition
initiale peut Œtre considØrØ comme une boucle interne au sens de la dØ�nition de Water-
man, alors il appartient, dans notre nouvelle dØcomposition, à une boucle interne.
[i; j] et [k; l] tels que i � 1 appariØ à l + 1, j + 1 appariØ à k � 1 et, 8m 2 [i; j]

S
[k; l],m

est non appariØ.

� Les Multiboucles :
Il s’agit des noeuds de degrŁs de branchement supØrieur à 2. Appartiennent à une multi-
boucle les bases qui sØparent les Øchelles issues de ce noeud.
Dans une approche plus orientØe graphes, rØgions A1 = [i1; j1], A2 = [i2; j2],: : :,Ak =
[ik ; jk ], k � 3 et i1 < j1 < i2 < j2 < : : : < ik < jk telles que 8l 2 [1; k � 1];
aj l +1 ;i l +1 � 1 = 1, ai 1 � 1;j k +1 = 1 et 8l 2 [1; k], 8m 2 [il ; jl ]; m est non appariØ.
On appellera remplissage chaque rØgionAi prise individuellement.

ThØorŁme 17 (Nouvelle dØcomposition) :
Toute structure secondaire peut Œtre dØcomposØe uniquement en Boucles, Echelles, ExtrØmitØs, Boucles In-
ternes, Multiboucles et Bourgeons.

Preuve : On remarque d’abord que les nouvaux ØlØments introduits dans la dØ�nition sont tous à l’origine
des Ren�ements, or on sait qu’une dØcomposition unique en Ren�ements, Boucles, ExtrØmitØs et Echelles ex-
iste. Pour prouver l’existence et l’unicitØ de la dØcomposition, il su��t donc de prouver que tout ren�ement
dans la dØcomposition de Waterman devient sans ambiguitØ une des trois nouvaux types de sous structures.

Tout ren�ement [i + 1; j � 1] est dØlimitØ par deux bases i < j appariØes à des bases l; k telles que
i < j < k < l par la propriØtØ iii) de la dØ�nition de Waterman :

- Soit k = l � 1, alors [i+ 1; j � 1] est un Bourgeon.

- Sinon Si les bases de [k+ 1; j�1] sont non appariØes, alors [i+ 1; j�1][ [k+ 1; j�1] constitue
une Boucle Interne.

- Sinon on prouve par construction qu’il existe une dØcomposition unique de [i+ 1; l � 1] telle que :

[i+ 1; l � 1] = [i+ 1; X1 � 1] [ [X1; X2] [ : : : [ [Xk + 1; l � 1]; k � 4; k � 0[2]
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Oø [i+ 1; X1 � 1]; [X2j + 1; X2j +1 � 1]; [Xk + 1; l � 1] sont des basesnonappariØes etX2j � 1

appariØ avecX2j .
Pour cela, on parcourt la structure primaire de i+ 1 vers j � 1.

- Tant qu’on ne rencontre que des bases non appariØes, on les concatŁne à un ensemble de base
non appariØes([Xj + 1; Xj +1 � 1])

- Quand on rencontre une base appariØeXp 6= l, on saute vers la baseXp+1 à laquelle elle est
directement appariØe.

Par induction, on prouve queXp+1 > Xp, car sinon il existe h < p tel queXh < Xp < Xh+1 <
Xp+1 , ce qui viole la condition iii) de la dØ�nition de Waterman. De plus, on atteint bien l � 1 car
si on dØpasse l � 1, alors il existe r tel queXr < l � 1 < Xr +1 . Or, pour tout r, j + 1 < Xr <
l � 1 < Xr +1 , ce qui viole de nouveau la condition iii) de Waterman.

Donc cette dØcomposition de la rØgion [i+1; l�1] existe bien. Elle est unique car s’il en existe une deuxiŁme,
alors considŁrons le premierXj dans une lecture de gauche à droite pour lequel les dØcompositions di�fŁrent.
Soient X1

j < X2
j les deux valeurs distinctes pour Xj , alors on aboutit à une contradiction car si X2

j est
l’extrØmitØ d’une sØquence de bases non appariØe, alorsX1

j est non appariØ, ce qui est absurde, et siX1
j est

l’origine d’une sØquence de bases non appariØes, alorsX2
j est non appariØ. DoncX1

j = X2
j et la dØcompo-

sition est unique.
Or la dØcomposition implique directement l’appartenance à une multiboucle.

On veut marquer les di�fØrents types de sous structures dans la structure secondaire. On va donc
coller à cette dØcomposition inspirØe de Waterman en utilisant des symboles terminaux di�fØrents
pour les bases appartenant aux di�fØrentes sous structures.

7.1.2 Grammaire non contextuelle et problŁme d’ambiguitØ structurelle

On devra faire attention à ne pas introduire d’ambiguitØ dans la grammaire. En e�fet, mŒme si
les grammaires proposØes ne sont pas ambiguºes au sens de la thØorie des langages, l’utilisation
de vocabulaires distincts pour les di�fØrentes sous structures est susceptible de projeter deux
sØquences di�fØrentes sur la mŒme structure. Pour Øviter cela, on va interdire certaines succes-
sions.
Dans la suite, on dira qu’une sous structure b succŁde à une sous structure a si elles sont adja-
centes et si un parcours en profondeur de l’arborescence de la structure secondaire rencontre a
avant b.

Par exemple, si une Øchelle peut succØder à une Øchelle, alors on introduit de l’ambiguitØ dans la
grammaire, car la structure contenant une Øchelle den bases peut Œtre engendrØe par la sØquence
constituØe d’une Øchelle de n base, ou bien par la sØquence constituØe de deux Øchelles de tailles
respectives n et n� k, etc ... D’autre part, cette ambiguitØ ne peut Œtre compensØe par un facteur
multiplicateur, car la structure Boucle sur n bases n’est elle engendrØe que par la sØquence de n
caractŁres non appariØs.
On prØsente donc dans le tableau 7.2 les admissibilitØs et les interdictions des successions des
sous structures. On propose alors la grammaire de la Figure 7.3, de symbole initial ARN, qui re-
specte ces contraintes.

7.1.3 Validation de la grammaire proposØe

On va prouver que la grammaire engendre bien, à un renommage des lettres prŁs, les structures
secondaires d’ARN.
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SuccŁde � B E R Ex BI MB
Boucle(B) N N N N N N
Echelle(E) O N O N O O

Ren�ement(R) N O N N N N
ExtremitØ(Ext) N O N N N N

Boucle Interne(BI) N O N N N N
MultiBoucle(MB) N O N N N N

Fig. 7.2 : L’admissibilitØ des adjacences de sous structures

ARN -> Ex5 E Ex3
j B
j Ex5 E MB E SuiteMB Ext3
j "

Ex3 -> t3 Ex3 j "
Ex5 -> t5 Ex5 j "

E -> a E2 b
E2 -> a E2 b

j R E
j E R
j BI E BI
j B
j MB E MB E SuiteMB MB

SuiteMB -> MB E SuiteMBj "
R -> c R j c

BI -> d BI j d
B -> e B j e

MB -> f MBj "

Fig. 7.3 : Une grammaire non contextuelle basØe sur la dØcomposition en sous structures.

ThØorŁme 18 (ValiditØ de la grammaire) :
Soit’ le morphisme dØ�ni de fa; b; c; d; e; fg dans fa; b; cg par :

’(a) = a
’(b) = b
’(x) = c; 8x 2 fc; d; e; fg

et Øtendu de fa; b; c; d; e; fg� dans fa; b; cg� par :

’(x:!) = ’(x):’(!); 8x 2 fa; b; c; d; e; fg

La restriction de’ à l’ensembleARN des mots engendrØs par la grammaire est un isomorphisme deARN
dans l’ensemble des mots de Motzkin sans facteur a:b, en bijection avec les structures secondaires.

Preuve : A�n de valider cette grammaire, on va procØder en deux Øtape : On va d’abord prouver que les mots
engendrØs par la grammaire sont envoyØs par le morphisme ’ sur des mots de Motzkin sans facteur a:b, ce
qui implique une relation de cardinalitØ sur les ensembles . On montre ensuite l’ØgalitØ des sØries gØnØratrices
ordinaires, ce qui prouve le fait qu’ est bien un isomorphisme.
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Soit !0 = ’(!) :

� !02 fa; b; cg� :
Trivialement,’ envoie toutes les lettres defc; d; e; fg surfcg, donc lemot obtenu est bien surfa; b; cg� .

� j!0ja = j!0jb :
Toute rØØcriture d’un non terminal faisant apparaître un a fait apparaître un b, donc on prouve cette
propriØtØ par rØcurrence sur le nombre de rØØcritures d’un non terminal nØcessaire pour engendrer un
mot.

� Pour toute factorisation !0 = u:v, juja � jujb :
Toutes les rŁgles engendrant un b engendre d’abord un a lui correspondant. On pourra prouver cette
propriØtØ pour les deux rŁgles faisant apparaître a et b par rØcurrence sur la longueur des mots engen-
drØs par des non terminaux.

� !0ne contient pas de facteur a:b :
Les occurences de a et b dans la grammaire sont systØmatiquement sØparØes par un non terminal E2 .
Or, aucune des rŁgles rØØcrivant E2 ne dØrive le mot ".

) !0est bien un mot de Motzkin sans facteur a:b.

De plus, on peut obtenir la sØrie gØnØratrice de dØnombrement de ARN , c’est à dire la sØrie comptant les
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mots selon leurs tailles en utilisant les relations induites par les rŁgles de la grammaire2.

Ex3(z) = zEx3(z) + 1 =
1

1� z

Ex5(z) = zEx5(z) + 1 =
1

1� z
R(z) = zR(z) + z =

z
1� z

BI(z) = zBI(z) + z =
z

1� z
B(z) = zB(z) + z =

z
1� z

MB(z) = zMB(z) + 1 =
1

1� z

SuiteMB(z) = MB(z)E(z)SuiteMB(z) + 1 =
z � 1

1� z � E(z)
E(z) = zE2(z)z
E2(z) = zE2(z)z

+ R(z)E(z) + E(z)R(z)
+ BI(z)E(z)BI(z)
+ B(z)
+ MB(z)E(z)MB(z)E(z)SuiteMB(z)MB(z)

=
�z2 � z + 1�

p
z4 � 2 z3 � z2 � 2 z + 1

2 z2

ARN(z) = Ex5(z)E(z)Ex3(z) +B(z)
+ Ex5(z)E(z)MB(z)E(z)SuiteMB(z)Ext3(z) + 1

=
2

1� z + z2 +
p
z4 � 2 z3 � z2 � 2 z + 1

Remarques :ARN(z) est une autre Øcriture de la sØrie gØnØratrice des structures secondaires, on l’obtient
en appliquant une identitØ remarquable (a + b)(a � b) = a2 + b2 au numØrateur et au dØnominateur.
D’autre part, ARN(z) � E2(z) = 1, ce qui s’explique par le fait qu’une paire a:b peut Œtre l’origine de
n’importe quelle structure secondaire, sauf une boucle de taille 0.

En rØsumØ, il existe un morphisme ’ envoyant les motsARN engendrØs par la grammaire dans un sous
ensemble des structures secondairesM () jARNj < jMj). D’autre part, l’ØgalitØ des sØries gØnØratrices
implique l’ØgalitØ des cardinaux des sous ensembles pour une taille donnØe. on en dØduit l’ØgalitØ des car-
dinaux, car une inØgalitØ des cardinaux implique l’existence dansM d’un mot de taille n qui n’admettrait
pas d’antØcedant par’ dansARN , ce qui est impossible car les cardinaux pour une taille n sont Øgaux.
Donc’ est bien un isomorphisme.

2 Normalement, on doit d’abord s’assurer que la grammaire est non ambiguºe avant d’en dØduire des relations sur
les sØries gØnØratrices. Ici, on fait l’inverse : On construit une sØrie gØnØratrice comptant les cardinaux d’Øventuels
multiensembles (ambiguitØ), et on compare la sØrie solution avec celle issue d’une grammaire notoirement non am-
biguºe pour conclure sur la non ambiguitØ.
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7.2 Comportements asymptotiques des distributions des symboles

7.2.1 MØthode

Dans le chapitre prØcØdent, on a rØsolu le systŁme correspondant à la sØrie gØnØratrice de dØnom-
brement des structures secondaires. Pour cela, on a remplacØ toutes les variables correspondant
aux divers symboles terminaux par la variables z. On peut aussi dØcider de conserver les dif-
fØrentes variables comme des marqueurs, ce qui permet une Øtude des distributions des symboles
terminaux.
ThØorŁme 19 (Esperance du nombre d’occurences d’une lettre) :
Soitx1; : : : ; xk les variables associØes aux symboles terminauxs1; : : : ; sk dans la sØrie gØnØratriceL(z; x1; : : : ; xk)
d’un langageL.
Alors l’espØrance En(Nsi ) du nombre de symboles si dans un mot deL de longeur n pris uniformØment est
donnØe par :

En(Nsi ) =
[zn ]@L(z;x1 ;:::;x k )

@xi
(z; 1; : : : ; 1)

[zn ]L(z; 1; : : : ; 1)
Preuve : Par dØ�nition, l’espØrance d’une variable alØatoire En(Ni ) est la valeur moyenne de cette variable
sur tous les tirages possibles.
Plus formellement :

En(Nsi ) =
P

! 2L n
j!jsi

jLn j
Or, en passant à la sØrie commutative du langageL, on trouve :

L(z; x1; : : : ; xk) =
X

! 2L

zj! jxj! js1
1 : : : xj! jsk

k

@L(z; x1; : : : ; xk)
@xi

=
X

! 2L

zj! jxj! js1
1 : : : j!jsi x

j! jsi � 1
i : : : xj! jsk

k

@L(z; x1; : : : ; xk)
@xi

(z; 1; : : : ; 1) =
X

! 2L

zj! j j!jsi

[zn ]
@L(z; x1; : : : ; xk)

@xi
(z; 1; : : : ; 1) =

X

! 2L n

j!jsi

On retrouve alors l’expression à prouver en remarquant que :

L(z; 1; : : : ; 1) =
X

! 2L

zj! j =
X

n� 0

jLn jzn

On a prouvØ la dØ�nition alternative de l’espØrance du thØorŁme 19.

De plus, on rappelle que, soit f1(z) et f2(z) telles que :

[zn ]f1(z) �
�nk1

n� +
�nk2

n� � 1 +O(
�n

n� � 2 )

[zn ]f2(z) �
�n l1
n� +

�n l2
n� � 1 +O(

�n

n� � 2 )

Alors on a, pour 0 < � < � :

[zn ]f1(z)
[zn ]f2(z)

�
k1

l1
n� � � +

k2l1 � k1l2
l21

n� � � � 1 +O(n� � � � 2)

Onutilisedonc lamØthode suivantepour caractØriser le comportementasymptotiquede l’espØrance
d’un symbole non terminal si :
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� On calcule la sØrie gØnØratriceL(z; x1; : : : ; xk) du langage engendrØ par la grammaire.

� On calcule l’asymptotique du nombre de structures secondaires de taille n à partir de la
sØrie de dØnombrement obtenue par Waterman et al. :

) [zn ]S(z) �
�n l1
n3=2

+
�n l2
n5=2

+O(
�n

n7=2
)

Avec � =
p

5+3
2

� On calcule l’asymptotique du nombre de symboles si dans toutes les structures secondaires
de taille n :

) [zn ]
@L(z; x1; : : : ; xk)

@xi
(z; 1; : : : ; 1) �

�nk1

n1=2
+
�nk2

n3=2
+O(

�n

n5=2
)

Remarque : Pour si = t3 et si = t5, on a k1 = 0

� On en dØduit l’asymptotique de l’espØrance En(Nsi ) du nombre de symboles si dans une
structure secondaire de taille n :

) En(Nsi ) =
[zn ]@L(z;x1 ;:::;x k )

@xi
(z; 1; : : : ; 1)

[zn ]S(z)
�
k1

l1
n+

k2l1 � k1l2
l21

+O(
1
n

)

7.2.2 RØsultats

On obtient les rØsultats rØsumØs dans la �gure 7.4. On remarquera que la somme de ces quantitØs
est bien Øgale à n+O( 1

n ) ce qui est assez rassurant . . .

Sous Structure s En(Ns)
ExtrØmitØ 5’ t5 p

5� 1
2 +O( 1

n )

ExtrØmitØ 3’ t3 p
5� 1
2 +O( 1

n )

Echelle brin 5’ a (5�
p

5)n
10 � 3+2

p
5

20 +O( 1
n )

Echelle brin 3’ b (5�
p

5)n
10 � 3+2

p
5

20 +O( 1
n )

Ren�ement c (25� 11
p

5)n
5 +

p
5� 1
20 +O( 1

n )

Boucle Interne d 2(9
p

5� 20)n
5 + 53� 23

p
5

20 +O( 1
n )

Boucle e (3
p

5� 5)n
10 +

p
5+9
20 +O( 1

n )

MultiBoucle f (7� 3
p

5)n
2 � 7�

p
5

4 +O( 1
n )

Fig. 7.4 : Distribution asymptotique des bases dans les sous structures d’une structure secondaire.
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7.3 Marquage des di�fØrentes sous structures

Comme on peut le vØri�er, chaque type de sous structure est engendrØe de façon canonique par
la rØØcriture d’un non terminal. On peut donc marquer les occurences de sous structures avec
des variables spØci�ques permettant alors l’Øtude des nombres d’occurences de sous structures à
l’asymptotique.

Remarque : Les symboles introduits dans la grammaires sont des mots de taille 0, on ne les mar-
quera pas avec une variable z quand on transposera les rŁgles de rØØcriture en Øquations sur les
sØries gØnØratrices des non terminaux.

On obtient alors la grammaire de la Figure 7.5, qui permet de dØduire les rØsultats de la �gure
7.4 par application de la mØthode prØsentØe prØcØdemment. On rappelle que les remplissages

ARN -> Ex5mE E Ex3
j mB B
j Ex5 mE E mM M mMB MBmE E SuiteMB Ext3
j "

Ex3 -> t3 Ex3 j "
Ex5 -> t5 Ex5 j "

E -> a E2 b
E2 -> a E2 b

j mR R mE E
j mE E mR R
j mBI BI mE E BI
j mB B
j mMM mMB MBmE E mMB MBmE E SuiteMBmMB MB

SuiteMB -> mMB MBmE E SuiteMB j "
R -> c R j c

BI -> d BI j d
B -> e B j e

MB -> f MBj "

Fig. 7.5 : Marquage des sous structures

des multiboucles sont les sØquences de bases non appariØes sØparant les Øchelles partant d’une
multiboucle. On dØduit donc du nombre moyen de remplissages le degrŁs moyen de l’arbre asso-
ciØ à une structure secondaire.
En outre, on retrouve des rØsultat de Nebel sur le nombre moyen de tiges boucles dans une struc-
ture secondaire, en remarquant que chaque tige boucle contient exactement une boucle et chaque
boucle est contenu dans exactement une tige boucle. On retrouve aussi le nombre moyen de bases
non appariØes :

En(Nc) + En(Nd) + En(Ne) + En(Nf ) �
n
p

5
+

3
10

+
1
p

5
+O(

1
n

)

7.4 Contraintes supplØmentaires

On peut aussi suivre une dØmarche similaire à celle de M RØgnier dans [19] et vouloir Øtudier les
comportements asymptotiques des di�fØrents paramŁtres en contraignant les tailles minimales
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Sous Structure Nombre Taille
Echelle 5�

p
5

5 n� 2
p

5+3
10 +O( 1

n ) 2 +O( 1
n )

Boucle 5� 2
p

5
5 n� 3

p
5� 13
20 +O( 1

n ) 1+
p

5
2 +O( 1

n )

Ren�ement 18
p

5� 40
5 n+ 57

p
5� 127
20 +O( 1

n ) 1+
p

5
2 +O( 1

n )

Boucle Interne 65� 29
p

5
10 n+ 63� 28

p
5

20 +O( 1
n ) 1 +

p
5 +O( 1

n )

MultiBoucle 7
p

5� 15
10 n+ 129� 69

p
5

160 +O( 1
n )

p
5 +O( 1

n )

Remplissage MultiBoucle 5+
p

5
2 +O( 1

n )
p

5� 1
2 +O( 1

n )

Fig. 7.6 : Nombres de sous structures et taille d’une occurence de sous structure dans une structure sec-
ondaire de taille n. Le nombre des remplissages est le nombre moyen de remplissages par Multi-
Boucle.

e et b des Øchelles et des boucles. Une telle contrainte s’injecte aisØment dans la grammaire, dont
on modi�e les rŁgles :

E -> ae E2 be

R -> c R j cb

Plusieurs statistiques des sous structures pour di�fØrentes valeurs de e et b sont proposØes en
annexe. On ne rØsiste cependant pas à prØsenter le cas e = 1 et b = 0, qui se ramŁne aux mots
de Motzkin, et pour qui les proportions de sous structures sont des nombres rationnels.
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Sous Structure Taille Totale Nombre Taille Unitaire
ExtrØmitØ 5’ 1

2 +O( 1
n ) 1 1

2 +O( 1
n )

ExtrØmitØ 3’ 1
2 +O( 1

n ) 1 1
2 +O( 1

n )

Echelle
(
p

5� 2)n� 9
p

5� 23
8 +O( 1

n ) 5+3
p

5
5 +O( 1

n )

Boucle 5� 2
p

5
5 n� 3

p
5� 13
20 +O( 1

n ) 1+
p

5
2 +O( 1

n )

Ren�ement 18
p

5� 40
5 n+ 57

p
5� 127
20 +O( 1

n ) 1+
p

5
2 +O( 1

n )

Boucle Interne 65� 29
p

5
10 n+ 63� 28

p
5

20 +O( 1
n ) 1 +

p
5 +O( 1

n )

MultiBoucle 7
p

5� 15
10 n+ 69

p
5� 129

160 +O( 1
n )

p
5 +O( 1

n )

Remplissage MultiBoucle 5+
p

5
2 +O( 1

n )
p

5� 1
2 +O( 1

n )

Fig. 7.7 : RØpartition des bases et composition en sous structures d’une structure secondaire pour e = 1 et
b = 0. Le nombre des remplissages est le nombre moyen de remplissages par MultiBoucle.
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GÉNÉRATION ALÉATOIRE DE STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN



8. GÉNÉRATION ALÉATOIRE ET BIOINFORMATIQUE

La recherche en gØnomique a soulevØ au cours des deux derniŁres dØcennies un nombre impor-
tant de problŁmes algorithmiques et statistiques nouveaux. Dans certains cas, on a pu transposer
des outils et thØories dØjà existants pour modØliser et rØsoudre ces problŁmes mais, dans d’autres
cas, il a ØtØ nØcessaire de crØer des concepts nouveaux. Ces concepts ne bØnØ�cient pas toujours
de l’expertise qu’avaient acquis des gØnØrations de mathØmaticiens et d’informaticiens dans le
domaine, par exemple, de la thØorie des langage. On se trouve aujourd’hui dans des situtations
oø les outils d’analyse manquent, ce qui justi�e pleinement l’emploi de sØquences alØatoires.

8.1 Analyse des algorithmes heuristiques

De nombreux algorithmes appliquØs à la bioinformatiques fonctionnent selon des heuristiques
complexes, et leursperformanceet correction sont virtuellement impossible àanalyser en l’absence
d’une chaîne algorithmique complŁte. Une telle chaîne algorithmique est nØcessaire, car les mod-
Łles considØrØs contiennent des paramŁtres en constante Øvolution.

Par exemple, l’algorithme de repliement de M.Zucker implØmentØ dans MFold fait appel à une
base de donnØes de valeurs pour l’energie libre des k-boucles. Il est impossible de faire abstrac-
tion de ces valeurs pour analyser la complexitØ de cet algorithme. Or celles ci sont en constantes
Øvolution, collant aux energie libres constatØes experimentalement. Il est donc aujourd’hui im-
possibled’analyser la complexitØde cet algorithmepardesmØthodes statiquesde type sØrie gØnØra-
trices sans que les rØsultats obtenus ne soient susceptibles d’Œtre fortement mises en question à
la prochaine mise à jour des valeurs thermodynamiques. On retrouve un peu le mŒme type de
problŁme pour les algorithmes de mesure de similaritØ entre deux sØquences utilisØs par BLAST
ou FASTA, principalement parceque l’algorithme exact est quadratique. Ces outils sont trŁs util-
isØs par les biologistes du gØnome, mais on ne sait que peu de choses sur leur sensibilitØ.

Ces algorithmes prennent une sØquence A relativement courte, extraient de A un ensemble de
motifs courts qu’ils essaient d’aligner sur une sØquenceB cible longue. Une fois un hit trouvØ à un
faible nombre de mutations prŁs, on Øtend l’alignement candidat à partir de l’ancrage. La prØsence
de seuils dans ces algorithmes rend critique l’analyse de sensibilitØ. Des chi�fres sont proposØs
par les concepteurs, mais la mØthode d’extension utilisØe par ces algorithmes introduirait selon L.
Noe[8]unbiais, qui amŁnerait une surestimationde la sensibilitØde ces algorithmes. On trouvera
en annexe un algorithme de gØnØration alØatoire ayant permis la mise en Øvidence expØrimentale
de ce biais.

8.2 ProblŁme de signi�cativitØ d’un phØnomŁne observØ

Ce problŁme de retard de la recherche thØorique sur les modØles utilisØs pratiquement est aussi
critique dans l’analyse de la signi�cativitØ d’une donnØe observØe. Le problŁme qui se pose est
alors le suivant :
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Est ce que la valeur constatØe d’un paramŁtre expØrimentalement dans une sØquence
est supØrieure à la valeur moyenne de ce paramŁtre sur l’ensemble des sØquences du
modŁle ?

Ce problŁme a ØtØ rØsolu par P. NicodŁme, B. Salvy et P. Flajolet dans [18] dans les cas oø le mod-
Łle est une expression rØguliŁre. Ils proposent pour cela une chaîne algorithmique complŁte im-
plØmentØe dans regexp, un package de Maple. Malheureusement, le formalisme des expressions
rØguliŁres n’est pas assez expressif pour dØcrire des modŁles plus structurØs1. Par exemple, le
modŁle structurel des ARNs n’est pas rationnel, d’aprŁs le lemme de l’Øtoile.

On trouve donc dans la bioinformatique des modŁles et des formalismes dont on ne sait pas
encore automatiser une Øtude statistique. On se contente alors d’une analyse expØrimentale in
silico passant par la gØnØration alØatoire de sØquences issues du modŁle, suivie d’une analyse
des sØquences obtenues permettant de dØduire une approximation de la valeur du paramŁtre
d’intØrŒt dans le modŁle nul. On peut alors en dØduire la signi�cativitØ du phØnomŁne observØ ex-
pØrimentalement.

Au contraire, on peut mettre en Øvidence les manques d’un modŁle en observant un Øcart en-
tre les propriØtØs constatØes expØrimentalement des sØquences et celles des sØquences alØatoires
engendrØes selon le modŁle.

8.3 InfØrence de propriØtØs

La recherche sur le gØnome confronte ses acteurs à des donnØes de tailles hØtØrogŁnes. Par ex-
emple, la taille des promoteurs est de quelques centaines de bases, quand l’ensemble du matØriel
gØnØtique humain est codØ sur 3,5 milliards de bases. On distingue donc les apprentissages pou-
vant Œtre rØalisØs par un humain2 de ceux requØrant l’usage d’une machine.

Dans le cas d’une analyse humaine, des sØquences alØatoires couplØes à un logiciel de visuali-
sation permettent, par exemple, de mettre l’expertise des biologistes du gØnome au service de la
conception de modŁles pour les sØquences.
On pense en particulier au critŁre de crØdibilitØ, souvent evoquØ lorsqu’on montre des reprØsen-
tations de sØquences à des acteurs expØrimentØs de la recherche sur le gØnome. Ce critŁre est
di��cilement formalisable, mais peut servir d’oracle, stricto sensus, pour la validation de modŁle,
ou peut fournir la direction dans laquelle le modŁle doit Øvoluer. On intŁgre donc ici les sØquences
alØatoires dans une mØthodologie de recherche.

Dans le cas d’une infØrence in silico, on peut grace à des sØquences alØatoires vØri�er expØri-
mentalement une propriØtØ de stabilitØ pour l’algorithme utilisØ. On rappelle qu’un algorithme
d’apprentissage est un algorithme qui, Øtant donnØ des ensembles d’exemples positifs et nØgat-
ifs, renvoie un modŁle contenant toutes les sØquences positives et excluant les exemples nØgatifs.
On souhaite en outre qu’un tel algorithme ne soit pas trop spØcialisØ, c’est à dire qu’il n’accepte
pas uniquement les exemples positifs ni ne rejette que les exemples nØgatifs.
Une propriØtØ qu’on voudrait voir satisfaite pour un tel algorithme est la suivante : Soit M un
modŁle, si nousengendronsdes sØquences alØatoirementdansM , et quenous faisonsde l’apprentissage
positif sur ces sØquences, retombe t’on sur le modŁle original ou à quelle vitesse s’en Øloigne-t-on

1 Cependant, il y a fort à parier que ce type de dØmarche d’analyse automatique sera transposØ dans un futur proche
au cas des langages context-free : : :

2 D’un point de vue informaticien, un humain est une machine implØmentant un algorithme d’infØrence incroy-
ablement puissant, mais dotØ d’une mØmoire ridicule
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? Dans le domaine des sØquences, on peut considØrer qu’un modŁle est entre ; et V � , un excellent
moteur d’infØrence de modŁle serait alors un moteur qui, pour un nombre bornØ de sØquence
alØatoires, ne convergerait expØrimentalement ni vers ;, ni vers V � . Plus pragmatiquement, on
peut utiliser des sØquences alØatoire pour calibrer les paramŁtres d’un moteur d’infØrence, en
vØri�ant pour quelles valeurs des paramŁtres les itØrations successives du moteur sur un modŁle
s’Øloignent pas trop vite du modŁle initial . . .



9. TECHNIQUES DE GÉNÉRATION ALÉATOIRE

On va prØsenter ici diverses techniques gØnØriques de gØnØration alØatoires, classØes par com-
plexitØ (et par chronologie) dØcroissante. On remarque que la gØnØration alØatoire sur une famille
d’objets combinatoires peut toujours se ramener à une gØnØration de mots d’un langage1. On
pourra, par exemple, s’intØresser aucodagemachinedesmots à engendrerdans l’implØmentation
d’un algorithme.

Dans un premier temps, on s’intØresse à une gØnØration assez simple, la gØnØration alØatoire
itØrative, qu’on applique naturellement à la gØnØration alØatoire de chemins. On l’applique en
annexe à la gØnØration alØatoire de chemins culminants, des chemins de langages associØs asso-
ciØs non algØbriques.

Nous prØsenterons ensuite les principes de l’approche rØcursive avec dØnombrement prØlim-
inaire. Nous prouverons sa correction, à partir du moment oø une Øtape de dØnombrement
prØliminaire a eu lieu.

Nous �nirons sur la gØnØration de Boltzmann due à Duchon, Flajolet, Louchard et Schae�fer, et
qui permet une gØnØration alØatoire en temps linØaire de sØquences pour une large catØgorie de
langages non contextuels, y compris celui des structures secondaires d’ARN. Le prix à payer pour
la mise en oeuvre d’une telle technique est un lØger relâchement sur la taille des objets gØnØrØs.

9.1 Approche itØrative

Dans [26], H. Wilf propose une formalisation du concept d’objet combinatoire. Il propose une
modØlisationbasØe surungrapheorientØ acycliquedotØunØtat initial et d’unØtat�nal. Il numØrote
les arŒtes sortant d’un sommet. Il code alors la structure engendrØe par un cheminement entre
l’Øtat initial et l’Øtat �nal par une sØquence de nombres correspondant aux numØros des arŒtes
empruntØes pour sortir des Øtats. Il propose en�n un algorithme postulant une possibilitØ de
dØnombrement des objets issus d’un Øtat pour pratiquer une gØnØration alØatoire uniforme.

Nous transposons ici ce concept aux langages, qui sont rationnels quand on considŁre leurs re-
striction aux mots d’une taille n.

ThØorŁme 20 (GØnØration alØatoire itØrative) :
SoitL un langage sur l’alphabetS = fs1; s2; : : : ; smg. SoitLn la restriction de cet ensemble aux mots de
taille n.
Soit!p le prØ�xe d’un mot deLn , on appelle ps(!p) la probabilitØ quewp soit suivi par s 2 S dans un mot
deLn .

ps(!p) =
jf!0j!p:s:!02 Lngj
jf!0j!p:!02 Lngj

Alors l’algorithme suivant engendre bien alØatoirement un mot de taille n pris uniformØment surLn :
1 Pas nØcessairement non contextuel . . .
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� w = "

� Tant que jwj < n, prolongerw par une deX avec probabilitØs px1 (w); : : : ; pxm (w)

Preuve : En e�fet, partant du prØ�xe �, on le prolonge par des lettres c1, c2, c3; : : : ; cn choisies selon les
probabilitØs pc1 (�), pc2 (c1), pc3 (c1:c2); : : : ; pcn (c1:c2: � � � :cn� 1). La probabilitØ d’Ømission d’un mot
! = c1:c2:c3: � � � :cn est donc Øgale à :

p(c1: : : : :cn) = pc1 (�)pc2 (c1)pc3 (c1:c2) � � � pcn (c1:c2: � � � :cn� 1)

= jf ! 0jc1 :! 02L n gj
jL n j

jf ! 0jc1 :c2 :! 02L n gj
jf w0jc1 :w02L n gj : : : jf ! 0jc1 ;:::;cn :! 02L n gj

jf ! 0jc1 ;��� ;cn � 1 :! 02L n gj

= jf ! 0jc1 :! 02L n gj
jf ! 0jc1 :! 02L n gj

jf ! 0jc1 :c2 :! 02L n gj
jf w0jc1 :c2 :w02L n gj : : :

jf ! 0jc1 ;:::;cn :! 02L n gj
jL n j

= 1
jL n j car f!0jc1; : : : ; cn :!02 Lng = �

Tous les mots deLn Øtant choisi par ce processus avec une probabilitØ 1
jL n j , ce procØdØ de gØnØration alØatoire

est donc uniforme.

Touver un algorithme de gØnØration alØatoire uniforme de mots de ce langage revient donc à
compter les su��xes des mots du langage ØtudiØ. Bien sßr, il n’est pas question de calculer les
probabilitØs pour tous les couples prØ�xe/symbole, car le nombre de prØ�xes d’un langage peut
Œtre exponentiel. Cependant, on peut dans de nombreux cas regrouper les prØ�xes en classes.

On illustre ce phØnomŁne de regroupement en classes par une application aux chemins de Dyck
bilatŁres.
On rappelle que les chemins de Dyck bilatŁresD sont les chemins du demi plan d’abscisses pos-
itives qui partent de (0; 0) et arrivent en (2n; 0) avec des pas (+1;+1) et (+1;�1). Ils sont en
bijection avec les mots! sur fa; bg� tels que j!ja = j!jb par un codage trivial illustrØ par la Figure

aa ab ba bb ab bb ab ba bb bb ab ba aa bb aa ba aa ba aa

C = 

w = 

Fig. 9.1 : Exemple de chemin de Dyck bilatŁre et codage par un mot de fa; bg�

9.1.
Soit !p un prØ�xe du mot associØ à un chemin deD2n , et soit  (!p) = j!pja � j!pjb l’altitude �-
nale de ce prØ�xe. Alors jf!0j!p:s:!02 D2ngj est uniquement dØterminØ par (!p). En e�fet, les
su��xes dansD2n des chemins �nissant en (!p) sont exactement les chemins allant de (!p) à
0 en j2n� wpj pas. Cet ensemble est indØpendant du chemin parcouru parwp.
De plus, on remarque que l’ensemble des chemins allant de (!p) à 0 en � := 2n� jwpj pas peut
Œtre vu comme le choix de � := � �  (! p )

2 pas montants parmis � pas. On obtient donc naturelle-
ment une expression binômiale du nombreCj k de chemins de j à 0 en k pas :

Cj k =
�
k

j + k
2

�
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) jf!0j!p:a:!02 D2ngj = C (! p )+1 ; 2n�j ! p j� 1 =
� 2n� j!pj � 1

 (! p )+2 n�j ! p j
2

�

) pa(!p) =
C (! p )+1 ; 2n�j ! p j� 1

C (! p ); 2n�j ! p j
=

� 2n�j ! p j� 1
 ( ! p )+2 n �j ! p j

2

�

� 2n�j ! p j
 ( ! p )+2 n �j ! p j

2

� =
2n� jwpj �  (!p)

4n� 2jwpj

On peut donc, en un nombre constant d’opØration arithmØtiques, dØterminer à chaque itØration
par quel type de pas prolonger un chemin de Dyck bilatŁre construit itØrativement. Donc on dis-
pose d’un algorithme de complØxitØ linØaire pour la gØnØration de mots de Dyck bilatŁres.

Cependant, il est rare qu’on puisse trouver une factorisation aussi indØpendante du contexte, et
dont on peut Øtablir une expression du cardinal. Une Øtape de prØcalcul est donc souvent nØces-
saire pour Øvaluer ces cardinaux à partir de rØcurrences.

9.2 Le cas des structures dØcomposables

Dans [10], Flajolet, Zimmermann et Van Cutsem proposent un algorithme de gØnØration uni-
forme pour une classe in�nie de modŁles de structures dØcomposables. L’algorithme prend en
entrØe une spØci�cation de structure combinatoire qui est une dØcomposition hiØrarchique des
objets d’intØrŒt. Il transpose alors cette spØci�cation dans une forme normale, dans laquelle
des relations de rØcurrences apparaissent simplement entre les sous structures de la dØcomposi-
tion rØcursive. On peut alors dØnombrer les objets pour di�fØrentes tailles, ce qui permet par un
procØdØ analogue à celui de Wilf de gØnØrer uniformØment un objet rØpondant à cette spØci�ca-
tion.

On va illustrer ces principes complexes, mais complŁtement automatisØs et implØmentØs dans le
package Maple combstruct, ou bien dans GenRGenS, en s’intØressant à un sous ensemble des struc-
tures dØcomposables : les langages engendrØs par des grammaires non contextuelles.

9.3 GØnØration à partir d’une grammaire non contextuelle

9.3.1 DØ�nitions prØliminaires

DØ�nition 23 (Grammaire non contextuelle) :
Une grammaire non contextuelle est caractØrisØe par la donnØe d’un quintupletG = (I; T;NT; �) oø :

- I 2 NT est le symbole terminal initial.

- T est un ensemble des symboles terminaux.

- NT est un ensemble de symboles non terminaux.

- � est un ensemble de rŁgleR de rØØcriture de la forme :

R ! S1 S2 : : : Sk

On peut formaliser la notion de rŁgle enR 2 NT � (NT [ T )� :2

2 On pourra s’amuser du fait que l’ensemble des grammaires non contextuelles sur des vocabulaire �nis est dØcrit
par une expression rationnelle.
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Le rapport entre grammaire et langage est liØ à la notion de rØØcriture. On associe à une gram-
maire le langage des mots sur le vocabulaire terminal obtenus par rØØcritures successives des non
terminaux à partir du non terminal initial.
On introduit ensuit une forme qui permet une manipulation algorithmique e��cace des gram-
maires : la forme normale de Chomsky.
ThØorŁme 21 (Forme Normale de Chomsky) :
Toute grammaire non contextuelleG = (I; T;NT; �) admet une grammaire engendrant le mŒme langage
dont les rŁgles sont de la forme :

R! "
R! c
R! S:T

avec c 2 T , (R;S; T ) 2 NT et I 2 NT est le symbole non terminal initial de la grammaire.

Preuve : TrŁs briŁvement, on casse les rŁgles du type R ! S1:S2: : : : :Sk en introduisant des non ter-
minauxN1; N2; : : : ; Nk� 2 tels que :

R! S1:S2 : : : Sk )

8
>>><

>>>:

R! �(S1):N1

N1 ! �(S2):N2
...
Nk� 2 ! �(Sk� 1):�(Sk)

9
>>>=

>>>;

Oø �(S) = S si S 2 NT et �(S) = XS si S 2 T . Et, pour chaque terminal c, on ajoute une rŁgle
Xc! c.

Remarques : Il existe au plus une rŁgle dans la grammaire de la formeR ! ". De plus, on peut,
en rendant la grammaire propre avant de la mettre en forme normale, faire en sorte queR ne soit
jamais utilisØ dans la dØ�nition d’un autre non terminal que I initial.

9.3.2 Phase de dØnombrement

A partir d’une grammaire non ambiguºe en forme normale de Chomsky , on peut sans di��cultØ
compter les objets d’une taille n engendrables par des rØØcritures d’un non terminal. pour cela
on adopte une stratØgie rØcursive.
Soit r une rŁgle et, pour S un symbole non terminal, s[n] est le nombres de mots de taille n issus
de S :

r = A! B:C ) a[n] :=
n� 1X

i =1

b[i]c[n� i] (9.1)

r = A! B1 +B2 + : : :+B2 ) a[n] :=
kX

i =1

bi [k] (9.2)

r = A! c 2 T ) a[n] :=
�

1 si n = 1
0 sinon (9.3)

r = A! " ) a[n] :=
�

1 si n = 0
0 sinon (9.4)

Remarques : En rØalitØ, le dØnombrement est calculØ itØrativement pour i allant de 0 à n. Les
rØsultats intermØdiaire sont stockØs dans une table.
D’autre part, on Øvite les a�fectations rØcursives dans le produit (an := a[n]b[0]) en remarquant
qu’il existe un seul non terminal susceptible de dØriver un mot de taille nul et qu’il n’est pas utilisØ
dans la dØ�nition d’un produit (voir remarque prØcØdente), on a donc toujours b[0] = 0.
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9.3.3 GØnØration

Une fois la phase de dØnombrement prØliminaire achevØe, on applique l’algorithme 9.3.3.

Algorithme 1 GØnŁre alØatoirement uniformØment un mot d’une grammaire non contextuelle en
forme normale de Chomsky

1: !  (I; n)
2: Tant Que ! =2 (T � f1g)� Faire
3: ! = !1:(A;m):!2 tel queA 2 NT
4: SiA! B1 +B2 + : : :+Bk Alors
5: Choisir j, 1 � j � k au hasard tel que p(j;m) = bj [m]

a[m]
6: !  !1:(Bj ;m):!2

7: Sinon SiA! B:C Alors
8: Choisir i, 0 < i < m tel que p(i;m) = b[i ]:c[m� i ]

a[m]
9: !  !1:(B; i):(C;m� i):!2

10: Sinon SiA! c 2 T Alors
11: !  !1:(c; 1):!2

12: Fin Si
13: Fin Tant Que

Preuve : On va prouver qu’un tel algorithme est bien un gØnØrateur uniforme du langage par rØcurrence
sur le nombre maximum de rØØcritures nØcessaires pour rØØcrire le mot à partir d’un non terminalA:

� Pourn = 1 :
Les mots nØcessitant une rØØcriture sont bien engendrØs uniformØment. En e�fet, la seule rŁgle appli-
cable Øtant A ! c, le mot engendrØ est le seul mot du langage, or il est engendrØ avec probabilitØ
1.

� Pourn < k :
On suppose que l’algorithme engendre uniformØment les di�fØrents mots nØcessitant moins dek rØØcri-
tures.

� Pourn = k :
On sØpare l’Øtude des di�fØrentes rŁgles :

- A! B1 +B2 + : : :+Bk :
L’algorithme, appliquØ àB1; B2; : : : vØri�e l’hypothŁse de rØcurrence, car le nombre de rØØcri-
tures nØcessaires pour engendrer les mots issus de ces non terminaux est infØrieur à k. Donc les
mots issus deBj ; sont tirØs avec probabilitØs 1

bj [k] à partir deBi . D’oø, soit p(!) la probabilitØ
d’un mot deBj soit issu deA :

p(!) =
bj [k]
a[k]

1
bj [k]

=
1
a[k]

- A! B:C :
Idem pourB etC , qui vØri�ent les conditions de l’hypothŁse de rØcurrence. La probabilitØ qu’un
mot de taille i(resp. k � i) soit engendrØ par une sØrie de rØØcritures de B (resp. C) est 1

b[i ]

(resp. 1
c[k� i ] ). La probabilitØ qu’un mot de taille k soit obtenu par concatØnation d’un mot de
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taille i issu deB et d’un mot de taille k � i issu deC est Øgale à 1
b[i ]c[k� i ] . Donc la probabilitØ

d’Ømission d’un mot ! issu deA par une rØpartion (i; k � i) des tailles entreB etC est :

p(!) =
1

b[i]c[k � i]
b[i]:c[k � i]

a[k]
=

1
a[k]

Donc, si la grammaire est non ambiguºe 3, et que a[k] contient bien le nombre d’objet issus deA de taille k,
alors la gØnØration est uniforme.

On dispose donc d’un algorithme de gØnØration alØatoire uniforme. De plus, sa complexitØ pour
des sØquences de tailles n est en O(n2) pour le prØcalcul, en O(nlog(n)) pour la gØnØration.
Cependant, ce type de gØnØration est insu��sant dans notre optique de validation de modŁle.
En e�fet, les modŁles biologiques ne sont que rarement uniquement structurels, ils prØsentent
aussi des critŁres statistiques qui brisent l’uniformitØ pour coller à une rØalitØ. L’algorithme qui
suit prend en compte de la distribution des symboles terminaux.

9.4 GØnØration non uniforme pondØrØe de mots d’un langage non contextuel

9.4.1 Apparition des poids

Dans [4], A. Denise, O. Roques et M. Termier prØsentent une gØnØration alØatoire non uniforme
contraignant l’espØrance du nombre d’occurences des symboles terminaux. Pour cela, ils pro-
posent depondØrer les symboles terminaux, ce qui imposeune modi�cation des rŁgles dedØnom-
brement rØcursif.

En e�fet, dans la gØnØration uniforme on peut considØrer qu’il est a�fectØ à chaque mot du langage
un poids Øgal à 1. Or, la contribution d’un mot aux termes a[n] de la phase de dØnombrement est
Øgale à 1, mais aussi au produit des contribution des symboles terminaux. On observe cette pro-
priØtØ en dØveloppant tous les non terminaux utilisØs dans la dØ�nition du non terminal jusqu’à
n’obtenir que des mots de T � . Soit’n la fonction qui compte les mots de taillen issus deNT [T
:

R! S + T ! : : :! !1 + !2 + !3 + : : :+ !r [n]

’n(R) = ’n(S) + ’n(T ) = : : : = ’n(!1) + ’n(!2) + ’n(!3) + : : :+ ’n(!r [n])

En appliquant alors la relation (9.1), Øtendue naturellement au produit de plus de deux opØrandes,
on obtient, en se retenant d’appliquer (9.3), une expression du poids d’un mot. De plus, ! 2
fs1; s2; : : : ; skg, donc soit ![m] lam-iŁme lettre d’un mot :

’n(R) =
r [n]X

i =1

nY

j =1

’1(!i [j]) =
r [n]X

i =1

’1(s1)j! i js1 : : : ’1(sk)j! i jsk

’n(R) =
r [n]X

i =1

kY

j =1

’1(sj )j! i jsj

Onvoitdonc trŁs clairementapparaîtreune fonction susceptibledepondØrer lesmotsde lagØnØra-
tion. On visualise aussi facilement que les probabilitØs d’Ømission des mots seront directement
a�fectØ par une modi�cation de cette fonction.

3 Une grammaire peut Œtre ambiguºe intrinsŁquement ou maladroitement
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9.4.2 Adaptation de l’algorithme

On dØcide donc de modi�er la rŁgle de dØnombrement (9.3) en :

r = A! c 2 T ) a[n] :=
�
�(c) si n = 1
0 sinon

Oø � est un fonction de T dans R, qu’on Øtend à un mot ! 2 fs1; s2; : : : ; skg� puis à un langage
L :

�(!) =
Y

s2f s1 ;:::;sk g

�(s)j! js

�(L) =
X

! 2L

�(!)

Alors l’algorithme modi�Ø gØnŁre un mot ! deL avec une probabilitØ p(!) telle que :

p(!) =
�(!)
�(L)

Soit la sØrie gØnØratrice suivante :

L� (z; x1; : : : ; xk) =
X

! 2 (L )

�(!)zj! jxj! js1
1 : : : xj! jsk

k

Alors l’espØrance E(Ns) du nombre de symboles s dans un mot engendrØ de taille n est telle que :

E(Ns) =
P

! 2L n
�(!)j!js

�(Ln)
=

[zn ]@L� (z;x1 ;:::;x k )
@s (z; 1; : : : ; 1)

[zn ]L� (z; 1; : : : ; 1)

Les auteurs montrent ensuite qu’il existe deux classes pour lesquelles on peut à priori �xer une
distribution des symboles terminaux, puis calculer des poids garantissant cette distribution à
l’asymptotique : Les langages rationnels et certains langages non contextuelles.

9.4.3 Relation pondØration/distribution

Pour les langages rationnels, il est proposØ une dØmarche qui tient compte de la stabilitØ de la dis-
tribution quand on multiplie toutes les pondØrations par une constante. On peut alors imposer
un pôle de plus petit module Øgal à 1, ce qui simpli�e l’Øtude asymptotique, et donc permet de
construire un systŁme d’Øquations dØterminant les pondØrations.

Le cas qui nous intØresse tout particuliŁrement est celui des grammaires non contextuelles. En
e�fet, nous les avons utilisØes pour modØliser les structures secondaires d’ARNs, et nous avons
constatØ, comme l’analyse des comportements asymptotique le laisse supposer, des Øcarts trŁs
importants entre les sØquences engendrØes uniformØment et celles analysØes dans une base de
donnØe. En particulier, les sous structures sont beaucoup trop nombreuses, et beaucoup trop
courtes. Il est donc important, a�n de gØnØrer des sØquences crØdibles, de pouvoir contraindre
les nombres d’occurences des symboles terminaux. Pour cela A. Denise, O. Roques et M. Termier
adaptent un thØorŁme de Drmota, issu de [5] :
ThØorŁme 22 (Asymptotique des proportions de terminaux) :
Soient f1; f2; : : : ; fN les sØries gØnØratrices associØs auxN symboles non terminaux d’une grammaire.
Soient (fi = Fi (z; x1; : : : ; xk ; f1; : : : ; fN ))1� i � N le systŁme d’Øquation associØ aux rŁgles d’une gram-
maire non contextuelle, oø lesFi sont des polynômes en leurs di�fØrentes variables.

Soit F(z; x1; : : : ; xk ; y1; : : : ; yN ) = (
@Fi

@yj
(z; x1; : : : ; xk ; y1; : : : ; yN ))1� i;j � N .

Si les conditions suivantes sont remplies :
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1. (F1(0; x1; xk ; f1; fN ); : : : ; FN (0; x1; xk ; f1; fN )) = (0; 0; : : : ; 0)

2. (F1(z; x1; xk ; 0; : : : ; 0); : : : ; FN (z; x1; xk ; 0; : : : ; 0)) 6= (0; 0; : : : ; 0)

3. 9(i; j; k) 2 [1; N ]3;
@Fi

@fj @fk
6= 0

4. Il existe un ensemble deN cônes (k+1)-dimensionnelsCi � Rk+1 tel que, pour tout (n;m1; : : : ;mk) 2
Ci su��samment lointain, le coe��cient de terme znxm1

1 : : : xm2
2 de la sØrie gØnØratrice du langage

soit non nul.

5. Le graphe de dØpendance de la grammaire ayant pour sommets les non terminaux est fortement con-
nexe.

6. Il existe une solution positive (y0
1; y0

2; : : : ; y0
N ; z

0) au systŁme d’Øquations :
8
>>><

>>>:

y0
1(z0; 1; : : : ; 1) = F1(z0; 1; : : : ; 1; y1; : : : ; yN )

...
...

...
y0

N (z0; 1; : : : ; 1) = FN (z0; 1; : : : ; 1; y1; : : : ; yN )
0 = det(I � F(z; 1; : : : ; 1; y1; : : : ; yN ))

Soit (y1; y2; : : : ; yN ; z(x1; : : : ; xk)) une solution de :
8
>>><

>>>:

y1(z; x1; : : : ; xk) = F1(z; x1; : : : ; xk ; y1; : : : ; yN )
...

...
...

yN (z; x1; : : : ; xk) = FN (z; x1; : : : ; xk ; y1; : : : ; yN )
0 = det(I � F(z; x1; : : : ; xk ; y1; : : : ; yN ))

telle que (yi (z; 1; : : : ; 1) = y0
i )1� i � N , alors la proportion asymptotique �si de symboles terminaux si

dans un mot de la grammaire est donnØe par :

�si = �
1

z(1; : : : ; 1)
@z
@xi

(1; : : : ; 1)

L’espØrance E(Ni ) du nombre de symboles si est donc telle que E(Ni ) = n�si = � n
z(1;:::;1)

@z
@xi

(1; : : : ; 1)
.

Les conditions d’application de ce thØorŁme sont un peu abruptes, on essaye de les traduire dans
le langage courant :

1. ) Aucun non terminal ne gØnŁre le mot vide.

2. ) Il existe des termes constants dans la grammaire. Condition nØcessaire pour que la
grammaire puisse dØriver un mot du vocabulaire terminal.

3. ) Ce systŁme n’est pas linØaire sur les sØries gØnØratrices de non terminaux. S’il l’Øtait, le
langage engendrØ serait rationnel.

4. )Condition d’apØriodicitØ de la grammaire. Condition imposØe pour Øviter un comporte-
ment oscillant de l’asymptotique, voir carrØment pas de convergence.

5. ) Selon Drmota [5], si cette condition est violØe, alors on peut voir apparaître di�fØrents
types de distribution, ce qui fausse l’assertion sur la distribution.
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6. )Sertprincipalementd’ØtalonpourdØterminer labonne solutiongØnØrale, car l’Ølimination
est toujours possible dans ce type de systŁme.

On Øvoquera une utilisation de ce thØorŁme dans la section suivante, et en annexe sous la forme
d’un �chier Maple.

On dispose donc, une fois dØpassØes quelques lourdeurs administratives, d’un outil permettant
la gØnØration alØatoire en frØquence contrainte. Cependant, son implØmentation au sein de Gen-
RGenS a prouvØ que sa complexitØ quadratique temps/mØmoire est atteinte en pratique. On
souhaite donc faire appel à d’autres algorithmes de complexitØ moyenne si possible linØaire.

9.5 GØnØration de Boltzmann : Principe

Le principe philosophique sous jacent à la gØnØration de Boltzmann est : Si, au lieu d’imposer une
taille �xe n aux objets engendrØs, on s’autorise une variation relative d’un " autours de n, alors
on sait alors gØnØrer des mots en temps linØaire pour une classe trŁs importante d’objets combi-
natoire, qui semble contenir les langages algØbriques.
On va trŁs briŁvement prØsenter la mØthode de Boltzmann. Dans [6], les auteurs donne des mØth-
odes pour construire des gØnØrateurs de Boltzmann sur des structures dØ�nies par des opØra-
teurs d’union et de produit dans l’univers non ØtiquetØ et d’union, de produit, de cycle, d’ensemble
et de sØquences dans l’univers ØtiquetØ.
On ne dØcrira ici que le traitement des opØrateurs d’union et de produit non ØtiquetØ, qui su�f-
isent pour dØ�nir les grammaires non contextuelles. On dØ�nit un gØnØrateur de Bolzmann de
paramŁtre x pour C comme le montre l’algorithme 2.

Algorithme 2 Boltzmann(C,x)
Si C = A� B Alors {Produit CarthØsien}

Renvoyer Boltzmann(A,x).Boltzmann(B,x)
Sinon Si C = A [ B Alors {Union disjointe}
pa  

A(x)
C(x)

Tirer 0 � � < 1 alØatoirement
Si � < pa Alors

Renvoyer Boltzmann(A,x)
Sinon

Renvoyer Boltzmann(B,x)
Fin Si

Sinon {Atome : C = c}
Renvoyer c

Fin Si

ThØorŁme 23 (ProbabilitØ d’une structure sous Boltzmann) :
SoitC(z) la sØrie gØnØratrice d’un ensemble C de structures combinatoires spØci�Ø en utilisant uniquement
des sommes et des unions.
Alors la probabilitØ p! d’Ømission d’un mot ! 2 C de taille j!j = n par l’algorithme ci dessus pour C de
paramŁtre x est telle que :

p! =
xn

C(x)

Preuve : Par rØcurrence sur le nombre k de rØcursion de Boltzmann(C,x) nØcØssaires pour engendrer ! :
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� k = 0 :
! = c) p! = 1 conformØment au modŁle proposØ.

� HypothŁse :
Pour k � m, un mot !02 A engendrØ en moins de k itØration l’a ØtØ avec probabilitØ p! 0 = x j ! 0j

A(x) .

� Pour k = m + 1 :
C = A � B ) ! = !1:!2. De plus, le nombre de rØcursions nØcessaires à l’algorithme pour
engendrer !1; !2 est� m :

) p! 1 =
xj! 1 j

A(x)
et p! 2 =

xj! 2 j

B(x)

) p! = p! 1p! 2 =
xj! 1 jxj! 2 j

A(x)B(x)
=

xj! j

C(x)

CarC(z) = A(z)B(z). C = A [ B, union supposØe disjointe :

! = !1 2 A ) p! =
A(x)
C(x)

p(!1) =
A(x)
C(x)

x! 1

A(x)
=

x!

C(x)

! = !2 2 B ) p! = (1�
A(x)
C(x)

)p(!2) =
B(x)
C(x)

x! 1

B(x)
=

x!

C(x)

CarC(z) = A(z) +B(z)) 1� A(x)
C(x) = C(x)� A (x)

C(x) = B (x)
C(x) .

On remarque que si les unions sont e�fectivement disjointes, alors le nombre de dØrivations nØcessaire pour
engendrer ! est unique. Donc les objets engendrØs le sont suivant la loi ØnoncØe ci dessus.

En particulier, la taille des objets engendrØs a des propriØtØs directement dØductibles de la sØrie
gØnØratrices de la classe considØrØe.

ThØorŁme 24 (EspØrance et variance de la longueur des objets engendrØs) :
Soit C une classe d’objets, de sØrie gØnØratriceC(z).
SoitNx la variable alØatoire associØe à la longueur d’un objet engendrØ par une gØnØration de Boltzmann de
paramŁtre x.

E(Nx ) = x
@C(z)

@z (x)
C(x)

E(Nx
2) =

x2 @2C(z)
@2z (x) + x@C(z)

@z

C(x)

On appelle gØnØration par rejet anticipØ appliquØ au gØnØrateur de Bolzmann l’adjonction d’une
variable globale qui contient à chaque instant la somme des tailles des sous structures engen-
drØes, couplØe à un mØcanisme d’interruption si cette variable dØpasse une borne.

ThØorŁme 25 (LinØaritØ de la gØnØration en taille approximative) :
Soit C une classe d’objets combinatoires, de sØrie gØnØratriceC(z).
Soit � la singularitØ dominante deC(z).
Soit 0 < " < 1 une tolØrance relative sur la taille de l’objet gØnØrØ.
SiC(z) remplit la condition de moyenne :

lim
x! � �

E(Nx ) = +1
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et de variance :

lim
x! � �

q
E(Nx

2)� E(Nx )2

E(Nx )
= 0

Alors le nombre de tirages nØcessaires pour obtenir un objet de taille comprise dans [(1 � ")n; (1 + ")n]
tend vers 1 quand n!1



10. APPLICATION DES DIFFÉRENTES GÉNÉRATIONS ALÉATOIRES

Dans un premier temps, nous allons utiliser la mØthode rØcursive pour engendrer des sØquences
alØatoires uniformØment. Pour cela, nous allons utiliser deux approches : l’approche rØcursive et
la gØnØration de Boltzmann.

Nous discuterons en suite de la disparitØ des compositions en sous structures entre les sØqences
d’ARN ribosomaux et sØquences gØnØrØes alØatoirement uniformØment. Nous verrons alors ap-
paraître, autant thØoriquement qu’expØrimentalement, la nØcessitØ d’une gØnØration alØatoire non
uniforme.

Nous appliquerons alors alors le thØorŁme de Drmota prØsentØ dans le chapitre prØcedent à un
cas simple, puis nous discuterons des di��cultØs de l’application du thØorŁme de Drmota au cas
la grammaire proposØe prØcØdemment.

10.1 GØnØration uniforme

10.1.1 Approche rØcursive

Le principe de l’approche rØcursive et sa justi�cation thØorique ayant ØtØ prØsentØs au chapitre
prØcØdent, on ne reviendra pas dessus. Il reste cependant à concevoir une grammaire non con-
textuelle adaptØe à une gØnØration alØatoire selon ces principes.

Grammaire simple des struc. sec. d’ARN

On propose la grammaire de la �gure 10.3.

ARN -> Sj "
S -> a S b S j a S b j c S j c

Fig. 10.1 : Grammaire non contextuelle simple adaptØe à la gØnØration uniforme.

Onobtient cettegrammairedirectementàpartir de lagrammairenon contextuelledeVauchaus-
sadedeChaumontetViennot[2]mise en forme. Ene�fet, soitGunegrammairenoncontextuelle.Si,
dans la partie droite d’une rŁgle r deG, on substitue à un non terminalN toutes les parties droites
des rŁgles dontN est partie gauche, crØant ainsi de nouvelles disjonctions pour r, alors on obtient
une grammaireG0d’expressivitØ Øquivalente. On applique cette propriØtØ pour faire disparaître
le (ARN-") de la grammaire[2] :

ARN -> a (ARN-") b ARN | c ARN |"

,
�

ARN -> Sj "
S -> a ARN b ARNj c ARN

�
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,

( ARN -> Sj "
S -> a S b S j a S b
j c S j c

)

On a choisi la grammaire la plus simple possible, car, soitk la taille de la grammaire, la gØnØration
par approche rØcursive de mots de taille n est de complexitØO(k0n2) en espace et en temps, avec
k0> k la taille de la grammaire mise en forme normale de Chomsky.

Tailles minimales des sous structures

On peut aussi rapidement obtenir une grammaire simples qui impose un nombre minimal de
bases dans des boucles terminales ou des empilements. Pour cela, on duplique le symboleS en un
symbole T dotØ des mŒmes rŁgles, et donc du mŒme langage engendrØ. On peut donc substituer
T à S dans n’importe quelles partie droite de rŁgle. On fait alors en sorte que les mots issus de T
soient exactement ceux encadrØs par un couple a b :

ARN -> Sj "
S -> a T b S j a T b j c S j c
T -> a T b S j a T b j c S j c

Donc une rØØcriture de T en c �nalise une boucle. On va donc imposer un nombre minimal b de
bases dans une boucle en remplaçant c par cb dans la dØ�nition de T . De plus, on remarque que
la seule rØØcriture qui prolonge une Øchelle dØjà entamØe est T -> a T b. On impose un nombre
minimal e de bases à une Øchelle en remplaçant les autres occurences de a T bpar ae T be. On
obtient alors la grammaire de la �gure 10.2.

ARN -> Sj "
S -> ae T be S j ae T be j c S j c
T -> ae T be S j a T b j c S j cb

Fig. 10.2 : Ensemble de grammaires simples contraignant les tailles minimales b et ede boucle et d’Øchelles.

Cette gØnØration est modulaire et simple à mettre en oeuvre pour quiconque est familier avec
le principe de grammaire non contextuelle. Son seul inconvØnient est une complexitØ quadra-
tique, qui rend di��cile la gØnØration de structures d’ARNs ribosomaux 23s, dont les tailles sont
autours de 3500 bases. C’est pourquoi nous avons dØcidØ d’utiliser la gØnØration de Boltzmann.

10.1.2 GØnØration uniforme selon les principes de Boltzmann

La gØnØration de Bolzmann est particuliØrement adaptØe à l’usage auquel on la destine dans une
dØmarche bioinfrmatique. En e�fet on peut clairement tolØrer un Øcart autours de la taille n
souhaitØedansuneØtude statistique, oudansuneanalysed’algorithme, surtout sin est grand, cas
oø la gØnØration de Boltzmann se rØvŁle de toute façon indispensable pour sa complexitØ linØaire.
On trouvera le dØtail de la plupart des calculs en annexe.

On reprend la grammaire construite pour le cas uniforme, et on s’intØresse uniquement à son
non terminal S1. Soit S(z) sa sØrie gØnØratrice :

S(z) = z2S(z)2 + z2S(z) + zS(z) + z
1 On pourra revenir à un systŁme susceptible d’engendrer " en le choisissant avec probabilitØ 1

S ( x )+1 au dØbut de
la gØnØration.
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S(z) =
1� z � z2 �

p
z4 � 2z3 � z2 � 2z + 1

2z2

On rappelle que � = 3+
p

5
2 .

S(z) vØri�e la condition de moyenne du thØorŁme 25 :

@S(z)
@z

=
1
x2 �

2
x3 +

2� 3x� x2 � x3

x3
p
x4 � 2x3 � 2x+ 1

Or lim
x! �

2� 3x� x2 � x3 = �7
p

5� 15 < 0 et lim
x! �

S(z) = �
4 + 2

p
5

7 + 3
p

5
< 0

) lim
x! � �

x
@S(z)

@z

S(z)
= +1

Cependant, S(z) ne vØri�e pas la condition de variance :

lim
x! � �

q
E(Nx

2)� E(Nx )2

E(Nx )
= i1

On trouve heureusement dans [7] une discussion sur le cas des singularitØs de degrØs nØgatifs. A
priori, elles sont rØdibitoires, cependant on peut les contourner en pointant les structures combi-
natoires. L’opØrateur de pointage isole un des atomes de la spØci�cation.
La transposition de ce concept dans le domaines des sØries gØnØratrices va nous Œtre utile. En
e�fet, la S.G S � (z) associØe à l’Øquivalent pointØ d’une classe combinatoire de S.G. S(z) est telle
que :

S � (z) = z
@S(z)
@z

Or, la gØnØration de structures pointØes ne nØcessite pas de nouvelle construction algorithmique.
On utilise pour cela les rŁgles suivantes :

A = B � C ) A� = B� � C [ B � C �

A = B [ C ) A� = B� [ C �

Il nous su��t donc de dupliquer les non terminaux en leur ajoutant leurs Øquivalent pointØs.

S -> a S b S j a S b j c S j c
S� -> a� S b S j a S� b S ja S b� S ja S b S�

j a� S b j a S� b j a S b�

j c� S j c S� j c�

Fig. 10.3 : Grammaire non contextuelle pointØe satisfaisant la condition de variance.

On obtient donc avec un logiciel de calcul symbolique les probabilitØs à a�fecter à chacune
rØØcriture pour obtenir une gØnØration de Boltzmann surS � . Cette gØnØration en temps linØaire
est du à l’action de l’opØrateur de pointage sur le dØveloppement asymptotique de la sØrie gØnØra-
trice. Son exposant est en e�fet diminuØ d’une unitØ, ce qui la fait rentrer dans une catØgorie
de fonctions couvertes par le thØorŁme 5 de [7]. On en dØduit immØdiatement la linØaritØ de la
gØnØration, le nombre d’essais tendant vers une valeur dØpendant de la tolØrance relative ".
Par exemple, pour " = 0:1, c’est à dire 10% d’erreur tolØrØe sur la taille des sØquences, on gØnØr-
era une grande sØquence en�20 essais. Pour 1%, il faudra engendrer�206 sØquences de tailles
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n x a S b S a S b c S c
1 0.3610240207480621 0.1215679 0.1303382 0.3610240 0.3870700
10 0.3730093873471276 0.1567408 0.1391360 0.3730093 0.3311136
100 0.3804310453876930 0.2012315 0.1447277 0.3804309 0.2736098
1000 0.3817871092438284 0.2238646 0.1457614 0.3817872 0.2485870
10000 0.3817871092438284 0.2320846 0.1458838 0.3819473 0.2400846

Fig. 10.4 : ProbabilitØs des rØØcritures pour di�fØrentes valeurs de n

non admissibles. On trouvera en 10.1.2 quelques valeurs pour de x et des probabilitØs des dif-
fØrentes rØØcritures de Spour di�fØrentes valeurs de n. A partir de ces donnØes, auxquelles vien-
nent s’ajouter lesprobabilitØsdesnon terminauxpointØs, onengendre rapidementdes sØquences
alØatoires de grandes tailles.
On aurait aussi pu utiliser une autre approche proposØe en [7] et prendre la singularitØ domi-
nante � comme paramŁtre �xe, une gØnØration par rejet anticipØ2 fonctionne en temps linØaire
avec tolØrance et en temps quadratique sans tolØrance.
Notre but Øtant la gØnØration alØatoire de sØquences rØalistes, c’est à dire le respect pour les
sØquences engendrØes de certains paramŁtres statistiques observØs dans les sØquences rØelles,
on va s’intØresser à la distribution des bases dans une famille d’ARNs, les ARNs ribosomaux.

10.2 Etudes des paramŁtres des ARNs

Dans l’idØal, les repartitions des bases dans les sØquences rØelles respectent directement les com-
portements asymptotiques. Notre modŁle Øtant purement structurel, ce qui militerait pour une
absence d’information au niveau de la composition en bases, cela est peu crØdible. Nous allons
donc commencer par scanner une base d’ARN ribosomaux.

10.2.1 Pourquoi les ARNrs ?

Comme nous l’avons vu dans la partie biologique de ce mØmoire, il y a trois types d’ARN : les ARNs
messagers, les ARNs de transfert et les ARNs messagers.

Les ARNs de transfert ont une structure en trŁ�e qu’on peut observer dans la �gure 3.9, page
23. Cette structure est trŁs fortement contrainte seule un bourgeon y est variable. Les informa-
tions structurelles n’y sont donc pas su��semment variØes pour mØriter une modØlisation par une
grammaire non contextuelle.

Jusqu’à assez rØcemment, la structure des ARN messagers n’a pas ØtØ prise en compte, car on con-
sidØrait que l’ARNm Øtant interprØtØ par le ribosome aprŁs avoir ØtØ ØtirØ, c’est à dire que seules
subsistent les liaisons phosphodiesters. Cependant, on commmence à tenir compte de critŁres
structurels pour l’ARNm, car il semblerait qu’ils ne soient pas uniquement les vecteurs d’une in-
formation traduite, mais aussi acteurs dans les mØcanismes d’interfØrence d’ARN. D’autre part,
la traduction peut ne pas Œtre dØterministe, on observe par exemple des dØcalages de phase -1 au
moment de la traduction chez certains virus eucaryotes. Cependant, cet intØrŒt Øtant assez rØ-
cent, on ne dispose pas encore de su��semment de donnØes expØrimentales.

2 C’est à dire dŁs que la taille temporaire de la sØquence engendrØe dØpasse la tolØrance accordØe
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On Øtudiera donc les ARNr, dont la structure semble avoir une importance fonctionelle3, ou du
moins re�Łte des di�fØrences de fonctions. De plus, la quantitØ de structures constatØes expØri-
mentalement est ØlevØe. Nous avons dØcidØ de rØaliser ces statistiques à partir des donnØes de
la base The Comparative RNA Web Site [14] sur� 500 structures secondaires d’ARNr, soit 10Mo de
donnØes.

10.2.2 RØsultats

On trouve dans la �gure 10.5 un rØsumØ rapide des statistiques observØes prØsentant juste les
compositions en sous structures. On trouvera une version plus complŁte de ces statistiques en
annexe.
On utilisera les notations suivantes pour les sous structures : ExtrØmitØs 3’ et 5’(Ex3,Ex5), Echelle
(E), Ren�ement(R), Boucle(B), Boucle Interne(Bi), MultiBoucle(MB) On compare ces rØsultats

RŁgne:CS NB #Bases %Ex3+Ex5 %E %R %B %BI %MB
Archae 5s 1 123 4,88% 61,79% 3,25% 13,82% 10,57% 4,88%

16s 18 1486 1,07% 60,06% 4,24% 11,85% 9,84% 12,87%
23s 12 2946 0,37% 56,20% 3,03% 13,25% 13,78% 13,34%

Bacteria 5s 24 120 1,76% 64,16% 2,49% 13,95% 9,32% 7,49%
16s 231 1531 1,44% 58,97% 4,35% 11,59% 10,88% 12,70%
23s 100 3325 0,23% 49,28% 2,48% 11,80% 11,43% 24,74%

Eucaryotes 5s 1 119 0,84% 62,18% 1,68% 13,45% 15,97% 5,04%
16s 38 1648 0,92% 52,93% 4,09% 12,26% 11,31% 18,43%
23s 56 2261 0,59% 50,56% 2,82% 16,94% 11,06% 18,01%

Fig. 10.5 : Pourcentages de bases appartenant aux di�fØrentes sous structures chez les ARN ribosomaux.

avec les espØrances asymptotiques calculØe dans la partie combinatoire du mØmoire. On constate
des disparitØs, principalement au niveau du nombre de bases prØsent dans des ren�ements (R).
Cependant, ces disparitØs ne sont pas trop importantes, ce qui pourrait militer en faveur d’une

%Ext3+Ext5 %E %R %B %BI %MB
0% 55,27% 8,06 % 17,08% 4,98% 14,58

Fig. 10.6 : Asymptotique des pourcentages de bases dans les di�fØrentes sous structures du modŁle e=1,b=1.

gØnØration uniforme pour les structures secondaires d’ARN.

Cependant, les disparitØs apparaissent au niveau des tailles des sous structures. En comparant
les tableaux 10.7 et 10.8. On constate des degrŁs de granularitØ radicalement di�fØrents, que l’on
visualise trŁs bien avec un outil comme RNAViz[1] (voir C). Une gØnØration non uniforme des
structures secondaires s’imposedonc, onvadoncemployer lamØthode rØcursiveamenagØedØcrite
par Denire, Roques et Termier dans [4].

10.3 GØnØration non uniforme

En rØutilisant la grammaire de la partie combinatoire, on dispose d’un grand nombre de leviers
pour contraindreunegØnØrationalØatoirede structured’ARN.Cependant, les conditionsd’application
du thØorŁme 22, page 82 sont loin d’Œtre simples à vØri�er sur une telle grammaire. On va donc

3 Les dØcalages de phase n’arrivant par exemple pas chez tous les organismes, on peut en dØduire une di�fØrence au
niveau du ribosome.
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RŁgne CS : NB : #Bases E R B IL ML #Ins/ML
Archae 5s 1 123 9,50 1,33 8,50 6,50 6,00 3,00

16s 18 1486 9,45 2,62 5,87 5,75 9,11 2,81
23s 12 2946 8,16 1,93 5,59 7,53 11,79 4,05

Bacteria 5s 24 120 10,90 1,49 8,42 5,43 9,04 3,00
16s 231 1531 8,71 2,35 5,72 5,92 8,82 2,82
23s 100 3325 8,25 1,98 5,72 6,82 25,41 4,09

Eucaryotes 5s 1 119 12,33 2,00 8,00 9,50 6,00 3,00
16s 38 1648 8,80 2,52 6,98 6,70 14,46 2,77
23s 56 2261 8,21 2,12 7,31 7,71 14,44 3,19

Fig. 10.7 : Tailles moyennes des sous structures chez les ARN ribosomaux

%Ext3+Ext5 %E %R %B %BI %MB
1.236% 2 1,618 1,618 3,236 0,618

Fig. 10.8 : Asymptotique des tailles des sous structures dans le modŁle e=1,b=1.

commencer par l’appliquer à un cas plus simple, dans lequel on souhaite contraindre les nombres
de bases appariØes.

10.3.1 Application de Drmota à un cas simple

Pour cela, on reprend encore une fois la grammaire 10.1, qu’on rappelle :

ARN -> Sj "
S -> a S b S j a S b j c S j c

Ramenons nous encore une fois à la restriction de cette grammaire à S. ConformØment au for-
malisme adoptØ par ce thØorŁme, nous marquons la variable c avec une variable x.

) F (z; S; x) := z2S(z; S; x)2 + z2S(z; S; x) + �xzS(z; S; x) + �xz

� est le poids que nous a�fecterons à la lettre c. VØri�ons les conditions d’application du thØorŁme
22.

1. F (0; S; x) = 0

2. F (z; 0; x) = �xz 6= 0

3. @F
@S@S= 2z2 6= 0

4. Pour n su��semment grand, toutes les propostions de lettres sont reprØsenteØes.

5. Il n’y a qu’un seul sommet au graphes) il est trivialement fortement connexe.

6. Il existe une solution positive (S0; z0) au systŁme d’Øquations :
�
S(z; S; 1) = z2S(z; S; 1)2 + z2S(z; S; 1) + �xzS(z; S; 1) + �xz

0 = 1� @F
@S(z; S; 1)

S0(z) =
1� z � z2 �

p
z4 � 2z3� � 2z2 + �2z2 � 2�z + 1)

2z2

z0 =
�
2

+ 1�
p
�2 + 4�

2
Il en existe mŒme une deuxiŁme, mais on les dØpartagera plus tard.



10. Application des di�fØrentes gØnØrations alØatoires 93

Donc, soit (S; z) la solution du systŁme complet, on a :

S(z; x) =
1� �xz � z2 �

p
z4 � 2�xz3� � 2z2 + �2x2�2z2 � 2�xz + 1)

2z2

z1(x) =
�x
2

+ 1 +
p
�2x2 + 4�x

2
ou z2(x) =

�x
2

+ 1�
p
�2x2 + 4�x

2

On choisi z2 car, d’aprŁs Drmota, �c = �
@z
@x(1)
z(0) . Or, si l’on choisi z1, alors �c est nØgatif. On

obtient donc :

� =
4�2

1� �2

On remarque que 0 � � < 1. De plus, si on impose � = 1 avant d’inverser, on retrouve la
proportion 1p

5
de bases non appariØes dans une structure secondaire alØatoire uniforme.

10.3.2 Grammaire complŁte : Discussion

Essayons maintenant d’appliquer ce thØorŁme à notre grammaire complŁte. Il est alors possible
de satisfaire la plupart des conditions d’application du thØorŁme 22. Cependant, la forte connex-
itØ du graphe de dØpendance de la grammaire n’est trivialement pas respectØe.

On a donc cherchØ une grammaire Øquivalente, et dont le graphe de dØpendance serait forte-
ment connexe, mais cela semble impossible, à partir du moment oø on souhaite distinguer les
boucles. En e�fet, celles ci sont des Ølements terminaux de ma grammaire. Donc d’une part il faut
un non terminal spØci�que qui remplisse les boucles avec des caractŁres spØciaux. D’autre part,
ce non terminal ne peut pas appeler un non terminal associØ à une autre sous structure, donc il
ne lui est pas possible de se concatØner à la composante connexe centrale. Peut Œtre est ce une
limite inhØrente à une dØcomposition correspondant de trop prŁs à la structure ?

Cependant, Drmota explique dans [5] la condition de forte connexitØ par la possible apparition
de distributions pathologiques si la condition est violØe. Or l’analyse asymptotique a prouvØ que les
espØrances des di�fØrents caractŁres suivent toutes (sauf t3 et t5 ) la loi invoquØe par Drmota. Il
nous faudrait donc des Øtudes plus poussØes dans le domaine de la combinatoire analytique pour
dØterminer si ces conditions sont nØcessaires. De plus, les rØsultats du thØorŁme de Drmota vont
plus loin que donner une formule pour la proportion � des symboles à l’asymptotique. Il en dØ-
duit la variance et une expansion des coe��cients àO(

p
n) prŁs.

Il n’est donc pas encore possible d’appliquer ces principes à la grammaire complŁte, cependant
nous pensons prouver à court terme d’adaptation de la grammaire au cadre du thØorŁme.
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A.1 Introduction

LeproblŁmede lagØnØrationalØatoirede chemins culminantsnousaØtØprØsentØparG.Kucherov
et L.Noe qui, au cours de travaux sur des algorithmes d’alignement global de sequences, ont ØtØ
amenØs à engendrer des alignements culminants alØatoires sans insertions/deletions. Un aligne-
ment sans indels peut Œtre vu comme une sØquences de bits 0 ou 1, oø 0 reprØsente un mismatch et
1 un match. Chaque match crØdite l’alignement deapoints, et chaque mismatch dØbite l’alignement
de b points. Un alignement est alors dit culminant si son score total est supØrieur à ceux de ses
sous-parties.

A.2 Les chemins culminants

On substitue aux couples sØquence/score des chemins positifs culminants à pas a-montants et
b-descendants.

DØ�nition 24 (Chemin culminant) :
Un chemin C positif culminant à pas a-montants et b-descendants est un chemin deZ2 formØ de pas (1; a)
et (1;�b) allant de (0; 0) à (n; h) tel que :

� Le cheminC est positif : 8(k; y) 2 C; y > 0

� Le cheminC culmine en n : 8k < n; (k; y) 2 C ) y < h

On noteraCn l’ensemble des chemins positifs culminants.
On remarquera que la condition de positivitØ traduit l’optimalitØ de l’alignement. En e�fet, un
chemin ayant un point d’ordonnØe nØgative est susceptible d’Œtre optimisØ par son su��xe dØ-
marrant en son point d’ordonnØe la plus faible.

A.3 GØnØration uniforme de chemins culminants

Une approche classique pour la gØnØration alØatoire d’objets dØcomposables consiste à compter
les nombres d’objets nX accessibles aprŁs un choix X , pour toutes les valeurs possibles de X .
Si les ensembles d’objets potentiellements construits sont disjoints pour toutes les valeurs de
X , alors on en dØduit les probabilitØs de choisir les di�fØrentes valeurs de X a�n de respecter
l’uniformitØ des structures gØnØrØes.
On prØfŁre une telle approche à une gØnØration par rejet, dont la complexitØ dØpend trop forte-
ment des paramŁtres a et b.

A.3.1 Technique classique de gØnØration uniforme sØquentielle

Soit L un ensemble de mots sur l’alphabet X = fx1; x2; : : : ; xmg. Soit Ln la restriction de cet
ensemble aux mots de taille n.
Soit wp le prØ�xe d’un mot de Ln , on appelle px (wp) la probabilitØ que wp soit suivi par x 2 X
dans un mot deLn .

px (wp) =
jfw0jwp:x:w02 Lngj
jfw0jwp:w02 Lngj

Proposition 2 :
Si l’on sait calculer les px (wp), alors on sait engendrer uniformØment des mots deLn .
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Preuve : En e�fet, partant du prØ�xe �, on le prolonge par des lettres c1, c2, c3; : : : ; cn choisies selon les
probabilitØs pc1 (�), pc2 (c1), pc3 (c1:c2); : : : ; pcn (c1:c2: � � � :cn� 1). La probabilitØ d’Ømission d’un mot
w = c1:c2:c3: � � � :cn est donc Øgale à :

p(c1: : : : :cn) = pc1 (�) � pc2 (c1) � pc3 (c1:c2) � � � � � pcn (c1:c2: � � � :cn� 1)
= jf w0jc1 :w02 L n gj

jL n j � jf w0jc1 :c2 :w02 L n gj
jf w0jc1 :w02 L n gj � : : : �

jf w0jc1 ;:::;cn :w02 L n gj
jf w0jc1 ;��� ;cn � 1 :w02 L n gj

= jf w0jc1 :w02 L n gj
jf w0jc1 :w02 L n gj �

jf w0jc1 :c2 :w02 L n gj
jf w0jc1 :c2 :w02 L n gj � : : : �

jf w0jc1 ;:::;cn :w02 L n gj
jL n j

= 1
jL n j car fw0jc1; : : : ; cn :w02 Lng = �

Tous les mots deLn Øtant choisi par ce processus avec une probabilitØ 1
jL n j , ce procØdØ de gØnØration alØatoire

est donc uniforme.

Touver un algorithme de gØnØration alØatoire uniforme de mots de ce langage revient donc à
compter les su��xes des mots du langage ØtudiØ.

A.3.2 Application aux chemins culminants

0
0

y

h

n

A

B

Fig. A.1 : Les su��xes BassociØs à un prØ�xe Ade Cn dØpendent uniquement des ordonnØes h maximale
atteinte et y actuelle

Dans le cas gØnØral, on voit bien qu’il est dØraisonnable de prØcalculer les px (wp),mn valeurs
devant Œtre stockØes. Cependant, dans le cas des chemins culminants, il n’est pas nØcessaire de
compter les di�fØrents su��xes pour tous les mots sur Xn . Au moment de prolonger un prØ�xe
deCn , les seules donnØes d’intØrŒt sont l’ordonnØe maximale h atteinte par le chemin au sein du
prØ�xe et l’ordonnØe y à laquelle arrive le prØ�xe (voir Figure A.1). On introduit donc la notion de
chemin culminant (h,y)-initiØ.

DØ�nition 25 (Chemin culminant (h ,y )-initiØ) :
Un chemin culminant (h,y)-initiØ est un chemin positif culminant formØ de pas (1; a) et (1;�b) allant de
(0; y) à (n; y0), y0> h

SoitCy;h;n l’ensemble des chemins culminants (h,y)-initiØs de taille n.

Proposition 3 :
8wp; chemin de (0; 0) à (k; y) de hauteur max. atteinte h :
fw0jwp:w02 Cng = Cy;h;n
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On dØnombre alors les chemins culminants (h,y)-initiØs de taille n pour toutes les valeurs possi-
bles des paramŁtres h, y et n, et on en dØduit immØdiatement les valeurs des px (wp). Pour cela,
on exhibe une dØcomposition rØcursive des chemins culminants (h,y)-initiØs :

Proposition 4 :

Cy;h;n =
�
f1g:Cy+ a;Max (h;y+ a);n� 1

S
f0g:Cy� b;h;n� 1 Si y> b

f1g:Cy+ a;Max (h;y+ a);n� 1 Sinon

Cy;h;1 =
�
; Si (y+a� h) ou (y< 0)
f1g Sinon

Preuve : Commençons par les chemins deCy;h;1 :

- Un chemin de taille 1 ne peut Œtre un pas (1;�b) (0) car alors l’ordonnØe du point d’absisse 0 est
supØrieure à celle du point d’absisse 1, ce qui viole la condition de chemin culminant.

- Un chemin constituØ d’un unique pas ascendant ne peut Œtre considØrØ comme un chemin culminant
(h,y)-initiØ que si il respecte les contraintes de positivitØ (y >= 0) et �nit en une ordonnØe supØrieure
à h (y + a > h).

Prenons ensuite un chemin � deCy;h;n ; n > 1 :

� � commence par un pas montant 1 :

n0
0

y+a

y

h

1

� est culminant, son ordonnØe d’arrivØe est donc à la fois supØrieure à h et à y + a.
) 1: est un chemin reliant (1; y + a) à (n; y0), y0> h et y0> y + a.
De plus, � est positif, donc 1: l’est aussi. En�n, 1: est culminant. En e�fet, si 1: n’est pas culminant,
alors � ne l’est pas non plus.
) 1: est un chemin deCy+ a;Max (h;y+ a);n� 1

� � commence par un pas descendant 0 :
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n0
0

y
h

y-b
2

On remarque que y > b. En e�fet, si y � b , alors le pas descendant viole la contrainte de positivitØ
stricte. � est culminant, son ordonnØe d’arrivØe est cette fois supØrieure à h.
) 2: est un chemin reliant (1; y � b) à (n; y0), y0> h
De plus, � est positif, donc 2: l’est aussi. En�n, de mŒme que pour 1:, 2: est culminant.
) 2: est un chemin deCy� b;h;n� 1 si y > b.

On remarquera que la dØcomposition rØcursive exhibØe n’admet aucune ambiguïtØ, car les objets
ØnumØrØs commencent par des caractŁres di�fØrents pour chacunes des opØrandes de l’union. On
peut donc transposer cette relation sur des ensembles sur les cardinaux de ceux ci, ce qui nous
permet de proposer l’algorithme suivant.

A.3.3 Algorithme

A partir de cette rØcurrence, on calcule les nombresC(y; h; n) de chemins de tailleN , pour toutes
les valeurs des paramŁtres y et h.

Algorithme ( Comptage):

Pour tout h 2[0,a*N] et y 2[0,a*N]
Si (y+a>h)
Alors C(y,h,1) := 1;
Sinon C(y,h,1) := 0;

Pour n allant de 2 à N
Pour tout h 2[0,a*N] et y 2[0,a*N]

Si (y>b)
Alors C(y,h,n) := C(y+a,Max(h,y+a),n-1) + C(y-b,h,n-1);
Sinon C(y,h,n) := C(y+a,Max(h,y+a),n-1);

Une fois cette table remplie, on sait selon quelles probabilitØs prolonger un chemin positif d’un
pas a-ascendant ou d’un pas b-descendant.

Algorithme ( GØnØration):

y := 0;
h := 0;
S := �;
Pour n allant de N à 2
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px;S := C(y+a,Max(h,y+a),n-1)/C(y,Max(h),n);
Si (ran()< px;S )
Alors y := y+a; h := max(h,y); S := S + '1';
Sinon y := y-b; S := S + '0';

S := S + '1';

A.3.4 ComplexitØs

La phase de comptage a une complexitØ en temps et en espace deO(N3 � a2).
La complexitØ en temps est ici donnØe en opØrations arithmØtiques. Cependant, les nombres ma-
nipulØs croissant exponentiellement avec N , on doit intØgrer à la complexitØ de l’algorithme le
surcoßt engendrØ par l’emploi d’arithmØtique en prØcision arbitraire. Ce surcoßt Øtant de l’ordre,
pour chaque opØration, de la somme des logarithmes des opØrandes, on peut conjoncturer un
comportement enO(N4 � a2) de la complexitØ machine.
La phase de gØnØration est quant à elle linØraire en opØrations arithmØtiques et en espace. De
mŒme, on peut conjecturer un comportement en O(N2) lorsque les nombres manipulØs crois-
sent exponentiellement surN .

En�n, si l’on ne souhaite engendrer que les chemins culminants de hauteur donnØe h, on peut
alors obtenir un algorithme de complexitØO(N � h) en modi�ant trŁs lØgŁrement la rØcurrence
permettant le comptage des coe��cients.

Cy;n =

8
<

:

f1g:Cy+ a;n � 1 Si y � b
f0g:Cy� b;n� 1 Si y + a � h
f1g:Cy+ a;n � 1

S
f0g:Cy� b;n� 1 Sinon

Cy;1 =
�
f1g Si (y + a = h)
; Sinon
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B.1 Contexte

Un des problŁmes importants liØs à l’analyse in silico des gØnomes gØnomiques est l’Øvaluation
du �bruit de fond�. Il s’agit de dØterminer dans quelle mesure des structures ou des propriØtØs
observØes sur des sØquences biologiques dØduites ont une rØelle signi�cation ou sont là �par
hasard�. Le raisonnement qui prØvaut est le suivant : si une propriØtØ est rØellement signi�ante
d’un point de vue biologique, alors elle ne doit pas se manifester dans une sØquence alØatoire,
ou s’y manifester de façon trŁs di�fØrente par rapport à une sØquence biologique. Dans certains
cas, comme l’Øvaluation de la sur-reprØsentation de motifs, il existe des mØthodes purement an-
alytiques pour comparer sØquences biologiques et sØquences alØatoires. Dans d’autres cas, il est
nØcessaire de recourir à la simulation, c’est-à-dire la gØnØration alØatoire in silico de sØquences.
Il s’agit d’engendrer des sØquences de longueur n �xØe, obØissant à un modŁle dØterminØ. Il
est donc intØressant pour un biologiste voulant valider une hypothŁse de pouvoir engendrer des
sØquences alØatoires respectant des contraintes. D’autre part, des sØquences alØatoires permet-
tent la calibration, voir la validation d’outils d’infØrence. Face à cette demande, nous avons conçu
un logiciel mettant en oeuvre di�fØrentes techniques de gØnØrations alØatoires, GenRGenS.

B.2 GenRGenS

GenRGenS (Generation of Random Genomic Sequences) est une boîte à outils pour la gØnØration
alØatoirede sØquences selondi�fØrents typesdemodŁles. D’unusage simple (InterfaceGraphique)
et dØveloppØ en Java, ce qui le rend exØcutable sur toutes les plateformes, il est destinØ à des
bioinformaticiens sensibilisØs aux formalismes linguistiques et/ou statistiques. GenRGenS est
tØlØchargeable avec ses sources dans sa version 1.0 à l’adresse :

www.lri.fr n �denise nGenRGenS
Les modŁles de gØnØration actuellement supportØs par GenRGenS sont le modŁle markovien

et le modŁle des grammaires non contextuelles pondØrØes.

B.2.1 ModŁle markovien

Ce modŁle bien connu impose des contraintes statistiques aux occurrences de sous-sØquences
dans les sØquences engendrØes. Il est paramØtrØ par un entier, l’orde de la chaîne de Markov, qui
dØtermine la taille des sous-sØquences considØrØes. GenRGenS permet de gØrer des chaînes de
MarkovhØtØrogŁnesàplusieursphases (casdes sØquences codantpour l’ARN)et certainsmodŁles
de Markov cachØs. En ce qui concerne la gØnØration, 1 on dispose d’un algorithme linØaire sur la
taille de la sØquence voulue, qui traite aussi les variantes hØtØrogŁnes. La �gure 1 prØsente un ex-
emple de �chier de description qui est fourni en entrØe à GenRGenS pour engendrer des sØquences
alØatoires markoviennes. Un tel �chier de description peut Œtre rØalisØ automatiquement par
GenRGenS si on lui fournit une sØquence de rØfØrence et certains paramŁtres comme l’ordre de
la chaîne et le nombre de phases. De plus, l’approche markovienne prØsente l’avantage d’Œtre
entiŁrement automatisable quand la linguistiques markovienne est dØduite du sØquencement
d’un matØriel gØnØtique rØØl. Un petit utilitaire fourni avec GenRGenS et pilotØ par son interface
graphique construit alors automatiquement le �chier de description markovien associØ.

B.2.2 GØnØration avec contraintes syntaxiques

Moins populaire auprŁs des biologistes que le modŁle markovien, ce type de gØnØration est basØ
sur le formalisme des grammaires non contextuelles (ou algØbriques). Il engendre des mots pour

1 W.M. Fitch. Random Sequences. Journal of Molecular Biology, 163:171-176, 1983
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TYPE = MARKOV
ORDER = 2
START =

ggg 7
cca 3

FREQUENCIES =
aaa 00 aca 50 aga 12 ata 56 caa 23 cca 86 cga 10 cta 10
aac 00 acc 78 agc 12 atc 23 cac 15 ccc 78 cgc 21 ctc 51
aag 00 acg 51 agg 51 atg 23 cag 46 ccg 46 cgg 32 ctg 35
aat 00 act 32 agt 53 att 02 cat 91 cct 45 cgt 51 ctt 11

gaa 21 gca 84 gga 51 gta 31 taa 86 tca 84 tga 02 tta 61
gac 12 gcc 64 ggc 51 gtc 51 tac 86 tcc 43 tgc 23 ttc 31
gag 51 gcg 61 ggg 35 gtg 18 tag 48 tcg 48 tgg 35 ttg 18
gat 86 gct 43 ggt 84 gtt 68 tat 65 tct 56 tgt 81 ttt 81

Fig. B.1 : Un �chier de description GenRGenS pour un modŁle markovien d’ordre deux. La clause START
permet de dØterminer une loi pour le dØbut de la sØquence : elle commencera par ggg 7 fois sur 10,
par cca 3 fois sur 10. Dans la clause FREQUENCIES, le nombre qui suit chaque trinuclØotide est
le nombre d’occurrences observØes dans une sØquence biologique de rØfØrence. Les probabilitØs
associØes au modŁle sont calculØes en consØquence par GenRGenS.

lesquels les contraintes ne sont plus uniquement statistiques, mais aussi structurelles. Les gram-
maires formelles permettent de dØcrire des sØqeunces soumises à des contraintes structurelles,
comme par exemple la prØsence ou l’absence de motifs particuliers dans les sØquences, ou des
interactions à distance dans les sØquences d’ARN. Ainsi, le codage classique des structures sec-
ondaires par des mots de Motzkin [22, 20], selon lequel un nuclØotide non appariØ est reprØsentØ
par une lettre c et les deux nuclØotides 50et 30d’un appariement sont respectivement codØs par
un a et un b, dØ�nit un langage qui peut Œtre dØcrit et engendrØ par une grammaire non con-
textuelle (�gure 2). Le concept de grammaire pondØrØe, prØsentØ dans [4], permet d’engendrer
des sØquences ainsi structurØes tout en respectant des contraintes statistiques donnØes portant
sur les frØquences des lettres. A chaque lettre est attribuØe un poids qui in�ue sur son nombre
moyen d’occurrences dans les sØquences engendrØes. L’algorithme de gØnØration [4] est linØaire
en temps sur la taille desmots souhaitØs aprŁsunprØcalcul de complexitØquadratique. Leprincipe
de gØnØration o�fre aussi la possibilitØ d’adjoindre aux contraintres syntaxiques des contraintes
statistique portant sur la reprØsentation des symboles terminaux, ce au moyen d’un systŁme de
poids. La gØnØration avec contraintes grammaticales est donc non seulement paramØtrØe par
une grammaire, mais aussi par un ensemble de couples Symboles Terminaux/Poids.

B.3 Perspectives

Bientôt, GenRGenS s’enrichira d’autres modes de gØnØration :

1. Un mode "chainØ" qui permettra de cumuler di�fØrents niveaux d’abstractions. Par exem-
ple, la structure d’une sØquence pourra Œtre dØ�nie par une grammaire de "haut niveau"
quand son dØtail sera dØ�ni par des liguistiques markoviennes.

2. Desmodespermettantd’engendrerdes sØquencesalØatoires àpartird’expressions rØguliŁres
ou PROSITE, de pro�ls HMM et de pro�ls gØnØralisØs.

D’autre part, des techniques de gØnØration alØatoires basØes sur des formalismes capables de
modØliserdespseudo-noeuds sont à l’Øtude. Lesgrammarnon-contextuelles sont ene�fetd’expressivitØs
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a

a

a

a
aaaa

a

a
a a a a

b b b ba

b
b

bbbbb
b
b

b

b

b

b

a a

d

d
d

c
c

c

c
c

c

c
c

c

c c
c

c

c

c
c

c

TYPE = GRAMMAR
SYMBOLS = LETTERS
RULES

S -> a S b S;
S -> a S b;
S -> d T c;
T -> c T;
T -> c c c;

WEIGHTS =
a 16
c 2
d 1

Fig. B.2 : Une structure secondaire qui correspond au mot aaaaaaaadccccccbbbaaaadccccb-
baaaaadcccccccbbbbbbbbbbbb, et une grammaire pondØrØe du langage. Au codage classique
on a ajoutØ la lettre d qui permet, par le biais des pondØrations, de faire varier le nombre moyen
de boucles dans les structures engendrØes alØatoirement. Plus le poids d’une lettre est ØlevØ, plus
sa frØquence est ØlevØe dans les mots engendrØs. Ici, la forte pondØration de a indique que l’on
dØsire favoriser les longueurs des tiges par rapport à celles des boucles.

insu��sante pour modØliser de telles structures. Un des formalismes ØtudiØ actuellement est le
formalisme de String Variable Grammars de Searl qui feront l’objet d’un ajout à GenRGenS si une
procØdure de gØnØration alØatoire de complexitØ raisonnable est trouvØe.



C. COMPARAISON GÉNÉRATION UNIFORME, SÉQUENCE RÉELLE

Secondary Structure: small subunit ribosomal RNA

Haloarcula marismortui rrnB
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February 2001
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Fig. C.1 : Structures secondaires rØelle d’ARNr 16s
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Fig. C.2 : Structures secondaires alØatoires uniformes

Fig. C.3 : Structures secondaires alØatoires pondØrØes
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> restart;

Drmota "simple"
On utilise la restriction de la grammaire suivante à S, qui est une formulation alternative de la
grammaire des structures secondaires d’ARN et on lui applique le rØsultat de Drmota sur les
systŁmes d’Øquations :

A ::= S | "

S ::= a S b S | a S b | c S | c
> F:=(z,S,x)-> z^2*S^2 + z^2*S + pi*x*z*S + pi*x*z;

F := (z; S; x)! z2 S2 + z2 S + � x z S + � x z

On a bien F(0; S; x) = 0 et F(z; 0; x) 6= 0.

De plus, la grammaire est fortement connexe, le systŁme d’Øquations n’est pas linØaire, et la
condition des cônes est respectØe.

On doit cependant encore vØri�er qu’il existe des solutions positives S0 et z0 à :

S = F(z; S; 1)

0 = 1� (
dF
dS

)(z; S; 1)

> FS:=unapply(diff(F(z,S,x),S),z,S,x);

FS := (z; S; x)! 2 z2 S + z2 + � x z
> eq1:=S=F(z,S,1);

eq1 := S = z2 S2 + z2 S + � z S + � z
> eq2:=0=1-FS(z,S,1);

eq2 := 0 = 1� 2 z2 S � z2 � � z
> solve(eq1,S);

�z2 � � z + 1 +
p
z4 � 2 z3 � � 2 z2 + �2 z2 � 2� z + 1

2 z2 ;

�z2 � � z + 1�
p
z4 � 2 z3 � � 2 z2 + �2 z2 � 2� z + 1

2 z2

On choisit la solution positive pour S0.
> S[0] := %[2];

S0 :=
�z2 � � z + 1�

p
z4 � 2 z3 � � 2 z2 + �2 z2 � 2� z + 1

2 z2

> sol3 := solve(subs(S = S[0],eq2),z);

sol3 :=
�
2
� 1 +

p
�2 � 4�

2
;
�
2
� 1�

p
�2 � 4�

2
;
�
2

+ 1 +
p
�2 + 4�

2
;
�
2

+ 1�
p
�2 + 4�

2
> z[0][1] := sol3[1];

z01 :=
�
2
� 1 +

p
�2 � 4�

2
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> z[0][2] := sol3[2];

z02 :=
�
2
� 1�

p
�2 � 4�

2
> z[0][3] := sol3[3];

z03 :=
�
2

+ 1 +
p
�2 + 4�

2
> z[0][4] := sol3[4];

z04 :=
�
2

+ 1�
p
�2 + 4�

2

Il existe une solution positive (z0,S0), z0 restant à choisir ultØrieurement entre z03 et z04

solutions rØelles positives.

On a vØri�Ø les conditions d’applications du thØorŁme, on passe maintenant à son application :
> eq3:=S=F(z,S,x);

eq3 := S = z2 S2 + z2 S + � x z S + � x z
> eq4:=0=1-FS(z,S,x);

eq4 := 0 = 1� 2 z2 S � z2 � � x z
> solve(eq3,S);

�z2 � � x z + 1 +
p
z4 � 2 z3 � x� 2 z2 + �2 x2 z2 � 2� x z + 1

2 z2 ;

�z2 � � x z + 1�
p
z4 � 2 z3 � x� 2 z2 + �2 x2 z2 � 2� x z + 1

2 z2

> S[1] := %[2];

S1 :=
�z2 � � x z + 1�

p
z4 � 2 z3 � x� 2 z2 + �2 x2 z2 � 2� x z + 1

2 z2

> Sol1 := (solve(subs(S = S[1],eq4),z));

Sol1 :=
� x
2
� 1 +

p
�2 x2 � 4� x

2
;
� x
2
� 1�

p
�2 x2 � 4� x

2
;
� x
2

+ 1 +
p
�2 x2 + 4� x

2
;

� x
2

+ 1�
p
�2 x2 + 4� x

2
> k := 1:
evalf(subs(pi=k,x=1,-1*diff(Sol1[1],x)/z[0][1]));
evalf(subs(pi=k,x=1,-1*diff(Sol1[2],x)/z[0][2]));
evalf(subs(pi=k,x=1,-1*diff(Sol1[3],x)/z[0][3]));
evalf(subs(pi=k,x=1,-1*diff(Sol1[4],x)/z[0][4]),30);

�0:1533219187 10� 9 + 0:5773502691 I
�0:1533219187 10� 9 � 0:5773502691 I

�0:4472135955
0:447213595499957939281834733739

La solution 4 est la bonne solution, car elle est la seule qui donne une proportion (rØØl positif).
De plus, on retombe sur un rØsultat de Nebel,qui arrive à 44 % de bases non appariØes dans le cas
uniforme (quand �=1).
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> sol4 := simplify(subs(x=1,-1*diff(Sol1[4],x)/z[0][4]));

sol4 :=
�

p
� (� + 4)

> eqfinale := mu = sol4;

eq�nale := � =
�

p
� (� + 4)

> sol := solve(eqfinale,pi);

sol := �
4�2

�2 � 1
> w := (mu)-> -4*mu^2/(mu^2-1);

w := �! �
4�2

�2 � 1

Donc, pour avoir 75 % de bases non appariØes, on doit pondØrer les lettres c avec un poids :
> evalf(w(75/100));

5:142857143

Et pour 5 % de bases non appariØes :
> evalf(w(5/100));

0:01002506266


