
HAL Id: hal-01263439
https://inria.hal.science/hal-01263439

Submitted on 27 Jan 2016

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Régularisation d’un problème d’obstacle bilatéral
B. Achachab, J. Zahi, A. Addou

To cite this version:
B. Achachab, J. Zahi, A. Addou. Régularisation d’un problème d’obstacle bilatéral. Revue Africaine
de Recherche en Informatique et Mathématiques Appliquées, 2006, Volume 5, Special Issue TAM
TAM’05, november 2006, pp.350-360. �10.46298/arima.1873�. �hal-01263439�

https://inria.hal.science/hal-01263439
https://hal.archives-ouvertes.fr


Régularisation d’un problème d’obstacle
bilatéral

B. Achachab(*) A. Addou(**), J. Zahi(*)

(*)Laboratoire de Modélisation et calcul économique, Université Hassan I, Settat, Maroc.
(**)Département de Mathématiques et Informatique, Université Mohammed I, Oujda, Maroc.
achchab@yahoo.fr, addou@science.univ-oujda.ac.ma, zahi_ja@yahoo.fr

RÉSUMÉ. Le but essentiel de ce travail est la résolution d’un problème d’obstacle bilatéral à l’aide
d’une méthode de régularisation .

ABSTRACT. The main objective of this work is the resolution of an bilateral obstacle problem by
means of the regularization method.
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1. Introduction

SoientΩ un domaine borné de IRn de frontièreΓ = ∂Ω assez régulière,g ∈
H1/2(Γ) etψ1,ψ2 ∈ H1(Ω), tels que

Tr(ψ1) ≤ g ≤ Tr(ψ2) surΓ.

On considère le problème d’inéquation variationnelle - dit problème d’obstacle bila-
téral - :
Trouver

u ∈ K = {v ∈ H1(Ω) : v = g sur∂Ω, ψ1 ≤ v ≤ ψ2 p.p. dansΩ} [1]

telle que ∫
Ω

∇u∇(v − u) + 〈f, v − u〉 ≥ 0 ∀v ∈ K [2]

oùf ∈ L2(Ω).
Il est bien connu que ce problème admet une solution unique (voir D. Kinderlehrer et

G. Stampacchia).
On suppose que∆ψ1,∆ψ2 ∈ L2(Ω), avec ces hypothèses, nous pouvons écrire un

autre problème d’inéquation variationnelle sans contraintes, équivalent à(1)− (2).
Ce problème èquivalent fait intervenir un terme non differentiable. Notre idée de ré-

gularisation consiste à remplacer ce terme par un autre qui est differentiable, on obtient
ainsi une famille de problèmes d’équations aux dérivées partielles dont la suite des solu-
tions converge vers la solution du problème initial.

Par la méthode de dualité par les fonctions conjuguées (voir I. Ekeland, R. Temam)
on fournit une estimation a-posteriori de l’erreur qui est desirée pour l’implementation
pratique de la méthode de régularisation.
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2. Reformulation et régularisation

2.1. Reformulation de (1)-(2)

SoitΩ un domaine borné deIRn, de frontièreΓ = ∂Ω assez régulière.
Soientf ∈ L2(Ω), g ∈ H1/2(Γ), ψ1, ψ2 ∈ H1(Ω), qu’on suppose vérifier :

ψ1 ≤ g ≤ ψ2 p.p. surΓ.

∆ψ1,∆ψ2 ∈ L2(Ω)

On notera :
F = f −∆ψ2 ∈ L2(Ω). [3]

On définit :F+ = max{F, 0} , F− = max{0,−F}
etψ = ψ1 − ψ2.
Soit le convexe :

K = {v ∈ H1
g (Ω) : ψ1 ≤ v ≤ ψ2 p.p. surΩ}.

On considère le problème d’inéquation variationnelle -dit problème d’obstacle
bilatéral- :

(Pψ1,2)
{

Trouveru ∈ K
a(u, v − u) + 〈f, v − u〉 ≥ 0 pour toutv ∈ K

oùa(., .) est défini par

a(u, v) =
∫

Ω

∇u.∇v, u, v ∈ H1(Ω).

Il est bien connu que le problème(Pψ1,2) admet une solution unique (voir D. Kinder-
lehrer et G. Stampacchia).

Dans toute la suite on utilisera la même notationg pour designer un élément de
H1/2(Γ) et un élément deH1(Ω) dont la trace surΓ estg, de même park = g − ψ1/Γ,
on désignera aussi un élémentk deH1(Ω) dont la trace surΓ estk.

On va écrire le problème d’obstacle(Pψ1,2) sous une nouvelle forme.
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Théorème 1 :
u est solution du problème(Pψ1,2) si et seulement siw = u − ψ1 est solution du

problème d’inéquation variationnelle suivant :

(P )
{

Trouverw ∈ H1
k(Ω)

a(w, v − w) + ϕ(v)− ϕ(w) + (H−, v − w) ≥ 0 pour toutv ∈ H1
k(Ω) [4]

oùϕ est la fonctionnelle définie par

ϕ(v) = (F−, (v + ψ)−) + (H+, v+) v ∈ H1
k(Ω),

etH = F+ −∆ψ

Preuve :(voir A. Addou, E.B. Mermri)

2.2. Régularisation de (P )

L’expression de la fonctionnelleϕ nous fait penser à prendreϕε sous la forme
suivante :

ϕε(v) =
∫

Ω

H+φε(v) + F−ψε(v + ψ), (ε > 0, destiné à tendre vers zero).

Or φε etψε sont deux fonctions définies de IR vers IR, dérivables et convexes vérifiant :

lim
ε→0

φε(t) = t+ et lim
ε→0

ψε(t) = t−

Definition 1 :
Le problème régularisé de(P ) est :

(Pε)
{
wε ∈ H1

k(Ω)
a(wε, v − wε) + ϕε(v)− ϕε(wε) + 〈H−, v − wε〉 ≥ 0 ∀v ∈ H1

k(Ω) [5]

le problème(Pε) admet une solution unique (voir D. Kinderlehrer et G. Stampacchia ).

A présent on peut proposer les trois exemples suivants deϕε et ψε qui vérifient les
conditions ci-dessus :

φ1
ε(t) =


t− ε

2 si t ≥ ε
t2

2ε si 0 ≤ t ≤ ε
0 si t ≤ 0.

φ2
ε(t) =


t si t ≥ ε
1
2 ( t

2

ε + ε) si 0 ≤ t ≤ ε
ε
2 si t ≤ 0.
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φ3
ε(t) =

{ √
t2 + ε2 si t ≥ 0

ε si t ≤ 0.

ψ1
ε(t) =


0 si t ≥ 0.
t2

2ε si − ε ≤ t ≤ 0.
−t− ε

2 si t ≤ −ε.

ψ2
ε(t) =


0 si t ≥ 0
1
2 ( t

2

ε + ε) si − ε ≤ t ≤ 0
−t si t ≤ −ε.

ψ3
ε(t) =

{
ε si t ≥ 0√
t2 + ε2 si t ≤ 0.

Pour établir la convergence de la suitewε nous avons besoin nous avons besoin des résul-
tats suivants (voir R. Glowinski, J.L. Lions, R. Trémolières ) :

Lemme 1 SoitV un espace de Hilbert,a : V × V → IR une forme bilinéaire continue et
V-elliptique,j : V → IR une fonction faiblement continue convexe positive etf une forme
linéaire, continue dansV .

On suppose quejε : V → IR, (ε > 0), une famille de fonctions convexes semi-
continues inférieurement (s.c.i.) et positives vérifiant :

jε(v) → j(v) ∀v ∈ V, [6]

uε → u faiblement dansV alors on aj(u) ≤ lim
ε→0

inf jε(uε). [7]

Soientu etuε les solutions respectivement des inéquations variationnelles suivantes :

a(u, v − u) + j(v)− j(u) + 〈f, v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ V

a(uε, v − uε) + jε(v)− jε(uε) + 〈f, v − uε〉 ≥ 0, ∀v ∈ V

alors on auε → u dansV quandε→ 0.

Lemme 2 Soient

j(v) =
∫

Ω

φ(v)dx, jε(v) =
∫

Ω

φε(v)dx

Si
φε(t) → φ(t) uniformément ent, quandε→ 0, [8]

alors (6) et (7) sont vérifiés.
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Lemme 3 :
On a :

|φε(t)− φ(t)| ≤ c1ε et |ψε(t)− ψ(t)| ≤ c2ε ∀t ∈ IR, . [9]

pour c1, c2 deux constantes indépendantes deε.

Proposition 1 :
Soitwε (respw) la solution de(Pε) (resp(P )), alors on a :

(wε)ε converge versw dansH1(Ω).

Preuve :
Puisque lesφε, ψε vérifient l’inégalité(9), alors d’aprés les Lemmes1 et 2, on a la

convergencewε → w quandε→ 0 dansH1(Ω).
Prenantv = wε (respv = w) dans l’inéqualité du problème(P ) (resp(Pε)), on

obtient :
a(w − wε, w − wε) ≤ ϕ(wε)− ϕε(wε) + ϕε(w)− ϕ(w).

alors
‖ w − wε ‖2H1(Ω)≤ |ϕ(wε)− ϕε(wε) + ϕε(w)− ϕ(w)|.

Donc
‖ w − wε ‖2H1(Ω)≤ |ϕ(wε)− ϕε(wε)|+ |ϕε(w)− ϕ(w)|.

D’aprés l’inégalité(6), on a :

‖ u− uε ‖2H1(Ω)≤ 2
∫

Ω

(F−c1 +H+c2)εdx.

Par conséquent, on obtient l’éstimation a priori suivante :

‖ u− uε ‖H1(Ω)≤ (
∫

Ω

2(F−c1 +H+c2))
1
2
√
εdx
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3. Estimation a-posteriori de l’erreur

Dans cette section nous allons utiliser la dualité par les fonctions conjuguées afin
de déterminer une estimation a-posteriori de l’erreur de la solution du problème approché
(Pε). Nous avons besoin des résultats préliminaires suivants (voir I. Ekeland, R. Temam
) :
SoientV etV ∗ (respY etY ∗) deux espaces vectoriels topologiques mis en dualité par la
forme bilinéaire〈., .〉V (resp〈., .〉Y ).

Soit ϕ une fonction deV dansIR = IR ∪ {−∞,+∞}, sa fonction conjuguée est
définie par

ϕ(v∗) = sup
v∈V

〈v∗, v〉V − ϕ(v), v∗ ∈ V ∗.

On suppose qu’il existe un opérateur linéaireL continu deV dansY , L ∈ L(V, Y ),
de transposéL∗ ∈ L(Y ∗, V ∗).

Soit J une fonction deV × Y dansIR, on considère le problème de minimisation
suivant :

u ∈ V, J(u, Lu) = inf
v∈V

J(v, Lv) [10]

La fonction conjuguée deJ est donnée par

J∗(y∗, v∗) = sup
v∈V,y∈Y

{〈v∗, v〉V + 〈y∗, y〉Y − J(v, y)}

Théorème 2 :
SoientV est un espace de Banach réflexif etY un espace vectoriel normé.
SoitJ : V × Y → IR une fonction strictement convexe s.c.i. propre et vérifiant :

(i) ∃u0 ∈ V , tel queJ(u0, Lu0) <∞ ety → J(u0, y) est continue enLu0.
(ii) J(v, Lv) → +∞, quand‖ v ‖V→ +∞, v ∈ V .

Alors le problème(10) admet une solution uniqueu, et

J(u, Lu) = inf
v∈V

J(v, Lv) = − sup
y∗∈Y ∗

J∗(−y∗, L∗y∗).

SoitΩ un sous ensemble ouvert de IRn, g : Ω×IRn → IR une fonction de Carathéodory
c.à.d.,∀s ∈ IRn, x → g(x, s) est une fonction mesurable et pour presque toutx ∈ Ω, La
fonctions→ g(x, s) est continue.

Alors la fonction conjuguée de la fonction

G(v) =
∫

Ω

g(x, v(x))dx

(supposée définie sur un espace fonctionnelV ) est

G∗(v∗) =
∫

Ω

g∗(x, v∗(x))dx, ∀v∗ ∈ V ∗
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où
g∗(x, y) = sup

s∈IRN

{ys− g(x, s)}.

Pour le problème(P ) on prend :

V = H1(Ω),
Y = Y ∗ = (L2(Ω))n × L2(Ω)
Lv = (∇v, v)
J(v, Lv) = H(v) +G(Lv)

H(v) =
{

0 si v = k surΓ
+∞ ailleurs.

G(y) =
∫
Ω

1
2 |y1|

2 +H+y+
2 + F−(y2 + ψ)− +H−y2dx

où y = (y1, y2) avecy1 ∈ (L2(Ω))n et y2 ∈ L2(Ω), de même on utilise cette notation
poury∗ ∈ Y ∗.
D’aprés le Théorème1, la fonctionnelle conjuguée deJ est donnée par :

J∗(−y∗, L∗y∗) = H∗(L∗y∗) +G∗(−y∗)

donc le problème(P ) peut s’écrire sous la forme(1.10), c’est à dire :

u ∈ H1(Ω), J(u, Lu) = inf
v∈H1(Ω)

J(v, Lv).

Lemme 4 :
Poury = (y1, y2) avecy1 ∈ (L2(Ω))n ety2 ∈ L2(Ω), on a :

J∗(−y∗, L∗y∗) =


≤

∫
Ω

1
2
|y∗1 |2 +∇ky∗1 + ky∗2dx si − divy∗1 + y∗2 = 0 dansΩ

ety∗2 ≥ −F−, y∗2 ≥ −H+

∞ ailleurs.
[11]

Preuve :
On a :

H∗(L∗y∗) = sup
v∈H1(Ω)

{〈Lv, y〉 −H(v)}

= sup
v∈H1

k
(Ω)

∫
Ω

(∇vy∗1 + vy∗2)dx

=
∫

Ω

(∇ky∗1 + ky∗2)dx+ sup
v∈H1

0 (Ω)

∫
Ω

(∇vy∗1 + vy∗2)dx

=


∫

Ω

(∇ky∗1 + ky∗2)dx si − divy∗1 + y∗2 = 0 dansΩ

∞ ailleurs
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et

G∗(−y∗) = sup
y∈Y

{〈−y∗, y〉 −G(y)}

= sup
y∈Y

∫
Ω

(−y∗1y1 − y∗2y2 −
1
2
|y1|2 −H+y+

2 − F−(y2 + ψ)− −H−y2)dx

=

 ≤
∫

Ω

(
1
2
|y∗1 |2)dx si y∗2 ≥ −F− ety∗2 ≥ −H+

∞ ailleurs.

Alors

J∗(−y∗, L∗y∗) =


≤

∫
Ω

1
2
|y∗1 |2 +∇ky∗1 + ky∗2dx si − divy∗1 + y∗2 = 0 dansΩ

ety∗2 ≥ −F−, y∗2 ≥ −H+

∞ ailleurs.

Lemme 5 :
Pourwε etw solution de(Pε) et (P ) respectivement, on a :

1
2
‖ ∇(wε−w) ‖2L2(Ω)≤

∫
Ω

1
2
|∇wε|2+H+w+

ε +F−(wε+ψ)−+H−wε+
1
2
|y∗1 |2+∇ky∗1+ky∗2dx.

∀y∗ = (y∗1 , y
∗
2) ∈ Y ∗, avec−divy∗1 + y∗2 = 0 ety∗2 ≥ −F−, y∗2 ≥ −H+ dansΩ.

Preuve :
On a :

J(wε, Lwε)− J(w,Lw) =
∫

Ω

1
2
|∇wε|2 −

1
2
|∇w|2 +H+w+

ε −H+w+ + F−(wε + ψ)−

−F−(w + ψ)− +H−(wε − w)dx.

Utilisons l’inéquation de (P) avecv = wε, on obtient :

J(wε, Lwε)− J(w,Lw) ≥ 1
2
‖ ∇(wε − w) ‖2L2(Ω) .

Appliquons le théorème1 et utilisons le lemme1, alors on a :

J(wε, Lwε)−J(w,Lw) ≤
∫

Ω

1
2
|∇wε|2+H+w+

ε +F−(wε+ψ)−+H−wε+
1
2
|y∗1 |2+∇ky∗1+ky∗2dx.

∀y∗ = (y∗1 , y
∗
2) ∈ Y ∗, avec−divy∗1 + y∗2 = 0 ety∗2 ≥ −F−, y∗2 ≥ −H+ dansΩ.
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Proposition 2 :
Siwε etw sont les solutions de(Pε) et (P ) respectivement alors on a l’estimation

a-posteriori suivante :

1
2
‖ ∇(wε−w) ‖2L2(Ω)≤

∫
Ω

H+w+
ε +F−(wε+ψ)−−wε(H+φ′ε(wε)+F

−ψ′ε(wε+ψ)).

[12]

Preuve :
Puisqueφε est différentiable l’inéquation de(Pε) est équivalente à :

wε ∈ H1
k(Ω) :

a(wε, v) +
∫

Ω

(H+φ′ε(wε) + F−ψ′ε(wε + ψ) +H−)vdx = 0 [13]

d’oùwε vérifie le problème de Dirichlet suivant :{
−∆wε +H+φ′ε(wε) + F−ψ′ε(wε + ψ) +H− = 0 dansΩ
wε = k surΓ.

Si on pose

y∗1 = ∇wε ety∗2 = (H+φ′ε(wε) + F−ψ′ε(wε + ψ) +H−)wε.

alors on a :
−divy∗1 + y∗2 = 0 ety∗2 ≥ −F−, y∗2 ≥ −H+

Donc d’aprés le lemme5 on a une estimation a-posteriori de l’erreur :

1
2 ‖ ∇(wε − w) ‖2L2(Ω)≤

∫
Ω

∇wε∇(wε − k) +H+w+
ε + F−(wε + ψ)− +H−wε

+k(H+φ′ε(wε) + F−ψ′ε(wε + ψ) +H−).
[14]

Si on choisitv = wε ∈ H1(Ω) dans(13) on aura :

a(wε, wε) +
∫

Ω

(H+φ′ε(wε) + F−ψ′ε(wε + ψ) +H−)wεdx = 0

d’où ∫
Ω

∇wε∇(wε − k) +
∫

Ω

(H+φ′ε(wε) + F−ψ′ε(wε + ψ) +H−)(wε − k) = 0

L’estimation a-posteriori de l’erreur(14), devient :

1
2
‖ ∇(wε−w) ‖2L2(Ω)≤

∫
Ω

H+w+
ε +F−(wε+ψ)−−wε(H+φ′ε(wε)+F

−ψ′ε(wε+ψ)).
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Pour le choix(1) et (2) deφε etψε, l’estimation a-posteriori(12) de l’erreur est :

1
2
‖ ∇(uε−u) ‖2L2(Ω)≤

∫
[0≤wε≤ε]

H+wε(1−
wε
ε

)+
∫

[−ε≤wε+ψ≤0]

F−(wε+ψ)(1−wε + ψ

ε
).

Pour le choix(3) deφε etψε, l’estimation a-posteriori(12) de l’erreur est :

1
2
‖ ∇(uε−u) ‖2L2(Ω)≤

∫
[wε≥0]

H+wε(1−
wε√
w2
ε + ε2

)+
∫

[wε+ψ≤0]

F−(wε+ψ)(1− wε + ψ√
(wε + ψ)2 + ε2

).

Il est facile de voir que le second membre de cette estimation dans les trois cas tend vers
0 lorsqueε→ 0.
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