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1 Cadre

Ce projet de stage s’inscrit dans une collaboration entre des mathématiciens de I'Institut ELIE CARTAN de Lorraine
(IECL) et des médecins de I'Institut de Cancérologie de Lorraine (ICL) et du CHRU de Strasbourg, au sein d’un projet de
I'IT™MO Cancerﬂ porté par N1cOLAS CHAMPAGNAT. Ce projet ITMO vise a exploiter des données de séquengage d’ADN
circulant, c¢’est-a-dire de ’ADN extra-cellulaire présent dans le sang, afin de prédire la résistance a une thérapie ciblée chez
des patients souffrant de mélanomes ou de cancers des poumons. Ce stage s’intéresse plus particulierement aux aspects de
modélisation et d’estimation paramétrique de modeles de diffusion de ce projet.

Pour appliquer des modéles probabilistes a des données réelles, il convient de définir avec soin comment estimer les
parameétres. Une méthode classique d’estimation paramétrique des processus de diffusion est celle dite du “maximum de
vraisemblance” a partir d’observations continues. Ces méthodes reposent sur des résultats avancés de calcul stochastique,
tels le théoreme de GIRSANOV. Je me suis concentré dans ce stage sur 'aspect méthodologique de ce projet.

2 Introduction

2.1 Contexte biologique

Dans cette section, on pourra se référer a [5].

Le cancer qui est une des plus grandes causes de mortalité, est une altération génétique alimentée par une évolution soma-
tiqueﬂ Cette maladie est caractérisée par une prolifération cellulaire anormalement importante au sein d’un tissu normal
de l'organisme, de telle maniere que la survie de ce dernier est menacée. Elle s’accompagne d’une croissance anarchique
de cellules envahissant et asphyxiant les tissus voisins. Durant I’évolution somatique, des altérations génétiques et épigéné-
tiquesﬂ peuvent se répandre a travers une population de cellules pré-malignes ou cancéreuses. Du fait que les populations
de cellules accumulent progressivement plus de changements au cours du temps, elles acquiérent des caractéristiques qui
leur permettent de persister dans des tissus. Ces adaptations sont caractérisées, par exemple, par une esquive élevée du
systeme immunitaire, la pression-sélection exercée par des interventions thérapeutiques et la formation de métastases. De
multiples facteurs contribuent a l’oncogénéseﬁ tels que des erreurs aléatoires de réplication d’ADN dans les cellules, des
interations entre cellules et le micro-environnement du tissu, et des expositions environnementales telles des radiations. En
conséquence, une compréhension du développement et de la progression d’un cancer requiert 1’élucidation de propriétés
collectives de cellules dans un tissu et leur interaction avec le micro-environnement.

2.1.1 Thérapies ciblées

Le développement de thérapies ciblées a amélioré le traitement de patient atteint d’un cancer. La survie sans progression
(PSFE[) et la survie globale (OSE[) ont été étendues pour un grand nombre de cancers comme celui des poumons ou des
mélanomes. Les thérapies ciblées visent a empécher la prolifération des cellules tumorales en inhibant I'expression d’un
certain gene. Le plus souvent, il s’agit d’un traitement par un inhibiteur de kinase, c’est-a-dire une enzyme qui inhibe
une protéine impliquée dans le comportement tumoral. Le plus souvent, on cible une protéine provenant d’un gene muté,
c’est-a~dire d’un gene cancéreux, afin de ne pas agir sur les cellules saines.

L’utilisation d’inhibiteurs de kinase anti—EGFRm (Gefitinib et Erlotinib) a considérablement augmenté la PSF et I’OS chez
des patients atteints du cancer des poumons non a petites cellules (NSCLCE[) en activant une mutation de 'EGFR [37] -

1. L’Institut Thématique Multi-Organisme Cancer (ITMO Cancer) a pour but de fédérer I’ensemble des équipes de recherche travaillant dans
le domaines du cancer, quelles que soient leurs tutelles de rattachement. L’ITMO Cancer a ainsi pour vocation de proposer des actions concretes
afin d’améliorer les performances et la compétitivité de la recherche francaise, d’assurer une bonne coordination entre tous les organismes et
établissements concernés par la recherche contre le cancer, d’animer la réflexion et faciliter les échanges interdisciplinaires dans la communauté
cancer.

2. Qualifie toutes les cellules du corps sauf les gametes. Une mutation somatique, qui affecte un gene d’une cellule somatique disparait avec
I'individu porteur. Une mutation germinale peut étre transmise & sa descendance.

3. Epigénése : Partie des phénomeénes du développement embryonnaire qui n’est pas due au programme génétique mais & d’autres facteurs
telles I'action de contact d’un tissu sur un autre.

4. Ensemble des facteurs et des mécanismes a I'origine des cancers ou tumeurs malignes.

5. Progression-Free Survival

6. Overall Survival

7. L’EGFR (Epidermal Growth Factor Receptor) est un récepteur transmembranaire de type tyrosine-kinase, membre d’une famille de quatre
protéines structurellement apparentées. A ce jour, plusieurs ligands du récepteur EGFR ont été identifiés, permettant son activation et aboutissant
a lautophosphorylation de son extrémité intra-cellulaire. Cette modification biochimique est & la base d’une cascade de signalisations intra-
cellulaires, régulant la prolifération tumorale, sa capacité d’invasion locale et & distance, sa résistance a ’apoptose ainsi que sa néo-angiogéneése
.

8. Non-Small Cell Lungs Cancer. Il représente de nos jours 85% des cancers pulmonaires primaires, alors que les cancers & petites cellules,
en diminution, n’en représentent plus que 15% [9].



[41] . Plus récemment, 1'utilisation de 1’osimertinib a aussi amélioré la PFS et ’OS chez des patients ayant une mutation
TT790M résistante & 'EGFR [36] - [43] . La plupart des thérapies ciblées sont des inhibiteurs de kinase et nécessite
I’évaluation de mutations somatiques de ’ADN tumoral pour s’assurer de ’absence de résistance.

Il est postulé que, en I'absence de traitement, les cellules sensibles sont capables de controler la croissance de la population
des cellules résistantes parce qu’elles ont un avantage sélectif. Cet avantage disparait, quand le traitement est appliqué,
parce que la population de cellules sensibles décroit drastiquement [23] . Par conséquent, un traitement approprié doit
chercher & maintenir la population de cellules sensibles & un niveau intermédiaire, suffisant pour inhiber la population de
cellules sensibles, tout en empéchant la progression de la maladie.

Il est désormais décrit que les tumeurs solides sont hétérogenes et contiennent un grand nombre de sous-clones différents
[4]. La détection de ces différents sous-clones, & partir d’un seul échantillon de tumeur, est rarement possible avec des
techniques communes, telles la PCR ou la NGS. Cette hétérogénéité peut induire une résistance aux traitements, du fait
de l'existence de souches capables de contourner l'effet de la thérapie. La résistance a une thérapie ciblée est un phénomene
complexe que I’on ne comprend pas totalement, mais pour la plupart des thérapies ciblées, une ou plusieurs mutations sont
connues pour étre responsable(s) d’une résistance. Ces mutations ne suffisent, en général, qu’a expliquer une fraction des
résistances, mais elles se retrouvent dans une proportion significative des malades.

2.1.2 ADN circulant

Durant leur développement, les cellules cancéreuses peuvent subir une nécroseﬂ ou une apoptosem mais elles peuvent
aussi excréter de leur contenu dans des exosomesE ou par phagocytoseE Les biologistes connaissent assez mal ces
mécanismes et leurs poids relatifs. L’ADN des cellules cancéreuses est ensuite libéré dans un fluide biologique, tel le sang
sous la forme d’ADN circulant tumoral (ctDNA) [8]. L’amélioration de la sensibilité des dosages moléculaires permet
désormais la détection de cet ct DNA et que sous cette recherche le ctDNA peut étre un miroir de I’hétérogénéité génétique
du cancer dans l'organisme. Non seulement, le ctDNA donne une image de I’hétérogénéité tumorale, & la fois interne & un
site tumoral (alors qu’une biopsie ne préléve qu’un échantillon localisé dans la tumeur), mais également de ’hétérogénéité
métastatique, c’est-a-dire ’hétérogénéité entre sites tumoraux. [38] . Le fait que la détection des mutations somatiques du
ctDNA extrait du sang soit un bio-marqueur prometteur pour le diagnostic et la détection de la résistance, a été pris en
compte par de nombreux auteurs [28] - [38] - [2I] . En particulier, pour une thérapie ciblée, on peut détecter dans ’ADN
circulant les mutations permettant au médicament de fonctionner et celles entrainant une résistance a la thérapie.

Les observations d’ADN circulant sont donc indirectement liées aux tailles des différentes populations de cellules dans la
tumeur, notamment les cellules sensibles et les cellules résistantes a une thérapie ciblée. Dans ce contexte, les médecins
souhaitent, par exemple, se servir de ces observations, afin de prédire la résistance aux thérapies. Pour cela, on peut
considérer une approche basée sur des modeles de croissance tumorale, qui décrivent la dynamique couplée de deux
populations de cellules en interaction, I’'une sensible a la thérapie et I’autre résistante ; et des méthodes d’estimation afin
de calibrer le modele sur les données réelles. Le modele estimé peut ensuite étre utilisé pour évaluer les probabilités de
résistance sur une fenétre de temps donnée.

Notre travail s’inscrit dans cette problématique de modélisation et d’estimation pour le cancer. Nous avons mis en place
les outils et méthodes adaptés, en considérant le cas les plus simples des modeles de croissance tumorale de dimension 1.

2.2 Contexte modélisation mathématique

Nous avons exploré beaucoup de littérature autour de la modélisation de la croissance tumorale avec ou sans interactions
de populations de cellules.

2.2.1 Modélisation déterministe

Une grande partie de cette littérature repose sur des modeles déterministes que l'on va présenter assez succintement
ci-apreés. Pour plus de détails, on pourra se référer tres largement & [39] (Chapitre 1) et [I] (Chapitre 3).

A - Modéle de Lotka-Volterra

9. Mort cellulaire dite “accidentelle” qui survient lors d’un dommage tissulaire et qui implique des groupes de cellules.
10. Mort cellulaire programmeée et induit, par exemple, par le systéme immunitaire.
11. Complexe protéique capable de dégrader les différents types de molécules d’ARN.
12. Destruction de cellules ou autres déchets par les phagocytes.



Une caractéristique générale des systemes vivants sont les processus de naissances et morts. Ils sont décrits par le modele
général de LOTKA-VOLTERRA :
N'(t) = N(t)(b(t) —d(t)),  N(0)=No

ou N(t) représente la population totale de cellule au temps ¢, b(t) représente le taux de naissance cellulaire au temps ¢ et
d(t) représente le taux de mort cellulaire au temps t.

Puisque l'acces aux nutriments et la disponibilité de I’espace contrdlent la prolifération et la mort cellulaire, les coefficients
b et d sont généralement pris comme des fonctions non-linéaires en N conduisant a 1’équation auto-contenue :

ou R désigne le taux de croissance en vrac.

Avec r > 0, le taux de croissance intrinseque ou les nutriments et I’espace sont disponibles, R satisfait I'une des deux
conditions :

e Croissance sans limite : R(0) =r > 0, R <0, R(N) o 0.
— 400
e Taille maximale de la tumeur : R(0) =r > 0, R <0, R(K) =0 avec K > 0 la capacité de charge ou taille

maximale de la tumeur.

Plusieurs fonctions non-linéaires, qui sont proposées dans la littérature, satisfont I'une de ces deux conditions. On donne
ci-apres deux exemples que I'on développera dans la section 4.
(1) Le modele de GOMPERTZ avec R(N) = rlog (%) donnant 'EDO

N'(t) = bN(#) log (j\%) .

que 'on développe dans la section 4.1.1.
(2) Le modele logistique avec R(N) = r (1 — &) donnant I'EDO

N'(t) =rN(t) < - A;((t)) .

que 'on détaille dans la section 4.2.1.

Qui plus est, [12] montre numériquement que le modele de GOMPERTZ est celui qui s’adapte au mieux a son jeu de données
réelles.

B - Modeéle de quiescence
Toutes les cellules ne se dupliquent pas. Des observations ont montré que la plupart des cellules sont dans un état de
quiescence, et seulement une certaine proportion est dans un état de prolifération. Des transitions entre ces deux états

sont controlés par plusieurs conditions environnementales, telles 'apport en nutriment ou encore 1’espace disponible.

Pour prendre en compte ces effets, on doit considérer au moins deux états des cellules : un état de prolifération (P) et un
état de quiescence (Q). Ceci conduit & écrire

P F(P)—bP +cQ
Q' = bP—cQ—-dQ
qui est de type logistique avec F'(P) = rP (1 - %) ou type GOMPERTZ avec F(P) = rlog (%) La taille de la tumeur est
définie par
N(t) = P(t) + Q(t).

Les coefficients b > 0 et ¢ > 0 représentent le transfert du premier compartiment a l’autre, controlés par les conditions
environnementales, et d > 0 le taux de mort des cellules.

C - Modele d’angiogéneése

Apres avoir atteint une taille suffisamment importante, les nutriments n’arrivent plus au centre de la tumeur. Les cellules
commencent & mourir sans controle (nécrose). Les cellules nécrotiques émettent des facteurs de croissance endothéliale



vasculaire (VEGF) qui induisent le développement d’une nouvelle vascularisation. Ensuite, les nutriments peuvent arriver
a nouveau en quantité plus importante a la tumeur. L’idée, lancée dans les années 1970, est de controler la croissance
tumorale en utilisant des médicaments anti-angiogéniques.

Pour prendre en compte ces considérations, [24] et [25] ont étendu le modele de croissance tumorale de type GOMPERTZ en
y incluant la variable de capacité de charge K. Cette capacité de charge dépend de 'acceés aux nutriments. Ceci a conduit
ces auteurs a écrire le modele

N'(t) rN(t)log (%)

K'(t) ¢N(t) — dN ()3 K (t)

Le terme ¢N(t) prend en compte la stimulation par VEGF et le terme dN(¢)3 K (t) prend en compte la surface de la
tumeur VS le volume de la tumeur pour I'inhibition.

D - Modéle d’immunothérapie

Donnons enfin, un dernier modele déterministe avec immunothérapie. Méme si les cellules tumorales ne sont pas des cellules
étrangeres a I’organisme, elles peuvent étre reconnues par le systéme immunitaire en raison de leurs nombreuses mutations.
Pour traduire les effets d’'une immunothérapie, [33] propose le modeéle suivant

I = sr+ppaRl —miI()N(t) - diI(t)

N'(t) = rN(t) (1 - %) — myI(O)N(t)

ol

N(t) représente le nombre de cellules tumorales,

I(t) représente le nombre de cellules immunitaires,

—mpyI(t)N(t) représente la perte de cellules tumorales, tuée par le systéme immunitaire,

—myI(t)N(t) représente la perte de cellules immunitaires dans leur interaction avec les cellules cancéreuses,
I(t)N(t) . ‘ . . , o

PRNENG le développement des cellules immunitaires, en réponse des cellules cibles,

sy et dj représentent respectivement le taux normal de production et de décroissance des cellules immunitaires,

o 1T (1 — %) le taux de croissance logistique des cellules tumorales.

2.2.2 Modélisation stochastique

A - Modéles de naissance et mort

Plusieurs auteurs ont étendu, développé et simulé, notamment dans [6] les modeles individus centrés, issus de la dynamique
adpatative, au cadre de la croissance tumorale sous immunothérapie. Dans le contexte de [6], les différents acteurs : les
lymphocytes T, les cytokines ou les cellules cancéreuses, sont modélisés en tant que particules uniques (individus) dans le
systeme stochastique. Les principales expansions du modele distinguent les cellules cancéreuses par phénotype et génotype,
en tenant compte des effets de la thérapie et en introduisant un terme de compétition qui abaisse le taux de reproduction
au terme habituel et qui augmente son taux de mortalité. Leur objectif est de montrer que 'interaction des mutations
génétiques et des commutateurs phénotypiques (qui permettent de basculer entre plusieurs morphologies cellulaires) sur dif-
férentes échelles de temps, ainsi que 'apparition de phénomenes de métastabilité, posent de nouveaux défis mathématiques.

L’utilisation de modeles issus de ’écologie, appliqués au cadre de la croissance tumorale, n’est pas encore été trop
développée malgré certaines références sur le sujet, telles [6] ou encore [44] , [23] et 8] (Chapitre 15).

B - Modeéles spatiaux

Il existe des références de modeles stochastiques spatiaux : systéeme de particules en interaction ou encore automates
cellulaires. Voir par exemple [10] .

C - Modeéles en dimension 1
Une part importante de la littérature considere des modeles de croissance tumorale définis par une EDS en dimension 1, en

se focalisant sur deux types de modeles : le modele de GOMPERTZ stochastique [I3] , [42], [3], 5] et le modele logistique
stochastique [27] , [42], [45], [17] .



Dans les sous-sections 4.1, respectivement 4.2, on fait une premieére étude du modele de GOMPERTZ, respectivement
logistique, ou l'on s’intéresse notamment a l'existence forte et I'unicité trajectorielle des solutions, au comportement
qualitatif des processus ou encore a l'ergodicité du processus. Pour chacun des deux modeles, on envisage deux bruits sto-
chastiques ayant chacun son interprétation biologique, et qui, mathématiquement, se traduit par une analyse plus ou moins
complexe du modele : un bruit linéaire (sous-sections 4.1.2 et 4.2.2) et un bruit en racine carrée (sous-sections 4.1.3 et 4.2.3).

Gréace a des outils de calculs stochastiques développés dans les sections suivantes, I’étude de la section 4 sera reprise pour
faire de ’estimation de parametre dans la section 7 pour le modele de GOMPERTZ avec bruit linéaire, et la section 8 pour
le logistique avec bruit linéaire.

2.3 Organisation du mémoire

Le mémoire est organisé de la facon suivante. La section 3 énonce des résultats classiques sur les EDS qui permettent
notamment, de prouver l'existence forte (Théoréme ) et l'unicité trajectorielle (Théorémes et [3.6]) de solutions
que l'on cherchera a appliquer dans la section 4, a nos modeéles de croissance tumorale, pour assurer leur validité.
Toutefois, dans le cas ou le bruit stochastique est en racine carrée (Propositions et ), ces criteres d’existence
et d’unicité ne pourront pas s’appliquer directement & nos modeles de croissance tumorale et demanderont une analyse
plus fine. Une difficulté inhérente & ces modeles de diffusion est la forme des coefficients du processus. Pour contourner
cette difficulté, on considere un probléme auxiliaire pour lequel on pourra appliquer lesdits criteres énoncés dans la section
3, et donc obtenir, localement, Pexistence forte et 1'unicité trajectorielle des solutions. A I’aide de technique classique
sur le contrdle des moments et l'application du lemme de GRONWALL (Lemme ), on montre l'existence globale
des solutions auxiliaires. Le théoréeme de YAMADA-WATANABE (Théoréme s’appliquant qu’a des solutions
globales, peut désormais étre exploité et fournir I'unicité trajectorielle globale des solutions du probleme auxiliaire. A
I’aide de ce dernier et de la forme du coefficient de dérive, qui au départ semblait étre un défaut, vont nous permettre
d’établir lexistence forte globale des solutions du probléme initial. Grace a l'existence forte globale du probléme initial
et des résultats d’existence et d’unicité du probleme auxiliaire on obtiendra 'unicité trajectorielle globale du modele initial.

A ce stade, on est donc en mesure de s’intéresser au comportement qualitatif des processus considérés. A I'aide de critéres
suffisants énoncés dans la section 3 : les tests de FELLER (Propositions et - Théoréeme M), on détermine
le comportement qualitatif des modeles de GOMPERTZ (sous-sections 4.1.2-B et 4.1.3-B) et des modeles logistiques
(sous-sections 4.2.2-B et 4.2.3-B) au voisinage de 0 et de 'infini. Contrairement au cas GOMPERTZ (Proposition ),
on verra que dans le cas logistique avec bruit stochastique linéaire (Proposition ), il faut imposer une condition
pour assurer que le processus reste presque stirement strictement positif. En revanche, dans le cas ou le bruit stochastique
est en racine carrée, les processus touchent 0 presque stirement en temps fini (Propositions et ) Cela
constitue une différence notable, entre les deux approches, au sein de chaque modele. Cette différence va nous conduire
a nous focaliser sur les modeles de croissance tumorale avec bruit linéaire. En effet, notre objectif étant de proposer une
méthode d’estimation par maximum de vraisemblance des parametres de diffusion, il parait difficile, dans le cas avec
racine carrée d’obtenir des estimateurs de dérive consistants, puisque le processus peut se faire absorber en restant collé en 0!

Ainsi, afin de répondre & notre objectif, dans les cas avec bruit stochastique linéaire, il convient de définir avec soin
cette méthode d’estimation. C’est pourquoi, dans la section 5, on développe les outils qui permettront de définir, dans la
section 6, le cadre d’application. Les outils de la section 5 sont des résultats avancés de calcul stochastique construit tout
d’abord, autour du théoréme de GIRSANOV abstrait (Théoréme [5.4}) qui permet d’étudier comment se transforment les
notions de semi-martingales et de martingales, lorsque ’on remplace une mesure de probabilité par une autre qui lui est
équivalente, et ce, sur un horizon infini. Un critére suffisant qui assure I’équivalence de ces deux mesures de probabilité,
et donc, la validité du théoreme de GIRSANOV, est celui de NovIKOvV (Théoréme (1)). Cette version n’est pas
satisfaisante en pratique, a cause de ’hypothése contraignante portant sur I’équivalence des mesures de probabilités sur
un horizon infini. Pour contourner cette difficulté, on va décliner la version abstraite du théoréme de GIRSANOV en une
version plus pratique en se ramenant & un horizon fini, et de plus, pour des processus d’ITO et méme de diffusion! Le
Théoréme [5.14} permet de faire le passage d’un horizon infini & un horizon fini, pour une classe particuliere de proces-
sus d’ITO. La version aboutie, donnée par le Théoréme , sera exploitée deés la section 6 pour des processus de diffusion.

Cette nouvelle section va permettre de poser le cadre applicatif et de donner les outils nécessaires pour accéder a
I’estimation de parametre de diffusion et de dérive d’un processus de diffusion, & partir d’observations continues. On
appliquera de tels outils au modele CIR, qui a servi de modele jouet et d’apprentissage, puis aux modeles de GOMPERTZ
et logistique, qui sont nos modeles d’intérét. Dans la sous-section 6.1, on traite sans difficulté la question de ’estimation
du parametre de diffusion. La question de ’estimation des parametres de dérive est quant a elle, plus délicate a traiter
et fera l'objet de la sous-section 6.2. La technique consiste tout d’abord, & définir le ratio de vraisemblance (Théoréme
6.2L) comme la dérivée de RADON-NIKODYM, par rapport & une certaine mesure de référence en s’appuyant sur la version



pratique du théoréme de GIRSANOV & horizon fini (Théoréme [5.16}). Toutefois, la condition de NOVIKOV, ainsi énoncée
par dans le Théoréme m, ne sera pas vérifiée dans nos modeles de croissance tumorale. Pour contourner cette
difficulté, on va raffiner le Théoréme dans ce cadre particulier d’estimation de parametres, en s’appuyant sur
la référence [34] de LIPTSER-SHIRYAEV. Ce raffinement dans le Théoréme , se traduit par un affaiblissant de la

condition de NovIKovV ([5.24)) par la condition (6.5).

A ce stade, on est désormais en mesure de mettre en application ces outils d’estimation de paramétre au modele de
GOMPERTZ (Section 7) et modele logistique (Section 8), dans le cas d’un bruit stochastique linéaire. Pour chacun de ces
deux modeles, on construit des estimateurs de dérive fortement consistants (Propositions et ) et asymptotique-
ment normaux (Propositions et ) en réexploitant les techniques d’apprentissage utilisées sur le modele jouet
(Propositions et ) Enfin, dans les sous-sections 7.3 et 8.3 on teste numériquement ces propriétés théoriques
(Voir Annexe C.2.).

Dans toute la suite de ce mémoire de stage, on considére un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0,P) ou la filtration
(Ft)e>o satisfait les condition habituelleslﬂ Tous les processus considérés seront définis sur cet espace de probabilité filtré
sauf mention du contraire.

Notations

n
E xf la norme euclidienne de x.
i=1

e Pour z € R", on note par |z| :=

e Soient X := (X;)¢>0 un processus a temps continu et T € [0, 4+oc[. On note par X7 le processus arrété au temps 7T
défini par X! := Xya7.

e On note Fo :=0 U Fi
>0
e On note par B; := B([0,¢]) la tribu borélienne de [0, ¢].

3 Quelques résultats connus sur les EDS - Comportement qualitatif de
processus

Dans cette section, on pourra se référer aux ouvrages [I5] (Section 7), [30] (Sous-section 5.2) et [26] (Chapitre 4 - sections
let3).

Le but des équations différentielles stochastiques (EDS) est de fournir un modeéle mathématique pour une équation diffé-
rentielle perturbée par un bruit aléatoire. Aprés avoir défini les notions de solutions fortes (Définition ) et d’unicité
trajectorielle (Définition )7 on énonce quelques critéres permettant d’assurer 'existence forte de solution (Théoréme
et leur unicité trajectorielle (Théoréme ) On appliquera dans la section suivante ces critéres a nos deux types
de modeles d’intérét : les modeles de croissance tumorale de type GOMPERTZ et logistique.

3.1 Solutions fortes - Unicité trajectorielle

Dans cette sous-section, on introduit le concept d’EDS par rapport & un mouvement brownien donné et sa solution est
appelée au sens fort.

Définition 3.1 (Solution forte). Soient r et d des entiers positifs et soient b : R, x R? — R? le vecteur de dérive, et
o : Ry x RY — M, .(R) la matrice de dispersion, des fonctions mesurables localement bornées. On note b := (b;)1<i<a €t

0= (0ij)1<i<d-
1<j<r

Une solution forte de I’EDS
dX; = b(t, X¢)dt + o(t, X¢)d By (3.1)

sur ’espace de probabilité (0, F,P) et par rapport a un r—mouvement brownien B fizé et de condition initiale £ indépendante
de B, est un processus X = (X)ogt<oo @ trajectoires continues, d valeurs dans R? et vérifiant les conditions suivantes :

(1) X est (F)—adpaté, ou Fy est la filtration canonique complétée de B satisfaisant les conditions habituelles.
(2) P(Xo=¢) =1,

13. Voir Annexe A.l. - Définition [A.7].



(3) Pourtout 1 <i<d, 1<j<ret0<t<oo

t
P /(|bi(s,Xs)\+Jizj(s,Xs))ds<oo =1
0

(4) La version intégrale de
t t
Xy =Xy + /b(s,XS)ds + /a(s,Xs)dBS7 0<t< >
0 0
soit encore, coordonnée par coordonnée, pour tout 1 < i < d,

t r t
x = x{ +/bi(s,Xs)ds +3° /aij(s,xs)ngﬂ 0<t<oo
0 j=1%

est vrate P—p.s.

Définition 3.2 (Unicité trajectorielle). On dit qu’il y a unicité trajectorielle des solutions de (3.1) si, l’espace de probabilité
(Q, F,P) et le mouvement brownien étant fixés, deux solutions X et X vérifiant Xo = Xo P—p.s. sont indistz’nguables.

Théoréme 3.3. (ITO). On suppose que les fonctions b et o sont continues sur Ry x R? et lipschitziennes en la variable
d’espace : il existe une constante K telle que, pour toust >0, z,y € R?,

lb(t, ) = b(t, y)| < Kz —y| lo(t,2) —o(t,y)| < K|z —yl.

Alors, il y a unicité trajectorielle pour (3.1). De plus, pour tout choiz de l'espace de probabilité (Q, F,P) et du mouvement
brownien B, il existe pour chaque Xo = = € R%, une unique solution forte de (3.1)).

Démonstration. Voir [I5] page 148. O

Dans le théoreme qui suit, on va affaiblir 'hypothese de lipschitziennité globale en une hypothese de lipschitziennité
locale tout en préservant la conclusion précédente. Cependant la solution peut exploser en temps fini, et 'on donnera
dans la Remarque un premier critere suffisant de non-explosion.

Théoréme 3.4. On suppose que les fonctions b et o sont continues sur Ry x R? et localement lipschtziennes en la variable
d’espace, c’est-d-dire, pour tout n > 0 il existe une constante K, > 0 telle que pour toust >0, x,y € R?,

b(t, ) — b(t,y)[* +|o(t,z) — o(t,y)|* < Kulz —y|*

Alors, il y a existence forte et unicité trajectorielle des solutions de (3.1)) sur [0,T.[ ou T, est le temps d’explosion de la
solution.

Démonstration. Voir [26] théoreme 3.1 page 178. O

Remarque 3.5. Dans le cadre du théoréme précédent, afin d’éviter que la solution n’explose en temps fini, on peut par
exemple imposer une condition de croissance linéaire[l]

[b(t, )| < K(1+ |2[) lo(t,2)] < K(1 4 [x])
(Voir [26] théoréme 2.4 page 177 ou encore [15] page 148.)

Nous verrons que nos modeles de croissance tumorale ne satisfont pas ce critere. On obtiendra ’existence et I'unicité par
d’autres arguments.

Théoréme 3.6. (YAMADA-WATANABE) - 1971. Soit d =1 =1 et on suppose que b et o sont bornées. On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites :

14. Cest-a~dire P (V¢ > 0, X; = X;) = 1.

15. Dans le cas ou b et o sont globalement lipschitziennes, I’hypothése de croissance au plus linéaire est vérifiée. En effet, une fonction
lipschitzienne est une fonction uniformément continue et d’apres [19] (Exercice 3 page 17), 'uniforme continuité entraine la croissance au plus
linéaire.



(1) Il existe une fonction strictement croissante p : Ry — R telle que

du
p(0) = 0, Olpg(u)m et VryeR, |o() — o) <pllz—yl).

(2) Il existe une fonction croissante et concave k : Ry — R telle que

d

k(0) =0, /WZ) = 400 et Ve,y € R, |b(z) —b(y)| < k(Jz —y|).
0+

Alors, il y a unicité trajectorielle des solutions de l’équation (3.1)).

Démonstration. Voir [26] théoreme 3.2 page 182. O

Corollaire 3.7. (YAMADA-WATANABE) - 1971. Si o est continue héldérienne d’exposant % et b est continue lipschitzienne,
alors il y a unicité trajectorielle des solutions de l’équation (3.1 dans le cas d = 1. De plus, il y a existence forte des
solutions.

Démonstration. Voir [26] corollaire page 182 - [35] théoréme 4.6.11 page 120. O

3.2 Solutions faibles - Unicité en loi

Dans cette sous-section, on affaiblit la notion de solution & une EDS en ne prescrivant plus aucune donnée! On verra dans
la section 5 (Remarque ) une méthode pour construire des solutions faibles d’EDS.

Définition 3.8 (Solution faible). Une solution faible a I’équation est un couple (X, B), (2, F, (F)i>0,P) od

(1) (,F,(Fi)i=0,P) est un espace de probabilité filtré ou la filtration (Fy)i>o satisfait les conditions habituelles.

(2) X = (Xi)o<t<oo €st un processus (F;)—adapté, continu et a valeurs dans R? et B est un (F;)—mouvement brownien
de dimension .

et vérifiant

(3) Pourtout 1 <i<d, 1<j<ret0<t<oo
t
P /(|bi(s,Xs)\ +075(s,Xs))ds < o0 | =1
0
(4) La version intégrale de (3.1))

t
X, = XO+/ ds—l—/a 0<t<
0 0

soit encore, coordonnée par coordonnée, pour tout 1 < i < d

t

0 =19

est vrate P—p.s.
Définition 3.9 (Unicité en loi). O, dit qu’il y a unicité en loi des solutions de (3.1), si pour deuz solutions faibles
(X,B), (%, F,(Fi)iz0,P) et ()?,E) , (ﬁ,}z, (ft) ,Iﬁ’) ayant la méme loi initiale, i.e.
>0

vA€B(RY), P(XoeA)=F (X ea)

les deux processus X et X ont la méme loi.

Théoréme 3.10. (YAMADA-WATANABE) - 1971. S7il y a existence faible et unicité trajectorielle, alors il y a aussi unicité
faible. De plus, pour tout choiz de l'espace de probabilité filtré (Q, F,(Fi)i=0,P) et du (F;)—mouvement brownien B, il
existe pour chaque Xo = x € R, une unique solution forte de (3.1))

Démonstration. Voir [I5] page 147 - Voir [30] proposition 3.20 page 309 et corollaire 3.23 page 310. O



3.3 Criteres de non-explosion : tests de Feller

On pourra se référer a ouvrage de [30] (Sous-section 5.5.C).

On considere U'intervalle I = ]¢,r[ avec —oo < £ < r < 400 et on suppose que les coefficients b, : I — R satisfont une
hypotheése de non-dégénérescence (ND) et une hypothese d’intégrabilité locale (IL) :

Hypothése (ND) Veel, o*(x)>0
w+51 b
Hypothése (IL) Vo e I,3c >0, / +2|(35)y)dy < 0
o
r—e

Définition 3.11. Sous les Hypothéses (ND) et (IL), on fize un nombre ¢ € I et on définit la fonction d’échelle p par

x

p(x) ::/exp _27 b(z) dz | dy, zel (3.2)

o?(2)
C (6]
et la mesure de vitesse m par
2dx 2dz [ b(z)
dz) := = 2 | ——=d 1.
) = sy = ey (2] | o

C

Proposition 3.12. On suppose que les Hypothéses (ND) et (IL) sont vérifiées et soit X une solution de I’EDS
AX, = b(X)dt + o(X)dB,, Xo=az €l (3.3)

On note S := inf {t > 0‘ X & I}. On distingue quatre cas :
(1) Sip(l+) = —o0, et p(r—) = +o0, alors

]P’(S+oo)]P’< sup Xtr>]P’< inf Xt€>1.

0<t<oo 0<t<oco
En particulier, le processus X est récurrent :
Vyel, P(X;=y, 0<t<oo)=1.

(2) Sip(l+) > —o0, et p(r—) = +oo, alors

}P’(lithzé):]P’< sup Xt<r> =1.

=8 0<t<S

(3) Sip(l+) = —o0, et p(r—) < o0, alors

P(lith:r):P( inf Xt>£>:1.

t—S 0<t<S

(4) Sip(l+) > —o0, et p(r—) < o0, alors

Démonstration. Voir [30] proposition 5.22 page 345. O

Remarque 3.13. Dans les cas (2), (3) et (4), on ne peut rien affirmer concernant la finitude de S. Méme dans le cas
(4), on peut avoir P(S = +00) = 1. En effet, dans le cas ot b(z) =z, o(x) = 0 > 0, les Hypothéses (ND) et (IL) sont
vérifiées et pour ¢ =0, p(x) = %2 (1- ex;ﬁg%m)) ,x € I =Ry vérifie bien le cas (4). Comme b et o ont une croissance
au plus linéaire, alors par la Remarque , on aP(S=400)=1.



Le cas (1) de la Proposition m ainsi que la Remarque fournissent des conditions suffisantes de non-explosion
en temps fini du processus X solution de (3.3)), i.e. pour P(S = +00) = 1. On va donner ensuite des conditions nécessaires
et suffisantes & ce propos.

Théoréme 3.14. (Tests d’explosion de FELLER) - 1952. On suppose que les Hypotheéses (ND) et (IL) sont vérifiées et
soit X une solution de ’EDS (3.3). Pour ¢ € I fizé, on considére lapplication v définie sur I par

T Y T

v(z) = /p’(y)/%dy:/exp —27:2(2)dz /yaf(z) exp Z/Z:Z(ELJ)du dz | dy. (3.4)

[ c c c c c

o Siv(l+) =v(r—) = +o0, alors P(S = +0) =1
e Sinon, P(S = 4+00) < 1.

Démonstration. Voir [30] théoreme 5.29 page 348. O

Proposition 3.15. On suppose que les Hypothéses (ND) et (IL) sont vérifiées. On a P(S < +00) =1 si et seulement
st l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) w(r—)<ooetv(l+) < oo (2) v(r—) < oo et p(l+) = —o0 (3) v(l+) < oo et p(r—) = +oo.
Dans le premier cas, en réalité on a Ep(S) < oo.
Démonstration. Voir [30] proposition 5.32 page 350. O

Dans tous les exemples que 'on va traiter (Sous-sections 4.1.2.C, 4.2.2.C, 6.3) on aura I = ]0,+oco[ et on prendra la
constante ¢ = 1 par commodité.

4 Modeéles de croissance tumorale

Le but est d’utiliser un modele mathématique pour mieux comprendre 1’évolution temporelle d’un phénomeéne biologique.
Les systémes biologiques sont extrément complexes : des probléemes multi-échelles, des interactions multiples. Il faut donc
beaucoup simplifier le systéme biologique pour obtenir un modele accessible mathématiquement, en se focalisant sur le
phénomene biologique que 'on cherche a comprendre. Une difficulté de cette démarche réside dans I’obtention d’un bon
compromis, entre le réalisme biologique du modele et la faisabilité des calculs, et ce travail ne peut se faire qu’en tres
bonne concertation, entre biologistes et mathématiciens. Le modele mathématique permet alors, de pouvoir quantifier
numériquement certains phénomenes et de pouvoir prédire certains comportements : par exemple, montrer qu’une certaine
population va s’éteindre et calculer le temps moyen d’extinction ou savoir comment elle va envahir ’espace. Dans le cas ou
il est possible d’obtenir des données observées pour le phénomene d’intérét, une étape ultérieure sera de valider le modele
par une approche statistique.

Les approches, en modélisation mathématique, sont devenues tres abondantes dans la recherche contre le cancer. La
complexité du cancer est bien adapté a des approches quantitatives, lesquelles fournissent des opportunités de nouveaux
développements. L’expansion récente des modeles quantitatifs fait émerger de nombreuses questions en ce qui concerne
Iinitiation de la tumeur, sa progression, les métastases aussi bien que I’hétérogénéité intra-tumeur, les réponses aux
traitements et la résistance. Les modeles mathématiques peuvent étre complétés par des études expérimentales et cliniques.

On énonce ci-dessous deux types de modeles de diffusion de croissance tumorale traités dans la littérature : le modele de
GOMPERTZ et le modele logistique. Pour chacun de ces deux modeles, on envisagera deux types de coefficient de diffusion :
tout d’abord de la forme o X, dit “sans racine” puis de la forme /20 X; dit “avec racine”.

e Dans le premier cas, le coefficient de diffusion modélise un taux de croissance lié a la stochasticité environnemental : par
exemple, un aléa dans le taux de croissance en I'absence de compétition. (Voir [45] (section 2 page 5) et [35] (sous-section
7.2 page 241).) Cependant, le choix de la forme du coefficient de diffusion reste inexpliqué, d’un point de vue biologique
(Voir [17] Introduction 2) page 29). C’est surtout d’un point de vue de la technicité mathématique que ce choix est fait.
En effet, comme on le verra dans les Propositions et ce choix permet d’avoir acces a la forme explicite de la
solution.

e Dans le second cas, ou le bruit 0 X;dB; est remplacé par /20 X;dB; a également une interprétation biologique. Ce terme
stochastique, emprunté aux modeles d’écologie (Voir [35]) modélise une stochasticité démographique que 'on obtient
dans une limite d’échelle d’un processus de naissance et mort, en supposant que les naissances et les morts individuelles
sont indépendantes et identiquement distribuées sachant la taille de la population. (Voir [35] [sous-section 5.6.2 page 185]).
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La différence qualitative entre les deux modeéles de GOMPERTZ ou les deux modeles logistiques réside dans le fait que le
modele sans racine ne peut pas toucher 0 (Propositions H‘ et ), autrement dit, le volume de la tumeur ne peut
disparaitre en temps fini, alors que pour le modele avec racine, le volume de la tumeur peut disparaitre presque stirement
en temps fini (Propositions et ) On illustrera ce phénomene numériquement dans les sous-sections 4.1.3 et 4.2.3.

Apres discussion avec les médecins de I'ICL et du CHRU de Strasbourg, il semblerait que I'extinction totale des populations
tumorales soit impossible car les tailles de populations de cellules tumorales sont treés grandes dés que le cancer est détecté.

4.1 Modele de Gompertz

On pourra se référer a [13] .

4.1.1 Déterministe

Le modele de GOMPERTZ déterministe est un modele continu classique qui a été introduit en 1825 pour analyser des
dynamiques de population et déterminer des contingences de la vie. Plus tard, ce modele a été trouvé pour s’adapter a
divers phénomenes de croissance dans la nature notamment la croissance tumorale et embryonnaire. Désormais, ce modele
est tres utilisé dans la recherche médicale, en oncologie expérimentale pour décrire la croissance tumorale et c’est dans ce
cadre que se place [13] .

Si z(t) représente le volume de la tumeur au temps ¢, le modele de GOMPERTZ déterministe est défini par ’équation
différentielle ordinaire

d
d—?zam—bxlog(aj), x(0) =z > 0, a>0, b>0

qui peut étre résolue explicitement (Voir [I3] section 2 page 1077.) par

x(t) = exp (% + [log(xo) — %] exp (—bt)) .

Aspects biologiques. Le parametre a représente le taux de croissance intrinseque de la tumeur, relatif au taux de mitose
initial, et b représente le facteur de décélération de la croissance, relatif au processus d’angiogénése@

D’un point de vue biologique, les grandes valeurs de b signifie une constante d’association plus forte entre médicament et
protéine angiogénique et/ou la bio-disponibilité du médicament. Les plus petites valeurs de a signifie un taux de croissance
initiale de la tumeur plus lent. En conséquence, une plus grande valeur de b ou une plus petite valeur de a indique un plus
grand effet anti-tumoral.

4.1.2 Stochastique sans racine

Il y a plusieurs possibilités, a partir du modele déterministe de GOMPERTZ, de prendre en compte 1’aléatoire pour construire
la version stochastique de ce modeéle. Le modele de GOMPERTZ stochastique (GSM) sans racine est alors défini par 'EDS

dXt = [CLXt - bXt IOg(Xt)} dt + O'XtdBt, X() =X > 0 (41)
A - Existence et unicité d’une telle solution.

Proposition 4.1. [l existe une unique solution globale continue d (4.1), strictement positive et donnée par

0_2

log (o) — ¢ bQ] exp(—bt) + o exp(—bt) /exp(bs)dBS (4.2)
0

0_2

a— 7
X =exp 5 +

Démonstration. Etape 1 : Existence et unicité locale. Puisque les coefficients de dérive et de diffusion sont localement
lipschitziens pour n’importe quelle condition initiale Xg > 0, il y a d’aprés le Théoréme une unique solution
trajectorielle X; a sur [0, T¢[, ou T, désigne le temps d’explosion. En effet, comme le coefficient de dérive ne satisfait
pas la condition de croissance linéaire, la solution de pourrait exploser en temps fini!

16. Développement de vaisseaux capillaires a partir de capillaires pré-existants.
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Etape 2 : Solution globale. En appliquant la formule d’IT0 & z — log(z), on obtient

t t
1 1 1
y(t) := log(X:) = log(Xo) + / YdXS 3 / stgd<X>s
0 0

S

et donc,

dx 2 . 2 2
dy(t) = Tt - %dt (a — blog(X}))dt + od B, — %dt =-b <y(t) + % - Z) dt + odB;.
t

On remarque donc, que y(t) est solution d’une EDS de type ORNSTEIN—UHLENBECKE En utilisant une intégration par
parties a y(t) exp(bt), on obtient

o a
d(y(t) exp(bt)) = <_2b + b) bexp(bt)dt + o exp(bt)dB;.

0_2

y(t) = exp(—bt)y(0) + (a 5 2 > (1 —exp(—bt)) + aexp(—bt)/exp(bs)st. (4.3)
0

Finalement, on déduit que (4.2]) est bien une solution globale continue et strictement positive de (4.1)).
Etape 3 : Conclusion. Par unicité trajectorielle, la solution explicite X; donnée par 1) est I'unique solution de li

jusqu’au temps d’explosion T,. Or par 'Etape 2, cette solution explicite est globale (i.e. que T, = +00). On déduit que la
solution donnée par (4.2) est 'unique solution globale, continue et strictement positive de (4.1)). O

Résolution de I'équation Gompertz déterministe et stochastique par la méthode d'Euler

B0

50 A

20 p

10 4 ; -
= deterministe
| - stochastigue

0 5 10 15 20 25 30
Temps

Valeur approchée de la solution
=

FIGURE 1 — Comparaison entre les solutions trajectorielles pour ’équation de GOMPERTZ déterministe et stochastique avec zo = 1,
a=104,b=0.1et 0 =0.2 sur l'intervalle de temps [0, 7] avec T' = 30 pour une discrétisation réguliere de 2 4 1 points.

17. Le processus de ORNSTEIN-UHLENBECK est un processus stochastique défini par 'EDS dX; = —b(X;—a)dt+odB; avec a, b, o des parametres
et B un mouvement brownien. Voir [15] page 160.
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B - Comportement qualitatif du processus.

Dans cette sous-section, on va chercher a appliquer les tests de FELLER (Proposition ) pour déterminer le compor-
tement qualitatif du processus de GOMPERTZ sans racine. Plus précisément, on va montrer la

Proposition 4.2. Le processus X solution de (4.1)) est strictement positif et n’explose pas en temps fini P—p.s.
Démonstration. Tout d’abord, on remarque que

z+5

1 — bl
vz € RY. / +yla . 20g(y)|dy
o2y

2
T3

est fini comme l'intégrale d’une fonction continue définie sur un compact. Il s’ensuit que les Hypothéses (ND) et (IL)
(Sous-section 3.3) sont satisfaites et I'on est dans le cadre initial de la Proposition m
e Remarquons qu’il existe 0 < g < 1 tel que

b 2a b
V0 <e<eo, Vyeleel,  —logly) < — log?(y) < —5log(y) + — log®(y)

Dans ce cas,

On déduit alors que p(04) = —o0, c’est-a-dire que le processus de GOMPERTZ sans racine ne touche pas 0.
e Pour M > 1,
M
1 b 9
p(M) = | —zexp | — log”(y) | dy
y,,2 g
1

Par croissance comparée, comme y_c%'s'1 exp (U% log2(y)) = exp (loi# [—(2a — 0?) + blog(y)]) i ~+00, alors
y—+00

—+o0
—~ —~ 1 b 1 1
dM > M, Yy > M, —-exp (210g2(y)> > — et / ~dy = +oo
Yoz o Yy J Y
M

on déduit par comparaison que p(+00) = +00. D’ou, par la Proposition (1), on déduit que
P(S=+00)=1 o S=inf{t> o‘ X, € {0,400} } .

Autrement dit, le processus de GOMPERTZ sans racine est strictement positif et n’explose pas en temps fini P—p.s.. [

C - Ergodicité du processus. Dans cette sous-section, on va montrer que le processus solution de (4.1)) est ergodique.
Dans la section 7, on exploitera trés largement cette propriété a travers le théoréme ergodique (Théoréme [4.3]) pour
obtenir la consistance forte des estimateurs de dérive (Proposition )

Théoréme 4.3 (Théoreme ergodique). Le processus X := (X¢)i>0, solution de (4.1), a une unique loi stationnaire p. De
plus, pour toute fonction f € L' (u) et pour toute loi initiale Py,

1
li —
T—lg-loo T

T
/ F(X)ds = / f(w)du(y) Po—p.s.
0 R
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Démonstration. Pour prouver l'ergodicité et les propriétés d’un tel processus, on vérifie les hypotheéses du théoréme
ergodique général donné par le Théoréme [A14].

On définit tout d’abord, le générateur L du processus X solution de l) Pour tout f € €2 (Rj_)

Lf(z) = (ax — bxlog(x))f'(x) + %U2x2f”(x).

Pour prouver, 'Hypothése (H2) du Théoréme , il suffit de trouver une fonction f € € (Rjr) telle que pour tout
r e RE\U
(1) flx)=0 (2) Lf(z)<-1

ou l'on définira le domaine U plus tard.

e Pour f(z) = aP avec p > 0. Dans ce cas,

Lf(z) = paP (a + %2(17 —1)- blog(m)) .

o2
; P 9 p_1) = - _
Comme ajgriloopx <a—|— 5 (p—1) blog(x)) 00, alors

38 >0, Va > g, Lf(z) < -1

e Pour f(z) = 2P avec p > 0. Dans ce cas,
o2
Lf(z) =pz™? (—a + E(p +1)+ blog(x)) .

2
Comme lim pz~? <—a + %(p +1)+ blog(x)) = —00, alors

I*}O+
Ja €]0, 8], Yz < «a, Lf(z) < -1
Pour le choix de U = [a, 3] avec 0 < a < 3, on considére I'application f de classe ¢ (]R*+7 ]R+) définie par

P osi x<a
f(x)::{ p > 0.

P sl x> f

Il s’ensuit alors que 'Hypotheése (H2) est vérifiée. De plus, pour ce choix de U, il est clair que le coefficient de diffusion
o(x) est strictement positif sur U satisfaisant ainsi 'Hypothese (H1).

Finalement, par le Théoréme [A.14}, on déduit les résultats annoncés. O
D - Calcul de la loi de log(X}).

Proposition 4.4. Le processus (log(X:))o<i<r, 0t (Xi)ogicr solution de (A.1)), suit une loi normale

a— "72 a— "—; o?
N + |log(zo) — exp (—bt); —[1 —exp (—2bt)] | .
b b 2b
Démonstration. On considere une suite de subdivisions 0 = t7 < ¢ < --- < ty = T de [0,T] telles que

(. max ’tf -t |> soit une suite décroissante vers 0. Alors,
i€[1,pn] n>0

=

p Pn

/exp(bs)st = ngfiloo 2:1 exp(bti_y) (Bt?/\t - Btl&“)
0 =

14



au sens de la convergence en probabilité. Comme Bt;‘/\t — Bt?_l/\t ~ /\/(O; trAT =t /\t) et Bt;}/\t — Bt;}_l/\t est indépendant

de o (Bt?,l/\t

s < t), on déduit que pour tout n € N
Pn
Z exp(bti_ ;) (Bt';LAt - Bt;}_lAt)
i=1

est une variable aléatoire gaussienne centrée. Qui plus est, puisqu’une limite en loi de variables aléatoires gaussiennes
centrées est une gaussienne centrée, on déduit que

t
/exp(bs)dBS
0

est une variable aléatoire gaussienne centrée.

A partir de la relation 1| on remarque que y(t) est une somme de terme déterministe et de I'intégrale précédente. D’oul
pour tout ¢ € [0,T], log(X;) suit une loi normale.

Or,
o2 o2 t
a— % a— %
Eiog(ao) (10g(Xt)) = Eiog(ae) T2 + |log(zg) — 5 2 ] exp(—bt) + o exp(—bt) /exp(bs)st
0
0'2 0'2
= 2+ |log(xg) — 2 ] exp(—bt)
et
: 2
2
Vatiog(ao) (108(X1)) = Biog(ao) ([108(X1) ~ Biog(ao) (108(X0))]”) = Erog(ar) | o2 exp(~201) / exp(bs)dB,
0
/ 2b 1
t .
=2 exp(—2bt)Eiog(z) /exp(2bs)ds = 0% exp(—20t) (exp(%)>
0
D’ou le résultat annoncé. O

4.1.3 Stochastique avec racine

Le modele de GOMPERTZ stochastique avec racine est défini par 'EDS

dX; = [aX; — bX;log(Xy)]dt + /20 X,d By, Xo =z > 0. (4.4)
A - Existence et unicité d’une telle solution.
Proposition 4.5. Il y a existence forte et unicité trajectorielle des solutions de (4.4)).

Démonstration. La forme particuliere du coefficient de dérive ne permettra pas d’appliquer directement les critéres
d’existence et d’unicité de la section 3. Pour contourner cette difficulté, on introduit un probleme auxiliaire pour lequel on
pourra appliquer lesdits criteres et obtenir au final, globalement, I'existence forte et 'unicité trajectorielle des solutions du
probléme auxiliaire. A l'aide de ce dernier, et de la forme du coefficient de dérive, qui au départ, semblait étre un défaut,
vont nous servir pour établir ’existence forte globale des solutions du probléme initial. Grace a I'existence forte globale
des solutions du probleéme initial et des résultats d’existence et unicité pour le probleme auxiliaire, on déduit I'unicité
trajectorielle globale du probléme initial. Mettons en ceuvre tout cela !

On fixe M > max (1, %) et T > 0. On considere I'équation
dXt = b]y[(Xt)dt + O'(Xt)dBt, XO =9 > 0. (45)

avec by () := z [a — b (log(z) A M)] et o(x) := 20z .
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Etape 1 : Existence forte et unicité trajectorielle de ’équation auxiliaire. On va chercher & établir Pexistence
forte et l'unicité trajectorielle des solutions de . Etant donné que les arguments permettant d’obtenir l’existence
forte globale des solutions de difféerent de ceux permettant d’en obtenir I'unicité trajectorielle globale, on sépare
distinctement ces deux parties.

Etape 1.1 : Existence d’une solution globale. On traite en premier lieu la question de Pexistence globale. Pour cela,
on va d’abord chercher a établir 'existence locale d’une solution de (4.5)).

a - Existence locale. Sur tout compact de |0, +ool, les applications bys(z) et o(z) sont localement LipsCHITZ, donc par
le Théoreme il y a existence forte d’une solution (XtM ) et unicité trajectorielle a 'EDS 1) jusqu’au temps

d’explosion

0<tKTM

(&

@X;‘J =0 ou Hme:—&—oo}.
s—t

s—t

szinf{t>o

Sur I’événement { lim XtM = O}, on prolonge la solution de 1) par XtM = 0 pour tout t > feM . Autrement dit, si le
t—TM

processus XM touche 0, on prolonge la solution de (4.5)) par la solution forte particuliere constante égale & 0 au déla du

temps TM. Sur cet événement, il y a donc existence forte globale & 'EDS 1)

Il y a donc existence forte jusqu’au temps d’explosion

e

TM_inf{t>O

liin%Xé\/[ = Jroo}.
s—

On va désormais chercher a montrer que TM = +4oo P—p.s.. Pour cela, on va chercher & contrdler en moyenne

2 . . .
sup ’XtM ‘ et appliquer le lemme de GRONWALL. On ne peut pas lappliquer directement car  — x (log(x) A M)
0<t<TATM
est non-LIPSCHITZ au voisinage de 0. On va alors introduire un nouveau processus.

b - Lemme de Gronwall. On considére le processus Y™ défini par
1 si <1
yM=r(x}) avec F(z) := croissante et de classe €°°.
>2

Par la formule d’ITO, on obtient

ayM =F' (x})dxM + %F” (XM o (XM) at
= F(XM) [bM (XM dt + /20 XM, dBt} +oXMF" (XM) dt
=B (XM) dt + F' (X}) \/@ dB;
ot Aur(z) = F'(2)bar(2) + oxF" ().

On remarque que F’ et F” sont respectivement bornées sur [1, 2] par une constante Cy et Cy et vérifient

0 si <1
Vo €[0,1]U[2,+00], oxF"(z)=0 et F'(z)bpy(z) =
b (a:) si xz>=2
On va désormais controler en moyenne sup ’YtM |2 et appliquer le lemme de GRONWALL.
0<t<TATM
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t 2

t
E( sup me) =E sup X0+/BM (Y1) ds+/F’ (XM) /20 XMdB,
0

0<ESTATM 0<tSKTATM J
t 2 t 2

<4E | X+ sup / B (XM)ds| +  sup / F'(XM) /20 XMdB,

0SESTATM J 0StSTATM J

2

TATM 9 TATM
2 2
<4|E(X3)+TATME / |Bar (X21)|" ds +<2_1> E / F/(XM) /20 XMdB,
0 0

T T
<4|E(X2)+ T/IE (18a (X2 Ty ) ds + 80/]E ([P (21" X2 1y ) ds
0 0
Nous avons utilisé pour la premiere inégalité la relation
Va,y,2 € R, (z4+y+2)°< 2<[x+y]2+22) <4(z®+y*+27).
Pour la seconde, nous avons utilisé I'inégalité de HOLDER pour le terme de dérive et I'inégalité de martingale de DoOOB

TATM
(Proposition [A.27}) appliquée & la martingale [ F’ (XM) (/20 XMdB,. A la troisi¢tme inégalité, nous avons utilisé
0

I'isométrie d’ITO et le théoréeme de FUBINI-TONELLI.

Pour arriver a notre objectif, on a besoin de controler les deux intégrants de la derniere chaine d’inégalités ci-dessus. C’est
ce que 'on entreprend ci-dessous.

e D’une part, |5M (XtM)| <Ci+ |bM (XtM)| Lyrrsy + CooXM.

Or,
| XM (a—b(log (XM) AM))| < (aXP +bXM (log (XM) AM)) Txarsy < (a+b0M)XNM
Ainsi,
1Bar (XM)| < CL+ (a+ DM + Coo) X (4.6)
e D’autre part,
B (X)X M| < C2XM = OF (XD Tt + XM i) < CF (14 (X21)7) (4.7)

Finalement, en posant Ky := max (T [Cy + (a + bM + C50)];80C%; E (X3)) et en utilisant la croissance au plus linéaire
des coefficients By (z) et F'(z)\/x données par (4.6)) et (4.7), on déduit que

0<tKTATM 0<v<s

T
IE( sup me) < Ky 1+/]E( sup vaanngy) ds
0
D’ot, par le lemme de GRONWALL (Lemme [A.26}), on déduit que

E ( sup f}/tMF) < Kyexp (KyT) < oo (4.8)

0<tSTATM

¢ - Conclusion. On est désormais en mesure de montrer que TM = +0o P—p.s. et de conclure & l'existence globale de

solution pour (4.5)).

Par I’absurde, on suppose que TM < oo : dans ce cas il existe T > 7 > 0 tel que P (TSM < T) > 0. Alors

2
lTJVl > — +<)O
<T .
0t S’I‘/\jje]u Ogth/\TEM
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Absurde, car cela contredit sa finitude donnée par 1' D’ou pour tout 7 > 0, P (TEM < T) = 0, autrement dit
VT >0, TM>T P-ps. ie. ™ = 400 P—p.s..
Finalement, X™ est une solution forte globale & (4.5).

Etape 1.2 : Unicité trajectorielle. Puisque X est une solution forte globale de 1) on va pouvoir appliquer le
théoréme de YAMADA-WATANABE (Théoréme [3.6}) pour obtenir l'unicité trajectorielle d’une telle solution.

e On considere 'application strictement croissante p(x) := v/20+/z. Comme 'application racine carrée est %—héldérienne,
il s’ensuit que
W<z<y, |o(x)—oa(y)l <plle—yl)

De plus, il est clair que p(0) =0 et

g

du
Ve > 0, /7 = +o00.
) p?(u)

Ainsi, toutes les conditions du (1) du Théoréme sont vérifiées.

e Soient z,y € Ry tels que 0 < x < y. Pour h > 0, on pose y := = + h. Dans ce cas,

bas () — bar(z + )| = |z [a — b(log(z) A M)] — (z + h) [a — b(log(z + h) A M)] |

< ah + bsup |z(log(xz) A M) — (x + h) (log(xz + h) A M)|
>0

On note 9y, 'application définie par ¥, (z) = z(log(z) A M) — (z + h) (log(z + h) A M).

o1 z <z +h<eM. Dans ce cas, ¥y, (z) = zlog(z) — (z + h)log(z + h), de dérivée 1}, (z) = —log(1+ 2) < 0.
o, v <eM <2+ h. Dans ce cas, ¥p,(z) = zlog(z) — (z + h)M, de dérivée ¢} (z) = log(z) + 1 — M.

o3 M <z <z + h. Dans ce cas, Yy (z) = —hM.

Cas1:eM_p LML,

z 0 M _ eM—1 oM +00
1 () — — 0 + 0
—hlog(h) —hM —— —hM
n T,
—eM=1 M

On remarque que dans ce cas, h > 1 et donc 0 > —hlog(h) > —eM~1 — hM et par suite

M—1
1
[n| < RM + €Mt =h <M+ ‘ - ) <h (M+1) =: r1(h).
e —
On vérifie désormais que k1 est une fonction croissante et concave vérifiant

d
k1(0) =0, _/m(l;) = +00 et par construction Ve e Ry, Vh=eM — M1 |by(z) — bar(2 + h)| < ke (h).
0+

Cas 2 : eM-1 LM _p,

x 0 eM h 6M “+00
1 () - + 0
—hlog(h) —hM —— —hM
Vn ~ —
wh(eM — h)
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ou Yy, (eM —h) = (eM — h) log (eM —h) —eMpy,

En remarquant que log (1 + ﬁ) =M —log (eM — h), on déduit que

h
Uy, (e — h) _(th)log<1+eM_h> — hM.
En utilisant I'inégalité de concavité
Ve > -1, log(l+z) <=
on obtient que ¢y, (™ — h) = —h(1+ M).
Ainsi,
e Pour h <1,

[¢n| < —hlog(h)lggper +hligpey +h(M +1).

o Pour e™ —eM~1 > h > 1, on remarque que
0> —hlog(h) =y (e —h) > —h(M + 1)

et donc, on déduit que
[Yn| < (M +1).

Finalement,
[vn| < —hlog(h)ﬂoghgg +hlicpen + h(M +1) =: ka(h).

On vérifie désormais que ko est une fonction croissante et concave vérifiant

d
k2(0) = 0, / @(1;) = +o00 et par construction Ve € Ry, VO h < eM—eM™ op(z) — bar(x + h)| < ka(h).
0+

Il s’ensuit que 'application x définie par k := k1 + ko satisfait les conditions du (2) du Théoréme .
Par conséquent, on déduit du Théoréme qu'il y a unicité trajectorielle des solutions globales de (4.5]).
Etape 2 : Existence forte et unicité trajectorielle de I’équation originale. On va chercher & établir I'existence
forte et 'unicité trajectorielle des solutions de 1) en s’appuyant sur les résultats obtenus pour 1' Etant donné que les
arguments permettant d’obtenir I'existence forte globale des solutions de (4.4]) différent de ceux permettant d’en obtenir

I'unicité trajectorielle globale, on sépare a nouveau distinctement ces deux parties.

Etape 2.1 : Existence d’une solution globale. On traite en premier lieu la question de Pexistence globale. Pour cela,
on va d’abord chercher & établir 'existence locale d’une solution de (4.5)).

a - Existence locale. On considéere le temps d’atteinte

™ = inf{t}()

Xt>€M}.

Par "Etape 1.2, on sait qu’il y a unicité trajectorielle des solutions de (4.5)). De plus, XM coincide avec X jusqu’au
temps 737. Cela signifie que XM est solution de (4.4) jusqu’au temps d’atteinte 7;.

On note 7, := sup 7; et montrons que 7o, = +00 P-p.s.. Pour cela, on va chercher a contrdler en moyenne  sup XtM
k>0 0<tST AT
en exploitant la forme du coefficient bys, et on concluera avec 'application du lemme de GRONWALL.

b - Lemme de Gronwall. Par définition de b, on déduit que

e Si Xéw > exp (%) et M > % alors log (Xﬁ”) ANM > % et donc
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e Si XM L exp (%) et M > ¢ alors en utilisant le fait que z — —2zlog(x) admet un maximum en e~ et vaut e~!, on
déduit que

bar (XM) < exp (%)a—l—g::C

On déduit de ’équation (4.5) que

t

th\/f <$O+C/]1XSM<EXP(
0

a
b

t t
)—|—\/20/ X;Mstéxo—i—Ct—F\/ZI/ XMdB,
0 0

En conséquence,
T

IE< sup X;VI) <20+ Ct+ V20E sup /\/Xédes

0<s<T A\ To 0<s<T AT 0
T

En appliquant I'inégalité de BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY (Proposition [A.28]) & la martingale [ /XMdB; avec p =1
0

on obtient

T TAToo TAT
E sup /q/XSMdBS < cE / XMds | < cE sup  XMds <CTE< sup XSM>
0Ks<T Ao J 0<s<T AToo 0<s<T AToo
D’ou,
T
E( sup Xj”)gK 1+/E< sup Xf]w)dv
0<s<T A Too 0 0V SAToo
et par le lemme de GRONWALL (Lemme |A.26]), on déduit que
E ( sup Xy) < Kexp(KT) < o0 (4.9)
0<s<T A To

On est désormais en mesure de montrer que 7o, = +00 P—p.s. et de conclure a l’existence globale de solution pour (4.4)).
De facon analogue a ’Etape 1.1.c, on montre que 75, = 400 P-p.s..

¢ - Conclusion. Pour M > 0 et pour tout T' > 0, on a sur événement {rps > T'}
X, <M, vt el0,T] et X, =XM, vtelo,T].

Dot ({7ar > T'})psen st une suite d’événements de probabilités convergeant vers 1. On déduit que X; est une solution

)
forte globale de (4.4).

Etape 2.2 : Unicité trajectorielle. Par Pabsurde, soient X et X deux solutions différentes de I'EDS 1) Dans ce cas,
il existe T' > 0 tel que P (Xt = X’t,Vt < T) < 1. De plus, par 'Etape 2.1, le suprémum de X et X est fini sur [0,T], donc
il existe M > 0 tel que

]P’(Ht <T, Xy ;é)?t, sup Xy < M et sup X, < M) > 0.
0<t<T 0<t<T

Or,

e sur I’événement { sup X < M}
0<t<T
X, =XxM  vtelo,T)
ott XM est solution de (4.5)), et

e sur ’événement sup )Z't <M
0<t<T
X, =XM  vtelo,T)

ol )N(fM est solution de 1)
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Or, par unicité trajectorielle des solutions de l) obtenue & 'Etape 1.2, on déduit que XM = XM P-p.s. et donc que
X=X P—p.s sur {sup thM}O{sup )?th}.
0<t<T 0<t<T
Contradiction! Par conséquent, on déduit qu’il y a unicité trajectorielle des solutions globales de (4.4]). O
B - Comportement qualitatif du processus.
Dans cette sous-section, on va chercher a appliquer les tests de FELLER (Proposition m - Théoréme - Propo-

sition ) pour déterminer le comportement qualitatif du processus de GOMPERTZ avec racine. Plus précisément, on
va montrer la

Proposition 4.6. Le processus X solution de (4.4]) n’explose pas en temps fini et touche 0 en temps fini P—p.s..
Démonstration. Tout d’abord, on remarque que

z+5

1 — bl
Vo e R, / +y|a20y og(y)ldy

)
r—3

est fini comme l'intégrale d’une fonction continue définie sur un compact. Il s’ensuit que les Hypothéses (ND) et (IL)
(Sous-section 3.3) sont satisfaites et 1'on est dans le cadre initial des tests de FELLER. Qui plus est,

e Pour M > 1,
M
B2 a+b b a+b
p(M) €2 /exp (y {— + Jlog(y)} +— )dy-
1

g

Par croissance comparée, comme y exp (y [—a?*'b + glog(y)] + ‘IT“’) m 400, alors

— — b b b _ 1 1
IM > M, Yy > M, exp(y{a—i_ +log(y)}+a+ )2 et /fdy:Jroo
o o o y J v
M

on déduit par comparaison que p(+00) = +00, c’est-a-dire que le processus n’explose pas en temps fini.

e Pour 0 <e <1,
1
B2) a+b b
ple) = — /exp (U(l - y)) exp (Uylog(y)> dy.

L’application ¢ : y — exp (“?'H’(l — y)) exp (gylog(y)) est continue sur ]0,1] et on la prolonge par continuité en 0
par ¢(0) = exp (“2). Par conséquent ¢ est continue sur le compact [0, 1], donc bornée et on déduit que p(04) > —oo,

[oa

c’est-a-dire que le processus de GOMPERTZ avec racine touche 0.
D’ou, par la Proposition m (2), on déduit que

P(lith—O)—IP’(sup Xt<oo>—1 ol S:zinf{t}O’Xt€{0,+oo}}.
t—S 0<t<S
On va désormais montrer que le processus de GOMPERTZ avec racine touche 0 en temps fini P—p.s. en utilisant la
Proposition |3.15].
Soit 0 < e < e,

1

v(e) - /leXp (a : b(l - y)) exp (Sylog(y)> /i exp <_a : b

Y

B P S P

On remarque que

/1012 exp (_a ;L b(l — z)) exp (—Zzlog(d) dz > —exp (_a ;r b(l _ y)> min (exp (_f_dog(g)) ;1> log;(y).
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et que l'application y — exp (gylog(y)) admet un minimum sur [e,1] en e~ ! et vaut exp (— b e t).

v(e) < i/leXP <aa+b(1 - y)) exp (gylog(y)> exp (

o

_“T*bg - y)) min (exp (—galog(€)> ; 1) log(y)dy

< %min [exp (—selog(e)> ;1} exp (—26‘1> [ —elog(e) — (1 —¢)]

Finalement, v(04) < f%exp (fbefl) < oo et donc par le Théoréme , P(S = +00) < 1. Qui plus est, puisque

g

p(+00) = 400, alors par le cas (3) de la Proposition on a P(S < co) = 1, autrement dit, le processus de GOMPERTZ

avec racine touche 0 en temps fini P—p.s..

Résolution de I'équation Gompertz déterministe et stochastique par la méthode d'Euler

70 { — deéterministe
5ans racine
—— Avec racine

5 & 8 8

WValeur approchee de |a solution

o 10 20 0 40
Temps

FIGURE 2 — Comparaison entre les solutions trajectorielles
pour ’équation de GOMPERTZ déterministe et stochastique
avec et sans racine pour les valeurs zo = 1, a = 0.4, b = 0.1 et
o = 0.2 sur lintervalle de temps [0, T] avec T' = 45 pour une

discrétisation réguliere de 2! + 1 points. Pour les solutions
stochastiques, on considére le méme mouvement brownien.

Résolution de I'équation Gompertz déterministe et stochastique par la méthode d*Euler

—— Deéterministe
- Sans racine
2 80 1 — Avec racine
=]
Ed
o
u B0

L
I
= 40
=
a2
B
5
52
E
o
1] 10 20 30 40

Temps

FIGURE 3 — Comparaison entre les solutions trajectorielles
pour ’équation de GOMPERTZ déterministe et stochastique
avec et sans racine pour les valeurs zo = 1, a = 0.4,b = 0.1 et
o = 0.2 sur U'intervalle de temps [0, T] avec T' = 45 pour une
discrétisation réguliere de 2! 4 1 points. Pour les solutions
stochastiques, on considére le méme mouvement brownien.

Remarque 4.7. On constate Uextinction du processus de GOMPERTZ stochastique avec racine sur la FIGURE [3]

4.2 Modele logistique
On pourra se référer a [I7] , [27] et [35] .

4.2.1 Déterministe

O

Le modele logistique déterministe est un modéle continu classique qui a été introduit en 1838 par VERHULST pour modéliser
I’évolution en temps de la taille d’une population. L’objectif était d’ajouter une limite a la croissance exponentielle décrite
par MALTHUSE en 1798 en introduisant a la fois des contraintes externes de ’environnement et ’auto-limitation naturelle
du phénomene. Ce modele est désormais utilisé dans la recherche médicale pour modéliser, notamment, le comportement
d’une tumeur exposée a un traitement, tel la radiothérapie. Un tel traitement est appliqué a une population de cellules
cancéreuses qui évoluent indépendamment les unes des autres. Cette agrégation de cellules constitue la tumeur et sa
taille correspond au nombre de tous ses éléments. Ce modele prend en compte deux forces antagonistes. La premiere est
la duplication naturelle des cellules. La seconde est l'effet du traitement et 'auto-limitation de la tumeur. C’est dans ce

cadre que se place [I7] .

Si x(t) représente la taille de la tumeur au temps ¢, le modele logistique déterministe est défini par I’équation différentielle

ordinaire

dt

— =axr—bx? 2(0)=120>0 az>0, b>0

18. L’équation de MALTHUS est donnée par I’équation différentielle &(t) = rz(t), ©(0) = xo.
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qui peut étre résolue explicitement (Voir [I7] proposition 3.1 page 33.) par

azg exp(at)

i 0
a + bxg (exp(at) — 1) stoa#
Lo .
. —0
1+ baot o

Aspects biologiques. Le parameétre a représente le taux de croissance intrinseéque de la tumeur, relatif au taux duplication
cellulaire initial, et b représente le facteur de décélération de la croissance, relatif au traitement par radiothérapie.

D’un point de vue biologique, les grandes valeurs de b signifie une capacité plus forte des rayons a cibler les cellules
cancéreuses. Les plus petites valeurs de a signifie un taux de croissance initiale de la tumeur plus lent. En conséquence,
une plus grande valeur de b ou une plus petite valeur de a indique un plus grand effet anti-tumoral.

Comme indiqué dans [35] (sous-section 5.6.1 page 185), l'utilisation d’un tel modeéle déterministe n’a de sens que pour
de grandes populations. Elle ne prend pas en compte les variations stochastiques dues aux petits effectifs. Ainsi, si la
population passe en dessous d’un certain effectif, le modele déterministe perd son sens et il est pertinent de considérer le
modele stochastique.

4.2.2 Stochastique sans racine

Il y a plusieurs possibilités, a partir du modele déterministe logistique, de prendre en compte I’aléatoire pour construire la
version stochastique de ce modele. Le modele logistique stochastique sans racine est alors défini par 'EDS

dX; = [aX; — bX7]dt + 0X;dB;,  Xo =120 >0 (4.10)

A - Existence et unicité d’une telle solution.

On pourra se référer a Particle [27] (Théoreme 2.2 page 167).

Proposition 4.8. Il existe une unique solution globale continue d (4.10), strictement positive et donnée par

I () .

t

1 2
+b/exp<{a—a]s+aBs)ds
o 2

0

Démonstration. Etape 1 : Existence et unicité locale. Puisque les coeflicients de dérive et de diffusion sont localement
lipschitziens pour n’importe quelle condition initiale Xy > 0, il y a d’apres la Théoréme une unique solution
trajectorielle X; a sur [0, T.[, ou T, désigne le temps d’explosion. En effet, comme le coefficient de dérive ne satisfait
pas la condition de croissance linéaire, la solution de pourrait exploser en temps fini!

Etape 2 : Solution globale. En appliquant la formule d’ITd & x — exp(x), au processus défini par
o2
dY}—<2a>dt0dBt, Yo=0
on obtient pour t > 0

t

mqjapa@_H@ZQ#m@j4sdg@g/mqfa%a&p& any

0
Pour ¢t > 0, on pose

t

o? 1 o?
y(t):=exp| |=——a|t—0oB; | x | —+b [ exp||a——=|s+0Bs|ds
2 Zo 2

0
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En utilisant une intégration par parties au produit des deux termes de y(¢) et (4.12), on obtient

dy(t) = [(¢® — a) dt — odB,] y(t) + bdt, ¢t > 0. (4.13)
D’autre part, grace a (4.12)), on obtient

o? o2 2
d<exp({2—a}o—03>> ZUQexp({Q—a}t—UBJ dt, t>0
t

d(y), = o*y*(t), t=0. (4.14)

et dong, il s’ensuit que

On pose X; := y(t) > 0 pour tout ¢t € R,. En appliquant la formule d’ITO & © — = ~» puis en utilisant ) et on
obtient

Cdy(t) | d()

dX, = + :
vt ()
— ([¢® — a] dt — 0dB;) X; — bX? + 0° X, dt
= Xt ([CL — bXt] dt + O'dBt)
Donc,
o2
1 exp([a—2]t+03t>
Xy =——= , t>0

y(t) 1 p 0.2
—+b | exp||la——=|s+0Bs]|ds
o 2
0
est bien une solution globale, continue et strictement positive de (|4.10).

Etape 3 : Conclusion. Par unicité trajectorielle, la solution explicite X; ci-dessus est Punique solution de 1) jusqu’au
temps d’explosion T,.. Or par 'Etape 2, cette solution explicite est globale (i.e. que T, = +00). On déduit que la solution
donnée par (4.11) est I'unique solution globale, continue et strictement positive de (4.10)). O

Résolution de I'équation logistique déterministe et stochastique par la méthode d'Euler

6 o
5
2 54
=
B
-]
w 4
=
L]
=@
=
2 31
[=%
[=%
o
[
3 2
m
= —— Déterministe
1 - Stochastique
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Temps

FIGURE 4 — Comparaison entre les solutions trajectorielles pour 1’équation logistique déterministe et stochastique avec zp = 1,
a=04,b=0.1et 0 =0.2 sur l'intervalle de temps [0, 7] avec T' = 30 pour une discrétisation réguliere de 2 4 1 points.

B - Comportement qualitatif du processus.

Dans cette sous-section, on va chercher & appliquer les tests de FELLER (Proposition ) pour déterminer le comporte-
ment qualitatif du processus logistique sans racine, sans tenir compte de la forme explicite de la solution. Plus précisément,
on va montrer la

Proposition 4.9. Pour 2a > o2, le processus X solution de (4.10) est strictement positif et n'explose pas en temps fini
P—p.s..
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Démonstration. Tout d’abord, on remarque que

T+ 5

1 —b
wewy, [ Ltdeonl,,
o?y?

-3
est fini comme l'intégrale d’une fonction continue définie sur un compact. Il s’ensuit que les Hypothéses (ND) et (IL)
(Sous-section 3.3) sont satisfaites et ’on est dans le cadre initial de la Proposition . Qui plus est,

e Pour 0 <e <1,

o
13
o2 1 2b
=5 o7 1-— 76%0_02 exp <—02(1 —5)) .

On déduit que pour 2a > o2 > 0, p(0,) = —oo c’est-a-dire que le processus logistique sans racine ne touche pas 0.

e Pour M > 1,
i 1 2b
B2)
p(M) €2 / 2o €Xp <2(y - 1)) dy
yaz g
1

_2a
Par croissance comparée, comme y~ o2 Hexp (%(y — 1)) — 400, alors
y—>—+oo

+
—~ —~ 1 2b 1 1
dM > M, Yy > M, aexp( (1))2 et /fy:Jroo
o? Y
M
on déduit par comparaison que p(+00) = +00. D’ou, par la Proposition (1), on déduit que
P(S=+4c0)=1 ol S:zinf{t}O‘Xte{O,—i—oo}}
des que 2a > o2.

Autrement dit, dés que 2a > o2, le processus logistique sans racine est strictement positif et n’explose pas en temps fini
P—p.s.. O

P—p.s.
Remarque 4.10. Pour 2a < 2, on peut montrer que X; % 0.
—+00

Démonstration. (Heuristique)
e De fagon heuristique, quand X; est petit, on néglige la partie quadratique et on récupere ’'EDS suivante

dXt = aXtdt + O'XtdBt. (415)

D’une part, en appliquant la formule d’IT6 & lapplication x — log(x), on déduit que

t
dXs (X o0t
X,  Bl\Xx, 2

D’autre part, a partir de (4.15), on déduit que

Do,



e Par la loi forte des grands nombres pour un mouvement brownien (Lemme [A.29]), on a

B
lim — =0 P—p.s..
t—+oco t

On déduit donc, de fagon heuristique, que X; tIP’—gls. 0. .
— 100

Les méthodes d’ergodicité utilisées dans les sections suivantes, pour prouver la consistance des estimateurs par maximum
de vraisemblance, ne s’appliquent pas dans ce cas. Pour ce type de modeéle, on supposera toujours dans la suite 2a > o2.
C’est une différence notable avec le modele de GOMPERTZ.

C - Ergodicité du processus. Dans cette sous-section, on va montrer que le processus solution de (4.10)) est ergodique.
Dans la section 8, on exploitera trés largement cette propriété a travers le théoréme ergodique (Théoréme M.) pour
obtenir la consistance forte des estimateurs de dérive (Proposition )

Théoréme 4.11 (Théoréme ergodique). Le processus X := (X;)i>0, solution de (4.10)), a une unique loi stationnaire p.
De plus, pour toute fonction f € L'(u) et pour toute loi initiale Py,

. 1
lim —
T—+oo T’

T
/ F(X)ds = / f(w)du(y) Po—p.s.
0 R

Démonstration. Pour prouver l'ergodicité et les propriétés d’un tel processus, on vérifie les hypotheses du théoréeme
ergodique général donné par le Théoréme [AT4].

On définit tout d’abord le générateur L du processus X solution de (4.10). Pour tout f € €2 (]Rj_)
1
Lf(w) = (az = ba?)f'(z) + 50%2* ().

Pour prouver, 'Hypothése (H2) du Théoréme , il suffit de trouver une fonction f € ¢ (Rjr) telle que pour tout
r € RE\U
(1) flx)=0 (2) Lf(z)<-1

ou 'on définira le domaine U plus tard.

e Pour f(z) = 2P avec p > 0. Dans ce cas,
o2
Lf(z) = pa? <a+ 7(]9— 1) — bx) .

o2
C li P —(p—1)—bx | =— 1
omme lm pz <a + 5 (p—1) :L'> 00, alors

38 > 0, Vx > 3, Lf(x) < —1.

e Pour 2a > 02 fixés, on choisit P > 0 tel que a > %Q(P +1) et f(x) =2~ F. Dans ce cas,

Lf(z) =Pz~ F (—a + %Q(P +1)+ bas) :

2
Comme lim Pz~ F (—a + 0—(P +1)+ bx) = —o0, alors
m~>0+ 2
Ja €]0, 8], Vz < a, Lf(z) < -1
Pour le choix de U = [a, ] avec 0 < o < 3, on considére D'application f de classe €2 (R%,R;.) définie par

{xp si r<a 2

f(z) = p >0, et P > 0 vérifiant (pour 2a > o2 fixés) a > %(P +1).

P si z>p

I1 s’ensuit alors que 'Hypothése (H2) est vérifiée. De plus, pour ce choix de U, il est clair que le coefficient de diffusion
o(x) est strictement positif sur U satisfaisant ainsi 'Hypothese (H1).

Finalement, par le Théoréme , on déduit les résultats annoncés. O
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D - Calcul de la loi stationnaire.
La connaissance explicite de la loi stationnaire du processus nous sera utile quant a notre probléme d’estimation de
parametre par la suite (Proposition )

Proposition 4.12. Si 2a > o2, alors le processus X solution de (4.10) converge en loi vers l'unique loi de probabilité
stationnaire T’ (% -1, 3—2) .

Démonstration. On pourra se référer a [I7] (Proposition 3.3 page 34) ou encore [35] (Proposition 7.2.1 page 242). O

4.2.3 Stochastique avec racine

Le modele logistique stochastique avec racine est défini par 'EDS

dX; = [aX; — bX7]dt + /20 X,dB,, X = z0 > 0. (4.16)
A - Existence et unicité d’une telle solution.
Proposition 4.13. Il y a existence forte et unicité trajectorielle des solutions de (4.16)).

Démonstration. Se traite de manieére analogue a la preuve faite dans la Proposition dans le cas GOMPERTZ. Dans
ce cadre, la preuve est méme plus simple car il n’y a plus de probléme pour le coefficient de dérive au voisinage de 0. [

B - Comportement qualitatif du processus.
Dans cette sous-section, on va chercher a appliquer les tests de FELLER (Proposition - Théoréme - Pro-

position ) pour déterminer le comportement qualitatif du processus logistique avec racine. Plus précisément, on va
montrer la

Proposition 4.14. Le processus X solution de (4.16]) n’explose pas en temps fini et touche 0 en temps fini P—p.s..

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que

T+ 5
1 —b
Ve € RY, /Mdy
/ 20y

2

est fini comme l'intégrale d’une fonction continue définie sur un compact. Il s’ensuit que les Hypothéses (ND) et (IL)
(Sous-section 3.3) sont satisfaites et ’on est dans le cadre initial des tests de FELLER. Qui plus est,
e Pour M > 1,

g

p(M) = fexp ((y —1) {Z + 2b (y + 1)]) dy.

Par croissance comparée, comme y exp ((y -1 [79 + Qi(y + 1)]) ——— +o00, alors
g g y—>—+00

“+oo
—~ —~ b 1 1
IM > M, Yy > M, exp((y—l) [_Z+%(y+1)]>>y et /;dyz—i-oo
M

on déduit par comparaison que p(+00) = 400, c’est-a-dire que le processus n’explose pas en temps fini.

e Pour 0 <e <1, X
ple) = — /eXp (;(1 - y)) exp (—Zbg(l - y2)> dy.
Comme . )
/eXp (g(l - y)) exp (—;;(1 - yg)) dy
0

est fini comme 'intégrale d’une fonction continue définie le compact [0, 1], on déduit que p(0,) > —oo, c’est-a-dire que
le processus logistique avec racine touche 0.

19. Voir Annexe A.l. - Définition [A.1
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D’ou, par la Proposition (2), on déduit que

1 = = pr— U ':. >
IP(th_{%Xt 0) P(sup Xt<oo> 1 ol S 1nf{t/0’Xt€{0,+oo}}.

0<t<S

On va désormais montrer que le processus logistique avec racine touche 0 en temps fini P—p.s. en utilisant la Proposition

3. 19L.

Soit 0 < e < 1,

o(c) BB /lexp (2(1 S y2)) jalz exp (21— 2)) exp (2‘; (1- 22)> dz | dy

On remarque que

/é exp (—g(l - z)) exp <2ba (1- z2)> dz > exp (—%(1 — y)) / % = —exp <_§(1 _ y)) loi(y).

Do,

v(e) < %/eXp (Z(l —y) - % (1- y2)> exp (—%(1 - y)) log(y)dy

1

exp (—5= (1 — €2 exp (—55 (1—¢?
< p( 20 (1 ))/log(y)dy: p( 20 (]‘ ))(

(o
€

—clog(e) — (1 —¢))

g

_b
Finalement, v(04) < —w < o0 et donc par le Théoréme [3.14L, P(S = +00) < 1. Qui plus est, puisque p(+00)
+00, alors par le cas (3) de la Proposition m on a P(S < oo) = 1, autrement dit le processus logistique avec racine

peut toucher 0 en temps fini P—p.s..

Résolution de I'éguation logistique déterministe et stochastique par la méthede d'Euler

81— Déterministe
Sans racine
—— Avec racine

Valeur approchée de la solution

FIGURE 5 — Comparaison entre les solutions trajectorielles
pour I’équation logistique déterministe et stochastique avec
et sans racine pour les valeurs zo = 1, a = 0.4, b = 0.1 et
o = 0.2 sur l'intervalle de temps [0, 7] avec T' = 45 pour une
discrétisation réguliere de 2'' + 1 points. Pour les solutions
stochastiques, on considére le méme mouvement brownien.

Résolution de I'éguation logistique déterministe et stochastique par la méthede d'Euler

— Deéterministe
Sans racine
—— Avec racine
: \

@

Valeur approchee de la solution
"

Temps

FIGURE 6 — Comparaison entre les solutions trajectorielles
pour ’équation logistique déterministe et stochastique avec
et sans racine pour les valeurs o = 1, a = 0.4, b = 0.1 et
o = 0.2 sur l'intervalle de temps [0, 7] avec T' = 45 pour une
discrétisation réguliere de 2'' + 1 points. Pour les solutions
stochastiques, on considére le méme mouvement brownien.

Remarque 4.15. On constate l'extinction du processus logistique stochastique avec racine sur la FIGURE [0}
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5 Le théoréme de Girsanov

Dans cette section, on pourra se référer a 'ouvrage [15] (section 5.4.).

Notre objectif est d’étudier comment se transforment les notions de semi-martingales et de martingales, lorsqu’on remplace
la probabilité P par une probabilité Q absolument continue, par rapport a P. Ce type de résultat nous sera fourni par le
théoréme de GIRSANOV abstrait (Théoréme [5.4}), dans le cas ol les mesures de probabilités P et Q sont équivalentes sur
I’horizon infini (€, Fo ). Dans la section 5.1.2, on apprendra & construire une mesure de probabilité Q qui soit équivalente a
P sur (£2, Foo). Un critére suffisant qui assurera un tel résultat, et donc, la validité du théoréme de GIRSANOV, est fourni par
le critéere de Novikov (Théoréme m) Toutefois, dans la pratique, il est tres rare d’obtenir I’équivalence des mesures
de probabilités P et Q sur un horizon infini. C’est pourquoi, dans la sous-section 5.2, on énonce des versions plus pratiques
du théoréme de GIRSANOV, en se ramenant & un horizon fini, et de plus, pour des processus d’ITO et méme de diffusion. Le
Théoréme permet de faire le passage d’un horizon infini & un horizon fini, pour une classe particuliere de processus
d’ITO. Enfin, le Théoréme permet d’étendre ce résultat & des processus d’ITO quelconque, et c’est cette version
qui sera exploité, dans la section suivante, pour donner le cadre et les outils nécessaires & l’estimation de parametre par
maximum de vraisemblance.

5.1 Théoréme de Girsanov a horizon infini

5.1.1 Quelques résultats

Proposition 5.1. Soit Q une mesure absolument continue par rapport & P sur (2, Fs) et on note Q < P. Pour tout
t € [0, 400], soit

dQ
= 5.1
" @, >
la dérivée de RADON-NIKODYM de Q par rapport a P sur (2, F;). Alors,
(1) La mesure Q déterminée par (5.1)) définit une mesure de probabilité sur (Q, Foo).
(2) Pour toutt >0,
D, =Ep (Dm ‘ ]-'t) P p.s. (5.2)

(3) Le processus D admet une modification d trajectoires cadlag qui est une ((F;), P)—martingale uniformément intégrable.
(4) Apres ce remplacement, on a pour tout temps d’arrét T,

_ 40
TUOdPE
(5) Side plus P < Q sur (Q, Foo), alors P—p.s. (et donc aussi Q—p.s.) pour tout t = 0, Dy > 0.

Démonstration. (1) Pour A € F%, on a d’une part

Q(4) = /]lAd@ = /]lADtdIP’ =Ep (L1aDy). (5.3)

Q Q

Ainsi, on déduit de (5.3
e Tout d’abord, Q(@) = E]P’(]].th) =0.
e Soit (A,)nen € FY une suite d’événements deux & deux disjoints. En faisant usage du théoréme de FUBINI, on obtient

Q (U An> =Fp |1 A Dy | =Ep (Z nAnDoo> =Y Ep(la,Ds) = > Q(Ay)
neN et n neN neN neN

e Enfin, puisque Do, est une densité par rapport a P, il s’ensuit que Q(Q2) = Ep(1qDs) = 1.
(2) D’autre part,

QKPP sur (2,F oo
Q(A) = Bg (1,4) ¥ L@7=)

D'ott par (53),

Ep (14D0) = Ep (Ep (]lADOO ’ ]—'t)> — Fp (ILAEP (Doo ‘ ]-"t)) .

VA € Fi, Ep (14D;) = Ep (]lAEIP’ (Doo ‘ ft)) ;

et donc par unicité de la dérivée de RADON-NIKODYM sur (£2, F3), il en découle (5.2)).
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(3) Par (5.2)), D est en particulier une ((F;), P)—martingale ferméem par Do, € L'(P).

Par ailleurs, puisque application ¢ — Ep(D;) est application constante égale a 1, on déduit du Théoréme |A.18
que D admet une modification & trajectoires cadlag qui est encore une ((F;),P)—martingale. On note & nouveau par
D ladite modification. Ainsi, puisque D est une martingale fermée on déduit de la Proposition que D est une
((Ft), P)—martingale uniformément intégrable.

(4) D’apres (1), puisque D est une ((F;),P)—martingale, continue & droite, fermée par D, on déduit du Théoréme

[A-20, que
D, =Bz (D | 7).

Soit A € F,. Alors, 14D, = Ep (ILADOO ‘ .7-}) et donc

Es(14D,) = Ep (IEP (]lADOO \ ]-“T)) — Ep(1aD.).
D’ou
Q(A) =Eg(1a) =Ep(laDs) = Ep(14D;).
Comme D, est une variable aléatoire F,—mesurable intégrable par rapport a P, on en déduit de ’égalité précédente

que D, est la dérivée de RADON-NIKODYM de Q par rapport a P sur (Q, F,).

(5) On considere le temps d’arrét .7 := inf {t > 0’ D, = 0}. Par continuité a droite, Dy = 0 p.s. sur {7 < oo}. En
prenant A = {7 < oo} € Fz, égalité
Q(A) =Ep(1aD7)
obtenue par (4), entraine Q(A) = 0. Ainsi,
P(A) >0=PxQ.

Et donc par contraposée, si P et Q sont équivalentes sur (2, Fiy), alors P(A) = 0, c’est-a-dire, P—p.s. pour tout ¢ > 0,
D; > 0. O

Proposition 5.2. (1) Soit L une martingale locale, et pour tout A € R, soit

£, = (32~ 211).).

Le processus E(AL) est une martingale locale.

(2) Soit D une martingale locale continue strictement positive. Il existe alors une unique martingale locale continue L telle
que

Dy = E(L); = exp (Lt - % <L>t>

De plus, L est donnée par la formule

L; = log(Dy) /—dD (5.4)

Démonstration. (1) Si f(z,r) est une fonction de classe C? sur R x Ry, la formule d’ITO entraine que

t t
f / of 19%f
L, (L F(L a7 S)dL, Y 2N (o (L)AL,
Ak D) = 1200+ [ i, + [ (Z+3555) o)
0 0
Donc, f(Ly, (L)) est une martingale locale dés que f vérifie 'équation
of [10%f _
or  20x2
Or, cette équation est clairement vérifiée par la fonction f(z,r) = exp ()\x — )‘;r>

20. Voir Annexe A.2. - Définition |A.17].
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(2) e Unicité. Soient L et K deux martingales locales continues issues de a telles que pour ¢ > 0

1 1
Dy = exp (Lt ~3 <L>t> = exp (Kt ~3 (K>t>
D’ou

Lo~ K, = (1), (K),) (5.5)

Or, (Ly — K¢)i>0 est une martingale issue de 0 et un processus & variation finie d’apreés (5.5). Donc, d’aprés le
Théoréme , on en déduit que L — K est le processus nul, a indistinguabilité pres. D’ou 'unicité.

e Existence. Puique D est strictement positive, on peut appliquer la formule d’IT6 & log(D;) et il vient alors

t

¢
1 1
log(D;) = log(Dy) —|—/ 5/ (5.6)
0

9
0

t
1 R
Pour le choix de Lt :=log(Dy) + / D; qui est bien une martingale locale d’apres la formule d’ITO, on a
0

‘3‘

Et dans ce cas, par (5.6]), on obtient

~ 1 =R 1 /-
log(Dy) =L, — 5 (L) ie.  Di=exp(Li—5 (L) ).
2 t 2 t

Puisqu’il y a unicité du processus L et que L convient, alors

t
1
Lt 10g D() +/ O

s
0

Lemme 5.3. Soit Q une mesure de probabilité équivalente 4 P sur (Q, Fso). Soit D la martingale associée a Q par la
Proposition [5.1}. On suppose que D est a trajectoires continues. Soient T un temps d’arrét et X un processus continu
((F:),P)—adapté.

(1) Si (XD)7est une ((Fi), P)—martingale, alors X7 est une ((F¢), Q)—martingale.

(2) Si (XD)T est une ((Fi),P)—martingale locale, alors X7 est une ((Fi), Q)—martingale locale.

Démonstration. (1) e Tout d’abord, puisque P et Q sont équivalentes sur (€2, F,), alors d’aprés la Proposition on
obtient
dQ

Dopp = == 0.
MNP,

Puisque (X D)7 est une ((F;), P)—martingale, on en déduit alors que
o (ontl) = [ PonildQ = [ [Xon] DrnsdP = Br (X piDril) = e (|XD)T]) < o0

autrement dit X7 € L'(Q).
e Soient s,t € Ry tels que s < t. Soit A € F;.

* D’une part, puisque 7 est un temps d’arrét, AN {r > s} = An{r < s} € Fs.
* D’autre part, puisque (X D)7 est une ((F;), P)—martingale, on obtient alors

Ep (]lAﬂ{T>s}X‘r/\tD‘r/\t

Fo) = LangsoBe (XonDrnt

fs) = IlAﬁ{T>s}X‘r/\sD‘r/\s
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Et donc,
Er (Langrs) XentDrt) = Bp (e (Langrso) Xeni D

Par ailleurs, on remarque que pour r > 0,

]:s)) = ]EIP’ (]lAﬁ{'r>s}XT/\sDT/\s> (57)

An{r>sin{rAas<r}=An{r>sin{r<rhu@An{r>sin{s<r}) e FsNF. CF,
autrement dit, AN {7 > s} € Fyrs C Fras- En faisant usage de la Proposition , il vient alors que

EQ (]lAm{r>s}X7—/\t) = Ep (]lAn{r>s}X-r/\tDr/\t) Ep (

Qui plus est, et de maniere analogue, on peut montrer que

IlAﬂ{~r>s}X'r/\sD7'/\s) = EQ (IlAﬂ{~r>s}X7‘/\s) . (58)

Eg (Langr<st Xrat) = Eg (Lan{r<s} Xrns) (5.9)
En combinant ( . ) et (5.9), on obtient pour s < t, A € Fs, BEg (L1aX,nt) = Eg (LaX,as) autrement dit
EQ (XT/\t fs) = XT/\S'
(2) 1l s’agit d’une conséquence immédiate de (1). O

Théoréme 5.4. (GIRSANOV - Version 1). Soit Q une mesure de probabilité équivalente d P sur la tribu (2, Foo). Soit D
la martingale associée ¢ Q par la Proposition [5.1}. On suppose que D est a trajectoires continues. Soit L la martingale
locale continue associée a D par la Proposition [5.2].

Alors si M est une ((Ft),P)—martingale locale continue, le processus

M =M —(M,L)
est une ((Ft), Q)—martingale locale continue.

Démonstration. Soit M une ((F;), P)—martingale locale continue. La formule d’ITd appliquée & la fonction (z,y) — zy
donne

t

M,D, = M0D0+/D dM, +/MdD +/d<1\7,1)>

7MODO+/DdM /Dd (M, L), / M,D>
t
0

Or, <M,D>t = (M, D), et

o, L) B (01, 10g(Do) t+< / > /Did<M,D>s ie.  d(M,L), = —d(M,D),
0 . 0

D’ou

t
M,D, = MyDy +/Ddes +/1\7$st.

On voit alors que M D est une ((F;),P)—martingale locale comme somme de ((F),P)—martingale locale. Donc, en appli-
quant le Lemme 4 X = M, on déduit que M est une ((F:), Q)—martingale locale. O

Remarque 5.5. (1) Soit X une ((F;),P)—semi-martingale dont la décomposition est donnée par Xy, = Xo+ M+ A, avec
M une ((Ft),P)—martingale locale et A un processus d variation finie sous P. On suppose que P et Q sont équivalentes
sur (Q, Fso) (donc elles le sont sur (2, F;) pour tout t > 0.) Alors A est un processus d variation finie sous Q.

En effet, si on consideére 0 =t <1} <--- <ty =1, une suite de subdivisions emboilées de [0,t] de pas tendant vers 0,
le fait que A soit d variation finie signifie

Pn
P (nlirrgo Z |Ati — Ati_1| < oo) =1.

1=1
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Pn
Comme lim Z ’At — A, ’ est Fy—mesurable et Q est équivalente a P sur (Q, F;), il s’ensuit que

n—00 4
i=1

Pn
Q (nhHH;O Z }Ati — Ati_l} < oo> =1.
i=1

autrement dit, A est un processus da variation finie sous Q.

(2) En conséquence, si X et Y deux semi-martingales continues (relativement a P ou a Q), la valeur du crochet (X,Y) est
la méme sous les deux probabilités P et Q.

Corollaire 5.6. On se place sous les hypothéses du Théoréeme . La classe des ((Fy),P)—semi-martingales continues
coincident avec la classe des ((Fi), Q)—semi-martingales continues.

Démonstration. On procede par double inclusion.

(C) Soit X une ((F),P)—semi-martingale continue dont la décomposition est donnée par X; = Xo + M; + Ay, avec
M une ((F:),P)—martingale locale et A un processus a variation finie sous P. D’apres le Théoréme [5.41, puisque

M=M-— (M, L) est une ((F), Q)—martingale locale, on déduit que
X = Xo+ M, + (M, L)t + Ay

qui est bien une ((F;), Q)—semi-martingale d’aprés la Remarque [5.5}.

(D) e Puisque P et Q sont équivalentes sur (2, Foo ), alors par la Proposition , D¢ > 0 pour tout t > 0. Montrons
que D;l est la densité de P par rapport ¢ Q sur (2, F;). Comme D; est la derlvee de RADON-NIKODYM de Q par

rapport P sur (Q, F;) alors
et donc D; ' € LY(Q).

* d’une part,
* d’autre part, pour toute variable aléatoire positive Z, Ep (ZD,) = Eg(Z). Et donc, pour 7 = 2D, > 0, on a

d(@ —d(@:/dIP:1<oo
D,
Q

~

~ A Y
Ep (Z) Eqg < o) > On a donc montré que pour toute variable aléatoire positive Y, Ep (Y) = Eg ( D )
t t

Finalement, D; est la densité de RADON-NIKODYM de P par rapport a Q sur (2, 7).

e Puisque L est une ((F;),P)—martingale locale continue, le Théoréme appliquée & M := —L, nous assure que
—L = —L+ (L) est une ((F;), Q)—martingale locale continue et <Z> = (L). Alors,

£ (—Z)t = exp (—Lt (L) — ;<L>t) — (L)) = DY,

Ceci montre que sous les hypotheses du Théoréme , on peut échanger les roles de P et Q quitte a remplacer D
par D~! et L par —L. Dans ce cas, en faisant usage de I'inclusion (C), on déduit I'inclusion inverse souhaitée. O

Exemple 5.7. (1) Si M = B est un ((Ft),P)—mouvement brownien, alors par le Théoréme , B=B- (B, L) est
une ((Fi), Q)—martingale locale. D’aprés la Remarque , sa variation quadratique <§> = (B), =t est la méme
t

sous P et Q. Donc par le théoréme de LEVY B est un ((F:), Q)—mouvement brownien.

(2) Soit T un temps d’arrét. Si B est un ((Fi),P)—mouvement brownien, alors B™ est une ((Ft), P)—martingale alors par
le Théoréme , BT = BT — (BT, L) est une ((Fi),Q)—martingale locale. Par ailleurs, puisque (BT) = (B)ear, &
indistinguabilité prés, on déduit que

p.s. YVt =0, (BT),=tAT

qui est valable sous P comme sous Q d’aprés Remarque . Done, par le théoréme de LEVY, on déduit que BT est
((F1), Q)—mouvement brownien jusqu’aw temps 7. On dit alors que BT est un ((F), Q)—mouvement brownien stoppé
en T.

21. Voir Annexe A.2. - Théoréme |A.25].
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5.1.2 Construction de Q

Dans les applications du théoréme de GIRSANOV, on construit la probabilité Q de la manieére suivante.

(1) On part d’une part d’une martingale locale continue L telle que Lo = 0. Alors £(L) est une martingale locale continue
a valeurs strictement positives, donc une surmartingale strictement positive d’apres la Proposition [A.22].

(2) Comme £(L) est une surmartingale, alors

Vs < t, E[p (E(L)t

En particulier,
supEp (£(L);) < Ep(E(L)g) =1 (5.10)

>0

Qui plus est, puisque £(L) est un processus positif, alors par le lemme de FATOU,

Ep (€(L)oe) < lim Ep (E(L);) = lim Ep(E(L):) < 1. (5.11)

t—-+oo t—+oo

Proposition 5.8. SiEp (£(L)s) = 1, alors E(L) est une ((F), P)—martingale continue uniformément intégrable.

Démonstration. @ Comme Ep (E(L)s) = 1, alors d’apres (5.11)), on déduit que pour tout ¢t > 0, Ep (E(L);) = 1.
e Par l’absurde, on suppose que £(L) n’est pas une ((F;),P)—martingale. Alors, il existe s < ¢ tel que

Ep (S(L)t

}-S> < &(L)s avec P—probabilité > 0.
Et dans ce cas, Ep (£(L);) < Ep (E(L)s). Contradiction avec Ep (E£(L)¢) = Ep (E(L)s)!
D’ou £(L) est une ((F;), P)—martingale continue.
Donc, d’aprés la Proposition[A.19}, on déduit que £(L) est une ((F;), P)—martingale continue uniformément intégrable.

O

(3) On choisit Q telle que £(L)s soit la densité de RADON-NIKODYM de Q par rapport & P sur (Q, F), strictement

positive. Comme dans la preuve de l'inclusion réciproque du Corollaire , on montre que (€ (Lm))f1 est la densité
de RADON-NIKODYM de PP par rapport a Q. D’ou P et Q sont équivalentes sur (2, Foo), et toutes les autres hypothéses
étant vérifiées par construction, on est alors dans le cadre du théoréeme de GIRSANOV.

Remarque 5.9. En pratique, P et Q ne sont pas équivalentes sur (Q, Fso). On a seulement P et Q équivalentes sur (Q, Fy)
pour tout t > 0. Comme on le verra dans la section suivante, pour pallier a cette difficulté, on raisonnera pour tout T > 0
sur (-Ft/\T)tZO'

5.1.3 Condition de Novikov

En pratique, on travaillera avec la propriété de martingale de £(L). Il est donc trés important de pouvoir donner des
conditions qui vérifient 'hypothése de la Proposition [5.8}. Pour cela, on donne deux conditions suffisantes. Ces conditions
portent le nom de conditions de NOVIKOV-KAZAMAKI.

Théoréme 5.10. (NOVIKOV-KAZAMAKI). Soit L une martingale locale continue telle que Ly = 0.
On consideére les propriétés suivantes :

(1) Ep (exp (;{L)oo)> < oo (Condition de NOVIKOV)

1
(2) L est une martingale continue uniformément intégrable et Ep (exp <2Loo>> < 00 (Condition de KAZAMAKI)
(3) E(L) est une martingale continue uniformément intégrable.
Alors, (1) = (2) = (3).

Démonstration. e (1) = (2). Comme une variable aléatoire positive admettant un moment exponentiel admet des mo-
ments de tout ordre, la propriété (1) entraine que Ep ((L)«) < 00, et donc par le Théoréme [A.24}, L est une martingale
bornée dans L2(PP). En particulier, L est une martingale uniformément intégrable et admet une limite presque sfire Ly.
A partir de la définition de (L)s, on déduit

1

exp (;Lm) — (E(L)o0)? exp <;<L>m> "
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D’on, grace a l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, et I'inégalité (5.11)), on obtient
1 s 1 5 1 Y
Ep ( exp §L°o <Ep(E(L)oo)? Ep ( exp §<L>oo < Ep | exp §<L>oo < 0.
1
Et donc, Ep (exp <2Loo>) < 00.

. 1
(2) = (3). Etape 1 : Uniforme intégrabilité de la famille .7, := < exp (2LT) T temps d’arrét

Puisque L est une martingale uniformément intégrable, alors par la Proposition , L est fermée par sa limite L.
Comme exp (%Lw) est intégrable, alors par 1'inégalité de JENSEN conditionnelle, on obtient

exp (;Lt) < Ep <eXp (;LOO> ‘ ]:t> P—p.s. (5.12)

Tout d’abord, ceci montre, avec aide de (2), que exp (5Los) € L' (£, Foo,P). Qui plus est, puisque 3 L est une martingale
et exp est convexe alors exp (1L) est une sous-martingale. Ensuite, 'inégalité (5.12) montre que cette sous-martingale
est fermée par sa limite exp (1L ). Donc, d’aprés le Théoréme , on a pour tout temps d’arrét 7,

exp (;LT> < Ep (exp (;Loo> ’ .FT> P—p.s. (5.13)

De plus, par le Théoréme [A.8], on déduit que la famille

1
€ =< Ep <exp <2Loo> | .7-}) T temps d’arrét
est uniformément intégrable, autrement dit

Ve>0, 3IK>0, VXe¥,  Ep(Xljxs>ky) <e. (5.14)

=)

1
On considére 7 un temps d’arrét. Soient £9 > 0 et Ko > 0 tels que (5.14)) soit satisfaite. Comme Ep (exp <2LOO>

et exp (%LT) sont positives, on a en particulier par 1'
Hlew(arn) s} S 1

et donc, a l'aide de (5.13)) et (5.14]), on déduit que

Ep (exp(%Lm) IT) >Ko}

1

()4
o (o () 7)1

7)o}

Ep (exp(%Lw)

< Ep

=)

>K0}

< €o

D’ou, la famille .#; est uniformément intégrable.

Etape 2 : Uniforme intégrabilité de la famille .%, := {E(aL)T

7 temps d’ arrét}.

al,

Pour 0 < a < 1, on pose Zt(a) ‘= exp (1+a

) . On remarque que

1—a?

gLy = Em* (2°) . (5.15)

Soient A € F et 7 un temps d’arrét. L’inégalité de HOLDER donne
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515 1—a? 1—a? (5.10) 1—a?
Ep (14E(aL),) ©2Y E; (nA (EL))*™ (Z@) ) < Ep (E(L),)" Ep (11AZ§G>) < Ep (11AZ§G>) . (5.16)
Or,
1-a® al, \\ "% 1 2\
Ep (nAZSl)) —Ep (1 4exp —Fp (Taexp (=L,
14+a 2
En faisant une étude sommaire de I’application = — 124_—“; sur ]0,1[ , on remarque que ﬁ_—“ﬂ < 1 et donc l'application

2a_ N . ez .
x — xT+e est concave. D’ou, par 'inégalité de “JENSEN concave”, on obtient

(1—a?) 1 2a(l—a)
=Ep (]IA exp <2LT>> . (5.17)

2a

1—a? 1 1+a
Ep (nAZSU) < Ep (]1A exp (QLT)>

Finalement, par (5.16]) et (5.17)), on obtient

1 2a(l—a)
VA € Fo, V7 temps d’arrét, Ep (14€(al);) < Ep (]lA exp <2LT>> . (5.18)
. . 1 . . . .
Soit €1 > 0. Comme la famille ¢ exp <2LT) T temps d’arrét p est uniformément intégrable, alors

1 1
3K, >0, V7 temps d'arrét , Ep (]l{exp(;LT)>K1} exp <2LT>> <g 0 (5.19)

Puisque {exp (%LT) > K 1} est Fr—mesurable donc F,,—mesurable, alors par 1) et 1' on obtient

V7 temps d’arrét | Ep (ﬂ{exp(%LT)>Kl}€(aL)T) <ey. (5.20)
Ensuite,
" 1 2(1(17(1)
Be (Liewn, > npr)E(al)s) < e <]l{5(aL>T>K%“} P <2LT)>
1 2a(l—a)
s (“{swm»f(fa}n{exp(;LT>>K1} o (zLT»
1 2a(l—a)
"o (ﬂ{swm»w}m{exp(;LT><K1} P <2LT)) '
Comme,
CL2 Lq— 2a
&(aLl); = exp (al, — ?<L>T <exp (al,) = exp D3
alors,

{€(aL), > K7} N {exp (;LT> < Kl} =2 et {&(aLl), > K{*}N {exp <;LT> > Kl} C {exp <;LT> > Kl} .

D’ou, a laide de ([5.20)), on déduit que
Ep (H{S(aL)T>K12"'}€(aL)T) <ér

et donc la famille %5 est uniformément intégrale.

Etape 3 : Martingalité de £(aL). D’aprés (1) de la Proposition , E(aL) est une martingale locale. Donc, il
existe une suite croissante (7, )nen de temps d’arrét vérifiant 1ir4r_1 T = 400, telle que
n——+0oo

Vs<t, Ep (E(aL)tm

]-"S) = &(aL)snr, P—p.s. (5.21)
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En particulier, d’apres 'Etape 2., (E(aL)tar, )pen st uniformément intégrable. Comme pour tout ¢ > 0, £(aL)iar,
converge P—p.s. vers £(al); quand n — 400, alors £(aL)iar, converge en probabilité vers £(aL); quand n — +oo.
On déduit alors du Théoréme que pour tout ¢t > 0,

Ll
E(aL)ipny, —— E(aL);.
n—-+oo
Et donc, par le Théoréme [AT6], il existe ¢ fonction strictement croissante telle que

Vs < t, lim Ep (E(GL)MT@(”)

n—-+oo

J-'s) —E» (S(aL)t

.7:5) P—p.s.

D’otu, d’apres (5.21)), on déduit que

Vs<t,  Ep (5(aL>t

]-'s) =E&(al)s P—p.s.
et donc, £(al) est une ((F;), P)—martingale.

Etape 4 : Conclusion. D’aprés les Etapes 2 et 3, on déduit que (aL) est une ((F;), P)—martingale uniformément
intégrable. Il en découle alors que

1=Ep(E(aL)o) = lim Ep(E(aLl):) = Ep ( lim E(aL)t> =Ep(E(al)) -

t——+o0 t——+o0

Comme l'identité ([5.16)) est valide pour tout A € F, et pour tout temps d’arrét 7, en particulier elle I’est pour A := Q
et 7 := +00. En utilisant a nouveau I'inégalité de “JENSEN concave”, on obtient

2 1—q2 2 1 2a(l—a)

1= Ep (£(0L)) < Er (E(D)o)" Bz (29)) < Ep(E(L)w)" Br <exp (2Lw>)

Lorsque a — 1, cette dernieére inégalité entraine Ep (£(L)s) > 1, et donc par (5.11)), Ep (§(L)s) = 1. Ceci implique,
d’apres la Proposition [5.8}, que £(L) est une ((F;),P)—martingale continue uniformément intégrable. O

Dans la pratique, on ne vérifie que la condition de NOVIKOV.

5.2 Théoreme de Girsanov pour les processus d’Ito

Dans cette section, on pourra se référer treés largement a la référence [32] (section 8.6.) et & louvrage [34] (Sous-section
6.3.2. page 240.)

Pour plus de confort, on rappelle la définition d’un processus d’ITO.

Définition 5.11. (Processus d’ITO). Soit B un ((Ft),P)—mouvement brownien de dimension m. Un ((F:),P)—processus
dIT0 de dimension n est un ((Fy),P)—processus stochastique X de la forme

t t

X:=Xo+ /b(&w)ds + /a(s,w)st
0 0

o
e b:Ry xQ — R"™ est un ((F),P)—processus progressivement mesurable vérifiant

¢
p.s. YVt =0, / |b(s,w)|ds < o0 (5.22)
0

o 0: Ry xQ — R"™™ est un ((Fy),P)—processus progressivement mesurable vérifiant

¢
p.s. Vt =0, / o (s, w)|*ds < oo (5.23)
0
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Remarque 5.12. (1) En pratique, grice au Théoréme [A.12], et quitte a considérer une modification de b, on ne vérifie
que le caractére adapté et mesurable de b (au sens des Définitions|A.9\ et|A.10}) pour obtenir la progressive mesurabilité
de b.

(2) Si un processus progressif H vérifiant

t
p.s. Vt =0, /|Hs|ds < 00,
0

t
alors le processus (f Hsds> est un processus a variation finie.
0 t>0

=

Lemme 5.13. Soient p et v deux mesures positives données sur l’espace mesurable (E, &) telles que p < v et g := ‘;—’V‘ la
dérivée de RADON-NIKODYM de p par rapport d v sur (E,E).

Siv ({x € E‘ g(x) = O}) =0 alors

v, et — =g °, W—Dp.s.

Démonstration. Soit A € £. En définissant g+ par

on déduit a I'aide du théoreme de transfert que

/g+(x)d,u(x) = /g+(x)g(x)dl/(:v) =v (A N {;v € E’ g(x) > 0}) =v(4)—v (A N {x € E) g(x) = 0}) .

A A

Or, par hypothese, on déduit que

V(Aﬂ{er‘ g(x) :0}) < V({.’EEE‘ g(x) :0}) =0 et v(A) :/g+(x)d,u(:c).

A

Comme p < v, on obtient par hypothese que p ({:17 € E’ g(z) = O}) =0 et donc g* coincide v— et u—p.s. avec g~*. En

1

conséquence, on déduit que g~ est la densité de RADON-NIKODYM de v par rapport a p et v < p. O

Théoréme 5.14. (GIRSANOV - Version 2). Soit 0 < T < +00. Soit Y; € R™ un processus d1T0 défini, sous P, par

t
Y}:/a(s,w)ds—&—Bt, 0<t«T.
0

ou B est un ((Fi)o<i<r, P)—mouvement brownien standard de dimension m et (s,w) — a(s,w) un processus progressive-
ment mesurable vérifiant (5.22)) et la condition

1
Ep |exp §/|a(s,w)|2ds < 00. (5.24)
On pose
t
M; = exp /asw /|a5w|ds , 0<tgT.
0

On définit la mesure de probabilité Q sur (Q, Fr) telle que Mr soit la densité de RADON-NIKODYM de Q par rapport d
P sur (2, Fr). Alors M est une ((Fi)o<i<T, P)—martingale stoppée au temps T et Y est un ((Fi)ogi<r, Q)—mouvement
brownien de dimension m, stoppé au temps T. Qui plus est, P et Q sont équivalentes sur (0, Fr), et szl est la densité
de RADON-NIKODYM de P par rapport a Q.
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Démonstration. On va chercher a utiliser le théoréme de GIRSANOV a horizon infini pour démontrer cette version en horizon
fini. En notant pour tout ¢t > 0, G; := Fiar, €t

on remarque que L définit bien une ((G;), P)—martingale locale continue vérifiant Ly = 0. Ainsi, on peut définir la martingale
exponentielle associée

tNT 1 tNT
Di=E&(L), =oxp | - / (s, w)dB, - 5 / la(s,w)2ds | = Mynr.
0 0

D’apres 'hypothese faite sur a, on remarque que L vérifie la condition de NOVIKOV sur (€2, G,), et donc par le Théoréme
5.10L, £(L) est une ((G;), P)—martingale uniformément intégrable.

D’apreés le (3) de la sous-section 1.1.2., on choisit Q telle que £(L)s soit la densité de RADON-NIKODYM de Q par rapport
AP sur (,Gs). A laide de (5.24)) et par Iisométrie d’IT0, on déduit que My > 0, et donc

P({we Q) Mr(w) =0}) =0,
D’ou, par le Lemme [5.13], on obtient que P < Q, et on se trouve alors dans le cadre du Théoréme [5.4}.

Ainsi, on déduit de 'Exemple que B = BT — (BT L) est un ((G),Q)—mouvement brownien de dimension m sur

(Q,Gx) ou
oAT tAT
(BT, L); = <BT,— / a(s,w)st> =— / a(s,w)ds.

0 t 0

D’ou, pour tout ¢ > 0, Et = Yiar, et donc Y est bien un ((F;)ogi<r, Q)—mouvement brownien de dimension m. Par
ailleurs, on obtient du Lemme P et Q sont équivalentes sur (2, Fr) et que M, ! est la densité de RADON-NIKODYM
de IP par rapport a Q. O

Remarque 5.15. On peut reformuler le théoréme précédent en disant que sous la probabilité Q, il existe un
((F)ogt<r, Q)—mouvement brownien Y tel que le processus X = B soit, sous Q, solution de I’EDS

dX; = dY; — a(t, X;)dt.
Le théoréme de GIRSANOV permet donc de construire des solutions d’EDS.

Théoréme 5.16. (GIRSANOV - Version 3). Soit Y; € R™ un processus d1TO défini, sous P, par

t t
Yi=Y, + /ﬂ(s,w)ds + /U(s,w)st, 0<t<T. (5.25)
0 0

ot B est un ((Ft)oct<T, P)—mouvement brownien standard de dimension m, 8 et o deux applications de [0,T] x Q comme
définies a la Définition . On suppose qu’il existe deux processus a et u progressivement mesurables vérifiant respec-

tivement (5.22)) et (5.23|) de sorte que

o(t,w)u(t,w) = B(t,w) — a(t,w), 0<t<T. (5.26)
On suppose que u satisfait la condition (5.24]). On pose

t t
1
M, =exp | — /u(s,w)st ~5 / lu(s,w)|?ds | , 0<t<T.
0 0
A nouveau, on définit la mesure de probabilité Q sur (Q, Fr) telle que My soit la densité de RADON-NIKODYM de Q par

rapport a P sur (Q, Fr).
Alors,

t
By = /u(s,w)ds + B, 0<t<T. (5.27)
0
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est un ((Fi)ogi<r, Q)—mouvement brownien de dimension m, M est une ((F¢)o<i<r, P)—martingale et Y est un processus
d’ITd sous Q pour la décomposition :

¢ ¢
Y, =Yy + /a(s,w)ds + /o(s,w)dét, 0<t<T. (5.28)
0 0

Qui plus est, P et Q sont équivalentes sur (0, Fr) et M;l est la densité de RADON-NIKODYM de P par rapport a Q.
t

Démonstration. ¢ Comme u est un processus progressif tel que P | V¢t > 0, / lu(s,w)|ds < oo | =1, alors u vérifie (5.22).

0
De plus, puisque u vérifie la condition , il s’ensuit par le Théoréme que B est un ((Ft)ogi<r, Q)—mouvement
brownien de dimension m, P et Q sont équivalentes sur (2, Fr) et My est la dérivée de RADON-NIKODYM de P par
rapport a Q.
e Le processus M est une ((F¢)o<i<r,P)—martingale comme conséquence immédiate du Théoréme [5.14L.
e Par ailleurs, par définition de u, 3 et o, on déduit que « est progressivement mesurable. D’autre part, comme u et o
satisfont , on déduit de I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ que

1 1
t 2 t 2

p.s. Vt =0, /|U(8,w)u s,w)|ds < /|0’ s,w)|*ds /|u(s,w)|2ds < 0.
0

Qui plus est, puisque 3 satisfait (5.22)), on en déduit que « vérifie également (5.22).
Ainsi, en substituant (5.27) dans (5.25)), on obtient, pour 0 < ¢t < T,

t
Yt:YO-i-/ﬁ(s,w ds—|—/a dB — u(s, w)ds)
0 0

t t

Yo + / (B(s,w) — o(s,w)u(t,w))ds + /a(s,w)st
0

0
t ¢
= Yo—|—/a(s,w)ds—|—/a(s w)dBs
0 0

Donc, Y définit bien un processus d’ITd sous Q pour la décomposition ([5.28)). O

Théoréme 5.17. (GIRSANOV - Version 4). Soit x € R™. Soient X; = X, € R, et Yy = Y;, € R™ un processus de
diffusion et un processus dITO, respectivement, démarrant tous deuz de I'état initial x

¢ ¢
X, = x+/b(Xs)ds+/a(Xs)st 0<t<T
0 0
t t (529)
Y, = x—i—/['y(s,w)—|—b(YS)]ds—|—/a(Ys)st 0<tT
0 0

ot vy est un processus progressivement mesurable vérifiant (5.22)) et ou les applications b : R® — R"™ et o : R — R?X™
sont comme définies a la Définition [5.11] satisfaisant pour D € R,

Vy,z €R", [b(y) —b(2)| + |o(y) — o(2)* < Dy — 2|
On suppose qu’il existe un processus u satisfaisant les conditions (5.23)) et (5.24)), et vérifiant
o(V)ult,w) =y(tw), 0<t<T
On définit respectivement Q, M et B comme dans le Théoréme . Alors, Y; est solution de I’EDS

t t

~

Y, =Y, +/b(Ys)ds+/a(Ys)st, (5.30)
0 0

et la loi de Yy sous Q est la méme que la loi de Xy sous P, pour 0 < t < T. Qui plus est, P et Q sont équivalentes sur
(Q, Fr) et M:Fl est la dérivée de RADON-NIKODYM de P par rapport a Q.
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Démonstration. En appliquant le Théoréme dans le cas ou
o(t,w) :=oc(Yy), B(t,w) = y(t,w) + b(Y7), at,w) := b(Yy).

on déduit que Y est un processus d’ITO sous Q, solution de 'EDS (5.28)) qui est exactement ([5.30)) pour les choix de 8 et .
De plus, on déduit également que P et Q sont équivalentes sur (2, Fr) et que M, ! est la dérivée de RADON-NIKODYM de
P par rapport a Q.

Puisque b et o vérifient les conditions du théoréme d’ITO, alors il existe sur [0,7] une unique, & indistinguabilité pres,
solution trajectorielle a chacune des EDS issues de x de (5.29). Donc, par le théoréme de YAMADA-WATANABE (Théoréme
3.10}), il y a unicité faible de ces solutions. Donc, la loi de Y; sous Q est la méme que la loi de X; sous Ppour 0 <t < 7. O

6 Etude théorique de I’estimation de paramétres d’un processus de diffu-
sion a partir d’observations continues

Dans cette section, on va donner les outils nécessaires pour accéder a ’estimation des parametres de diffusion et de dérive
d’un processus de diffusion & partir d’observations continues. On appliquera de tels outils au modele CIR, qui a servi de
modele jouet, puis aux modeles de GOMPERTZ et logistique, qui sont nos modeles d’intérét.

Dans la premiere sous-section, on traite sans difficulté la question de I’estimation du parametre de diffusion. On y donne
un estimateur consistant dans deux cas particuliers que I'on testera numériquement par la suite (Voir sections 7 et 8).

La question de l'estimation des parametres de dérive est plus délicate a traiter et fera 1’objet de cette deuxieme
sous-section. La technique consiste tout d’abord, & définir le ratio de vraisemblance (Théoréme ) comme la dérivée
de RADON-NIKODYM par rapport a une certaine mesure de référence en s’appuyant sur le théoreme de GIRSANOV a
horizon fini (Théoréme ) On va raffiner ce dernier, dans ce cadre particulier d’estimation de parametres, par le
Théoréme , en affaiblissant la condition de NOVIKOV . Ceci aura un réel effet dans la pratique comme on le
verra sur ’exemple jouet du CIR (Sous-section 6.3) puis sur les modeéles de croissances tumorales (Sections 7 et 8). En
vue d’appliquer les équations de vraisemblance pour récupérer des estimateurs des parametres de dérive, dans le cas des
modeles cités ci-dessus, on va reformuler ce ratio de vraisemblance. Cette reformulation, qui s’effectue grace a la formule
d’IT6, va permettre de le réécrire & 'aide d’intégrales & parameétres par rapport & la mesure de LEBESGUE (Proposition
) le rendant alors plus facile a manipuler.

Dans cette partie, on pourra se référer trés largement aux articles [2] (section 3) et [I4] (sections 2 et 3), ainsi qu’a
Pouvrage [34] (Sous-section 7.6.3. page 294).

Dans cette section, on suppose donné un mouvement brownien standard B sur ’espace de probabilité (2, F,P).

Soit T' > 0 fixé. On consideére le processus de diffusion (Xf)0<t<T, de dimension 1, solution de 'EDS

¢ t
x? :x—|—/b(0,X§) ds—|—/a(Xf) dB; (o)
0 0

ou le parametre # € © C RP,p > 1, est a estimer.

Hypothése (1) On suppose que b et o sont deux fonctions boréliennes qui satisfont des conditions qui garantissent
Uexistence forte et l'unicité trajectorielle de ’EDS (%)) pour chaque 6 € O.

e Ceci permet ainsi de définir la loi
Py = % ((X)erer)
sur Pespace canonique %([0,T], R4 ) muni de la filtration canonique (B)o<i<r-
e On consideére le modele statistique .7 := (€°([0, T, Ry.), (Bt)o<i<ts {Po}pco)-

Désormais, pour chaque 6 € O, sous Py, w € €([0,7],Ry) a méme loi que X°?.

Hypothése (2) Pour tout § € ©, Py—p.s. pour tout t € [0,T], on suppose que o (wt) > 0.
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Dans ce contexte la, pour tout § € O, la théorie du probléme de martingale de STROOCK et VARADHAN permet de construire
un mouvement brownien B? sur (¢'([0,7],R+), (B)o<i<r) tel que

t t
wy=x+ /b(é),ws)ds +/0(ws)ng, 0<t<T. (6.1)
0 0
6.1 Estimation du parametre de diffusion
Dans cette sous-section, on donne un estimateur consistant du parametre de diffusion dans deux cas particuliers
(1) o(x):=V20x (2) o(z):=ox

pour ¢ > 0. En pratique, o est supposé connu, sinon ce parametre peut étre estimé séparément en utilisant la variation
quadratique du processus arrété w? comme ci-dessous . Ceci suppose qu’on observe le processus & des instants discrets.
Au besoin, on peut se référer a larticle [14].

On testera numériquement la consistance de ces derniers dans les sous-sections 6.3, 7.1 et 8.1. Le cas (1) illustrera le modele
CIR, le cas (2) illustrera les deux types de modele de croissance tumorale considérés.

Proposition 6.1. On se place sous les Hypothéses (1) et (2) énoncées ci-dessus. Dans le cas (1) (respectivement (2))

2 2
NZ( i~ %) NY (@i —weng)
(1) oypi=—= ~ respectivement (2) onr = =1 ~ (6.2)
QTZ w(i—l)% TZ w?i_l)%
i=1 i=1

est un estimateur consistant de o lorsque N — 400.

Démonstration. Les preuves étant analogues, on ne démontre que le (1).

On considére une suite de subdivisions 0 = ¢ <7 <--- <ty =T de [0,T] telles que ( H[laX ’t -t ‘) soit une
" 1€ 1,}771 n>0

=

suite décroissante vers 0. Par le Théoréme [A.23l

Pn

2
(Wyr = nllg-loo Z (wt;f — o.Jt;L_l)
i=1
au sens de la convergence en probabilité sous Py. De plus, par (6.1)
T T
/ 200.)3 B9 = 2J/wsds
0 0
D’autre part, par continuité de w et le théoreme de RIEMANN
A Pn
/wsds = nglfoo Z wer (67 —ti,) Pg—p.s.
0 i=1
D’ou
pn 2
Z (wt? o wt?¥1>
. i=1
o= lim
n——+00
2 Z win, (6 = t1)
=1

au sens de la convergence en probabilité sous Py. Par conséquent, on obtient un estimateur oy, de o en choisissant une
partition de pas % constant et on trouve 1D

.. . L. ~ P . ~
Comme l'application (z,y) — % est continue sur R x R%, on déduit que on,1 N—9> o, autrement dit que on, 7 est
1 —+00

un estimateur consistant de o. O
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6.2 Outils pour ’estimation du parametre de dérive

Objectif Montrer que pour chaque 6 € ©, il existe une martingale de sorte qu’elle soit la densité de RADON-NIKODYM
de Py par rapport a Py, sur 'espace de probabilité filtré (‘5([0, T, R,), Br, (Bt)ogth ,IP’90>.

Théoréme 6.2 (Ratio de vraisemblance). En plus des Hypothéses (1) et (2) satisfaites, on suppose vérifiée

0o,ws)—b(0,ws)

I'Hypothése (3) : Pour 6y € © fizé, on suppose que pour tout 6 € O, u’(0,ws) := & vérifie la condi-

o(ws)
tion (5.24) sous Py, ce qui devient dans ce cas :
T T
1 9 2 1 0 0 2
Ep,, |exp 3 |u 0(0,ws)| ds || =Ep |exp 3 |u 0(9,X30)| ds < 0. (6.3)
0 0
Dans ce contexte, pour tout t € [0,T], le ratio de vraisemblance
dP F (0, ws) — b0, ws) L[ 02(0,ws) — b2 (00, ws)
M@,go = M(90 0 — 0 — / yWs) — 05 Ws d . — 7/ ,Ws) — 05 Ws d 64
¢ (w) ¢ (0) Py, 5, p o2(ws) w 2 02 (ws) S (6.4)
‘ 0

est bien définie Pop,—p.s. Qui plus est, le processus (Mf’eo) est une ((Bt)ogth,Pgo)—martingale.

0<t<T

Démonstration. Etape 1 : Construction pour chaque 6 € © d’une mesure de probabilité Qg.

e Par définition, u% (6, w;) est (B;)—adapté et continue en fonction de ¢ donc est By ® F—mesurable. Donc, par le Théo-
réme (5,w) — u%(h,ws) est progressivement mesurable.

e Pour § € ©, on pose

t t
1
MP () := exp —/uoo(ﬁ,ws)dBZ" —5 /ueo(ﬁ,ws)zds , 0<tT
0 0
et on définit Qg telle que
M (9) := dQo
dPg, |,

Alors, par la Proposition , Qg définit une mesure de probabilité. Puisque u vérifie la condition (6.3), on déduit
du Théoréme , que pour tout f € O,

¢
Ef :=B% ¢ /ueo(g,ws)ds, 0<t<T
0

est un ((Bt)ogth , Qg) —mouvement brownien et que Qg est équivalente a Pg,. Puisque Ij est satisfaite Py, — p.s.
pour 0 = 6y, on déduit, a l'aide de (5.28)), que

Done, par unicité en loi de (6.1)), on déduit que Qy = Py.

22. On affaiblira ensuite cette condition avec I'aide de la référence [34].
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dP" . Pour chaque 6 € O, on déduit que

Etape 2 : Calcul explicite de b |5
T

T T
P - 1 - 2
dPy M (6) = exp /b(9,w8) b(@o,ws)ngo - 7/ b(0,ws) — b (0o, ws) ds
dPy, B o (ws) 2 o (ws)
0 0
T
_ 2 -9 2
— exp /b(Q,ws) b(@o,ws)dBao - 7/ b* (0, ws) — 2b (0, ws) b (O, ws) + b (90,ws)d8
o (ws) 2 o2 (ws)
0 0
[ b(0,w.) — b (60,ws) [ b(0,w.) — b (00,ws) U182 (0,ws) — b2 (0, w3)
yWs) — 05 Ws 0 yWs) — 0, Ws ws - 0, Ws
= B 0 —_
exp / @) dBY —l—/ T (@) b (0o, ws)d 2/ o () ds
0 0 0
Tb 0 b (6 1 Tb2 0 b2 (6
exp / ( aws) - ( Oaws We 7/ ws - ( was)ds
o2 (wy) 2 02 (ws)
0 0
De plus, grace au Théoréme |5.16|, le processus (Mf’e‘)) e est une ((Bt)0<t<T ,Pgo)—martingale. O
<t< tx

Remarque 6.3. A la fin de I'Etape 1, on déduit que le modéle statistique . est homogéne.

Comme annoncé au préalable, on va désormais affaiblir la condition de NOVIKOV en s’appuyant sur la référence [34]
(Théoreme 7.19).

Théoréme 6.4. Le résultat du Théoréme subsiste en remplagant 'Hypotheése (3) par Uhypothése affaiblie

Hypothése (3’) : Pour 6y € © fizé, on suppose que pour tout § € ©, la condition

T
b2(0g, ws) + b2(6, ws
Py, / (% Ug(%)( Vs <00 | = 1. (6.5)

est vérifice.

Démonstration. Etape 1 : Construction d’une suite d’approximation de la diffusion. On considére la suite loca-

lisante
t

inf{t<T /ugo(ﬁ,ws)st >n
0

Tn(w) := .

T sur 1'événement /ueo (0, ws)%ds < n
0

Gréce a la condition (6.5)), on remarque que Py, —p.s., 7,(w) = T pour tout n suffisamment grand. Remarquons également

que Py, —p.s., pour tout n € N
t

To(w) =inf{t < T /u9°(9,ws)2ds >n AT
0

est un temps d’arrét comme l'infimum de deux temps d’arrét. D’ou, Py, —p.s., la suite (7, (w))nen est une suite de temps
d’arrét.

Etape 2 : Construction, pour chaque n € N, # € © donnés, d’une mesure de probabilité Qén).
On note pour § € ©, n € N,
b(0p, ws) — b0, ws)

o(ws)

uoo,(n) (S, 9,&1) = ﬂsg-,—n(w) (66)

En utilisant et la définition de 7, (w) on obtient

[ " b o b(0,w,)

/ue"’(”) (s,0,w)*ds = / b 0’w8)2(_ >( )] ds < n.
0~ (Ws

0 0
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et on déduit que u?> (") vérifie (6.3)). Pour § € ©, n € N, on pose

TMn(mb(@w)—b(& ws) 1TAT"(W) b(0,ws) — b(fo, ws) \*
MM (9) = exp | — ) Ws 0,Ws) 1gb0 _ 2 i O ds |, 0<t<T (6.7
T s
) o(ws) 2 ) U(ws)

et on définit Q ") telle que
aQy"

6o,(n
MTO( )(9) = d]P)e | .
0 BT

Alors, par la Proposition , Qén) définit une mesure de probabilité. Puisque u?>(") vérifie la condition || on déduit
du Théoréme , que pour tous # € ©, n € N,

t
B .= B 4 /u‘%’(") (s,0,w)ds, O0<t<T
0

est un ((Bt)ogth ,Qé")) —mouvement brownien et que Qé") est équivalente a Py, .

D’ou Qén)—p.s.,
¢ ¢
=z+ /b (0, ws)ds + /U(G,ws)déf’("), 0 <t <mp(w).
0
Autrement dit, w; est solution de (%) partant de z, dirigée par B%(™ sur (%([O,T],RQ7 (Bt)ogth,Q((,n)) pour tout

t < mp(w).
(n)

On introduit le processus (ws solution forte de

)ogng
w™ =g+ /tb (9,w§">) ds+ /a (9,w§”>) dB% ™), 0
0 0

w§”> = wy, 0<s<mp(w).

N
-
N
N

Par unicité trajectorielle,

Par unicité en loi, la loi de w(™ sous Q((,”) est Py. Ainsi,

VA € Bp, Py ({w e A} N{m(w) =T}) = (@(gn) ({w(”) € A} N {Tn (w(")> = T}) = én) {we AN {m(w)=T}).

6.8)
Etape 3 : Passage a la limite en n de MOO’(")( 0). Comme dans 'Etape 1, on a montré que nll}r_{loo Tn(w) = 157 on
déduit a laide de (6.7) que
T T )
M®(0) = lim MO(9) = exp / b(0,ws) — b(90,ws)ngU B 1/ (b(@,ws) — b(Oo,ws)> ds
n—-+oo J O’(ws) 2 ) 0((.05)

est bien définie Py, —p.s.

Qui plus est, remarquons a l'aide du théoreme de continuité séquentielle croissante que la suite d’événements
({mn(w) = T}), cn est de probabilité convergeant vers 1 et que sur chacun de ces événements M, fo.(n) = Mg 20.(0).

Etape 4 : Py, —intégrabilité de Mgf’ (0). A 'aide du théoréme de transfert, de 'Etape 3 et de I'identité (6.8) on obtient
pour A € Br,

Po,(4) = lim P, (AN {ra(w) =T}) = lim_ / My (0)aQf” = tim / M (6)dQy”
AN{mp (w)=T} An{7y (w)=T}
- % o — o
= nll}ar_loo / M2 (0)dPy = /MT (0)dPy.

An{rp (w)=T}
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Comme Py (A) < 0o, on déduit que M (9) € L*(Pg,).

Etape 5 : Conclusion. On déduit de I'étape précédente que M?O (0) est bien la dérivée de RADON-NIKODYM de Py par
rapport a Py, . O

Notre objectif étant ’estimation du parameétre € par la méthode du maximum de vraisemblance, I'intégrale stochastique de
(6.4) sera difficile a estimer. C’est pourquoi, on va transformer ladite intégrale en deux intégrales a parametres par rapport
a la mesure de LEBESGUE. C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 6.5. On se place dans le cadre décrit ci-dessus et ’on suppose que b et o sont de classe C1 presque partout.
Le ratio de vraisemblance, défini par (6.4)), peut se réécrire

T
0,00 b(9 b(0,y) — b(bo,y) 1 [ [0y6(0,ws) — Byb(6o, ws)] 02 (ws) — [b(8,ws) — b0, ws)] By (0% (ws))
My, = exp 20y —3 2 (w0s) ds

T 0

1 [ 020, w.) — B2 (60, ws)

ws - 0, Ws

5/ o2 (ws) ds
0
(6.9)

sous réserve que les intégrales écrites sotent bien définies Py, —p.s. .

Démonstration. Pour 8 € © donné, on considére une application fs : R — R de classe C'! et on note par Fy une primitive
de fo. En appliquant la formule d’ITO & Fy, on a

Fy(wr) = Fy(wo) +

Fo(x) +
D’ou
T wr x 1 T
[ fowito. = [ nowiay— [ ooy - 5 [ fifn)o*w s (6.10)
0 0 0 0
En prenant fy(y) := %&OW alors
Ofo, «  10,b(0,y) — 0yb(00,y)] o*(y) — [b(8, y) — b(bo, y)] By (o (y))
——(y) = 1
dy ot(y)
et dans ce cas, on obtient a I’aide de ) et - le résultat annoncé. O

Remarque 6.6. La relation est valable pour tout w € €([0,T],R) alors que (6.4) n’est valable que Pg,—presque
tout w € €([0,T],R4).

6.3 Estimation de parameétres du processus CIR a partir d’observations continues

Le modele CIR a joué le role d’'un modele jouet ou I'on pu déterminer explicitement un estimateur des parametres de
dérive. La mise en ceuvre des techniques sera transposée a nos modeles d’intérét, a savoir les modeles de croissance
tumorale dans les cas GOMPERTZ et logistique.

A présent, pour T > 0 fixé, on s'intéresse au cas ou b(0,z) := a — bx et o(x) := v/20z. On observe le processus continu
arrété w’ comme modele paramétrique solution de 'EDS

T T
=z+ / (a — bws)ds + / \/20w3d§§ (6.11)
0 0

onzx>0,a>0beR, 0>0etfd = (ab). Le parametre inconnu § = (a,b) que 'on cherche & estimer est seulement
impliqué dans le terme de dérive. Cette estimation sera réalisée par maximum de vraisemblance.

46



e Comme b(f, z) et o(x) sont deux fonctions boréliennes qui satisfont pour C' € R et pour tout 6 € ©,
Yo,y €Ry,  [p(0,2) = b(0,y)| +|o(z) — o(y)]* < Cla —yl.

Alors pour tout 6 € ©, le théoreme de YAMADA-WATANABE (Corollaire [3.7]) assure l'existence forte et I'unicité
trajectorielle des solutions de 'EDS (6.11)). Il s’ensuit que 'Hypothése (1) est vérifiée.

Résolution de I'équation CIR par la méthode d'Euler

8 K L N
L= ¥ N == N * |

Valeur approchée de la solution
-
[V, ]

501
251
0.0 A
0 5 10 15 20 5 30
Temps

FIGURE 7 — Quatre solutions fortes pour 'EDS (6.11) avec zo = 1, a = 0.4, b = 0.1 et o = 0.2 sur Uintervalle de temps [0, 7] avec
T = 30 pour une discrétisation réguliére de 2'* + 1 points.

e Vérifions désormais que 'Hypothése (2) est satisfaite & 1’aide des tests de FELLER (Proposition ). On remarque
que

z+ <

2
1 —b
vz € RY., / Ltla—byl,,
20y

2
T—3

est fini comme l'intégrale d’une fonction continue définie sur un compact. Il s’ensuit que les Hypothéses (ND) et (IL)
(Sous-section 3.3) sont satisfaites et I’'on est dans le cadre initial de la Proposition . Qui plus est,
* Pour 0 <e <1,

ple) = —/1ylgexp (-3(1-;,)) dy < —exp <—s(1—s)>/1y1gdy: —— (1— 81) exp <—3(1—6)>.

On déduit que pour a > o > 0, p (0, ) = —oo c’est-a-dire que le processus w’ ne touche pas 0.
* Pour M > 1,
M
1 b
p(M)= [ —zexp|—(y—1))dy.
Yo o
1

(y — 1)) ——— +o0, alors

. , —a
Par croissance comparee, comme Yy a1 exp (
y—r+o00

+oo
—~ —~ 1 b 1 1
aM > M, Yy > M, aexp((y—l))> et /fdy:—&—oo
ye o y J oy
M

on déduit par comparaison que p(+00) = +o00. D’oti, par la Proposition m (1), on déduit que pour tout § € ©
Py (S =4o00)=1 ol S:zinf{t}O‘w?G{O,—i—oo}}
dés que a > o.

Autrement dit, dés que a > o, le processus w? est strictement positif et n’explose pas en temps fini Pg—p.s.. On se
place désormais dans un tel cas. Ainsi, 'Hypothése (2) est alors vérifiée.
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6.3.1 Estimation du parameétre de diffusion o

Comme on est dans le cadre de la Proposition , alors par le point (1) de cette derniére on déduit que lestimateur de
diffusion

du modele CIR est consistant quand N — +o00, et on l'illustre numériquement ci-dessous.

On se place dans le cas ot g = 1, a = 0.4, b = 0.1 et 0 = 0.2 sur Uintervalle de temps [0,T] avec T' = 45. Pour une
trajectoire w donnée, simulée a partir des coefficients ci-dessus, on calcule pour chaque abscisse entiere 0 < k < N = 25

I’estimateur de diffusion
215‘,

2
> (wig —wing)

~ ~ i=1

La valeur obtenue par I'algorithme est o = 0.20000827492486623.

Consistance de I'estimateur de diffusion

Valeur approchée de 'estimateur
[=]
=
(o)

FIGURE 8 — Consistance en N de l'estimateur de diffusion du modeéle CIR
On remarque sur la FIGURE [§ que la consistance de 'estimateur de diffusion a lieu deés k& = 13.

6.3.2 Estimation du parameétre de dérive 6 = (a,b) par maximum de vraisemblance

Comme o a été estimé en temps fini, indépendamment des autres parametres, on peut désormais le supposer connu.

On rappelle, pour plus de confort, certains résultats des théorémes 1 et 3 de l'article [2] de BEN ALAYA et KEBAIER dans
I’énoncé suivant. Ce dernier permettra de faire sens aux objets considérés.

Théoréme 6.7. (BEN ALAYA - KEBAIER). Soit (wi)i>0 un processus de diffusion CIR solution de UEDS (6.11). Alors,

t

d
Vi>0, P, /—S<oo =1 = a>o.
W

WV

0
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Comme s — w; est continue sur le compact [0,7], il s’ensuit que s — w; y est bornée dessus. Puisque l'on s’est placé
dans le cas a > o, on déduit que

— | — 4+ — - —T
20w; 20 + 20 wsds

T T
/ a — bws)? a2 ds b2 2ab
0 0 0

est fini Py, —p.s. par le Théoréme et par suite on déduit que ’'Hypotheése (3°) est vérifiée.

Ainsi, d’aprés le Théoréme pour t € [0,T], T > 0, le ratio de vraisemblance

t t

a—ayp—(b—by) ws 1 [ (a—bws)? — (ag — bows)?
My(a,b) == M)" = / - d
t(a,b) ¢ eXP 20wg 2 20w s
0 0
est bien défini Py, —p.s.
D’aprés la relation précédente et en remarquant que y — fy(y) := % est de classe C* sur ]0, 7], le ratio de
vraisemblance, évalué au temps 7', avec 6y = (ap,0) devient grice a
wT b T T ( b )2 2
1 a—ag— by 1 a— ag 1 a—bws)® — ag
Mr(a,b) == ME&% = —/7d f/ ds— — [ =2 704 6.12
r(a,b) T P 20 Y yr 2 Ws s 40 Ws s ( )
T 0

et fait sens notamment quand ag > o d’aprés le Théoréme [6.7].

Proposition 6.8 (EMV). Pour a > o, Uestimateur du mazimum de vraisemblance 0y = (GT,ET) de 0 = (a,b) qui

mazximise Mr(a,b) est bien défini et est donné par

T T
d
log(wr) — log(z) + O’/ i /wsds —T(wy — )
W
~ 0 0
or = T T
/ﬁ /wsds —7?
S
0 0
6.13
> > (6.13)
7 (tog(er) ~log(o) +0 [ | = wr—a) [
br = T T °
/E /wsds — 77
Ws
0 0
Démonstration. Pour a > o, lestimateur du maximum de vraisemblance §T = (ﬁT,ZT) de 0 = (a,b) qui maximise

Mr(a,b) est bien défini d’apres le Théoréme [6.7.

Comme habituellement, sous réserve que cela soit possible, on souhaiterait dériver la vraisemblance Mr(a,b) par rapport
a a et b et chercher quand ces dérivées partielles s’annulent. D’aprés (6.12)) et le théoréme de dérivation sous le signe
intégrale, on montre que la vraisemblance Mr(a,b) est dérivable et de dérivée

T
OMr log(wT) log(x 1 ds vr
= M - -
da (@Y r(a,b) 2% )+ 2/ e
0 (6.14)
OMr W — T b aT
= M — _
7 (a,b) 7(a,b) x 50 9 wsds—|— 9
0
Ainsi, a partir de ’équation de vraisemblance, on déduit a 'aide de (6.14)), la relation (6.13]). O
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Remarque 6.9. Dans le cas ot b est supposé étre connu, 'EMYV de 0 = a devient

T

d
log(wr) — log(x) + o w—s + T

Dans le cas ot a est supposé étre connu, ’EMYV de 8 = b devient

~ al +x — wr
9T=T7.

/wsds

0

6.3.3 Consistance des estimateurs ar et BT.
Dans cette sous-section, on pourra s’appuyer sur la référence [14] et sur [46] pour quelques calculs de moments.
Lemme 6.10. Pour a > o, on a

L wr—x B . log(wr) —log(x)
(1) TLHJIrloo T =0 P b-s: (2) TLHEOO T

=0 Pyp—p.s.

Démonstration. (1) A partir de Péquation (6.11)), on déduit que

T T
_ b ,/2 ~
“’T z T/ T”/,ﬁwsdBf. (6.15)
0 0

On va montrer que la limite de I'intégrale déterministe sera donnée par le théoréme ergodique et que celle de l'intégrale
stochastique sera donnée par le Lemme [A.29].

e On rappelle que d’apres la preuve du Theoréme , le processus w” est ergodique et admet une unique mesure
invariante p dont la densité par rapport a la mesure de LEBESGUE est celle d’une loi I' (%, g)

La Proposition et le théoréme ergodique assurent que

T

. 1 a
TLHEOO T /wsds =E,(w) = 3 Pyp—p.s. (6.16)
0

e D’autre part, par les tests de FELLER, on a montré (dans le deuxiéme point e de la section 6.3) que pour a > o, le
procesus w’ est strictement positif et n’explose pas en temps fini Py—p.s. D’oil

t

Vit >0, /wsds < oo Py—p.s.

0
T “+00
T
De plus, par (6.16)), on déduit que /wsds o % Py—p.s., et donc que / wsds = 400 Pyg—p.s.. D’ott par le
—+o0
0 0
Lemme [A.29], on obtient que
T T
1 ~ ~
7 [ Ve [ vemaB!
. 0 T o _ _
TEI—EOO 1 T o T1—1>I—10’—loo T 0 Po—p.s.
T/wsds /wsds
0 0
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Dong, par ce qui précede et (6.16)), on déduit que

T

: 1 no

Tlirfwf/\/wsst =0 Py—p.s..
0

Il s’ensuit de (6.15)), (6.16)) et (6.17) le résultat annoncé.

(2) A partir de Péquation (6.11)) et de la formule d’ITO, on déduit que

T T

o Vo

W

T T
log(wr) —log(z) a—o / ds V20 / dB?
— b4+ —
s T
0 0

(6.17)

(6.18)

Comme précédemment, on va montrer que la limite des intégrales déterministes sera donnée par le théoréeme ergodique

et que celle de I'intégrale stochastique sera donnée par le Lemme [A.29].

e La Proposition et le théoréme ergodique assurent que

r d b
1 1
T—4oo T | wy w a—o
0

e D’autre part, en se placant dans le cas a > o, le Théoréme assure que

Py—p.s.

t

(6.19)

d
Vi > 0, /j < oo Py—p.s.
Ws
0
rd bT a
De plus, par (6.19), on déduit que /—S ~ Py—p.s., et donc que / & 400 Pg—p.s.. D’ou par le
wg T—+cc0 a—0 Ws
0 0
Lemme [A.29], on obtient que
T T
1 / dB? / dB?
T ) Jws /Ws
Tlim 0 Tlim 0 = =0 Pyp—p.s.
——+o0 l ds — 400 /%
T ] ws Ws
0 0
Donc, par ce qui précede et (6.19)), on déduit que
T 4B
1 B
li 5 =0 Py—p.s.. 6.20
Tﬁlrn{loo T ] Jws 6—p-8 ( )
0
Il s’ensuit de (6.18)), (6.19) et (6.20) le résultat annoncé. O
Proposition 6.11. Pour a > o, les estimateurs ar et BT sont fortement consistants.
Démonstration. A Daide de la Proposition , on remarque que
log(wr) ~log(x) _ o [ds| 1 [ log(wr) ~log(x) o [d [d
og(wr) — log(x o s)1 wr — T og(wr) — log(x o s wr—x S
Do\WT) T Mo\t) | 7 il ods — o\l e\ 2 _ —
T +T/ws T/“S T T +T/ws T XT/wS
~ 0 0 T 0 0
ar = T T br = T T
1 fds 1 1 fds 1
T w—sxf/wsds—l T —XT/wsds—l
0 0 0 0
Gréace au Lemme [6.10}, de (6.16]) et (6.19), on déduit le résultat annoncé. O
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6.3.4 Controle asymptotique de ’erreur

Pour obtenir le caractere asymptotiquement normal de 'estimateur 67, on sera amené a considérer, a nouveau, l'intégrale

stochastique de (6.11]).

Proposition 6.12. L’erreur de l’estimateur 61 peut s’écrire sous la forme

ar = et bT =

0
Td T
weds — T2 /—S/wsds—T2
Ws
0 0

e A Tl'aide de lj on déduit d’une part que

T <
6
/dws*/ e vE [
VWs
0

c>\)ﬂ
1~
o\ﬂ

et d’autre part que

T T
T wT—x+b/wsds :aT2+T\/2U/\/de§§
0 0

Ainsi, & partir de (6.22)), et en utilisant (6.23)) puis (6.24]), on déduit le résultat annoncé pour ar — a de (6.21)).

e A laide de (6.11), on déduit que

T T

Td T Td T
aT/ (wp —x) /—S :b/wsds/—s \/QU/N/deBg
Ws Wse Wsg
0 0 0 0

0 0

Ainsi, & partir de 1' et en utilisant () puis 1) on déduit le résultat annoncé pour bT —bde 1)

Corollaire 6.13. L’erreur de l’estimateur §T = (&T,3T> est de la forme

f dB?
N . Vs
0T —0= V20’ <N>T ]\fT7 avec NT = TO

Démonstration. Apres quelques calculs de variations quadratiques, on déduit que

T T
g—i -T ) 1 Jwsds T
<N>T = 0 T et <N>; = T T 0 T
-T  [wsds [ 9 [wods —T? T [
0 0o o 0

puis le résultat avec la Proposition [6.8].
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Théoréme 6.14. Pour le cas b > 0 et a > o, et en supposant pour tout T > 0

T T
(1) Ep, /wsds < 00 (2) Ep, /i—j < 00 (6.28)
0 0
on a ~ S by
Ly {VT (07 - 0) } 222220 Mo (0g2,20C7"), avee O = (a_—f . ) .
Démonstration. Etape 1 : Ergodicité du processus. En prenant ¢ := b et § := % dans la proposition 2.2 de l'article

[T4] de FOURNIE et TALAY, on déduit de cette derniére que le processus est ergodique admettant une unique mesure de
probabilit¢ invariante p dont la densité par rapport a la mesure de LEBESGUE est celle d'une loi I' (£, g)

Etape 2 : Calcul de la limite de <NT>T quand T — +o0. A l'aide de la Proposition et du théoréeme ergodique,
on déduit que Py—p.s

T T
. 1 a . 1 ds 1 b
AT / weds =By(w) =, et i 7 ) =B (w) TS (6.29)
0 0
Ainsi, par (6.29) on déduit, a 1'aide de (6.27)) que
) (N)r b 1
| = 4 = Py—np.s. .
To%ee T ~1 ¢ 07D (6.30)

Etape 3 : TCL pour martingale. On va désormais chercher & appliquer le TCL pour martingale en vérifiant les
hypotheses du Théoréme [A.30].

Tout d’abord, on réécrit Np donnée par (6.26]) sous la forme

T 1
Nr = / F,dB’ ot Fy:= | Jws
0 —VWs

Par les hypotheses (6.28]) de ce théoréme, on remarque que ’hypothése (1) du Théoréme est satisfaite. D’autre
part, & l'aide de (6.29) et de (6.30), on remarque que I’hypothese (2) du Théoréme est vérifiée. Il s’ensuit alors de
ce théoréme que

T
. Np 1 =g Loi
TEIEW ﬁ = TEIEOO ﬁ /ngBg == NR2 (OR2,C) . (631)
0

Etape 4 : Conclusion. Comme application z — % est continue, on déduit a ’aide de 1) que

. —1 _ 1 B
TETOOT<N>T =C Pyp—p.s..

En remarquant par (6.26) que

ﬁ(éT 79) = V30T (N)7! x N—\/%

on déduit a 'aide de (6.31]) et du lemme de SLUTSKY le résultat annoncé. O

Remarque 6.15. L’hypothése (1) du théoréme précédent peut étre démontrée en contrélant les moments des coefficients
de '’EDS comme dans la preuve de la Proposition - Etape 1.1.b. En revanche, ’hypothése (2) du théoréme
précédent donnée par est nécessaire et elle nous semble délicate a démontrer contrairement a BEN ALAYA et KEBAIER
dans [2] qui Uomette!

23. Voir Annexe A.l. - Définition |A.1
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7 Estimation de parameéetres du processus de Gompertz a partir d’obser-
vations continues

Dans ce qui suit, on va considérer le modele de GOMPERTZ sans racine autrement dit le modele défini par 'EDS :

dXt = [(IXt — bXt IOg(Xt)} dt + O'XtdBt, XO = X9 > 0
On appellera désormais modéle de GOMPERTZ ce dit modéle!

T

A présent, pour T > 0 fixé, on observe le processus continu arrété w* comme modele paramétrique solution de 'EDS

T T
wr =x + /ws(a —blog(ws))ds + /stdéf (7.1)
0 0

otz >0,a>0,b0>0,0>0et 0= (ab). Le paramétre inconnu § = (a,b) que 'on cherche a estimer est seulement
impliqué dans le terme de dérive. Cette estimation sera réalisée par maximum de vraisemblance.

On rappelle de la sous-section 4.1 qu’il y a existence forte et unicité trajectorielle des solutions. En conséquence,
I'Hypotheése (1) (faite a la section 6) est vérifiée. De plus 'Hypothése (ND) de non-dégénérescence (faite a la section
4), pour prouver la non-explosion en temps fini du processus solution de , n’est rien d’autre que 'Hypothése (2)
(faite & la section 6).

7.1 Estimation numérique du parametre de diffusion
7.1.1 Consistance en N

Comme on est dans le cadre de la Proposition , alors par le point (2) de cette derniére, on déduit que l'estimateur
de diffusion

N

NZ (wi% 7w(i71)%)2

. i—1
N
2
TZ Wi-1ZL

i=1

ON.T =

du modele de GOMPERTZ est consistant quand N — +o0, et on l'illustre numériquement ci-dessous.

On se place dans le cas ot xg = 1, a = 0.4, b = 0.1 et 0 = 0.2 sur l'intervalle de temps [0,7] avec T" = 45. Pour une
trajectoire w donnée, simulée & partir des coefficients ci-dessus, on calcule pour chaque abscisse entiere 0 < kK < N = 25
I’estimateur de diffusion

La valeur obtenue par I'algorithme est ¢ = 0.19986480095168049.
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Consistance de I'estimateur de diffusion

0225

0200 1

0175 1

0.150 4

0125 1

0.100

0075 A

Valeur approchée de 'estimataur

0.050 1

FIGURE 9 — Consistance en N de ’estimateur de diffusion du modeéle de GOMPERTZ.
On remarque sur la FIGURE [J] que la consistance de 'estimateur de diffusion a lieu deés k& = 13.

7.1.2 Remarques numériques

Remarque 7.1. Numériquement, on constate sur la FIGURE que lestimateur de diffusion du modéle de GOMPERTZ
est consistant en T'.

On se place dans le cas ot x9g = 1, a = 0.4, b = 0.1 et 0 = 0.2 sur Uintervalle de temps [0,T] avec T = 45 pour une
discrétisation réguliére de 21 + 1 points.

Approximation de I'estimateur de diffusion en temps

0.24 1

0.22 A

0.20

0.18 1

0.16 {

0.14 1

Waleur approchee de 'estimateur

— Valeur approcheée

012 1 Valeur exacte

T
0 10 20 30 40
Temps

FIGURE 10 — Consistance en T de I'estimateur de diffusion du modéle de GOMPERTZ.

Remarque 7.2. Numériguement, on constate sur la FIGURE que ’estimateur de diffusion du modéle de GOMPERTZ
est asymptotiquement normal.

On se place dans le cas ot xg = 1, a = 0.4, b = 0.1 et 0 = 0.2 sur Uintervalle de temps [0,T] avec T = 45. On a simulé
un 5000— échantillon d’estimateur de diffusion oon ¢ avec N =15, que l'on a représenté dans I’histogramme ci-dessous.

Il existe des références prouvant la normalité asymptotique de l'estimateur de diffusion telles les références [I1] et [I8] .
Nous ne nous sommes pas intéressés a cette question dans ce stage.
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Histogramme d'un 5000-échantillon de I'estimateur de diffusion
175

150

125

100

=]

Nombre d'eccurences

50

5

0 T T T S T
0194 019 01% 0200 0202 0204 0206 0208
Valeurs de I'estimateur de diffusion

FIGURE 11 — Normalité asymptotique de I'estimateur de diffusion du modeéle de GOMPERTZ en considérant 100 bandes.

7.2 Estimation du parameétre de dérive par rapport a un processus dY; = oY,dB;.
7.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance @\T = (ET,3T>

Comme s — wy est continue sur le compact [0, 7], il s’ensuit que s — w; y est bornée dessus. On déduit que

T o1 ) ) T T
/(aws — a;S ;)g(ws)) ds = — a2T+b2/log2(ws)ds—2ab/log(ws)ds
o2w o
0 ® 0 0
est fini Py, —p.s. et par suite on déduit que ’'Hypothése (3’) est vérifiée.
Ainsi, d’apres le Théoréme pour t € [0,T], T > 0, le ratio de vraisemblance

T

1
M;(a,b) := Mf"% =exp | — /
o

0

a—ag— (b—bp)log(ws)

Ws

T
1
dws — 3 / (a — blog(ws))® — (ap — bo log(ws))? ds (7.2)
0
est bien défini Pg,—p.s.

Proposition 7.3. Le ratio de vraisemblance, défini par (7.2)), peut se réécrire dans le cas 6y = (0,0)

WT(J,— (0] 0'2 ’ ’
Mr(a,b) i= M%% — exp 1 /b;g(y)dw ?/[afb(log(ws) —1)]ds — / (a — blog(wy))? ds (7.3)
0

0

1
o2 2

€T

Démonstration. En reprenant la preuve de la Proposition avec Papplication fy(y) := on obtient le résultat

a—blog(y)
Y
souhaité. O

Proposition 7.4. L’estimateur du mazxzimum de vraisemblance §T = (6T7BT) de 0 = (a,b) qui mazimise Mr(a,b) est
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donné par

T T T
2 —1 1 2 (1 log? 1 1
(02+0g<wT>Tog<w>)T /ng(ws) -7 (1 /1og(ws) iy +(_ og <wT)2T og?( ) / log(ws)d
~ 0 0 0
or = T T
1 1
T/log2 ws)ds — /log
0 0
log(wr) — log(z) 1 [ log(wr) — log(x) _ o?
og(wr) — log(z og”(wr) —log(z) o
T X /log(ws)ds oT + 5
~ 0
br =

(7.4)

Démonstration. D’apres (7.3)), et le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on montre que la vraisemblance Mr(a, b)
est dérivable et de dérivée

T
OMr log(wr) —log(z) T aT b
W(a, b) = Z\f’]"(@7 b) X # + 5 iy + p /log(ws)ds
0
, 7 T (7.5)
OM 1 1 1 1
T;(a’b) — Mp(ab) x | - og (ngaz og”( 5/ og(ws) ds—|— - / a — blog(ws )1og(ws)ds
0 0
Ainsi, & partir de ’équation de vraisemblance, on déduit & l'aide de (|7.5)), la relation ((7.4)). O
7.2.2 Consistance des estimateurs ar et ET
Lemme 7.5. On a les assertions suivantes
. log(wr) —log(z) _ _ log*(wr) —log®(x)
(1) TEIEOO — 5= 0 Py—p.s. (2) TETOO T =0 Pp—p.s.

Démonstration. (1) A partir de équation 1' et de la formule d’ITO, on déduit que

T N
log(wr) — log(z) b / BY.  o?
_ = = —_ — 1 _ = — .
T a— og(ws)ds + o T 5 (7.6)
0

On va montrer que la limite de l'intégrale déterministe sera donnée par le théoreme ergodique et que celle de la partie
brownienne sera donnée par le Lemme (Ici, il s’agit en fait de la loi des grands nombres pour un mouvement
brownien!).

e D’apres le Théoréme et la Proposition on déduit que le processus log (wT) converge en loi vers 'unique
2

loi invariante p dont la densité par rapport a la mesure de LEBESGUE est celle d’une loi normale A/ (2“2_;’ ; ‘;b> De

plus, d’aprées le Théoréeme , le processus w” est ergodique.

La Proposition et le théoréme ergodique (Théoréme ) assurent que

T

lim %/log(ws)ds =E, (log(w)) =

T—+oo
0

2a — o2

2b

Pyp—p.s. (7.7)
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e D’autre part, pour le choix du processus f = (fi):>o constant égale & 1 dans le Lemme [A.29], on déduit de ce dernier
que

no

. Bp _
TETOO - = 0 Pyp—p.s. (7.8)

11 s’ensuit de ([7.6)), et ([7.8]) le résultat annoncé.

(2) A partir de I’équation (7.1) et de la formule d’ITO, on déduit que

T T T

log? (wr) — log?(x) _ 20— o? 2b 20 o~
T T /log —7 /log ws)ds + ?/bg ws)dBY 4 o (7.9)
0 0 0

Comme précédemment, on va montrer que la limite des intégrales déterministes sera donnée par le théoréeme ergodique
et que celle de I'intégrale stochastique sera donnée par le Lemme [A.29].

e La Proposition et le théoréme ergodique (Théoréme [4.3}) assurent que

T

2 2\ 2
lim %/logQ(ws)ds =E, (log’(w)) = 7 4 <2a 7 ) Pyp—p.s. (7.10)
0

T—+4o00 2b 2b

e D’autre part, la Proposition assure que le processus w? est strictement positif et n’explose pas en temps fini
Py—p.s.. Donc,

T
/log (ws)ds < oo Py—p.s..
0

De plus, par (|7.10), on déduit que

T “+oc0
/ ds 02+<2a—02)2 T P ¢ d / ds N P
—_— ~ — —p.s. et donc ——— = 400 —p.s..
log?(ws) T—+oe | 2b 20 0P log(ws) 0P
0
D’ou, par le Lemme [A.29], on obtient que
T T
1 ~
T /1og(ws)dBf /log w,)dB?
. 0 o 0 _
T1~I>IJIrloo 1 T o TEIEOO T =0 ]P)g p-s.
T/logQ(ws)ds /log
0 0
Donc, par ce qui précede et (7.10]), on déduit que
T
1 ~
lim — [1 BY=0 Py—p.s. 11
P T/ og(ws)dB; =0 Py—p.s (7.11)

0

11 s’ensuit de (7.9), (7.7)), (7.10) et (7.11) le résultat annoncé. O

Proposition 7.6. Les estimateurs ar et 371 sont fortement consistants.

Démonstration. A I'aide de la Proposition , du Lemme et de (7.7) et (7.10)), on déduit le résultat annoncé. [

7.2.3 Controle asymptotique de 1’erreur

Pour obtenir le caractere asymptotiquement normal de 'estimateur 67, on sera amené a considérer, a nouveau, 'intégrale

stochastique de (7.1).
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Proposition 7.7. L’erreur de l’estimateur 07 peut s’écrire sous la forme

. T T . T 50 B T
— /log (ws)ds x — -7 /log ws)ds X = /log(ws)déf T /log ws)ds X — /log ws) d39
ana =0 o o 3 /l;be =0 0 o 3
. T . T T . T
— 2 — — — — —
T/log (ws)ds T/log(ws)ds T/ *(ws)ds T/log(ws)d
0 0 0 0

(7.12)

Démonstration. A partir de 1’ et de la formule d’ITO appliquée aux fonctions x — log(z) et  — log? (x), on déduit
que

T T T

T
1 [ log(ws) 1
2 RN —
/ / og”(ws)ds T/ o dws x T /log(ws)ds
~ 0 0 0 0
a = T T 2
l/12( )d l/1()d
T og” (ws )ds T 0glws)ds
7’ T 0 T
1 / dws oL /10 (we)ds — 1 log(ws)d (7.13)
T) w, “T) BT T
y 0 0 0

2

A Taide de 1) on déduit d’une part que

T
/dw
w
0

T
* =aT — b/ log(ws)ds + o BY (7.14)
0

et d’autre part que

T | T T T
/des = a/log(ws)ds - b/logQ(wS)ds—i—a/log(ws)dEf (7.15)
Ws
0 ) 0 0 0
Ainsi, a partir de ((7.13]), et en utilisant ([7.14)) puis (7.15)), on déduit le résultat annoncé ([7.12)). O
Corollaire 7.8. L’erreur de l’estimateur §T = (5T,/Z;T) est de la forme
R Bf.
07 — 0 =0 (N);' Nr, Np=|[ T = 7.16
r o Nz Nr avee AT — [log(ws)dB? (7.16)
0
Démonstration. Apres quelques calculs de variations quadratiques, on déduit que
T T T
T — [log(ws)ds 1 [log*(ws)ds  [log(ws)ds
-1
(N)p = T 7’ ) et (N)p = 5 | 0
-J1 s d 1 s d 1 s d T
Jlog(ur)ds [ 1og?(r)ds o oo Frostagar ) [t
(7.17)
puis le résultat avec la Proposition [7.4}. O
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Théoréme 7.9. L’estimateur §T est asymptotiquement normal :

2

1 _ 2a—0c

2, {\/T (§T — 9)} Loi sous Py, Ng2 (ORQ,UZC_l) , avec C = va—o? o2 22;702 2
Totee —Tm o wm T ( 26 )

Démonstration. Etape 1 : Calcul de la limite de quand T' — +oco. D’apres le Théorémeet la Proposition

(N)r
T
on déduit que le processus log (wT) converge en loi vers I'unique loi invariante p dont la densité par rapport a la mesure

de LEBESGUE est celle d’une loi normale A/ (26‘2_1)"2 ; ‘;—Z) De plus, d’apres le Théoréme , le processus w” est ergodique.

Le théoréme ergodique (Théoréme [4.3}) assure que Py—p.s.

LT 2a — o2 w 2 2a—0%\?
. a—o : o a—o
Jim / log(w)ds = B, (log(w)) = 2 Jim / log?(w,)ds = E, (log*(w)) = 2 + ( - )
0 0
(7.18)
Ainsi, par (7.18)) on déduit, a l'aide de ([7.17)), que
N 1 _ 2a—0o2
lim < T?T = 20—02 o2 22ab_02 2 = C, Pe*p.S. (719)
T=oe % Tt ( 20 )

Etape 2 : TCL pour martingale. On va désormais chercher & appliquer le TCL pour martingale en vérifiant les
hypotheses du Théoréme [A.30].

Tout d’abord, on réécrit Np donnée par (7.16|) sous la forme

T
_ 50 S 1
Np = /FSdBS ou Fy := (—log(ws) .
0

Comme une loi normale admet des moments de tout ordre, alors par la Proposition [4.4} et le théoréme de FUBINI, il
s’ensuit que pour tout 7" > 0

T T

(1) Ep, log(ws)ds | < o0 (2) Ep, log?(ws)ds | < oo (7.20)
/ /

Par ([7.20), on remarque que I'hypothése (1) du Théoréme [A.30} est satisfaite. D’autre part, a Paide de (7.18) et de
(7.19), on remarque que I’hypothése (2) du Théoréme est vérifiée. Il s’ensuit alors de ce théoréme que

T

. Np 1 =g Loi

Tl_l}l}_loo ﬁ = Tl_l)r_{_loo ﬁ /Fsst = NRZ (ORQ,C) . (721)
0

Etape 3 : Conclusion. Comme 'application z — % est continue, on déduit a I’aide de 1) que

lim T(N);'=C"' Py—p.s..

T—+o00

En remarquant par (7.16) que

\/T@T —0) = 0T (N)7" x NT%

on déduit a I'aide de (7.21]) et du lemme de SLUTSKY le résultat annoncé. O

7.3 Estimation numérique des parametres de dérive

Dans cette sous-section, on illustre numériquement les propriétés obtenues théoriquement ci-dessus. Tout d’abord, la
consistance (forte) des estimateurs de dérive, puis leur normalité asymptotique.
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7.3.1 Illustration de la consistance des estimateurs de dérive

Remarquons que la consistance des estimateurs de dérive a lieu en temps contrairement a la consistance de ’estimateur
de diffusion (Sous-section 7.1.1.). C’est pourquoi, on considére désormais un intervalle de temps [0, 7] plus grand que les
précédentes simulations.

On se place dans le cas ot g = 1.2,a = 0.4,b = 0.1 et o = 0.2 sur Uintervalle de temps [0,7] avec T = 1000 pour un
pas de temps régulier de 0.1. Les estimateurs simulés prenant de grandes valeurs au début de la simulation, et afin de
permettre une meilleure visualisation de ladite consistance, on a fait le choix de zoomer a partir de la 2500° itération,

c’est-a-dire & peu prés pour T ~ 76. Les estimateurs simulés sont issus d’une méme trajectoire w?’.

Les valeurs obtenues par ’algorithme sont respectivement a = 0.39651247099804623 et b = 0.09887621377705318.

Consistance de I'estimateur de dénve a 0105 Consistance de I'estimateur de dénve b
E 0.40 %WJ E 0.100
£ £
-_E 038 E 0.095
S © 0.090
b 036 -4
2 £
g 8 0085
2 034 =
L L]
5 5 0.080
3 032 5
- — Valeur approchee = — Valeur approcheée
Valeur attendue 0.075 Valeur attendue
030 1 . . . . . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Temps Temps
FIGURE 12 — Consistance en T de I'estimateur de dérive a FIGURE 13 — Consistance en T de 'estimateur de dérive b
du modele de GOMPERTZ. du modele de GOMPERTZ.

7.3.2 Illustration de la normalité asymptotique des estimateurs de dérive

On se place dans le cas ott zg = 1.2,a = 0.4,b = 0.1 et o = 0.2 sur 'intervalle de temps [0, 7] avec T' = 1000 pour un pas de
temps régulier de 0.1. On a simulé respectivement un 5000—échantillon d’estimateur de dérive ar et un 5000—échantillon
d’estimateur de dérive br que l'on a représenté dans les histogrammes ci-dessous. Pour chaque échantillon simulé, les

estimateurs de dérive ar et by sont issus d’'une méme trajectoire wT.

Histogramme d'un 5000-échantillon de I'estimateur de dérive a Histogramme d'un 5000-échantillon de I'estimateur de dérive b
160 175
140 150
w120 n
o o 125
B 100 B
= =
I & 100
5 g X
= =
= v 75
£ £
Z = 50
"Ll b
_ —— |l s,
030 035 0.40 0.45 0.50 0.08 0.09 0.10 011 012 013
Valeurs de l'estimateur de dérive a Valeurs de |'estimateur de dérive b
FIGURE 14 — Normalité asymptotique de I'estimateur de dé- FIGURE 15 — Normalité asymptotique de I’estimateur de dé-
rive a du modele de GOMPERTZ en considérant 100 bandes. rive b du modele de GOMPERTZ en considérant 100 bandes.
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8 Estimation de parametres du processus logistique a partir d’observations
continues

Dans ce qui suit, on va considérer le modele logistique sans racine autrement dit le modele défini par 'EDS :

dX; = [aX, — bX?]dt + 0 X,dB,,  Xo =10 >0
On appellera désormais modéle logistique ce dit modele !

T

A présent, pour T > 0 fixé, on observe le processus continu arrété w* comme modele paramétrique solution de 'EDS

T T
wr =2 + /ws(a — bws)ds + /std]§2 (8.1)
0 0

otz >0,a>0b>0,0>0et 0= (a,b). Le paramétre inconnu § = (a,b) que 'on cherche a estimer est seulement
impliqué dans le terme de dérive. Cette estimation sera réalisée par maximum de vraisemblance.

On rappelle de la sous-section 4.1 qu’il y a existence forte et unicité trajectorielle des solutions. En conséquence,
I'Hypotheése (1) (faite a la section 6) est vérifiée. De plus 'Hypothése (ND) de non-dégénérescence (faite a la section
4), pour prouver la non-explosion en temps fini du processus solution de , n’est rien d’autre que 'Hypothése (2)
(faite & la section 6).

8.1 Estimation numérique du parametre de diffusion
8.1.1 Consistance en N

Comme on est dans le cadre de la Proposition , alors par le point (2) de cette derniére, on déduit que l'estimateur
de diffusion

N

NZ (wi% 7w(i71)%)2

. i—1
N
2
TZ Wi-1ZL

i=1

ON.T =

du modele de logistique est consistant quand N — +o00, et on l'illustre numériquement ci-dessous.

On se place dans le cas ot zg = 1, a = 0.4, b = 0.1 et 0 = 0.2 sur l'intervalle de temps [0,7] avec T" = 45. Pour une
trajectoire w donnée, simulée & partir des coefficients ci-dessus, on calcule pour chaque abscisse entiere 0 < kK < N = 25
I’estimateur de diffusion

La valeur obtenue par I'algorithme est ¢ = 0.20000197163943945.
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Consistance de I'estimateur de diffusion

0.20

018 -

Valeur approchée de I'estimateur

FIGURE 16 — Consistance en N de 'estimateur de diffusion du modele logistique.
On remarque sur la FIGURE [I6] que la consistance de l'estimateur de diffusion a lieu dés k = 11.

8.1.2 Remarques numériques

Remarque 8.1. Numériguement, on constate sur la FIGURE que Uestimateur de diffusion du modéle logistique est
consistant en T'.

On se place dans le cas ot x9g = 1, a = 0.4, b = 0.1 et 0 = 0.2 sur Uintervalle de temps [0,T] avec T = 45 pour une
discrétisation réguliére de 21 + 1 points.

Approximation de I'estimateur de diffusion en temps

= Valeur approchée
Valeur exacte

(=T =] =
Ed (9, LA
N & n
' ' '

= =

EEE )

(5, B
L .

=]

"

=
1

Waleur approchee de 'estimateur

= =

[N ]

=
L L
r

T
0 10 20 30 40
Temps

FIGURE 17 — Consistance en T' de I’estimateur de diffusion du modeéle logistique.

Remarque 8.2. Numériguement, on constate sur la FIGURE que Uestimateur de diffusion du modele logistique est
asymptotiquement normal.

On se place dans le cas ot zg = 1, a = 0.4, b = 0.1 et 0 = 0.2 sur Uintervalle de temps [0,T] avec T = 45. On a simulé
un 5000— échantillon d’estimateur de diffusion oon ¢ avec N =15, que l'on a représenté dans I’histogramme ci-dessous.

Il existe des références prouvant la normalité asymptotique de l'estimateur de diffusion telles les références [I1] et [I8] .
Nous ne nous sommes pas intéressés a cette question dans ce stage.
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Histogramme d'un 5000-échantillon de I'estimateur de diffusion
200
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Valeurs de I'estimateur de diffusion

FIGURE 18 — Normalité asymptotique de I'estimateur de diffusion du modele logistique en considérant 100 bandes.

8.2 Estimation du parametre de dérive par rapport a un processus dY; = oY;dB;.
8.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance @\T = (ET,3T>
Comme s — wy est continue sur le compact [0, 7], il s’ensuit que s — w; y est bornée dessus. On déduit que

aw bw 2 a?1 b2 2a

s w2
/ 0202 sy ds= o2 + 2 sds 72/
0 0

0

est fini Py, —p.s. et par suite on déduit que 'Hypothése (3’) est vérifiée.
Ainsi, d’apres le Théoréme pour t € [0,T], T > 0, le ratio de vraisemblance

o2w? o2w?

t t
— 1 _ — 2
My(a,b) := MP® = ex / @ ao)un — (b= bolus g, -3 / aws = b)” — (aows = bows)” (8.2)
0 0

est bien défini Pg,—p.s.

Proposition 8.3. Le ratio de vraisemblance, défini par (8.2)), peut se réécrire dans le cas 6y = (0,0)

wT T T
1 a—by al 1 [a®T v? 9 2ab
MT(CL,b):eXp ;/ dy+77* 724’72/(4&]9(157?/&15(:15 (83)
0

Y 2 2\ o o
T 0

Démonstration. En reprenant la preuve de la Proposition avec lapplication fy(y) := % on obtient le résultat
souhaité. O

Proposition 8.4. L’estimateur du mazximum de vraisemblance §T = (6T7BT) de 0 = (a,b) qui mazimise Mr(a,b) est
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donné par

T T
— 2\ 1 - 1
Uﬂwﬁkﬂ@+0> /dﬁ_m‘xx /%m
T
0 0

(wr) —log() 0*\ 1 [ Y
log(wr) — log(x o 1 wr —
(T‘+2T weds — =%
by = 0
1 r 1 r ’
T w3ds — —/wsds
0 0

Démonstration. D’apres (8.3)), et le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on montre que la vraisemblance Mr(a, b)
est dérivable et de dérivée

T
M 1 T T b
aaaT (a,b) = Mr(a,b) x = [log(wr) — log(x)] + 3 Z—z + 2 /wsds
0
T T (8.5)
OMr wr — T b 9 a
W(a,b) = MT((Z, b) X — 0_2 — ; /wst —+ ; /wsds
0 0
Ainsi, & partir de I’équation de vraisemblance, on déduit a I’aide de (8.5)), la relation (8.4)). O]

8.2.2 Consistance des estimateurs ar et /b\T

Lemme 8.5. Pour 2a > 02, on a

L wr—zx . log(wr) — log(z)
(1) Tgr}rloo T =0 Pg—p.s. (2) Tgr}rloo T

Démonstration. (1) A partir de équation (8.1), on déduit que

T ; T T
Wwr—x _a _ b 2 g o
T =7 /wsds T /wsder T /deBS (8.6)
0 0 0

On va montrer que la limite des intégrales déterministes sera donnée par le théoreme ergodique et que celle de l'intégrale
stochastique sera donnée par le Lemme [A.29].

e D’aprés la Proposition [4.12], le processus w? converge en loi vers l'unique loi invariante p dont la densité par

2 2b
rapport a la mesure de LEBESGUE est celle d’une loi T’ (a 1=
o

5 ) De plus, d’apres le Théoréme |4.11L, le
o

processus w! est ergodique.

La Proposition [A.2] et le théoréme ergodique (Théoréme ) assurent que

T T
1 2a — 0 1 2a(2a — o
lim T/wsds =E.(w) = S Py—p.s. lim —/wfds =E, (w?) = 2a(2a —07) Py—p.s. (8.7)

T—+00 2b T +o00 4b2
0 0

e D’autre part, en se placant dans le cas 2a > 02, la Proposition assure que le processus w’ est strictement positif

et n’explose pas en temps fini Py—p.s.. Donc,

T
VT >0, /wfds <oo Pyp—p.s..
0
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T “+o0

o 5 2a(2a — 0?) 9
De plus, par (8.7)), on déduit que [ wids ~ —————T Pyp—p.s., et donc que wi;ds = 400 Py—p.s..
T—+o0 4b2
0 0
D’on, par le Lemme [A.29], on obtient que
T T
1 ~ ~
T/wsdBf /wsng
. 0 s o _ _
TETOO 1 T o Tl—l)rfoo T 0 ]Pg p-3.
T/wgds /wgds
0 0
Donc, par ce qui précede et (8.7]), on déduit que
T
1 ~
lim — B =0 Py—p.s. :
T~1>I£ooT/WSd =0 Pyp—p.s (8.8)

0

Il s’ensuit de 7 7 et (8.8) le résultat annoncé.

(2) A partir de Péquation (8.1) et de la formule d’ITO, on déduit que

T A
log(wr) —log(z) b BY.  o?
T —a—T/wsds—l—ch ~ 3 (8.9)
0

Comme précédemment, la limite de 'intégrale déterministe est donnée par le théoreme ergodique (8.7) et celle de la
partie brownienne est donnée par la loi des grands nombres pour un mouvement brownien ([7.8]).

Le résultat annoncé s’ensuit. O
Proposition 8.6. Pour 2a > o2, les estimateurs ar et by sont fortement consistants.

Démonstration. A Daide de la Proposition , du Lemme et de , on déduit le résultat annoncé. O

8.2.3 Controle asymptotique de ’erreur

Pour obtenir le caracteére asymptotiquement normal de I'estimateur 61, on sera amené a considérer, a nouveau, l'intégrale
stochastique de (8.1).

Proposition 8.7. L’erreur de l’estimateur 01 peut s’écrire sous la forme

- BY 1 - 17 Bl -
T/w?ds TT—T/wsdsx T/deBf T/wsdsx TT_T wsng
ar —a=o0—2 po 0 po g by —b=cg—2 po TO 5 (8.10)
%/w?dsf %/wsds %/wfdsf —/wsds
0 0 0 0

Démonstration. A partir de (8.4) et de la formule d’ITO appliquée & la fonction z — log(x), on déduit que
T 4 T T T 1 T
1 We 1 wr — 1 1 W, 1 wr —
T o, X T /w?ds — TT X T /wst T/ w: X T /(JJgdS — TT
0 0

ar = 0 - et by = 0 - . (8.11)

T
1 1
T/w?ds— T/wsds
0

0
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e A laide de 1D on déduit d’une part que

Ws

T 4 T
/ Y5 —al — b/wsds + af}% (8.12)
0 0

et d’autre part que

Nl =
NI Q

. T

wr — X

T Jrf/wfds:
0

T
/wsds +
0

Ainsi, a partir de (8.11)), et en utilisant (8.12)) puis (8.13]), on déduit le résultat annoncé pour ar — a de (8.10).

T
/ wdB? (8.13)
0

e A laide de lb on déduit que

T . T T
a wr — o
T/wsds - TT = T/wzds - T/wsds (8.14)
0 0 0
Ainsi, a partir de |j et en utilisant |i puis 1) on déduit le résultat annoncé pour BT — b de (8.10). O

Corollaire 8.8. L’erreur de l’estimateur é\T = (ZiT,gT) est de la forme

B
Or—0=o0 (N);l Ny, avec Np:= | fwsdﬁf (8.15)
0
Démonstration. Aprés quelques calculs de variations quadratiques, on déduit que
T T T
T — [wyds 1 Jw2ds  [wsds
-1
(N)p = T T et (N)p™ = n " 5 | 0 (8.16)
— [ wsds w?ds wsds T
of g waf—(fwﬂs) g
0 0
puis le résultat avec la Proposition [8.4}. O
Lemme 8.9. Pour tout T > 0
T T
(1) Ep, /wsds < 00 (2) Ep, /wgds < 00 (8.17)
0 0

Démonstration. Grace a la forme explicite de la solution du modele logistique donnée a la Proposition , on déduit

de cette derniere que pour tout ¢t > 0
2
w < T exp <[a 02] t+aBt> .

De plus, puisque les deux premiers moments d’une loi log-normale étant finis (Proposition M.), il s’ensuit alors, par le
théoreme de FUBINI-TONELLI, les résultats annoncés. O

Théoréme 8.10. Pour 2a > 02, estimateur §T est asymptotiquement normal :

T a—0o
oo 0 102

-~ oi sous — 1 *20’_02
gpe {\/T (97“ - 0)} ﬁNRZ (O]R2,0'2O 1) s avec C = (_2 2 2a(2a2—b<72)> .

Démonstration. Etape 1 : Calcul de la limite de % quand T — +o0. D’apres la Proposition , le processus
T

w* converge en loi vers I'unique loi invariante p dont la densité par rapport a la mesure de LEBESGUE est celle d’une loi

2 2b
r (Z —1; 2) .De plus, d’aprés le Théoréme |4.11L, le processus w” est ergodique.
o o
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La Proposition M‘ et le théoréme ergodique (Théoréme ) assurent que

T T
1 2a — o2 .1 9 o 2a(2a —0?)
Tl_lg_loo T /wsds =E,(w) = —55 Pg—p.s. T1—1>I4r-loo T/wsds =E, (w?) = — Py—p.s. (8.18)
0 0
Ainsi, par (8.18)) on déduit, a l'aide de (8.16)), que
2
) <N>T ( 1 __2a—0c
lim = 2 2, =C Pp—p.s. (8.19)
o _ 2a—0 2a(2a—0c”) ’
T—+ T 57 T

Etape 2 : TCL pour martingale. On va désormais chercher & appliquer le TCL pour martingale en vérifiant les
hypotheses du Théoréme [A.30].

Tout d’abord, on réécrit N donnée par (8.15|) sous la forme

T
Nr = /Fsdég ol Fy := (L ) .
0

Par (8.17), on remarque que ’hypothése (1) du Théoréme [A.30} est satisfaite. D’autre part, a l'aide de (8.18) et de
(8.19), on remarque que ’hypothése (2) du Théoréme est vérifiée. Il s’ensuit alors de ce théoréme que

T
. NT _ . 1 Ho Loi
TETW ﬁ = Tll)Iilm \/T /FSst = NR2 (OR27C) . (820)
0

Etape 3 : Conclusion. Comme Papplication 2 —» % est continue, on déduit a ’aide de 1) que

lim T(N)'=C! Py—p.s..
Ti}foo<>T C 9—D.s

En remarquant par (8.15)) que

VT (07 - 0) = 0T (N);" % %

on déduit a l'aide de (8.20) et du lemme de SLUTSKY le résultat annoncé. O

8.3 Estimation numérique des parametres de dérive

Dans cette sous-section, on illustre numériquement les propriétés obtenues théoriquement ci-dessus. Tout d’abord, la
consistance (forte) des estimateurs de dérive, puis leur normalité asymptotique.

8.3.1 Illustration de la consistance des estimateurs de dérive

Remarquons que la consistance des estimateurs de dérive a lieu en temps contrairement a la consistance de ’estimateur
de diffusion (Sous-section 8.1.1.). C’est pourquoi, on considére désormais un intervalle de temps [0, 7] plus grand que les
précédentes simulations.

On se place dans le cas ot g = 1,a = 0.4,b = 0.1 et 0 = 0.2 sur l'intervalle de temps [0,7] avec T' = 1000 pour une
discrétisation réguliere de 2!7 + 1 points. Les estimateurs simulés prenant de grandes valeurs au début de la simulation,
et afin de permettre une meilleure visualisation de ladite consistance, on a fait le choix de zoomer & partir de la 2500°

itération, c’est-a-dire & peu prés pour T =~ 20. Les estimateurs simulés sont issus d’une méme trajectoire w’.

Les valeurs obtenues par ’algorithme sont respectivement a = 0.41055095076791653 et b = 0.10115014700090477.

8.3.2 Illustration de la normalité asymptotique des estimateurs de dérive

On se place dans le cas oit 29 = 1,a = 0.4,b = 0.1 et 0 = 0.2 sur l'intervalle de temps [0,7] avec T = 1000 pour une
discrétisation réguliere de 2'7 +1 points. On a simulé respectivement un 5000—échantillon d’estimateur de dérive ar et un
5000—échantillon d’estimateur de dérive by que I'on a représenté dans les histogrammes ci-dessous. Pour chaque échantillon

simulé, les estimateurs de dérive @7 et by sont issus d’une méme trajectoire w’.
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9 Conclusion

9.1 Bilan

Dans ce rapport de stage, on a défini avec soin, une méthode pour estimer les parametres d’'une diffusion, a partir d’ob-
servations continues. Cette méthode s’est appuyée sur des résultats de calculs stochastiques avancés, tels le théoreme de
GIRSANOV que 'on a reformulé a plusieurs reprises jusqu’a arriver a une version permettant d’effectuer en pratique 1’esti-
mation de parametres d’une diffusion, dans le cas GOMPERTZ et logistique avec bruit stochastique linéaire. L’aboutissement
de cette méthode se conclut, en proposant des estimateurs de dérive fortement consistants et asymptotiquement normaux,
pour nos deux modeles de croissance tumorale.

9.2 Perspectives

e Dans notre situation, on voudrait un modeéle décrivant la dynamique de deux populations de cellules : sensibles et
résistantes. Il semble important d’avoir un modele avec interaction (compétition) entre les deux populations, afin de
rendre compte de ’absence de cellules résistantes en ’absence de traitement (c’est-a-dire que les cellules sensibles sont
avantagées compétitivement par rapport aux cellules résistantes en I’absence de traitement), et I’absence de cellules
sensibles lorsque les résistantes émergent pendant le traitement (relation inverse a la précédente au cours du traitement).

Une version stochastique de tels modeéles pourrait étre de la forme logistique (ou LOTKA-VOLTERRA compétitif)

ax} = nxt(1- 25X a4 oy XA
AX? = rpX? (1- X5 a4 oy X2AB?

69



ou bien GOMPERTZ compétitif

dx;} X} log (“LX) dt + oy X} dB}

K
dx? ro X2 log (XHéth) dt + oo X2dB?
olt X} et X? désignent respectivement la quantité de cellules sensibles et résistantes au traitement au temps ¢, et B! et
B? sont deux mouvements browniens indépendants.

La raison d’un tel choix est que, si I’on néglige les termes stochastiques, les systémes d’EDO obtenus sont faciles a analyser
asymptotiquement, au moins pour le modele logistique (Voir [7]) : il existe quatre équilibres possibles : I’équilibre instable
(0,0), et trois équilibres stables (K1,0), (0, K2) et 'équilibre non trivial (z}, z3) donné par
Kl — oK . Ko— Ky
] =— ; Ty = —".
C2 —C1 C2 —C1

L’unique solution du systéme logistique converge vers I'un des équilibres stables, décrivant, soit la fixation d’une des
especes, soit la coexistence des deux espéces. Le choix de la limite dépend du signe des quantités Kyco —c1 Ko et Ko — K7
lesquelles quantifient respectivement la capacité d’invasion de la population de cellules résistantes (respectivement
sensibles) dans la population résidente de cellules sensibles (respectivement résistantes).

e Une autre difficulté inhérente aux modeles de croissance tumorale avec racine est la possibilité d’extinction qui restreint
I'intervalle d’observation. Les méthodes par maximum de vraisemblance restent possibles, cependant, les méthodes pour
prouver la consistance s’écroulent. Une alternative possible serait de conditionner par rapport a des événements de
longue survie (Voir [22]).

e En étant dans un cadre applicatif, il s’est posé la question de I'estimation de parametres des processus de diffusion
considérés. Une des difficultés est que les processus considérés sont a temps continu, alors que les observations ne
peuvent étre que discretes! I parait alors raisonnable de se demander si les versions discrétisées des estimateurs de
maximum de vraisemblance construits dans ce stage bénéficient toujours de bonnes propriétés asymptotiques.

De plus, les méthodes d’estimation construites durant ce stage de recherche n’ont été testées que sur des données
simulées. Lesdites méthodes pourront étre appliquées sur les données bio-médicales obtenues dans le projet ITMO
Cancer par séquencage de ’ADN tumoral circulant dans le sang des patients.
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Annexe A : La boite a outils

Annexe A.1: Quelques rappels

Définition A.1 (Loi Gamma). [I6] - Section 5.6.5. Soient a et b des réels strictement positifs. On appelle loi Gamma

I'(a,b) la loi dont la densité par rapport d la mesure de LEBESGUE est

xTr +— ]-_‘b(a)aja—l eXp(_bm)ﬂ]O’ﬁ»oo[(x) ou F(a) — /Z‘a_l eXp(—a?)dx

Ry

Proposition A.2 (Moments d’une loi Gamma). Soit X une variable aléatoire de loi Gamma T'(a,b). Alors

(2) Ee(X?) = ala+1) (3) Es (1) _ b

(1) Ezx(X) =+ 12 X) a-1

Démonstration. Voir [I4] - pages 81-82 et [40] - page 4.

O

Définition A.3 (Loi log-normale). [40] page 37 - [16] page 184. Une variable aléatoire X est dite log-normale si la variable
aléatoire log(X) suit une loi normale. De fagon analogue, si Y est une variable aléatoire de loi normale, alors exp(Y') suit

une loi log-normale.

Proposition A.4 (Moments d’une loi log-normale). Soit X une variable aléatoire de loi log-normale telle que log(X) ~

N (u7 02). Alors

(1) Ep(X)=-exp (u + U;) (2) Ep (X?) =exp (2u+20?).

Démonstration. Voir [40] - page 38.

Annexe A.1.1: Théorie de la mesure

On considére F un espace mesurable muni d’une tribu £ et C une classe de parties de F.
TRIBU ET FILTRATION

Définition A.5 (Filtration continue a droite). On dit que la filtration (F;);>0 est continue a droite si

vt>0, (F=F

s>t

Définition A.6 (Filtration complete). Soit N la classe des ensembles P—négligeables de Fo . La filtration est dite compléte

SZNQ‘/_'.O

Définition A.7 (Conditions habituelles). On dit que la filtration (Fi)i>o0 satisfait les conditions habituelles si elle est a

la fois continue a droite et compléte.

Théoréme A.8. Soit Z € L'(P). Alors, la famille de variable aléatoire

{EP (Z‘ g) ’ G sous-tribu de .7:}

est uniformément intégrable.

Démonstration. Voir [47] - page 128.



MESURABILITE ET PROCESSUS
Définition A.9 (Processus mesurable). On dit qu’un processus X = (Xi)i>0 est mesurable si l’application
X: [0,400[x — FE
(t,w) — Xi(w)
est mesurable par rapport & B(]0, +oo]) @ F.
Définition A.10 (Processus adapté). On dit qu’un processus X = (X;)i>0 est adapté si Xy est Fy—mesurable.

Définition A.11 (Processus progressivement mesurable). On dit qu’un processus X = (X;);>0 est progressivement me-

surable si pour tout t > 0, Uapplication
X:[0,t]xQ — E

(50) — Xuw)
est mesurable par rapport a B([0,t]) ® F;.

Théoréme A.12. (CHUNG - DOOB). Un processus mesurable et adapté admet une modification progressivement mesurable.

Démonstration. Voir l'article [29] . O

Définition A.13 (Espace des processus progressifs). Soit M une martingale continue bornée dans L*(P) telle que My = 0.
On note L2(M) ’espace des processus progressifs H d valeurs dans R™ tels que

Ep /Hfd(M>s < o0.
0

Annexe A.1.2 : Ergodicité des processus

Soit X := (X;)¢>0 un processus de MARKOV homogene & valeurs dans R? décrit par 'EDS
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt.
Hypotheéses. Il existe un domaine (ouvert) borné U C R? & frontiére réguliere I', vérifiant les hypothéses suivantes :

Hypothése (H1) Dans le domaine U et son voisinage, la plus petite valeur propre A de la matrice de diffusion A(z) :=
o(x)o*(x) vérifie :
M > 0,Yx >0, |\ > M.

Hypothése (H2) Si z € RAU, le temps moyen 7 d’une trajectoire issue de z atteignant I’ensemble U est finie et

sup E,(7) < oo pour tout compact K C R,
reK

Théoréme A.14 (Théoréme ergodique). On suppose que les Hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors,

(1) le processus de MARKOV X a une unique loi stationnaire .
(2) Pour toute fonction f € L' (), pour toute loi initiale Py,

1
li —
T—lg-loo T

T
/f(Xs)d8=/f(y)du(y) Po—p.s.
0 Rd

Démonstration. Voir [31] - Théoréme 4.1 page 108 - Théoréme 4.2 page 110 - Corollaire 4.4 page 112. O
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Annexe A.1.3 : Résultats de convergence

Théoréme A.15 (Condition nécessaire et suffisante de convergence L'). Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires
de L1(P) et soit X € L*(P). De fagon équivalente,

P
. X, —— X
X, —— X — n—-+0o
n—-+oo

La famille (X,)nen est uniformément intégrable.

Démonstration. Voir [47] - page 131. O

Théoréme A.16. Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires de L'(P) et soit X € L'(P). Alors,

X, P x o 304, B (Xg,(n) ]-") LN (X ‘ ]-")
n—+4o00 n—+o0o
Démonstration. L’hypothese X, —+> X est équivalente a X,, — X % 0. Il suffit donc, de montrer que
n——+0oo
LY, p.s. p.s.
X, 22220 = Jptt, BEp (Xw(n) f) SN
n—-+oo n—-+oo

Comme pour n € N|

[Be (30| 7)| < Be (1321 7)
Ll
et X,, ——— 0, il s’ensuit que
n—4oo
1
Ep (Xn ]-') LN}
n—-4oo
Donc, il existe une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que Ep (ch(n) .7-") %—% 0. O
n—-+oo

Annexe A.2 : Résultats classiques en calcul stochastique
Annexe A.2.1 : Martingale fermée

Définition A.17 (Martingale fermée). [I5] p.48. Une ((Fi),P)—martingale (X¢)i>o est dite fermée par une variable
aléatoire Xo, € LY(P), si pour tout t > 0,

X, = Ep (Xoo ’ ]-"t).

On rappelle sans démonstration les résultats classiques suivants :

Théoréme A.18. Soit X = (Xi)i>0 une (Fy)—martingale. Si lapplication t — Ep(Xy) est continue d droite, alors X a
une modification, qui est aussi une (Fy)—martingale, dont les trajectoires sont continues d droite avec des limites d gauche
en tout point (cadlag).

Démonstration. Voir [I5] - page 47. O

Proposition A.19. Soit (X;):>0 une martingale continue a droite. Alors, il y a équivalence entre les assertions suivantes :

(1) X est fermée (2) X ﬂs—;—% Koom (3) La famille (X;)i>0 est uniformément intégrable.

Démonstration. Voir [I5] - page 48. O

Théoréme A.20. (1) Soit (X;)i>0 une sur-martingale (respectivement sous-martingale) continue & droite fermée par une
variable aléatoire Foo—mesurable X .. Alors, si S et T sont deux temps d’arrét avec S < T, on a

Xg >Ep (XT ‘ }'S) (respectivement Xs <Ep (XT ‘ .7-'5))

avec la convention Xp = Xo, sur {T = oco}. En particulier, Xg = Ep (Xoo ‘ ]-"S>.
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(2) Soit (X¢)i=0 une martingale continue a droite fermée par une variable aléatoire Foo—mesurable Xo. Alors, si S et T
sont deux temps d’arrét avec S < T, on a

Xg = Ep (XT ’ ]-“5>
avec la convention X1 = Xoo sur {T = oo}. En particulier, Xg = Ep (Xoo ‘ .7:5>.

Démonstration. Voir [I5] - page 49. O

Annexe A.2.2 : Martingale locale et variation quadratique

Théoréme A.21. Soit M une martingale locale (continue) issue de 0. Alors, si M est un processus d variation finie, M
est indistinguable de 0.

Démonstration. Voir [I5] - page 63. O

Proposition A.22. Une martingale locale positive M telle que My € L*(P) est une surmartingale (positive).

Démonstration. Voir [15] - pages 62-63. O

Théoréme A.23. Soit M une martingale locale continue. Il existe un processus croissant, noté ((M),) unique d

>0
indistinguabilité prés, tel que M? — (M) soit une martingale locale continue. De plus, pour tout T > 0, si 0 = t§ <t} <
<o <P =T une suite de subdivisions emboitées de [0,T) de pas tendant vers 0, on a

Pn

2
(Myr = Tm 37 (M~ M)

au sens de la convergence en probabilité. Le processus (M) est appelé la variation quadratique de M.

Démonstration. Voir [I5] - page 64. O

Théoréme A.24. Soit M une martingale locale avec My = 0. Si Ep ((M)oo) < 00, alors M est une martingale bornée
dans L*(P).

Démonstration. Voir [I5] - page 69. O
Théoréme A.25. (LEVY). Soit X = (X!, ..., X?) un processus continu ((F;),P)—adapté issu de 0. Il y a équivalence entre

(1) X est un ((Fi), P)—mouvement brownien de dimension d.
(2) Les processus X*',..., X% sont des (F;),P)—martingales locales continues et de plus (X', Xj>t = 0; 5t.

En particulier, une ((F:), P)—martingale locale continue M issue de 0 est un ((Fz), P)—mouvement brownien, si et seulement
st <M>t =t.

Démonstration. Voir [I5] - page 96. O

Annexe A.2.3 : Inégalités fondamentales

Lemme A.26. (GRONWALL). Soit T > 0 et f une fonction borélienne positive et bornée sur [0,T]. On suppose qu’il existe
deuz constantes positives v et (3 telles que pour tout t € [0,T],

Alors, pour tout t € [0,T],

Démonstration. Voir [35] - page 119. O

iv



Proposition A.27. (DOOB). Soit (M;)>o une martingale. Pour tout p > 1,

“((aper)) < (25) 200

Démonstration. Voir [35] - page 99. O

Proposition A.28. (BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY). Pour tout réel p > 0, il existe des constantes ¢, > 0 et C), > 0 telles
que, pour toute martingale locale M issue de 0,

o (%) <E (sup Vi) < GE (%)

=
Démonstration. Voir [15] - page 99. O

Annexe A.2.4: Comportement asymptotique

LO1 FORTE DES GRANDS NOMBRES POUR MARTINGALE BROWNIENNE

Lemme A.29. Soient B un ((F;), P)—mouvement brownien standard et f = (fi)i>0 un processus (Fy, P)—adapté vérifiant

T
/ffdt <oo P—ps. VT >0 et / fAdt =400 P—p.s.
0
alors,
t
[ faz.
. 0 B _
tllgrnoo —— =0 P-ps.
JE
0
Démonstration. Voir [I4] - Lemme 3.5. page 87. O

TCL POUR MARTINGALE BROWNIENNE

Théoréme A.30. Soient B = (B',..., B™) un ((F;),P)—mouvement brownien standard de dimension m et F = (F})y>o,

avec Fy = (ft”) L<i<n un processus matriciel ((Ft),P)—adapté vérifiant
1<jsm

(1) Vvi<i<nV1<j<m, fm'eMg([o Y

(2) V1<i,j<n, lim T / Z ftz kftj Tt = ¢y au sens de la convergence en probabilité.
T—+oc0 el

Alors, en notant C = (¢ij)1¢; jcn

\F/F dB, —>Z avec Z ~ Ngn (Ogn, C).

Démonstration. Voir [I4] - Théoréme 3.6. page 88. O

T
24. Mz (][0, T)) est le sous-espace de L2 ([0,T]) des processus (Xt)¢>o vérifiant VT' > 0, Ep /det < oo
0



Annexe B : Quelques faits biologiques

Annexe B.1 : Initiation et progression d’une tumeur

Le cancer (ou tumeur maligne) qui est une des plus grandes causes de mortalité, est une altération génétique alimentée par
une évolution somatiquelz_gl Cette maladie est caractérisée par une prolifération cellulaire (tumeur) anormalement impor-
tante au sein d’un tissu normal de 'organisme, de telle maniere que la survie de ce dernier est menacée. Elle s’accompagne
d’une croissance anarchique de cellules envahissant et asphyxiant les tissus voisins. Durant I’évolution somatique, des alté-
rations génétiques et épigénétiquesm peuvent se répandre a travers une population de cellules pré-malignes ou cancéreuses.
Du fait que les populations de cellules accumulent progressivement plus de changements au cours du temps, elles acquiérent
des caractéristiques qui leur permettent de persister dans des tissus. Ces adaptations sont caractérisées, par exemple, par
une esquive élevée du systeme immunitaire, la pression-sélection exercée par des interventions thérapeutiques et la forma-
tion de métastases. De multiples facteurs contribuent a l’oncogénéseE] tels que des erreurs aléatoires de réplication d’ADN
dans les cellules, des interations entre cellules et le micro-environnement du tissu, et des expositions environnementales
telles des radiations. En conséquence, une compréhension du développement et de la progression d’un cancer requiert
I’élucidation de propriétés collectives de cellules dans un tissu et leur interaction avec le micro-environnement.

b Hierarchically organized tissue Hierarchically organized tumour

) @
Stem cell
Self-renewal (® @ @ o
Cancer ‘
Development I 1 initiation ee Mutation

and differentiation
event / \
00000CH—- GO
600000SERINCINST
A_/ Self-renewal eo Go
[Tumour growth or outgrowthl a o
Time Differentiated cells

ogggg.ggaﬁb
Tissue homeostasis
and tumour suppression

g08="
Wi

FIGURE 23 — [3] - a. Apres conception, prolifération répétée, différenciation et mort sélective, ceci conduit a la génération
de tissus individuels. Une fois le développement complet, tous les tissus sont caractérisés par homéostasie (nombre de
cellules constant & travers le temps). L’homéostasie est brisée, quand des altérations génétiques ou autres surviennent, ce
qui permet aux clones des cellules d’augmenter en fréquence a travers le processus d’évolution somatique.

b. De nombreux tissus sains sont caractérisés par une organisation hiérarchique englobant des cellules souches avec une
capacité d’auto-renouvelement et une faible activité, des cellules progénitrices et des cellules différenciées. Le cancer peut
survenir par de multiples maniéres, soit a travers une accumulation de mutation dans le compartiment des cellules souches,
soit dans une population de cellules différenciées. La premiére possibilité () peut conduire directement au cancer, tandis
que la seconde option (8) peut inclure des changements de mutations supplémentaires qui permettent aux populations de
cellules tumorales résultantes de s’auto-renouveler. De nombreuses tumeurs, comme les tissus normaux, sont aussi organisées
hiérarchiquement, et dans certains cas la dédifférenciation de cellules tumorales matures vers des cellules tumorales non
différenciées est possible.

25. Qualifie toutes les cellules du corps sauf les gamétes. Une mutation somatique, qui affecte un géne d’une cellule somatique disparait avec
I'individu porteur. Une mutation germinale peut étre transmise & sa descendance.

26. Epigénése : Partie des phénoménes du développement embryonnaire qui n’est pas due au programme génétique mais & d’autres facteurs
telles I’action de contact d’un tissu sur un autre.

27. Ensemble des facteurs et des mécanismes a l’origine des cancers ou tumeurs malignes.
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Annexe B.2 : ADN circulant

On note ¢fDNA (cell free DNA) ’ADN circulant et ¢ctDNA (circulating tumor DNA) ’ADN tumoral circulant. L’abondance
du ctDNA dépend du stade de la maladie, du type de cancer, de sa V&SCUl&I‘iS&tiOH@ du traitement et de la taille du
stromaf9]

Annexe B.2.1 : Mesures d’ADN circulant

Il n’y a pas de protocole de prélevement et mesure du ctDNA communément admis par la communauté médicale,
c’est-a-dire validé cliniquement. Ainsi, il n’est pas toujours possible de comparer les données d’une étude a 'autre. Dans
notre étude, on se fixera sur un protocole précis. L’essentiel de nos données sera obtenu par NGS (Next Generation
Sequencing), avec notamment, approche CappSeq (CAncer Personalized Profiling by deep SEQuencing) qui permet
de séquencer plusieurs génes (56 génes) et de voir toutes les séquences de ce géne présentes (tous les alléles) avec une
sensibilité de 1'ordre de 1%.

Protocole. Le sang est nettoyé afin de ne garder que le ¢fDNA. En ne conservant que ce qui correspond aux 56 génes,
que l'on souhaite étudier, le ¢cfDNA est découpé en morceaux de 151 paires de bases. Ces portions sont ensuite séquencées,
puis alignées sur une séquence d’ADN humaine de référence, c’est-a-dire n’ayant pas subi de mutation.

Données. On dispose donc de la quantité totale de ¢cfDNA, d’un nombre de copies pour chaque géne et méme pour chaque
portion de 151 paires de bases des genes étudiés. Pour chacun des 56 genes on a toutes les fréquences observées avec leur
fréquences respectives. En étudiant la variation du nombre de copies, on peut également avoir une idée des éventuelles
délétions et amplifications subies par ces genes.

Annexe B.2.2 : ctDNA et résistance

On appelle ADN sauvage, les séquences d’ADN qui coincident avec I’ADN de référence. Dans ce projet, on observe des
portions de 151 paires de bases qui peuvent étre sauvages si elles coincident avec des portions de 151 paires de bases de
la séquence de référence (quelle proportion?). On appelle ADN tumoral toute portion d’ADN qui n’est pas sauvage. On
part du principe que, sur les génes que 1'on regarde, la présence d’une mutation signifie que ’ADN provient d’une cellule
tumorale, car ces génes sont impliqués dans le fonctionnement cancéreux.

Comme les génes observés sont impliqués dans le fonctionnement cancéreux, on fait ’hypothese que la présence d’une
mutation signifie que ’ADN provient d’une cellule tumorale.

Les thérapies ciblées que l'on considére, agissent, en général, sur les cellules porteuses d’une mutation bien précise (donc
sur des cellules tumorales), observée fréquemment dans les cancers. On parlera de mutation de sensibilité au traitement.
Un certain nombre de mutations sont connues pour induire une résistance a cette thérapie. On parlera de mutation(s) de
résistance au traitement. On peut remarquer que d’autres mutations inconnues peuvent étre responsables d’une résistance
et que les observations de ¢ctDNA porteurs d’'une mutation de résistance connue ne suffisent pas, a priori, & quantifier
la quantité totale de ctDNA de cellules résistantes au traitement, & moins de faire I’hypothése que ce ctDNA! (ctDNA
Inconnu) soit négligeable.

Si les mutations de résistance sont sur le méme gene que la mutation de sensibilité (et a une distance de moins de 151
paires de bases), on peut observer conjointement la quantité de ctDNA résistant et de ctDNA sensible avec les données de
ce gene.

Sinon, on ne peut observer que la quantité d’ADN sauvage et ctDNA sensible au niveau de la mutation de sensibilité, et
la quantité d’ADN sauvage et ctDNA résistant au niveau de la mutation de résistance. Si on veut pouvoir obtenir une
information en nombre de cellules sensibles et résistantes, on ne pourra le faire que si on fait I’hypothese qu’il n’y a pas eu
de délétion ou amplification au niveau de la mutation de sensibilité et/ou de résistance.

28. Par exemple, dans les cancers du cerveau, il y a peu de ctDNA libéré.
29. Tissus sains autour de la tumeur. L’ADN du stroma est libéré de fagon erratique.
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Annexe C: Programmation en Python de divers modeles de croissance
tumorale

Annexe C.1 : Schéma d’Euler

Dans cette section, on se référera a 'ouvrage [20] (sous-section 6.2 page 138).
Sauf raison particuliere due a des singularités locales, ou des croissances sur-linéaires, des coeflicients b et o, il est possible
d’obtenir des vitesses de convergence satisfaisantes en se limitant a la méthode d’approximation la plus simple possible, a

savoir, le schéma d’EULER.

Voici une justification intuitive de ce schéma. Soit T' > 0. On observe que

P+ F (r+1)Z
Xz = Xz + / b(X.)ds + / o(X.)dB,
»L pZ

T
= Xp% +0 (Xp%) n +o (Xp%> (B(p+1)77: - Bp%)
Ceci justifie intuitivement le schéma de discrétisation suivant , appelé schéma d’FEULER, défini de maniere récursive par
XM = X

XM e = X0 (X)L o (X,r0) (Buiyz — Boz)-

n

Ainsi, pour simuler une trajectoire de (X (7;) , il suffit de simuler la famille de variables aléatoires indépendantes

P?)ogp@
(BLBﬂ —Br,...,Bp— B(n_l)g)

T

n"

de loi gaussienne centrée et de variance

Annexe C.2 : Codes sources Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from random import gauss

(1) Modéle de Gompertz sans racine

Le code ci-dessous permet de simuler une trajectoire suivant le modele de GOMPERTZ sans racine carrée ainsi qu’un
estimateur de dérive (a, b).

1 def f(a,b,x):

2 return axx — bxx*np.log(x)

3

4 def Euler_ stochastique2(N,a,b,sigma,x0,T):
5 t = np.linspace (0,T,2%*N +2,endpoint =True)
6 x = np.zeros ((2xxN +2))

7 Ilogl = np.zeros ((2**xN +2))

8 Ilog2 = np.zeros ((2x+«xN +2))

9 Numa = np.zeros ((2x*N +2))

10 Numb = np.zeros ((2xxN +2))

11 Denom = np.ones ((2x*xN +2))

12 a_chap = np.zeros ((2xxN +2))

13 b_chap = np.zeros ((2%xxN +2))

15 x[0] = x0

16 Ilogl [0] = np.log(x][0])
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Ilog2 [0] = (np.log(x[0]))**2
pas_de_temps = 0.1

for k in range(2xxN+1)
x[k+1] = np.abs(np.abs(x|
+ sigmaxnp.abs (x|
Ilogl [k+1] = Ilogl [k] + (
Tlog2 [k+1] = Tlog2[k] + (
Numa|[k+1] = (((sigmaxx2)/
*

k]) + (pas_de_temps)*f(a,b, np.abs(x[k]))
k])*np.sqrt (pas_de_temps)*gauss (0,1))
pas_de_temps)*np.log (x[k+1])
pas_de_temps)*(np.log (x[k—+1]))**2
2) + ((np.log(
(Ilog2 [k+1]/((pas_de_temps)*(k+1))
— ((sigmaxx2)/2)x((Ilogl [k+1]/((pas_de_temps)*(k+1)))**2)
+ (= (((np.log (x[k+1]))#52 — (
+ ((sigmax*%2)/2) )x(Ilogl [k+1]/((pas_de_temps)x(k+1)))
Numb[k+1] = ((np.log(x[k+1]) —np.log(x[0]))/((pas_de_temps)x(k+1)))
*(Ilogl [k+1]/((pas_de_temps)*(k+1)))
— ((np.log(x[k+1]))**2 — (np.log(x[0]))*=*2)/(2x(pas_de_temps)=*(k+1))
+ (sigmax**2)/2
Denom [k+1] = (Ilog2 [k+1]/((pas_de_temps)*(k-+1)))
— (Tlogl [k+1]/((pas_de_temps)*(k+1)))**2

a_chap[k+1] = (Numa|[k+1]/Denom[k-+1])
b_chap [k+1] = (Numb|[k+1]/Denom |[k+1])
k = kil

return np.array ([t,x,a_chap,b_chap])

(2) Illustration d’une trajectoire du modéle de Gompertz sans racine

Le code ci-dessous permet d’illustrer une trajectoire du modele de GOMPERTZ jusqu’a la 2500° itération.

Euler_sto2 = Euler_stochastique2(N,a,b,sigma ,x0,T)

fig = plt.figure(1)

fig . clf ()

axl = plt.plot (Euler_sto2[0][0:2500], Euler_sto2[1][0:2500])

plt.legend (loc = 4)

plt.title ("Résolution de 1’ ’équation Gompertz stochastique par la méthode d’Euler")
plt.xlabel ("Temps")

plt.ylabel("Valeur approchée, de la solution")

(3) Illustration de la consistance des estimateurs de dérive a et b

Le code ci-dessous permet d’illustrer la consistance (forte) des estimateurs de dérive a et b pour les parametres N = 17,
a=04,b=010=0.2 29 =12et T =1000.

Les estimateurs simulés prenant de grandes valeurs au début de la simulation, et afin de permettre une meilleure
visualisation de ladite consistance, on a fait le choix de zoomer a partir de la 2500¢ itération, c’est-a-dire a peu pres
pour T = 76. Les estimateurs simulés sont issus d’'une méme trajectoire.

Euler_sto2 = Euler_stochastique2(N,a,b,sigma ,x0,T)

fig = plt.figure (1)

fig.clf ()

axl = plt.plot (Euler_ sto2[0][2500:], Euler_ sto2[3][2500:], label="Valeur approchée")
ax2 = plt.plot (Euler_sto2[0], bxnp.ones(2x*N+2), label="Valeur attendue")

plt.legend (loc = 4)

plt.title ("Consistance de 1’ ’estimateur de dérive $b$")

plt.xlabel ("Temps")

plt.ylabel ("Valeur approchée de 1’estimateur")

ix

x[k+1]) —np.log(x[0 })))/((pas_de_tempS)*(k+1))))

np.log (x[0]))*x2) /(2% (pas_de_temps)*x(k+1)))



12
13
14
15
16
17
18
19

0O Ui Wi -

fig = plt.figure (1)
fig.clf ()

axl = plt.plot (Euler_sto2[0][2500:], Euler_sto2[2][2500:], label="Valeur approchée")

ax2 = plt.plot (Euler_sto2[0], axnp.ones(2xxN+2), label="Valeur attendue")
plt.legend (loc = 4)

plt.title ("Consistance de ]l ’estimateur de_ dérive_ $a$")

plt.xlabel ("Temps")

plt.ylabel ("Valeur approchée de 1’estimateur")

(4) Illustration de la normalité asymptotique des estimateurs de dérive a et b

Le code ci-dessous permet d’illustrer la normalité asymptotique des estimateurs de dérive a et b, en générant un

n—échantillon que ’on représente dans un histogramme.

def Mon_ echantillon_ab(N,a,b,sigma ,x0,T,n)

n_echantillon _a = np.zeros((n))

n_echantillon_b = np.zeros((n))

for k in range(n):
n_echantillon_a[k] = Euler_stochastique2(N,a,b,sigma ,x0,T)[2][2**xN+1]
n_echantillon_b[k] = Euler_stochastique2(N,a,b,sigma ,x0,T)[3][2**xN+1]
k = k+1

return np.array ([n_echantillon_a ,n_echantillon_b])

Echantillon_a_ GSM = Mon_ echantillon_ab (N,a,b,sigma ,x0,T,n)[0]
Echantillon_b_ GSM Mon__echantillon_ab(N,a,b,sigma ,x0,T,n)[1]

n, bins, patches = plt.hist (Echantillon_ GSM[0], bins = 100, color = ’orange’,
edgecolor = ’black’, align = 'mid’) #bins = 10,

plt . xlabel(’Valeurs, de. 1\’ ’estimateur de dérive $a$’)

plt.ylabel (’Nombre d\ occurences ’)

plt . title ('Histogramme, d\ 'un 5000—échantillon de 1\’ estimateur de dérive $a$’)

n, bins, patches = plt.hist(Echantillon_ GSM[1], bins = 100, color = ’orange’,
edgecolor = ’black’, align = 'mid’) #bins = 10,

plt.xlabel (’Valeurs,de, 1\ estimateur de dérive $b$ ")

plt.ylabel (’Nombre d\ occurences’)

plt.title (’Histogramme d\ 'un, 5000—échantillon,de. 1\ estimateur de dérive $b$’)

(5) Modeéle logistique sans racine

Le code ci-dessous permet de simuler une trajectoire suivant le modele logistique sans racine carrée ainsi qu’un

estimateur de dérive (a, b).

def g(a,b,x):

return axx — bxxx*2

def Euler_ logistique2 (N,a,b,sigma ,x0,T):

t = np.linspace (0,T,2+*N +2,endpoint =True)

x = np.zeros ((2xxN +2))

I1 = np.zeros((2%xN +2))

12 = np.zeros ((2%xN +2))

Numa = np.zeros ((2x+«N +2)
)
)

)
Numb = np.zeros ((2xxN +2))
Denom = np.ones ((2x*N +2))
a_chap_logi = np.zeros ((2xxN +2))
b_chap_logi = np.zeros ((2xxN +2))

x[0] = x0
I1[0] = x0
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12[0] = x0
pas_de_temps = T/(2%xN +2)

for k in range(2xxN+1)
x[k+1] = np.abs(np.abs(x[k]) + (pas_de_temps)xg(2xxN +2,a,b, np.abs(x[k]))
+ sigmaxnp.abs(x[k])*np.sqrt(pas_de_temps)xgauss (0,1))
I1[k+1] = I1[k] + (pas_de temps)sx[k+1]

12 [k+1] = I2[k] + (pas_de_temps)=*((x[k+1])*%2)

Numa|[k+1] = ( ((np.log(x[k+1]) —np.log(x[0]))/((pas_de_ temps)*(k+1))) + ((sigma=**2)/2)
*(I2[k+1}/((pas de temps)*(k+1)))

— ((x[k+1] — x[0])/((pas_de_temps)*(k—+1)))*(I1[k+1]/((pas_de_temps)*(k-+1)))

Numb|[k+1] = ( ((np.log(x[k+1]) —np.log(x[0]))/((pas_de_temps)*(k+1))) + ((sigma**2)/2)

x(I1[k+1]/((pas_de_temps)x(k+1)))
((e[l+1] = x[01)/((pas_de_temps)»(k+1))

Denom[k+1] = ( [k+1]/((pas_de_temps)*(k+1))) — (I1[k+1]/((pas_de_temps)x(k+1)))*x2

a_chap_ logi[k+1] = Numa[k+1]/Denom [k+1]

b_chap_logi[k+1] = Numb|[k+1]/Denom [k+1]

k = k+1

return np.array ([t,x,a_chap_logi,b_chap_ logi])

(6) INustration d’une trajectoire du modéle logistique sans racine

Le code ci-dessous permet d’illustrer une trajectoire du modele logistique jusqu’a la 2500¢ itération.

Euler_sto2_ logis = Euler_logistique2 (N,a,b,sigma,x0,T)

fig = plt.figure(1)

fig . clf ()

axl = plt.plot (Euler_sto2 logis[0][0:2500], Euler_ sto2_ logis[1][0:2500])

plt.legend (loc = 4)

plt.title ("Résolution de 1’ équation logistiquestochastique par la méthode d’Euler")
plt.xlabel ("Temps")

plt.ylabel ("Valeur approchée, de la solution")

(7) Illustration de la consistance des estimateurs de dérive a et b

Le code ci-dessous permet d’illustrer la consistance (forte) des estimateurs de dérive a et b pour les parametres N = 17,
a=04,b=0.1,0=0.2, zg =1 et T = 1000.

Les estimateurs simulés prenant de grandes valeurs au début de la simulation, et afin de permettre une meilleure

visualisation de ladite consistance, on a fait le choix de zoomer a partir de la 2500° itération, c’est-a-dire a peu pres
pour T' =~ 20. Les estimateurs simulés sont issus d’'une méme trajectoire.

Euler_sto2_ logis = Euler_logistique2 (N,a,b,sigma ,x0,T)

fig = plt.figure (1)
fig.clf()

axl = plt.plot (Euler_sto2_logis[0][2500:], Euler_sto2_logis[2][2500:],label="Valeur approchée")

ax2 = plt.plot (Euler_sto2_logis[0], axnp.ones(2xxN+2), label="Valeur attendue")
plt.legend (loc = 1)

plt.title ("Consistance de 1’ estimateur de dérive $a$")

plt.xlabel ("Temps")

plt.ylabel ("Valeur approchée de 1’ estimateur")

fig = plt.figure(1)
fig.clf ()

axl = plt.plot(Euler sto2 logis[0][2500:], Euler_ sto2 logis[3][2500:], label="Valeur approchée"
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15 ax2 = plt.plot (Euler_sto2_logis[0], bxnp.ones(2xxN+2), label="Valeur attendue")
16 plt.legend(loc = 1)

17 plt.title ("Consistance de 1’ ’estimateur de dérive $b$")

18 plt.xlabel ("Temps")

19 plt.ylabel("Valeur approchée de 1’estimateur")

(8) INlustration de la normalité asymptotique des estimateurs de dérive a et b

Le code ci-dessous permet d’illustrer la normalité asymptotique des estimateurs de dérive a et b, en générant un
n—échantillon que 'on représente dans un histogramme.

1 def Mon_echantillon_ab_logi(N,a,b,sigma,x0,T,n)

2 n_echantillon_a = np.zeros((n))

3 n_echantillon_b = np.zeros((n))

4 for k in range(n):

5 n_echantillon_a[k] = Euler_logistique2 (N,a,b,sigma ,x0,T)[2][2**xN+1]
6 n_echantillon_b[k] = Euler_logistique2 (N,a,b,sigma ,x0,T)[3][2**N+1]
7 k = k+1

8 return np.array ([n_echantillon_a ,n_echantillon_b])

9

10 Echantillon_a = Mon_ echantillon_ab_logi(N,a,b,sigma ,x0,T,n)[0]
11 Echantillon_b = Mon_ echantillon_ab_logi(N,a,b,sigma ,x0,T,n)[1]

13 n, bins, patches = plt.hist(Echantillon_a, bins = 100, color = ’orange’,

14 edgecolor = ’black’, align = 'mid’) #bins = 10,

15 plt.xlabel(’Valeurs de 1\’ ’estimateur de dérive $a$’)

16 plt.ylabel(’Nombre d\’occurences’)

17 plt.title ( ’Histogramme d\ un, 5000—échantillon de, 1\ estimateur de_ dérive_ $a$’)

19 n, bins, patches = plt.hist(Echantillon_b, bins = 100, color = ’orange’,

20 edgecolor = ’black’, align = 'mid’) #bins = 10,

21 plt.xlabel(’Valeurs de 1\ estimateur de dérive $b$ ")

22 plt.ylabel (’Nombre d\’occurences’)

23 plt.title (’Histogramme, d\ un 5000—échantillon de 1\ ’estimateur de dérive $b$ ")
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