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COUVERTURE DES ARETES D'UN GRAPHE PAR DES GRAPHES BIPARTIS COMPLETS

J.C. BERMOND

Notations. On désigne par b(G) le nombre minimum de graphes bipartis complets

couvrant les arétes du graphe G,

b(n) = max b(G) ol G est un graphe 4 n sommets.
G

Probléme : Que peut-on dire de b(n) ? Ce probléme est posé par RIVEST et BLONIAZ
. : ; 2n
qui conjecturaient que b(n) < =n k

Les propositions suivantes sont immédiates.
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Proposition 1 : b(n) n—-1

b(n+1) < b(n)+1
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Proposition 3 : si G est formé de 2 graphes sommet-disjoints G, et Gy reliés

entre eux par au plus une aréte alors b(G) = b(G,)+b(G,)
1 2

Corollaire 4 : b(n) 2 b(nl) + b(nz) avec n1+n2=n
Corollaire 5 si b(n) = a(n) alors b(kn) > akn. En particulier si
b(n) =on_, lim b(n)/n = a.
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Proposition 6 : pour n < 10, b(n) est donné par le tableau ci-dessous

Pour n=5,6,7 les graphes extrémaux (vérifiant b(G) = b(n) sont donnés en Fig. I
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FIGURE 1.




Preuve : Pour n< 6 on obtient le résultat par examen de tous les cas. Pour
n=7, un graphe G vérifiant b(G)=5 doit satisfaire pour tout sommet x,
b(G-x)=4. Un seul graphe convient c'est G7 (voir Fig. 1) ; on vérifie aisé-

ment que pour ce graphe b(G)=5.

Pour n=8, s'il existait un graphe 4 8 sommets vérifiant g(G)=6, on
devrait avoir G-x isomorphe i G7 pour tout sommet x et d(x) 24 (voir démons-
tration de la proposition 10) ; un tel graphe ne peut pas exister.

On a d'aprés la porposition 2, b(9) <6, b(10) <7 et d'aprés le corollaire 4
b(9) 2b(6)+b(3)=6 b(10) =b(7)+b(3)=7.

Remarque_7 : la valeur de b(7) montre d'aprés le corollaire 5 que lim b(n)/n=5/7
n—>oo

infirmant ainsi la conjecture de Rivest.

Ceci m'a amené a formuler la conjecture lim b(n)/n=1. En fait la conjecture
n—)OO

est vraie.

Théoréme 8 : (Chung [ 11, Chvatal, Erdos [ 21) : lim b(n)/n=I.
n—>o0
Chvatal (communication personnelle ad Rivest) a remarqué qu'Erdos [2] a prouvé

que pour n assez grand, il existe un graphe G & n sommets tel que

(1) G ne contienne pas de C4 (cycle de longueur 4) ou encore K2 9

(2) tout ensemble stable (ou indépendant) de G a au plus n N sommets avec
0<n< 1/8.

Ceci implique que tout graphe biparti complet de la couverture est une &toile

et (2) qu'il faut au moins n--nl_n telles étoiles. Donc b(n)zzn—n7/8+€

3/4

Chung [1 ] a prouvé que pour n=q2+q+1, q puissance de premier,b(n)=n-n et

que pour n assez grand b(n)>n_n19/24+g

Proposition 9 : (Harary, Hsu, Miller [ 31]) : b(Kn)=liog2n].

Preuve : Pour K» b(Kn)=B(Kn) ou B(G)est le nombre minimum de graphe bipartis (pas
forcément complets) nécessaires pour couvrir les arétes de G. On peut donner une
démonstration directg en remarquant que (1) b(K2n+1)2b(Kn+1)+1 et donc

b(Kn)Z [iogzﬂ]. D'autre part sz peut €tre recouvert par k graphes bipartis
complets (en utilisant une numérotation binaire des sommets).

Proposition 10 : pour n=2 3k_1+1, b(n) < n-k.
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Preuve : Posons uk=3 +lon a uk=l+3 (uk—l_l)' On montre la proposition par induc-

tion sur k, elle est vraie pour k=1 et k=2. Supposons-la vraie pour k-1. Notons

par I'(x) l'ensemble des voisins de x.

1)

ii)

(1]
£2]
£3]

il existe un sommet X avec d(x)<n—uk_1 (d(x) dénote le degré de x). On

peut alors recouvrir G, par les Etoiles associées aux sommets y avec y voisin
de x et par les n-d(x)- k graphes bipartis complets recouvrant le graphe
engendré par'??§3=(X—F(x)—{x}) par 1l'hypothése d'induction, ce graphe ayant

plus de w, _, sommets, soit tout n-k graphes.

donc d(x)z'n—uk_1 pour tout sommet x. G étant différent de K.rl (sinon c'est
évident d'aprés la proposition 9), soient x et y deux sommets non reliés.

On a If?;)lﬁuk_l—l et |F?;)|Suk_l—1. Donc |{T(x)uF(y)}"I{x}-{y}!SZuk_l—4 et
H{T )T (y) } [2n+2-2u, _ .

Mais nZuk=1+3(uk_1—l) et donc [{T(x)nT(y)}|2uk_l.

On peut alors recouvrur les arétes de G par :

- le graphe biparti complet :{{x,y} ; {I'(x)nT'(y)}}
- les étoiles associées aux sommets Z avec ze{fZ;)Ufz;)}—{x}-{y}

- les IF(x)nF(y)l-(k—l) grafies bipartis complets recouvrant le sous graphe
engendré par I'(x)nl'(y) d'aprés 1'hypothése d'induction, soit en tout n-k

graphes.
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