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HYPERGRAPHES ET CONFIGURATTONS

J.C. BERMOND et J.C. MEYER

Abstract: Let Kgxn be the hypergraph with vertes set X, where X is
the union of q disjoint sets X, (1 s 7 s q) , with lXiI = n; and
with edges all the subsets E of X, such that |E| = h and lEﬂXil.s 1
for 1 < 1 q. Hbeing a hypergraph, let us denote by LR(HJ the
following graph (without loops):its vertices are assoctated with
the edges of H and two vertices are joined if and only if the
corresponding edges of H intersect in at least k elements.

We study the stability number and the chromatic number of Lk{Kan)

-Tn the case n = 1 (complete hypergraph), existence of stable
sets of maximal size is related to the ewistence of k=designs (or
tactical configurations) and the determination of the chromatic
number ©s velated to the existence of some resolvable k-designé
(in the case k = 2, h = 3 it is related to the existence of
disjoint Steiner triple systems).

~In the case q = h (complete h—partite hypergraphs), existence
of stable sets of maximal size s related to the existence of
orthogonal arrays and in this case we determine the chromatic
number (theorem 3.9)

- In the general case existence of stable sete of maxtmal size
is pelated to the existence of new configurations, which generalize
k-designs and orthogonal arrays. We give a sufficient condition

for the existence of such configurations.



1. Intrhoduction.et définitions

Les définitions et notations qui ne sont pas rappelées ici sont
celles de [3].

Etant donnés trois entiers, h, q et n, avec h ¢ g, 1l'hyper-
graphe simple ayant pour ensemble de sommets la réunion d'ensembles
disjoints X, X2, — Xq’ avec ]Ki] =n pour 1¢iggq, et pour

arétes tous les ensembles E de \U . X., de cardinalité h, tels

q
que [E FlXiI & 1 pour tout i, 1¢1igaq, s'appelle 1l'hypergraphe -

: ¢ h

-parti h-c Let sur — t est not .
q-p omplet su X1, X2, ’ Xq et e e qun
Remarques,
- Lorsque h = 2, Ki " est le graphe multi-parti complet sur

X
2

X X —_— . orsque h =2 et n = K est le graphe

17 A2 9Xq L q 1y 41 grap
complet Kq et lorsque h =2 et q =2, Kgxn est le graphe bipar-
ti K .

1 gt

- Lorsque n = 1, KZ | est 1l'hypergraphe h-complet & q sommets

X
(c'est—t-dire 1'nypergraphe simple dont les arétes sont les parties a
h éléments d'un ensemble & g éléments), noté Kg.

- Lorsque q = h, Kﬁxn est appelé l'hypergraphe h-parti complet

(voir [4] et [11]).

Notations,
Dans la suite nous poserons pour 1 igq
X ={xj|o<j<n—1}
i g19% d 8 .
o« étant un nombre réel [a] désignera la partie entiére par

défaut de a, c'est-a~dire le plus grand entier inférieur ou égal &

«, et [a]* la partie entitre par excés de «, c'est-a-dire le



plus petit entier supérieur ou égal & a,

Etant donné un hypergraphe H = (XJ ﬁ) et k un entier 3 1,

pk(H) désignera le graphe simple dont l'ensemble des sommets est en

correspondance bijective avec E., deux sommets de Lk(H) étant ad-

jacents si et seulement si les arétes correspondantes de H s'inter-

sectent en au moins k points, Lorsque k = 1, Lq(H) n'est autre que

le graphe représentatif des arétes de H (ou linegraph),

¢ étant un graphe, o(@) désigne la cardinalité maximum d'un

ensemble stable de ¢ (c'est-a-dire la cardinalité maximum d'un sous-

ensenmble S de sommets de G, deux sommets distincts guelcongques de

S n'étant pas adjacents) et y(@) le nombre chromatigue de ¢ (c'est-

a-dire le plus petit nombre de couleurs nécessaires pour colorier les
sommets de (¢, de sorte que deux sommets adjacents distincts soient

de couleurs différentes),

H étant un hypergraphe, v(H) désigne la cardinalité maximum

d'un couplage de H (c'est-a~dire la cardinalité maximum d'un sous—

ensenble d'arétes de H deux & deux disjointes) et q(H) 1'indice

chromatique de H (c'est-a-dire le plus petit nombre de couleurs néces-

saires pour colorier les arétes de H, de sorte que deux arétes non

disjointes de H soient de couleurs différentes).
(n 8, lorsque k =1, oL (H) = v(H) et v(L (1) = a(n).

Le but de cet article est d'étudier “(Lk(szn)) & Y(Lk(Kgxn))'

Nous verrons gque l'étude de ces paramdtres est liéde & 1'étude de blocs



incomplebs équilibrés (block designs), de tableaux orthogonaux (ortho-

gonal arrays) et de nouvelles configurations,

9. Résultats concernant L (Kh s
17 gxn

PROPOSITION 2.1 ¢

a(L1(Kh

o ng
qxn)) = V(hqxn) = [+].

h
h s .
Preuve : Le nombre de sommets de qun est égal a ng, Chague
aréte de Kz " étant de cardinalité h, il est clair que
%

h

v(Kan) < [%ci] .

D'autre part, pour 1 k¢ [%q]’ définissons l'aréte B, de

h
K ar
aqxn P

B, = {xih $iga, 0gdgn-1 et (k-1)h < qj+i g ki,

pour i fixé, comme h ¢ g, il existe au plus un entier J tel que

(k—i)h < qj+i < kh et par suite IEaniI 1 pour 1¢ig Q.

D'autre part pour k fixé, 1 ¢ k( [%%], tout entier p tel
gue (k-1)h < p< kh peut s'écrire de fagon unique p = qj+i avec
1¢iga et 0g g n-1, cequi prouve que |Ek| = h. De plus si

ngq
1\<k<k"$[_h_] on a : E‘kr\Ek,=ﬁj_

i ng h .
Ainsi {Ek|1 £ kg [-E-]} est un couplage de qun de cardina-

P
()n"
71 résulte de cette proposition que q(l{qxn) > [Ii.q]

h

. En effet



|&]]*

il est connu que si H = (X, 8) est un hypergraphe, q(H) % m .

h (%)nh *
Ltégalité aq(x ) —_— a été démontrde :
axn [22]
h

1) lorsque q==h(Bﬂ€e[4D:
2) lorsque n=1 et h =2 (Lucas [3, P 237]),
1 et h

3) lorsque n 3 (Peltesohn [12]),

Il
il

4) lorsque n = {1 et h quelconque (Baranyai [2]),
et le cas général est annoncé comme résolu dans (Baranyai [2]), ce

qui permet d'énoncer :

THEOREME 2.2 (Baranyai [2]) :

ng

h

h
YL, (€ ) = alky ) = |=

Remarque 2.3 : Dans le cas n = {1, h quelconque, le théoréeme

2.2 dquivaut & 1l'existence de "resolvable block designs" (Ray—-Chaudhuri

et wilson [14] 3 Wilson [16]).

D'autres paramdtres concernant les graphes L1(K2xn) ont été
étudiés dans (Berge [4]) et (Meyer [11]). Une caractérisation des gra-

phesLh_$K£Xn) est donnée dans (Bermond [5]).

h
3. Résultats concernant LK(K s
gdxn

PROPOSITION 3.1 ¢

roorshoNy rnqrn(Q"'1) rn(q—k+1)1 17



Preuve (par induction sur k) : La propriété est vraie pour
k =1, d'apres la proposition 2.1. Soit k, 2 ¢ k ¢ h, et supposons
la propriété vraie pour k-1 (pour tout q, tout h et tout n, tels
que h ( g). Soit S wun ensemble stable de Lk(szn) de cardinalité
maximum, Soit o 1'ensemble des arétes de Kﬁxn représentées par S
dans Lk(Kgxn). Soit x € X; ; les parties E-{x}owx ¢ E¢S , Te-

présentent les arétes d'un stable du graphe Ly Kh— 1)xn)’ ol ici,

h-1 ; .
K(q—1)xn est construit sur X1,o..,Ki 1,Xl+1,...,X . Par suite, par
un point de U X. il passe au plus a(L h |

1gigqi k- 1( (a-1)xn

de Zf. D'autre part une aréte de J contenant exactement h sommets

)) arétes

d il , 3
e L%$l$qxl on a

B ¢ | Uy gl 01 D),

<1<q i
soit

5] < ally, (K(q 1?1

)
ce qui, compte tenu de l'hypothése de récurrence, démontre 1'inégalité

annoncée,

Nous allons voir que, contrairement & ce qui se passe pour
L1(K2 n)’ 1'égalité n'a pas toujours lieu dans 1'énoncé de la propo-
X

sition %,1 lorsque k 3 2, Nous nous proposons d'étudier, d'abord

lorsque q = h, les cas d'égalité et dans ces cas de déterminer

v(n (g ).



COROLLATRE 3,2 =
h k
N IRE
Ceci résulte immédiatement de la proposition 3.1.
DEFINITION 3,3 : Soit A wun ensemble & n éléments. Soient

h, k et ¢ trois entiers tels que 1 k ¢ h. On appelle tableau

orthogonal généralisé (generalized orthogonal array) GOA (h,k,n ; c),

un tableau (ai), 1¢igh, 1&3gec, dont les éléments appar-

a

tiennent & A, & h lignes, ¢ colonnes, vérifiant la condition d'ortho-

gonalité suivante :
L : PR -
(ad ,ai ,a,o,aik) # (ai ,ai ,..,,ai ) si o 1¢icitge et

T ¢ Te k

pour tout (i1,i2,.,.,ik) tel que 1g i, <i < ... <i (N

k

n a c¢( |Ak| = N (Ak étant 1'ensemble des k-uplets de A)

car, pour (i1’i2’°'°’ik) fixé tel que 1 ¢ i1 < :i_2 % snm

la condition d'orthogonalité entralne gue les k-uplets

(ai ,ag ,u..,ai w1 <dg e, doivent &tre des éléments deux a deux
1 2 k

distincts de Ak.

. . \ k B pesaribing
Dans le cas particulier ou ¢ =n , on retrouve la definition

d'un tableau orthogonal (orthogonal array) noté alors OA (h,k,n)

(voir Rao [13], ou lorsque k = 2, Hall [9]).



pxemple 3,4 ¢ Prenons h =3, n =k =2, Un tableau orthogonal

oA (3,2,2) sur A= {0,1} s'écrit par exemple :

0 0 1 1
0 1 0 1
o 1 1 0.
LEMME 3,5 : A tout ensemble stable de Lk(Kixn) de cardinalité

¢, correspond un tableau orthogonal généralisé ¢OA (h,k,n ; c) sur

A=1{0,1y0..,n-1} et réciproguement,

Preuve : Si S est un ensemble de sommets de I, (KE ), soit ¥
LESEUVE k X1

1'ensemble des arétes de Ki représentées par S dans L (Kh )
w1l kK hxn

et réciproquement,

A chaque aréte Ej de , associons la colonne Cj d'un ta-

bleau d'éléments de A & h lignes et |$| colonnes ou

j (j e s . .
= f

Cj (ai 1$igh " ai é¢tant defini par
a

1 - . oL J
= tout = _
E. N Xi {Xi }, et réciproquement a toute colonne c.j (ai)1$1$h

d'un tableau d'éléments de A & h lignes et c¢ colonnes associons

" h i
l'aréte Ej de Khxn .
%
Ej = {Xi |1 LA & h}'

La condition d'orthogonalité entre deux colonnes gquelcongues d'un
tableaun GOA (h,k,n ; ¢) est équivalente au fait que les deux arétes
associées &4 ces colonnes intersectent en au plus k-1 points, Ce qui
montre l'éguivalence entre ltexistence d'un ensemble stable de

L

k(Kan) de cardinalité c¢ et l'existence d'un tableau orthogonal



généralisé ¢oa (h,k,n 3 c).

pxemple 3,6 : Au tableau orthogonal 0A (3,2,2) de 1'exemple 3.4

est associé l'ensemble stable de cardinalité 4 de L (K3 ) représen~—

27 %2
tant les arétes suivantes de K3 :
Zx2
0_0_0 0 _1 1.0 _1 1.1 .0
By = {xs% %5}, B, = ”1’”‘2”‘13” By = {%s%p%g) o8 By = {xpax;0x 0
; h k _
PROPOSITION 3.7 (Aigner [1]) : On a a(Lk(Khxn)) &n etilya

égalité si et seulement si il existe un tableau orthogonal OA (h,k,n)o

Preuve : Ceci résulte immédiatement du corollaire 3.2 et du

lemme 3.5,

Exemples 3,8 : Dans le cas particulier k = 2, l'existence d'un

tableau orthogonal. O0A (h,2,n) est éguivalente & l'existence de h-2
carrés latins orthogonaux (voir wWilson [15] pour les résultats sur les

carrés latins orthogonaux), Par exemple on a &

3 - —
a(LZ(K3xn)) =n_  pour tout n,

4 2 )
a(LE(K4Xn)) =n° pour tout n# 2 et n# 6,

et pour h =4 et n=6, il est bien connu qu'il n'existe pas deux

carrés latins orthogonaux d'ordre 6 et donc :

4 2
a(LZ(K4X6)) < 6 = 36.

THEOREME 3,9 ¢ Si a(Lk(KEXn)) _ nk, AT BT Y(Lk(Kgxn)) _ nh—k.

Preuve :
Notations ¢ Si 8 (resp, Si) est un sous-ensemble de sommets de

Lk(Kixn), nous noterons par f (resp. 5;) 1'ensemble des arétes



h ; . h i
représentées par ans ; ipr ment,
Ko I tées p s a Lk(Khxn) et réciproque
Si a est un entier, on notera a 1'entier congru & a modulontel

que 0¢ a ¢ n,

h k
N ] £ —
Tout d'abord si a(Lk(Khxn)) =n , alors

h

n h—k ) B
Y(Lk hsen )) > _E = , car pour tout graphe ¢ = (X, §) on a
YAG wraj . Nous ons monirer que Y Lk Khxn =1 en

" : . - . k
construisant, & partir d'un stable S de cardinslité maximum n ,

" - h h-k
une partition des sommets de Lk(Kth) en n stables Si’

O\< 1 ¥ nh_k.

S0it S un ensemble stable de cardinalité nkq S étant un

ensemble stable, il passe par un point de X1 ® X2 K owew X Xk une

aréte de J au plus et comme |s| = |X1 X X2 K eee X xkl st &

en passe exactement une, Quitte & réindexer les sommets dans chague

ensemble X ,...,Xh, on peut supposer que les arétes

0_0 0 ot

{x1,x2,...,xk_1,xk,._,,x;}, pour 0¢ i < n, sont des arédtes de S,
. h=k & : he=k41
Numérotons les n arétes de K(h—k+1)xn sur Xk""’Xh passant
T " . o 0.0 0
par le point X9 l'aréte 0 é&tant 1l'aréte {Xk’xk+1’°"’xh}’

l'aréte numérotée i s'éecrivant :

{XO cckH(i) cr;h(j_)

; LB h-k
k? k4 HEEESh

pour 0g i<n ",

Définissons, pour 0g i« nﬂ—k, 1'ensemble jl d'arétes de

sur X1,X2,...,X par :

Khxn h



3 i lk+1+ak+1(l) 1h+ah115 i i

1 1 h

‘a°i= {{x1 peees X 0%y reoesXy I{x1 seeesXy } € J 15
Alors 3

a) s, =s.

h=k

b) Pour 0gi<mn o, S; est un ensemble stable et

|s;] = |s] = »".
1

Montrons que si E ¢ J’i b B ¢ gfi avec IE ) E'] > k,

alors E=E', E et E' s'écrivent respectivement :

J_1 lk lk+1+ak+1(l) lh+ah(15

k ’Xk+1 ’...,Xh }

1 1 31 3
—_ {;1 Lk i e 1 th“f“h{lj
= 1 §eoewy k H .K.+1 5 e ° 9 }1 }’
i i i il
1 h ! 1 h A
avec F = {x1 penesXy } et F' = {x1 peees¥Xy } arétes de J .

Fuisque |E NE'

= |[FNF'|, la condition |E NE'| »k impli-
que |F F\F'| >k, et S5 étant un ensemble stable, F = F' et par

suite E = E',

; ; h=k
c) ©Pour O i<icn 7y onma 8N Sj = B

En effet supposons qu'il existe une aréte E ¢ d’i N 33. Alors

E s'écrit :

-~

H b I g, L) ih+ah(i5
E = {X_ . X X +1 +1 B }E $
] rmertR gy R .
(1) ﬂet
Ty T - . :
= x11 Fri lk+1+ak+1(3) l£+ah 3
L 4 “i -'l ’-oosxk ’Xk+1 ,...,X_h }E (jQJ



i1 ih i% iﬁ
avec F = {}[1 ’.."Xh } € (T et F' = {X1 ,..Q,Xh } € ‘f.

(1) implique que iz = i;g pour 1¢ £ ¢k, et donc |[FNF'| )k,
S étant un ensemble stable, on a F = F' et par suite ig = ié

pour 1 £ & h. (1) ne peut avoir lieu que si az(i) = aﬂ(j) pour

k ¢ £ &h, cequiest impossible puisque i £ 3.

Ainsi les ensembles stables S;s 0 iz nh_k, de cardinalité

nk, constituent une partition des sommets de Lk(KE n).
X

Exenple 3,10 : D'aprés les exemples 3.8 et le théoreme 3.9 on

obtient :

il

y(L (k2 )

2 Ko n pour tout n,

Y(Lz(Kjxn)) = n° pour tout n # 2 et n # 6.

1

Conjecture %.11 ¢

h *
y(n (k) ) = -

A el (g )

Le théoréme 3,9 démontre la conjecture lorsque

h k s Ty h
a(Lk(Khxn)) =1 ., FElle est également vérifide pour L2(Khx2) car

il est facile de voir que a(Lg(KEXEJ) = 2, donec

i he=1 h

h 2 1 ; h ‘
T(Lz(Khx2)) > = o) . D'autre part Y(Lz(KhX2)) < Y(L1(Khx2))
b=

et Berge [4] a montré que Y(Lj(KEx2)) =9



Cas n =1,

DEFINITION 3,12 ¢ Une (q,h,1)—k~configuration (k—design ou
tactical configuration) est une famille de parties, appelées blocs,
de cardinalité h d'un ensemble B & q éléments, telle que toute

’ s

partie & k éléments de B soit incluse dans exactement un bloc,

PROPOSITION 3,13 (Bhagwan Das [6], Aigner [1]) : On a :
()
h k
&(Lk(Kq)) < 5T
k

et il y a égalité si et seulement si il existe une (q,h,1)-k-confi-

guration,

Comme dans le cas ¢q = h, on peut se demander si 1'égalité dans
la proposition précédente implique :

I

Y1, (&) = || = (¢
R laln e | R E

(ce qui revient & dire qu'il existe (E :ﬁ) ensembles stables dis-

()
joints de cardinalité -%—). Ce probléme est équivalent au probléme
(k
de l'existence de certaines configurations k-résolubles étudiée par
Wilson [16] auguel nous renvoyons pour la bibliographie (avec les
notations de Wilson, il s'agit de 1l'existence de S(h,h,q) "k-resol-

vable designs") et dans le cas h = 3, k= 2 & l'existence de

triplets de Steiner disjoints (Doyen [8]).

Contrairement & ce qui se passe dans le cas q = h, il existe



q
des valeurs pour lesguelles on a a(Lk(Kh)) = o it
S )
k
T( (Kh)) > (q hk) Tel est le cas par exemple pour Kk = 2 h =73
Lk q h =k’° ] ’
g =17 (Cayley [7]) s k= 3+i, h=4+i, q = 10+1 avec 0g i £ 2

(Kramer et Mesner [10]). Dans chacun de ces cas il est montré que le

nombre de stables de cardinalité maximum disjoints est strictement in-

q "k).

férieur &
© @ (h =k

Cas général,

THEOREME 3,14 ¢ 0n a :

et il y a égalité si il existe une (q,h,1)wk—configuration et

un_tableau orthogonal 0A (h,k,n).

Preuve : L'inégalité découle immédiatement de la proposition 3.1,

Soit B = {1,2,,,,,q}, L'existence d'une (q,h,1)—k~configuration

()
impligue l'existence de b = E%; blocs Bj (1es Bj’ A
k

étant des parties de B, de cardinalité h), telle que toute partie

< b,

N

4 k éléments de B soit incluse dans exactement un bloc B

: e

Pour J§ fixé, 1. < by, considérons 1'hypergraphe h-parti
complet Hj construit sur les ensembles Xi tels que i ¢ Bj‘
L'existence d'un tableau orthogonal QA (h,k,n) implique, d'apres

la proposition 3,7, l'existence d'un ensemble stable Sj de Lk(Hj)



ayant nk sommets, Pour 1 ¢ J & g Hj est un sous-hypergraphe de

1
sous-graphe de Lk(Kh ). Nous noterons par 3} l'ensemble des

h
) trud 2
1'hypergraphe qun construit sur X ,...,Xq et Lk(Hj) est un

gxn
arétes de Kp représenté par S, dans L Kq %
on eP p ; ¢ QXH)
Montrons gque § = . . 5. est un ensemble stable de
2 Vigien®s
h
K . Soient R , et R . S
Lk( qxn) 1 s r:PJ 2 5 J
1 2
Si 31 = 32, IE1 r\Ezl < k car Sj est un ensenble stable de
1
Lk(Hj ).

1
Sioj % 3 IE NE | < k. En effet les hypergraphes H. et H.
1 2 1 2 J J
1 2
sont respectivement construits sur les ensembles Kg avec g € B.
1
et avec m ¢ B. ; de plus (B. . étant une h,1)=k=
X, oav ¢ B, ;deplus ( J)1SJSb (a,n,1)

2
configuration, on a IB_ M B. l < k., Donc il existe au plus k-1
J? 32
ensembles X, tels que |E1r1 Xi] = |E2 F\Xi| =1 et par suite
o L
|E1f\ h2| <k, On a |S[ o E. |Sj[ =bn =n -
1<3<P ()

L'exemple suivant montre que les hypothéses du théoreme 3,14

ne sont nullement nécessaires pour l'existence d'un ensemble stable

q
h k (k)

de 1 (K° ) de cardinalité n —m ,
k' gxn (h)
k

Exeuple 3,15 ¢ Prenons k=n=2, h=% et g =4, Il

n'existe pas de (4,3,1)-2 configuration, les congruences :
4-1 = 0 mod h—1

et a(a-1) = 0 mod h(h-1),



nécessairement vérifides pour 1'existence d'une (q,h,1)-2 configu-
ration n'étant pas toutes deux vérifides ici, Nous allons cependant

construire un ensemble stable de L2(K2x2) de cardinalité

4

Considérons l'hypergraphe K .
4x3

D'aprés un exemple de 3,8 il

existe un ensemble stable 8§ de L2(Kix3) de cardinalité 9 et si

4
K4x3’

& réindexer les sommets des ensembles Xi’ 1& 1 4, supposer que

Jf représente les ardtes de § dans on peut toujours, quitte

l'aréte E = {x
)

un ensemble stable, 0 ( |E r1E0| & 1o Soit alors :

i

Il
Il

{Eed |ENE, = p}, B {Eea°1EnEO;é;5,E7éEO}

et

3|

I

{E—X1[E ¢eBlU{EE |Ec & }.

5

Les éléments de J' sont des ar8tes de 1'hypergraphe K4 5
X

construit sur les ensembles Xih{x2}, 1&1g 4. Il est clair que

. i
1
| j'] =8 et que f' représente dans sz2 un ensemble stable
de L K3 .
2( 4x2)

Remarque 3,16 : Il serait intéressant d'étudier lorsqu'il y a

égalité dans 1'énoncé du théoréme 3,14, les configurations assocides

aux ensembles stables (de la m8me manidre que pour q = h et

’

n=1), configurations qui généraliseraient & la fois les tableaux

orthogonaux QA (h,k,n) et les (q,h,1)-k-configurations,
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