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GRAPHE REPRESENTATIF DE L'HYPERGRAPHE

h-PARTI COMPLET

Jean—-Claude Bermond, C.N.R.S.

I. Introduction

Définition 1. h &tant un entier positif et n; < m,e..<m un

1 h

h-uple d'entiers positifs, on désignera par Kh 1'hypergraphe h-parti
My sTgs ee ety

complet formé en considérant h ensembles disjoints, X, avec l Xkl =n 3 les

sommets de K sont les éléments de X =U x et les arétes sont les
nl,nz...nh K k

parties Ei de X, telles que |Ei(\ Xkl = 1 pour tout k (1< k< h).
Dans le cas ol n, =mn pour tout k, on notera cet hypergraphe
KE % " Ces hypergraphes constituent une généralisation du graphe -biparti complet

(cas h=2 de la définition) et sont &tudiés dans [31 et [13].

Définition 2. H étant un hypergraphe simple, lh_l(H) désigne le graphe
simple, dont les sommets représentent les ar@tes de H et ol deux sommets sont

relids si et seulement si les ar@tes qu'ils représentent ont une intersection de

cardinalité > h-1. Dans le cas h=2, Ll(H) n'est autre que le graphe représen-—
tatif des arétes de l'hypergraphe H (Dﬂ_p. 383).

Remarque 1! Aux ar@tes d'un hypergraphe H on associe aussi un multi-
graphe R(H), dont les sommets représentent les arétes de H et ol deux sommets
sont relids par k arétes dans R(H), si les artes de H qu'ils représentent
ont une intersection de cardinalité k. Dans le cas des hypergraphes h-parti
complets, la donnée de Lh_l(H) détermine R(H) et Ll(H)' En effet 2 arétes
de H ont une intersection de cardinalité k si et seulement si les points qui
les représentent dans Lh-l(H) sont & une distance h-k.

Remarque 2¢ Les artes d'un hypergraphe h-parti complet peuvent &tre
h

considérdes comme les bases d'un matroide sur X. Lh—l(Kn nh) n'est autre
10.'

alors que le "basis graph" de ce matroide. (Le "basis graph" d'un matroide est

le graphe simple dont les sommets représentent les bases du matroide, deux

sommets &tant reliés si et seulement si les bases associées ont une différence

symétrique de cardinalité 2). Les '"basis-graph" ont &té étudiés par

Bondy [5], Cunningham [:6] et Maurer [12_-[.



Nous nous proposons ici de caractériser Lh 1(H) dans le cas ol H est un
Laracteriser -

hypergraphe h-parti complet, probléme &voqué dans un article de Griinbaum [b Pe 119I

(qui appelle Lh_l(H) le "h-1 interchange graph"). Nous généraliserons ainsi
des résultats de Hoffman [iQI, Moon [14] et Shrikhande [161 pour le cas h=2
(graphe représentatif des ar@tes du graphe biparti complet) ; des résultats de
Laskar [if] et Aigner [iJ pour le cas h=3 (L (K e ) est appelé alors
"cubic lattice graph") et de Rao [}5] pour 1es cas h=4 et 5. Le probléme
analogue concernant les hypergraphes h-complets (les ar@tes sont les parties i
h &léments d'un ensemble X) a &t& &tudié dans le cas général par Dowling [?1

auquel on renvoie pour la bibliographie.
IT. Résultats.

Nous nous 11m1terons ici au cas ofi n, = mn pour tout k, c'est & dire &
1'étude de Lh -1 (Kh - La plupart des résultats peuvent se généraliser au cas

oll tous les n, ne sont pas égaux, mais les conditions obtenues sont trds lourdes.

Notations : Dans un graphe G on désignera par d(x,y) la distance entre

deux points x et y (longueur d'une plus courte chaine entre x et vy), par

Di(x) l'ensemble des points & distance i de x.

On a la proposition suivante immédiate.

50 h P o ;
Proposition : Lh_l(Kh x n) vérifie les propriétés suivantes

Pl ¢ son nombre de sommets est nh

P, c'est un graphe connexe régulier de degré lDl(x)l = h(n-1)
P3 : si d(x,y) = 1 alors [Dl(x) N Dl(y)l = n=2.

]

d(x,y)

d
i

[}

=

2 alors [D,(x) N D,(»| = 2.

P4 bis : si d(x,y) 2 alors Dl(x)(\ Dl(y) est formé& de 2 points non

adjacents.

P; : si dlx,y) = 2 alors |D (x) N D <y)| (h 2) (n-1).
P, + si d(x,y) =3 alors ID (x)\'D (y)]

h P . S o ’ ;
Remarque : Lh—l(Kh o n) vérifie aussi la propriété P6 introduite dans [1].
P6 ! pour tout sommet x, Dl(x) est 1'union de h cliques, & n-1

sommets, 2 & 2 disjointes.

Nous verrons plus loin (lemme 3) que les et P6 sont équivalentes pour
un graphe qui vérifie PZ’ P3, P4. Tout graphe qui vérifie P4 et ne vérifie pas
les contient un sous graphe isomorphe & Go’ oll Go est le graphe complet & ¢4



sommets moins une aréte.

Le probléme est de savoir dans quelle mesure ces propriétés caractfrisent

h " ;
Lh—l(Kh ” n). On a les résultats suivants.

Cas h=2.

Théoréme 1 (Hoffman[lO] et Moon [14]y: Si G est un graphe vérifiant
)o

Théoréme 2 (Shrikhande[167) : Pour h=2 et n=4, il existe un graphe

. ; o 2
Pl’ P2, P3, P4 pour h=2 et si n#4, alors G est isomorphe & L(K2 X n

et un seul vérifiant Pl’ P2, P3, P4 et non isomorphe & L(Kg

X 4)'

La matrice d'incidence de ce graphe est

1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0O © 0 0 0
2 o) 1 0O 0 © 1 1 1 1 0 0O © 0 0 0
3 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
4 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0
5 0] 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0
6 0 1 0 0 0] 0 1 0 0 1 1
7 0 0 0] 1 0 0O O 1 0 1
8 0 1 0 0 1 1 0 0 1
9 0 1 0 0 1 0 1 0
10 0 1 0O o0 1 1 0
11 0 1 0 1 1 0
12 0O © 0 1 1
13 ' 0 1 0 1
14 0 0 1
15 0 0]
16 0




a9/

Remarque : On peut vérifier que le graphe exception, donné ci-dessus, ne

vérifie pas la propriété les ou P6 ¢ par exemple on a d(3,7) = 2

D1(3)(\ D1(7) = {1,2} or 1 et 2 sont adjacents. On peut aussi remarquer que
Dl(l) est un cycle de longueur 6 et non l'union de 2 cliques & 3 sommets.

Pour une démonstration des théormes 1 et 2 on peut voir Aigner [?].

Cas h=3.

Théoréme 3 (Laskar [111 et Aigner [1]) : 81 G est un graphe vérifiant

Pl’ P2, P3, P4, P5 pour h=3 et si n # 4, alors G est isomorphe &

Ce résultat a d'abord été prouvé par Laskar pour n > 7 et ensuite par

Aigner pour tout n#4 par une autre méthode. Aigner a aussi prouvé :

Théoréme 4 : (Aigner [II) : Si G est un graphe vérifiant Pl’ P2, P3,

P4, P5 et P6 (ou les) pour h=3, alors G est isomorphe &

3
L2(K3 2 n).

Théoréme 5 : (Aigner fiT) : Pour h=3 et n=4 il existe un graphe et un

o e ; . 3
seul vérifiant Pl’ P2, P3, P4, P5 non isomorphe 3 L2(K3 « 4).

Théoréme 6 : (Dowling [8]) : Si n » 7 et h=3, P5 est conséquence de

Bos Bon By B

Cas h=4 et h=5.

Théoréme 7 : (Rao [iil) ¢ Si G est un graphe vérifiant Pl’ P2, P3, P4
et P5 pour h=4 ou 5 et si n»l + h(g+1) alors G est isomorphe

S h
= Lh-l(Kh X n)'

Nous nous proposons ici (en suivant la méthode d'Aigner [i]) de généraliser
d'une part le théoréme 4, puis les théor&mes 1, 3, 7 et enfin les thdordmes
2 et 5.

P ; G bis
Théoréme A : Si G est un graphe vérifiant Pl’ P2, P3, P4, P4 . P5 et

: N h
P7, pour h et n, alors G est isomorphe 3 Lh—l(Kh « n).

Théoréme B : La propriété p se déduit des propriétés P

P

27 T30 Ty Ty

et P, peur h<5 et n> h-1.



Théoréme C : La propriété les se déduit des propriétés P2 P3 et P

pour =n 3_h(1+\[§3-1.

En d'autres termes, si G est un graphe vérifiant Pl’ P2, P3, P4, P5 et

. " h . "
Py, pour h et n,.alors G est isomorphe 3 Lh—l(Khxn> si nz_h(1+ \/ 2)=1.

Théoréme D : Pour n=4 et h > 2 il existe un graphe vérifiant P], P2
: - h
P3’ P4, P5 et P7 et non isomorphe i Lh_l(Kh o n).
ITII. Démonstration des théorémes A, B, C, D.
Définition. (voir [41 p. 363) - Etant donnés deux graphes simples
G1 = (X,E) et G2 = (Y,F) on appelle somme cartésienne de G1 et G2 et on

note G1+G2, le graphe dont l'ensemble des sommets est le produit cartésien des
ensembles X et Y et oll deux sommets (x,y) et (x',y') de X x Y sont
reliés si et seulement si on a : soit {x = x' et yy'¢ F} , soit
{xx'" € E et y=y'}. (Cette opération est appelée "product" et notée G,x G,
dans [51 ou dans le livre d'Harary - Graph Theory - , Addison Wesley).
Remarque : Nous utiliserons ici la somme carté@sienne de G et Kn
(graphe complet & n sommets) ; G+Kn peut &tre considéré comme un graphe
formé de n copies de G (c'est & dire de n sous graphes isomorphes & G,
:i(G)’ (i=1,2..n) tels que deux points de 2 copies différentes sont reliés
si et seulement si ils sont images du méme point de G).
La proposition suivante sera tré&s utile : elle ramé@ne le probléme de la
caractérisation de Lh-l(K: s n) & la caractérisation de la somme cartésienne

de h graphes complets.

Proposition. Lh—l(Kz n - ) est isomorphe & K AR koo #R
1°72°°*"h 1 "2 h
(Kn désigne le graphe complet ou clique & n, sommets) .
k
Démonstration : On va montrer que L (Kh ) est isomorphe &
h-1 nl,nz,‘..nh
h-1 . . \ .
L K ) + K, ce qui par récurrence entrainera la proposition,
h=2 Dysfyeeeen o n,
L (K ) étant isomorphe & K . Soient =xX,,X,...X les éléments de X . Une
R ny 1% n h
aréte de Kh s'écrit E U {x,} o E est une aréte de
Nyseeeshy i
h-1 S h
K « On peut donc écrire les sommets de L (K ) sous la forme
n,.--,n.h_ h-l Tl o6 0 oIl
1 1 b1 | h
(eyi) ol e est un sommet de L (K ) et i un sommet de K
h-2 Myyeeely 4 ny
Deux sommets (e,i) et (e',i') de L (Kh ) sont reliés si et seulement

h-1 nl....nh



si les ar@tes associées vérifient : !iE(J{xi}g N {E' (V) {xi,}}l = h-1, donc
sil'on a :

soit E=E' et x. # x.,
i i

soit |[EMNE'|=h-2 et x, =x,,.
i i

Ceci revient a dire que (e,i) et (e',i') sont relids si et seulement si :

\ v

soit e=e' et 1ii' est une aréte de Kn
h
. ] Py h—l e 0
soit ee' est une ar@te de Lh—Z(Kn ) et i=i

1" Ph-1 C.Q.F.D.

Lemme 1. G @&tant un graphe simple il y a &quivalence entre :

(i) G vérifie les propriétés Pl’ PZ’ P3, P4, P5, P7 aux ordres n et h

(ii) G+Kn vérifie les propriétés Pl’ P2’ P3, P

4 PS’ P7 aux ordres n et

—

h+1 .

Démonstration : Nous noterons (x,i) un point de G+Kn, avec x sommet de

G et 1 sommet de Kn. Remarquons que G est isomorphe aux sous graphes de

G+Kn formé des points (x,io) avec io fixé.

1. Le nombre de sommets de G+Kn est égal 3 n fois le nombre de sommets

de G d'ol l'équivalence entre G vérifie P1 aux ordres n et h et

G+Kn vérifie P aux ordres n et h+l.

1
2, 0n & Dl(x,i) = {(z,i) ol =z €'D1(x)} UV {(x,j) avec j#i} d'ot
!Dl(x,i)l = !Dl(x)l + n-1 et de plus G+Kn est connexe si et seulement si G

est connexe. On a donc l'équivalence entre G vérifie P, aux ordres n et h
2

et G+Kn vérifie P2 aux ordres n et h+l.
3. Soient (x,i) et (y,j) deux points différents de G+Kn.
Cas 1 : i=j donc =x#y

Dans ce cas d((x,i) , (y,1)) = d(x,y).
De plus D, (x,1) N Dl(y,i) = {(z,i) avec =z & Dl(x)fﬂ Dl(y)}. Si d(x,y) = 2

Dl(x,i)(\ D3(y,i) = {(z,1) avec =z € Dl(x)(\ D3(y)} U {(x,]) avec j#i}.

Si dx,y) =3 : D (x i)ap (y,') = {(z,i) avec =z € Dl(x)r\ D2(y)}.

Ces égalités montrent que si G+K vérifie P, (1

3,4,5,7) aux ordres n et
h+l, G vérifie P, (i = 3,4,5,7) aux ordres n et h (fixer { = { ) et que si G
vérifie Pi (i = 3,4,5,7) aux ordres n et h, les couples (x,i), (y,1) de G+K

vérifient Pi (i = 3,4,5,7) aux ordres n et h+],



Cas 2 : i # ]

Dans ce cas d((x,i) , (y,1)) = d(x,y) + 1.

. 8i d((x,i) , (v,3)) =1, alors x=7y et :

D, (x,1) N D (x,5) = {{x,k) avec k#i,j} soit lDl(x,i) ﬂDl(x,j)l = n-2.
G+K_ vérifie donc P, pour les couples (x,1) , (y,3) avec i#j.

. 8i d((x,i) , (v,3)) = 2, alors d(x,y) =1 et :

D, (x,1) N Dy (y,3) = {(x,)) U (3,8} done [D;(x,i) N D (v, )] = 2.

G+-Kn vérifie donc P4 pour les couples (x,i) , (y,j) avec 1i#j

o Si d((x,i) 5 (¥,3)) =2 on a 2(n-1) points appartenant &
Dl(x,i) = D3(y,j) : les points (2,i) avec z & Dl(x) f\Dl(y) en nombre n-2
si G vérifie P2, les (n-1) points (x,k) avec k#i et le point (y,i).
Si G vérifie Pl’ alors G+Kn vérifie Pl’ donc IDl(x,i)l = (h+l) (n=1) et par
suite |Dl(x,i)(\ D3(y,j)| = (h=1)(n=1). Donc si G vérifie P1 et P2,
G+Kn vérifie P5 pour les couples (%,i) , (y,3) avec 1 # j.

o Si d((x,i) , (v,3)) =3 alors d(x,y) =2 et :

Dl(x,i) N Dz(y,j) ={ (z,i) avec z ¢ Dl(x) P\Dl(y)} U {x,i} , d'ol si
vérifie P4 IDl(x,i)(\ Dz(y,j)l = 3, Donc si G vérifie P4’ G+Kn vérifie P7
pour les couples (x,i) , (y,j) avec i#j

Q4 QuF D
Lemme 2. G @&tant un graphe simple il y a &quivalence entre

(i) G wvérifie les aux ordres n et h.
ii + vérifie aux ordres n et h+l.
(ii) G+K_  vérifi les d et h+l

Démonstration ¢ On a vu au lemme 1 (3. Cas 1) que :

Dl(x,i)(\ Dl(y,i) = {(z,i) avec =z ¢ Dl(x) N Dl(y)} . Donc si G+Kn
vérifie PZis , G wvérifie Pzis et si G vérifie Pzis , les couples (x,1)
(y,i) de G+Kn vérifient les . De plus on a vu dans le cas 2, que si
d((x,1),(y,3)) = 2 et i#j] alors D, (x,i) N D (y,i) = {(x,3) U (y,1)} 5 les
deux points. (%x,3) et (y,i) sont dans ce cas non adjacents, d'ol G+Kn
vérifie les pour les couples (x,i) et (y,j) avec i#j.

C.Q.F.D.



Théoréme D. Pour n=4 et h > 2 il existe un graphe vérifiant P

; 5 h
P2, P3, P4, PS’ P7 et non isomorphe & Lh-l(Kh : n).

1’

Démonstration : Pour h=2 wun tel graphe existe d'aprés le théoréme 2

(Skrikhande [16]) et on a vu qu'il ne vérifiait pas les . On en déduit par

récurrence, qu'il existe pour n=4 et h > 2 un graphe vérifiant Pl’ PZ’ P3,
. . § bis Y 5
) 1i) et ne vérifiant pas P4 (d'aprés

; ; o h ;
> 1). Un tel graphe n'est pas isomorphe i Lh—l(Kh " n), qui

P4, PS’ P7 (d'aprés le lemme 1 i

le lemme 2 1ii
bis
L

lui vérifie P

Notation : Dans la suite, lorsqu'aucune confusion ne sera possible, nous
noterons Dl(x) aussi bien 1'ensemble des sommets adjacents & X, que le sous

graphe engendré par cet ensemble (au lieu de GD (x))
1
La propriété P6 s'énonce : (une clique &tant un graphe complet).

P6 ; Dl(x) est 1'union de h cliques, & n-1 sommets, 2 & 2 disjointes

(au sens des sommets).

Remarque : Si G vérifie de plus P3, P6 est équivalente 3 :

les 3 Dl(x) est formé de h composantes connexes, qui sont des cliques

a n-1 é&léments.

En effet, soit y € Dl(x), et soit C_ 1la clique & n-1 sommets contenant
y d'aprés P6. D'aprés P3 lDl(x) N Dl(y)| = n-2. Or Dl(x) N Dl(y):> Cy- {y} ,
donc Dl(x) f\Dl(y) = Cy- {y}, d'oli y est relié dans Dl(x) aux seuls sommets

de Cy- {y} et Cy est bien une composante connexe.

Lemme 3. Soit G wun graphe simple vérifiant P,., P

tés les et P6 sont équivalentes.

32 P4 alors les proprié-

29

Démonstration : Supposons que G vérifie les et soit x un sommet de
G. Soit z € Dl(x), d'aprés P3 on a lDl(x) N Dl(zo) I = n~2. Nous allons montrer
que les n-2 points de Dl(x)(\ Dl(zo) : zl...zn_2 forment une clique. En effet
2
supposons que d(zi,zj) # 1, alors d(zi,zj) =2 or Dl(zi)(] Dl(zj):) {x,zo}

; . - bis
avec x et z, adjacents ce qui contredirait P4 . Donc Z s2

1....zn_2 forment

une clique & n-1 &léments dans Dl(x) et de plus un sommet z; de cette clique

n'est relié i aucun autre point de Dl(z)”d'aprés P3¥appliquéeméA,X,Hetf,zfi

Enfin d'aprés P2 |Dl(x)| = h(n-1) ce qui prouve que Dl(x) est bien formé de h
cliques, & n-1 sommets, 2 & 2 disjointes.
Réciproquement, supposons que G vérifie P6 et soient x et y deux

sommets tels que d(x,y) = 2. Soient, d'aprés P4’ 2 et z, les



deux sommets de Dl(x) N Dl(y). Supposons que z et z, soient adjacents,

alors Dfél):B{x,y,zz}. D'aprés les (équivalente 3 P6 d'aprés la remarque

o~

ci-dessus) x et z, étant adjacents doivent appartenir 3 une méme-clique

-~

de Dl(zl)’ de méme y et z, appartiennent i une méme clique de Dl(zl) H
mais x et y non adjacents appartiennent & 2 cliques différentes d'oii une

et z

contradiction, ce qui prouve que 9

2y sont non adjacents.

C'QIFID.

Théoréme C. La propriété les (ou P6) se déduit des propriétés P2, P3, P4
pour n > h (1+Vr§3 - 1.

Démonstration : De P2, P3, P4 on déduit que le graphe engendré par Dl(x)

vérifie, pour tout x, les propriété&s suivantes :

Ql' son nombre de sommets est h(n-=1).

Q2. Il est régulier de degré n-2.

Q3. 8i d(x,y) = 2 alors IDl(x)11 Dl(y)l < 1.

-~

On est donc amenéd 3 Etudier les graphes H vérifiant les propriétés

Q., 5 aux ordres h et n. Montrer le théoréme C revient & montrer, que
1 2 73 —— —_

-~

H est formé de h cliques, & n-1 sommets, 2 & 2 disjointes pour nf;h(1+\/5)—1.

Il suffit de montrer que pour ces valeurs de n, H admet une clique & n-1

sommets. En effet le graphe H* obtenu en enlevant cette clique de H, vérifie
les propriétés Ql’ Q2, Q3 aux ordres h-1 et mn, et 1'on a bien

n 3}h-1)(1+¥f53-1. En raisonnant par récurrence sur h, la propriété &tant
évidente pour h=l (H é&tant alors la clique & n-1 sommets), H* est 1'union
de h-l cliques, & n-l sommets, 2 & 2 disjointes et H est bien 1'union de

h cliques, &8 n-1 sommets, 2 & 2 disjointes.

Démonstration de : Pour n 3_(1+Vr§)-1 H admet une clique &

n-1 sommets.

l.- Soit C une clique maximale de H, alors si x # C, x est

adjacent 3 au plus un point de C (immédiat d'aprés Q3)°
2.~ Deux cliques maximales distinctes C et C' de H s'intersectent

en au plus 1 point : ceci résulte de 1. appliqué & la clique C et & un point
X ¢k3 et x €C'.



3.=- Soit x;€ H,D](xi) est 1'union de cliques maximales Ci vérifiant
a

i). Ci v x, est une clique maximale de H.

(o4

ii). Les Ci sont 2 & 2 disjointes (d'aprés 2 et 3. i)).

o
iii). Il n'y a pas d'ar@te entre C, et Ci (o #8 ) : en effet un
point quelconque de Ci étant relié & %i n'est relié & aucun autre point

o
'] -~
de Cis() X, d'aprés 1.

4.~ Dans la suite C désigne une clique de cardinalité maximum o :

C = {xl’XZ""’Xw} « Si w = n-1 1le théoréme est démontré/on suppose donc

w<n-1 et on pose Ci = Dl(xi)—C. D'aprés 3 Ci est 1'union de cliques

maximales vérifiant les propriétés 3 i). ii). iii).

54= ICiI =n-w=-1 pour i = 1,2,...w (d'aprés Qz).

6.~ i), Ci N Cj =@ d'aprés 1 appliquée 3 C.
ii). Il n'y a pas d'ar@te entre Ci et C., : en effet soit y un
point de Ci $ d(xj,y) = 2, donc d'aprés Q3 lDl(xj) N Dl(Y)lf_l or

-~

Dl(xj) N Dl(y):3 X, donec y n'est relié & aucun autre point de Cj‘

7.- Soit y & Ci, alors y & Ci (pour un certain o{) et on a
IDl(y) - {CUDl(C)}| = n-2 - lcial si z€&CUD(C) et
z ¢Ciocu X5 alors z n'est pas reliéd & y d'aprés 3 iii)(si z €C Uci)
ou 6 ii). si =z € Cj(j#i).

0]
=]
[0]
Hh
Hh
(0]
(m3

Donc Dl(y) N {cv Dl(C)} = {Ci V) {xi}} ~-{y}, d'oli le résultat compte-
a
tenu de lDl(y)I = n~2 d'aprés QZ'

p.

1

8.- 8i y€cC, et z£C, alors {D,(y)N D ()} -{ CVY D, (C)}

Qs

Cas 1. vy €& Ci et z € Ci la propriété résulte de 1 appliquée

a o
Ci U X,
Cas 2. y € Ci et z & Ci s alors d(y,z) = 2 d'aprds 3.iii) donc
o B
d'aprés Q3 IDl(y)(\ Dl(z)l <1, or X, é-Dl(y)(\ Dl(z) d'oll le résultat.
9.- 8i ye Ci et =z G-Cj alors lDl(y)(] Dl(z)lé 1. Ceci résulte du

fait que y et 2z sont non adjacents d'aprés 6 ii) et de Q3.

10.= Premiére minoration du nombre de sommets de H.

Elle repose sur le fait que Ci \in 8tant une clique maximale | Ci lfp—l.

o o



H contient au moins les sommets suivants :

. ceux de C en nombre u:w

. ceux des Ci soit Z|Ci| = w(n-w=1) d'aprés 5 et 6 1i).
i=1
. ceux de Dl(Cl) non encore rencontrés soit d'aprés 7 et 8. :

lCl | (n-2- IC1 |); compte-tenu de | C | <w =1 et de
O o o

lCl I = IC1 |= nw-1, 11 vy a au moins (n-w-l)2 tels sommets.
o

Q™M ™M

. . 2
H contient donc au moins w+w (n-w=1) + (nw-=1)" sommets.

11.- Si n > h+l alors w >n-h.

D'aprés Ql’ g a h(n-1) sommets on doit donc avoir
wtw(n-w=1) + (nw-1)" < h(n-1), soit (a~w-1) (n-2) < (h-1)(n-1) ou encore
fw) = W+l-n) (n-2) + (h-1)(n-1)>0; £(w) est une fonction croissante de w
et f(n-h-1) = h+l-n ; donc si n » h+l, £(n-h-1) ¢ 0 et par suite £f(w)« O

pourw4n-h-1. Donc si n > h+l, alors wyn-h.

12.- Deuxiéme minoration du nombre de sommets de H. Elle repose sur le

fait que ICi | SJCi] = n-w-1l. Donec 7 s'écrit lDl(Y) - {Cvu Dl(C)},z_m—l.
o
H contient au moins les sommets suivants :

. ceux de C en nombre w

. ceux de k’Ci soit : w(n-w-=1)
i
. ceux de Dl(cl) non encore rencontrés, en nombre sup@rieur ou égal

d'aprés 7 et 8 3 IC1 |(w—1) = (n=w-1) @w=1)
. ceux de Dl(Cz) non encore rencontrés, en nombre supérieur ou égal,
d'aprés 7, 8, 9. & |C, |(w-1 - [c ).

. et ainsi de suite les points de D1<Ci) non encore rencontrds en nombre
supérieur ou égal & :ICil (=T~ |C1| = ICZI""'ICi—ll) el cette quantité est
positive, sinon O.

H a donc,en posant A = i-1, un nombre de sommets supérieur ou égal & :
H(w) = w+w (a=w-1) + (w=1) (n~w=1)+...+(0=1) (0=1 =A(n~w=1))+cec..
la sommation s'arré@tant au plus grand entier A tel que

. -1 ;
w=1= A(n-w=-1) > 0, soit & Ao ={%:5::] ( on désigne

par [g] le plus grand entier infé@rieur ou &gal & x). On doit avoir i < w soit

A < w-1l, ceci est bien réalisé& car w<n-l entralne A, S wl.



H a donc au moins H(w) sommets :

A w=1
H(w) = wtw (n=-w-1) + (n-w-1) (Z © w=1=-A(n=w=1)) od X =[ J

S o) n-w-1

13.- Si n 2 2h+1 alors w > n-h.

On va montrer que w = n-h conduit 3 une contradiction. En effet si

-+

w(n=w=-1) + (w=1)(n-w-1). On doit
(h=1) (n=2h~1). Donc si n % 2h+1,

n 22h+l, alors }\o Z 1 donc : H(w) > w
avoir H(w) & h(n-1). Or H(n-h)-h(n-1)

H(n-h) > h(n-1) d'ol la contradiction.

v

14,- Fin de la démonstration.

A (A +1)
H(w) = wte (n~w-1) + (n-w-1) ((xo+ D(w=]) - 22 (n—w—l)) . On a
- 2 XeF 1
Ao(n-w-l) =[;0_(l_l] (n~w-1) € w-1 d'ol H(w) 2 wtw (n=w=1)+(n-w-1) (v-1) 'Qz
Or ()\O+ 1) (n-w=1) > w=1 soit (AO+ 1) (n=w-1) )

Donc H(w) 2 w+w (n=-w-1) + %ﬂl . On doit avoir H(w) & h(n-1) on est donc
amené & étudier F(w) =w2—(2n—l)w + 2h(n-1) qui doit &tre >20. Dans l'intervalle
[n-h+1, n-2] auquel appartient w d'aprés 4 et 13 F(w) est décroissante, donc
F(w) € F(n=h+1) o F(n-h+1) = - o P (2h+1)n + h%- 5h+2 .

On a un polyndme du 2&me degré en n dont le discriminant

A= 8h2 - 16h + 9 < (2h V2-3)% donc F(n-h+I) < O si

n 2 At ; 20 V2-3 =h (1+ V-Z-)-] . Pour n z h(l+ \/-2_)-1 on a donc F(w) < O

B . . -
d'old une contradiction et alors w n-1l, C.Q.F.D.

Remarque : La valeur trouvée donne que le théoréme B est vrai pour h = 3
singz7, pour h = 4 si n z 9, pour h =5 si n 12, Pour h =5 si on calcule
directement f(w) pour n = 11 on trouve £(6) = 54 f£(7) =55 £(8) = 56
£(9) = 54 et h(n-1) = 50. Donc dans ce cas w =10 et pour h =5 1le théoradme
B est vrai pour m = 11, On peut montrer de méme que pour h = 6,7,8 le théoréme

B est vrai pour n Z 2h+1. On peut donc par un calcul plus poussé, espérer



peut étre, &tablir le théoréme B pour n>2h+l (pour tout h). De toute fagon
par la méthode ci-dessus on ne peut espérer trouver mieux car pour n=2h il existe
des graphes H vérifiant Ql’ Q2, Q3 non formés de h cliques & n-1 sommets.
Il faut donc recourir a des considérations directes comme 1'a fait Aigner [1] pour
h=3. _

Dans la suite G dé&signe un graphe simple vérifiant P2, P3, P4, les et
P, pour h et n. Pour démontrer les thEorémes A et B nous aurons besoin des

définitions suivantes.

On appelle pont (bridge dans LlS]) entre deux emsembles C et C' de sommets

de G, une aréte xy de G avec x € C-C' et y e C'-C.

Deux cliques maximales distinctes C et C' de G seront dites couplées,

s'il existe une bijection entre les sommets de C et ceux de C', telle qu'un
sommet de C et un sommet de C' sont adjacents si et seulement si ils se
correspondent dans la bijection ; deux tels sommets seront dits couplés. On peut
dire aussi que C U C' = C+K2 = C'+K2. (Deux cliques couplées gont deux cliques
vérifiant "§(C,C') = 2" dans [1] ou "appartenant & n(G)" dans [15]).

Remarquons que toute clique maximale de G contient n sommets d'aprés P6

et que deux cliques couplées sont disjointes : en effet si x € CNC', il n'y a
bis
6 )
P6 il existe une unique clique maximale de G contenant x et y, que nous

pas de pont entre C et C' (d'aprés P . 81 x et y sont adjacents, d'aprés

noterons C .
— Xy
Lemme 4.- Soit G un graphe simple vérifiant Pz, 3 P4, PEIS SE-PS' s'il

existe deux ponts disjoints entre deux cliques maximales C et C' de G, alors

P

les cliques C et C' sont couplées.

Démonstration : Soient XYy et x,y, les deux ponts entre C et C' ol

X, et x, appartiennent & C-C' (xl#xz) et y; et vy, appartiennent & C'-C

(yl#yz)- D'aprés pzls les cliques C-{xl} et C - {Xl} sont 2 cliques

SR

disjointes de Dl(xl) sans pont entre elles ; donc si x €C d(x,yl) = 2. A tout
point x de C, x#xl, associons le point y = \f(x) = {Dl(x)f]Dl(yl)} - {xl}.
D'aprés P5 IDl(yl) - D3(x)| <2(n-1). Or les 2(n-1) points des cliques

Cyl,y - {yl} et Cxl,yl‘ {yl} appartiennent 3 Dl(yl) e D3(X> , et

- ° - " a1 = = v
¥, €Dy(y)) - Dy(x) 5y, €D (x)) donc y, €0y Ly ~nddlor ¢ =0y =,
En posant W(xl) = {yl} on définit ainsi une application § de C dans ¢!,
Cette application est injective : en effet supposons que y = {Y(x) = Y(x")

avec x#x' , y est différent de yqs car Y(x) € C'- {yl} pour x#xlu Mais alors
Dl(xl)(l Dl(y):) {x,x',y]} contrairement a P4 appliquée 3 %, et y. L'applica=

tion Y est bijective car el = [8"] =ns C.0.F.D



bis

Lemme 5. Soit G un graphe simple vérifiant P2,P3,P4,P4 et PS' Soit
C = {xl,...xi,...xn} une clique maximale de G contenant X, et soit

v, € Dl(xl)-C, alors il existe une unique clique maximale couplée avec C et

~

] = P .
contenant ¥,» Qu_on notera Cy {yl,...yi,...yn} ot y. désigne le point

couplé avec X

Démonstration : Soit %, € C, X # Xy Toute clique couplée avec C et
is>

contenant y, doit contenir 1'unique point (d'aprés Pz
v = {Dl(xi) n Dl(yl)} = {xi}. Or il existe une unique clique contenant v, et

v o Cy > et d'aprés le lemme 4 elle est couplée avec C (les deux ponts
9) o
P i
d18301n%s etant X1y, et xiyi). C.0.F.D.
Lemme 6. Soit G un graphe simple vérifiant Pl’ P2, P3, P49 les, P5 et

P7 aux ordres n et h, alors G peut s'écrire GX + Kn.

. = § ®
Démonstration : On va montrer que G est formé de n copies (?i(G ) d'un
graphe G*, que 1l'on va construire. Soit x; un point de G et soit
C = {xl,...xi,...xn} une clique maximale contenant % Posons C?i(xl) = x,

pour i = 1,2,...n.

1.~ Dl(C) est formé de n copies de {xl} v {Dl(xl)-C} qui sont :
{xi} U {Dl(xi)—C } pour i=1,2,..e;m.

Soit v, € Dl(xl)-C et soit Cy = {yl,...yi,...yn} 1'unique clique couplée
avec C contenant vy (lemme 5). Posons (Pi(yl) =Y oli y, est le point couplé

-~

avec x. j y, appartient donc 3 Dl(xi)—C. Les sous graphes Dl(xi)—C sont d'aprés

Pgls tous formés de h-1 composantes connexes, qui sont des cliques & n-1

€léments. Deux points de deux sous graphes Dl(xi)—C et Dl(xj)-C sont adjacents
si et seulement si ils sont images par (?i et 3 du méme point de Dl(xl)-C ¢ en

1 i = ' = ! é 1 3

effet si deux points ys ?i(yl) et yj ‘Pj(yl) étaient adjacents, avec

¥q # yi, il passerait par @ i(yl) = ¥y deux cliques couplées avec C & savoir :

C
y

n'est reli@ & aucun point de Dl(xj)-C (avec j#i) d'aprés la définition de

et Cy y! s ce qui est impossible d'aprés le lemme 5. De plus un point X,
el

deux cliques couplées. Si on prend j=1, on en déduit que 1'application L?i de
{xl v {Dl(xl)-C} dans {xi} v { Dl(xi)—C} est injective et bijective (les

deux sous graphes ayant méme nombre d'éléments). Il reste & vérifier que (?i

est bien un isomorphisme de graphes (c'est & dire conserve 1'adjacence) : ceci

résulte de ce que la clique C est couplée avec la clique C
*10¥y Sy
d'aprés le lemme 4 (on a deux ponts disjoints XX, et ylyi). 9. transforme

donc toute clique maximale de Dl(xl)-C en une clique maximale de Dl(xi)~C, de

maniére bijective.



2 Dl(C)L}Dz(C) est formé de n copies de {xl}\}{D )—C}U{Dz(xl)"Dl(C)}

g8y
; _ ' - bis _ _
Soit t, € Dz(xl) D1(C). D'aprés P4 t —viDl(yl)n Dl(zl)} {xl} avec
y, et =z, appartenant 3 Dl(xl)-C et d(yl,zl) = 2. Posons :
Qi) = & =AD, PN D GOY ~fx} oy =) etz = 9;(z) ot

gté définis au 1.

Qor

5 = X 1 :
On a : I?l(ti) n Dl(C) {yi?,’u{zi} ! en effet t, n'est pas adjacent

s philg i o oo e

\] |

xi(d aprés P4 ), ni & un xj#xi (d'aprés P4 appliquée & x, et ti)’ ni & un

point de Dl(xi) différent de y; et z (d'apras P appliquée a x, et ti).
o ' L. -~ 3 ° -

Enfin ti n'est pas adjacent 3 un point uj de Dl(xj), car sinon Dl(ti) D3(xi)

contiendrait au moins 2(n-1)+1 points : les points de @ i iti} s ceux de
14

Cti’zi = {tii et uj, contrairement a PS'

T Dyt A {Dy(x) = D)) = e} ¢ Eneffer D (r)nD,(x)| & 3

d'aprés P7 appliquée & t; et xjn Dl(ti)n Dz(xj) contient les points de

Dl(ti) n {Dl(yj) v Dl(zj)} , soit Yo o z, et les deux points :
{Dl(ti) n Dl(yj)s - {yig et {Dl(ti) N Dl(zj)g - {zig qui sont donc confondus
et identiques 3 t, = {D.(v.)A D (z,)! - §x.\.

q i {. i YJ 1 Jf { Jl
= En prenant j=1 on déduit que (Pi est une injection de

{x} u{p (=)=} UD,(x)-D (C)} dans {x;{u {D; (x;)-C} v {D, (x,)-D, (C)} et
une bijection, les deux sous graphes ayant le m@me nombre d'éléments. Il reste &
vérifier que ¢ ; estun isomorphisme de graphes.Or dans le sous graphe
{}ﬁ& U {Dl(xl)-Ck V) {Dz(xl)—D(C)} s t1 est adjacent aux seuls points de

G - {t;f et C

yl,t1 1 zl,t1
c (C ) est transformée en la clique C (C ) qui lui est couplée

Vst Bgaty Vioti 250%y

d'aprés le lemme 4, car on a deux ponts disjoints ylyi(zl,zi) et tlti'

= {tls s et dans la bijection (?i’ la clique

3. Supposons que l'on ait montré que pour d > 2, (j DG(C) est
1< § < d
formé de n copies de {xl} U { k) Dd(xl)_DG-l(C)} (en posant D (C) = C).
1<6<d &

Soit Ty € Dd+1(x1)- Dd(C) et soit s, un point & distance 2 de ¥, sur une

1

p et r; et soient u et vy les deux points de

Dl(sl) n Dl(rl). Si on pose t?i(rl) =r, = {Dl(ui)n Dl(vi)} = {si} oil

plus courte chaine entre =x

o - ?i(ul) v, = ﬂ?i(vl) et s, = ¢, (v)) , d'aprés 1'hypothése de récurrence,
1 s Y au lieu de
Yy vy au lieu de z, et r, au lieu de tl’ on en déduit que ‘Pi. réalise

les hypothéses du cas 2 sont remplies avec s, au lieu de x



une copie de {Dd(xl)-Dd_l(C)}(I{Dd+1(xl) = Dy(C)}  sur

{Dd(xi) = D41 (©) v {Dd+1(xi) = Dy(C)} . Comme de plus un point de

D, .(x,)-D.(C) n'est relié & aucun point de L} D .(C), sinon il serait
d+1 71 d 1 <6 <d-1 )
4 distance inférieure ou &gale 3 d de Xy, on en déduit avec les hypothéses
de récurrence que L) DS(C) est formé de n copies de
1 < 6 <d+l
{xl} U { U Dy(xy) = D -1(0@}. Le graphe G &tant connexe (d'aprés P,)
1< 8 < d+l
et fini (d'aprés Pl)’ dO = max d(xl,y) est fini et G est formé de n
y € G
copies de G*={x YU { \J Dol 0=D, L0}, C.Q.F.D.
. 1 71 6-1
1< ¢ f-do

bis
1> Far P3r Bus B By

. o h
et P7, aux ordres n et h, alors G est 1somorphe 3 Lh-l(Kh 2 n).

Ihéoréme A. Soit G un graphe simple vérifiant P

Démonstration : On va démontter le théoréme par récurrence sur h. Le

théoréme est vrai pour h=1 ( n quelconque), car on a un graphe & n sommets
régulier de degré n-1 (d'aprés P1 et PZ) c'est donc Kn. Supposons le théoréme
vrai aux ordres n et h, et soit G vérifiant les hypoth&ses aux ordres n

et h+l. D'aprés le lemme 6 G = G* + Kn. D'aprés les lemmes 1 et 2 (ii => i)G*
vérifie les hypothéses du théoréme aux ordres n et h, donc d'aprés 1'hypoth&se

o

de récurrence , " est isomorphe 3 Lh_l(KE o n) et d'aprés la proposition 2,
h+1

G est bien isomorphe & Lh(K(h+1) » n). C.Q.F.D;

Des théorémes A et C on déduit le corollaire.

Corollaire. Soit G un graphe simple vérifiant Pl’ P2, P3, P4, P5 et

P7 aux ordres n et h, avec n > h(l+ VE)-l alors G est isomorphe 3
h
L= By 5 5o

Remarque : Dans la démonstration du lemme 6 et du théoréme A la propriété

P7 sert uniquement pour montrer dans le cas 2 du lemme 6 que ti est adjacent

[

a tj et seulement 3 tj dans D2(Xj) - DI(C)° Pour montrer le théoréme B, nous

montrerons gque t, est adjacent & tj (lemme 9) indépendamment de P7, ce qui

est une &tape dans la démonstration de la conjecture suivante : "P7 se déduit
bi 2
de P2, P3, PA’ P4 ® et P5"' Auparavant, nous montrons un lemme conséquence de

PS’ qui sera trés utile.

Lemme 7. Soit G un graphe simple vérifiant P2, P3, P4, les, EE.P5 et
soient C et C' deux cligues maximales de G. S'il existe un pont x; vy,

entre C et C' et deux points x € c, x#—x1 et z€C' , 2 ¢ Yqs tels que

d(x,2)=2, alors C' est 1'unique clique couplée avec C , contenant ¥y (soit
- 1
C'=C) et DM ND(Decuc.




Démonstration : D'aprés le lemme 5, il existe une unique clique C

contenant y, et couplée avec C. Supposons que C' soit différente de Cy 5
elle est disjointe (d'aprés P6) de Cy' Alors Dl(yl)—DB(x) contiendrait les
2(n-1) points de Qx o -iyiﬁ et de Cy-{yi% , plus le point =z, ce qui est
impossible d'aprés P5. Donc C'=Cy. Comme d(x,z) = 2, Dl(x)l\ Dl(z) est
formé d'aprés P4 de deux points, qui sont nécessairement le point de C'
couplé avec x et le point de C coupié avec 3z, d'ol Dl(x) n Dl(z) c CucC'.

C.Q.F.D.
g0 Pas Py PTS O
si d(x,y) = 3, alors Dl(x) n Dz(y) est formd de points 2 & 2 non adjacents.

Lemme 8. Soit G wun graphe simple vérifiant P

Démonstration : Soit x,al,bl,y une chaine de longueur 3 entre x et V.

Supposons qu'il existe a, e‘Dl(x)l\ Dz(y) avec a, adjacent & a;
PblS , &, appartient & la clique C et a, n'est pas adjacent & b
6 2 X528, 2 1
(Les cliques Ca b et C ayant deux pOlntS non adjacents x et b

. D'aprés

n'ont que a, én commun) é01t b2 €D (a2) n o (y) ¢ un tel point ex1ste

d'aprés la définition de a, s est différent de b1 et de a, (sinon

d(x,y) = 2). Les cliques Cal’bl et Caz,bz ont un pont a,a, et deux points &

distance 2 b, et b, (en effet, si b, était adjacent & b, les cliques C et
1 2 2 1 a,a

Cy b seraient coupldes et alors d(x,y) 2; d'aprés le lemme 7 y qui appartient
5
a 172 D,.(b.)N D,(b,) devrait appartenir a C Uuc ce qui est impossible
1'71 1'72 a.b a,b
. . 171 2°2
ni a a,. C.Q.F.D.

car y n'est pas adjacent a a, 9

Corollaire. Si hg3, la propriété P, se déduit des propriétés Py Py,
P, BO1% ot p
§ t4 =75t
En effet Dl(x) contient au plus h points 2 & 2 non adjacents d'aprés
les s, d'oll le résultat d'aprés le lemme 8.
Lemme 9. Soit G un graphe simple vérifiant P2, P3, P4, les et P5

aux ordres n et h, avec n > h-l. Soit C ={ Xl""xi""xn } une clique

maximale de G, soit vy, et 2z deux points de Dl(xl)-C non adjacents et

soient Cy = {yl,...yi,...yn} et C, = {zl,...zi,...zn} les cliques uniques

couplées avec C_ contenant respectivement y. et =z, . Alors si on pose
X 1 1

t, ={D1(yi) n Dl(ziﬂixﬁ, le sous graphe engendré par les ti(i=1,2...n) est une
clique Ct couplée avec Cy ek Cz.

Démonstration ¢ 1.~ On a vu au 2 du lemme 6 (sans utiliser P7) que @
D,(t;) n D, (C) = {y,} v {z}.

2.~ Soit Ct 1'unique clique couplée avec Cy contenant £, et soit

. i ; _ "
o, le point couplé avec v 8 o Cti fl Qﬁyl). Alors si Cti # Ctj .

d(ai,o&j) > 2.



On peut supposer j#l. o, et aj ne peuvent pas étre confondus car

sinon il passerait par o, deux diques couplées avec Cy, ce qui est impossible

(lemme 5). Supposons que d(ai,aj) = 1. Alors les cliques Ct et Ca 5 ont
o o9

. = y 1
un pont oy aj et deux points & distance 2, y, et t. J *
(car tj n'est pas relié a Y1 d'aprés 1), donc d'aprés le lemme 7, yj qui
appartient 3 Dl(yl) N Dl(tj) appartiendrait 3 Cth) C“i 3, ce qui est
; ; i i p P
impossible, car yj ¢ Ct. et yj n'est pas relié a o, (ai étant couplé avec
yl)‘

.« 8i n >h-1, i i indi i i tels que
3. 8i >h-1, il existe deux indices 1, et i, q

En effet supposons que les Ct soient tous distincts, alors les o,

étant non adjacents (d'aprés 2) appart%endraient d des cliques disjointes de

D.(y,)« De plus o, n'appartient pas @ C_ ni a C ( d'aprés 1). On aurait
171 i y X1sYy
donc n+2 cliques disjointes dans Dl(yl)’ en contradiction avec n> h-1 et Poe
4. Soient io et jo deux indices tels que Ct = Ct . Alors on a
i j
deux ponts disjoints =z, t, et =z, t, entre C et C donc d'aprés
11 1] z t.
o "o o o i
le lemme 4, Cz et Ct sont couplés. Soit 8 1'unique point de
i
Ct couplé avec e Ct étant couplé avec Cz’ soit Zp le point
i i
couplé avec 8 Supposons que ﬁ’%zk ; alors les cliques Cti et Czp’xp

ont un pont By 2, et deux points & distance 2 X, et 5, point couplé avec

¥y ; donc d'aprés le lemme 7, T5 qui appartient & Dl(xp )An Dl(sp),
devrait appartenir & Ct v Cz " ce qui est impossible. Donc Sy
i o’ p

relié 3 z, et 8 =t ce qui prouve que £ appartient & Ct s pour tout k.

0 ¢,Q.F.D.

est

Remarque : Dans le cas h=4 et n=2 on peut montrer que le lemme 9
est encore valable. On peut donc se demander si 1'hypothése n>h-1 est néces-

saire pour montrer le lemme 9.

PblS’

Pas Pys Py

P

Théoréme B : La propriété P7 se déduit des propriétés P2, 33

EE.Ps pour h g5 et n > h-1.



s ; . Ls s bi
Démonstration ¢ l.- Soit G wun graphe simple vérifiant P2, P3, P4, Péls,

P5, avec n > h-1 et soient x, ety deux points tels que d(xo,yo) =3 et
soit xo,al,hl,yo une chalne de longueur 3 entre X, et y . Posons

b, ={0y (@) A Dy b= by} 5 &, =iD;(x ) 4 D (b} {2} s

b3 =iD1(a2)f\ Dl(yo)}- {bl} 5 ag ={D1(xo) ) Dl(bz)}- {al} . Les bi sont non
adjacents & X, et les a;, non adjacents a Vo3 sinon d(xo,yo) = 2 ; ceci montre
que les points a1s 855 ag, bl’ b2, b3 sont tous distincts. (Remarquons qu'on a

ainsi prouvé que si d(x ,y ) = 3 alors [Dl(x )N Dz(y)l 38, d'oll B

est équi-
= PblS

7

valente i 7 : si d(x,y) =3 alors !Dl(x) n D2(y)| = 3).
2.- Montrons que aq est adjacent & b3 ¢ soit ty ={D1(a2) n Dl(a3)}-{xo'§ .
Si on pose C_=C ; C.=2C et C =2C les hypothéses du lemme 9
X X 08 y a2,b1 z a3,b2 /
sont satisfaites, avec b1 couplé avec a; et b2 couplé avec aje On en déduit

que t; est adjacent 3 Yo ={D1(bl) n Dl(bz)}“ {al} . On a donc

Vigeaas s 2 s
Dl(a2)|1 Dl(yo) b {bl’b3’t1} comme t, # b1 (d'aprés P4 appliquée 3 x et bl)
ona t, = b3 ce qui prouve que a, est adjacent & b3.
3.- Supposons que P7 soit non vrai c'est & dire qu'il existe

q € Dl(xo) n Dz(yo) avec ¢ # a; (i=1,2,3) et soit X5 Cqs ds y, une

chafne de longueur 3 entre x, et y_.c, est différent de b, et d, différent

1 i 1
de a, (i =1,2,3) sinon d(xo,yo) = 2. Enfin d1 est différent de b, (i=1,2,3)

d'aprés P4 appliquée & X, et bi' En recommencant le raisonnement de 1 avec la

chalne X s Cs dl’ v, onen déduit 1l'existence de ¢, et cy (ainsi que d

2 2
et d3) tels que les ci(i =1, 2, 3) soient tous distincts et différents des
aj et bj (G =1, 2, 3). Donc, si P7 est non vrai lDl(xo) n D2(yo){ > 6 y

d'aprés le lemme 8, les 6 points de Dl(xo) n D2(yo) sont 2 & 2 non adjacents, d'oi

hEG C.Q.F.D.

En combinant les th&orémes A, B, C on a le corollaire.

Corollaire ¢ P

. h B
1 P2, P3, P4, P5 caractérisent Lh_l(Kh « n) pour h=2
n>7;h=4 et n>9;h=25 et n>1l.

et n>5 3 h=3 et
Problémes : Il serait intéressant de savoir dans quelle mesure les proprié-
tés Pi sont indépendantes les unes des autres en particulier de sawoir :

- 81 P7 n'est pas conséquence des autres pour n > h=1 et pour =n

quelconque.

= 81 les n'est pas conséquence de P2, P3, P4 pour n > 2h+l et pour

- si PS n'est pas conséquence des autres Pi comme cela a été montré pour



h = 3 par Dowling &ﬂ.

Note fajoutée en cours de ré&daction) : R. Laskar et A. Pellerin auraient
prouvé (Notices A.M.S. n° 699-A. 18, Décembre 1972) que

Y. sion>i2

Poy Byw Byy By
caractérisent L3(K

L'auteur remercie pour son atde précteuse

Jean-Claude Meyer, sans qui cet article n'aurait
pu &tre mené 4 bien.
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