N

N

Couplage élasto-acoustique en domaine fréquentiel par
des méthodes de type Galerkine Discontinues Hybride
Vinduja Vasanthan

» To cite this version:

Vinduja Vasanthan. Couplage élasto-acoustique en domaine fréquentiel par des méthodes de type
Galerkine Discontinues Hybride. Mathématiques [math]. 2019. hal-02431330

HAL Id: hal-02431330
https://inria.hal.science/hal-02431330
Submitted on 7 Jan 2020

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/hal-02431330
https://hal.archives-ouvertes.fr

INSTITUT NATIONAL I
‘ DES SCIENCES e
APPLIQUEES
ROUEN <l

GENIE MATHEMATIQUE

MAGIQUE-3D

RAPPORT DE STAGE INGENIEUR

Couplage élasto-acoustique en domaine
fréquentiel par des méthodes de type
Galerkine Discontinues Hybride

A Dattention de

A. TONNOIR H. BARUCQ
C. Gour J. Di1az

Vinduja VASANTHAN



Remerciements

En premier lieu, je tiens a remercier H. Barucq et J. Diaz, mes tuteurs de stage, qui m’ont
suivie et ont répondu a mes nombreuses questions tout au long de ce stage.

Je souhaite également remercier I’ensemble de I’équipe Magique-3D, qui m’a accueillie et qui
a également été la lorsque j’avais des interrogations.

J’aimerais aussi remercier les professeurs du département Génie Mathématique de 'INSA de
Rouen, et en particulier M. Tonnoir et M. Gout, qui ont été trés impliqués dans mon stage.



Table des matiéeres

Introduction

Modeles mathématiques

2.1 Ondes élastiques . . . . . . . L e
2.2 Ondes acoustiques . . . . . . . . L e
2.3 Conditions de couplage élasto-acoustique . . . . . . . .. . ... ... ... ... .

Meéthodes de résolution

3.1 Galerkine Discontinu . . . . . . . . . . . ..
3.1.1 Procédé . . . . . . . . e
3.2  Galerkine Discontinu Hybride . . . . . . .. .. .. . . oo L
3.2.1 Procédé . . . . . ... e
3.3 Application de la méthode HDG . . . . . . ... ... ... ... .........
3.3.1 Modele 1D . . . . .
3.3.2 Discrétisation . . . . . . . . ...
3.3.3 Conditions aux bords . . . . . . .. ...
3.3.4 Résultats numériques . . . . . . .. L

Couplage 1D

4.1 Formulations variationnelles . . . . . . . . . . ... oL
4.2 Discrétisation ... . . . . . .. e
4.2.1 ... dupremier probleme . . . .. ... ... L L
4.2.2 dusecond probléeme . . . . ... ... L
423 ..surlélément . . . . . . .. e
4.2.4 ... sur la frontiere 0K entre deux éléments . . . . . ... ... ... ...
4.3 Couplage . . . . . . e

Couplage 2D

5.1 Probléeme acoustique . . . . . . ...
5.1.1 Discrétisation . . . . . . . . ... e
5.2 Probleme élastique . . . . . . ...
5.2.1 Discrétisation . . . . . . . . . ..
5.3 Conditions de couplage . . . . . . . . .. L
5.3.1 Discrétisation sur le domaine solide . . . . . . . . . ... ... .......
5.3.2 Discrétisation sur le domaine fluide . . . . . . . . ... ... ...

N 0 o O

o ©

10
11
11
11
13
15
16

17
17
18
18
18
18
18
19



TABLE DES MATIERES

6 Couplage 3D

7 Résultats numériques

71 Cas1D ..
72 Cas2D ..
73 Cas3D ..

8 Conclusion

8.1 Grille de déroulement du stage . . . . . . . ... ...

8.2 Perspectives

A Définitions

27

29
29
31
36

37
37
38

39



Chapitre 1

Introduction

Ce stage s’intitule "Couplage élasto-acoustique en domaine fréquentiel par des méthodes
de type Galerkine Discontinues Hybrides" et il s’est déroulé au sein de 1’équipe de recherche
Magique-3D du centre Inria-Bordeaux implantée a Pau.

L’équipe Magique-3D est dirigée par la Directrice de Recherche Hélene BARUCQ et se
spécialise dans les domaines de la géophysique et, en particulier, la propagation d’ondes. Les
principaux axes de recherche sont la modélisation mathématique de la propagation des ondes et
des phénomeénes physiques sous-jacents, et la simulation numérique, le calcul parallele, les grilles
de calcul.

L’objectif de ce stage est la mise en oeuvre du couplage élasto-acoustique par des méthodes
de type Galerkine Discontinues Hybrides (HDG), cela signifie que nous souhaitons étudier le
comportement d’une onde dans un domaine couplé solide-fluide. Les ondes se propageant dans
un domaine solide sont des ondes élastiques, et les ondes se propageant dans un domaine fluide
sont des ondes acoustiques.

La mise en oeuvre de ce travail sera faite dans la bibliotheque de codes de simulation numé-
rique, HoulOni.

Dans le cadre de sa these, M. Bonnasse-Gahot a traité la "Simulation de la Propagation
d’Ondes Elastiques en Domaine Fréquentiel par des Méthodes Galerkine Discontinues'. Cela a
donc conduit au développement de codes dans HoulOni permettant la résolution de problemes
élastiques, notamment a ’aide de méthodes HDG. Souhaitant également traiter le couplage
élasto-acoustique, des prémices de ce travail ont été mis en oeuvre dans HoulOni. Ceux-ci com-
prennent des codes permettant la résolution de problemes acoustiques par des méthodes HDG
en 2D et 3D, un début de couplage et des structures élasto-acoustiques auxiliaires en 2D.

Mon travail vient ainsi se placer dans la suite de celui-ci.

La premiere partie du stage consiste en une bibliographie sur les méthodes HDG, qui a
également conduit a une breve bibliographie sur les méthodes de type Galerkine Discontinue
(DG), ainsi que sur les équations d’ondes de maniére générale. Suite a cela, pour me familiariser
avec les méthodes de type Galerkine Discontinue Hybride, j’ai décrit le modeéle en une dimension
et ’ai ensuite implémenté. Ces travaux sont décrits dans les chapitres 2 et 3.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION )

La troisieme partie consiste en ’écriture d’un modele de couplage en une dimension, suivie
d’une implémentation. Cela est présenté dans le chapitre 4.

La partie suivante comporte I’écriture d’un modele de couplage en deux dimensions, égale-
ment suivie d’une implémentation. La cinquiéme partie est consacrée au modele en trois dimen-
sions, qui est analogue a celui en deux dimensions. Ces travaux sont établis dans les chapitres 5
et 6.

Enfin, le chapitre 7 nous présente les résultats numériques.



Chapitre 2

Modeles mathématiques

Nous commencons par décrire les équations des ondes élastiques et acoustiques dans le do-

maine fréquentiel.

2.1 Ondes élastiques

Voici I’équation des ondes élastiques, dans le domaine fréquentiel :

iwp(x)v(x) = V- g(x) + Fy(x) dans

2.1
iwo(x) = C(x) : €(v(x)) dans Q 21)

Pour x = (z,y,2)" € QCR? ona: {
ol
V(%) = (v2(x), vy (x),v2(x))T vecteur vitesse en m/s;
o tenseur des contraintes;
p(x) densité en kg/m?>;
w pulsation en rad/s;

€ tenseur des déformations;
C tenseur symétrique d’ordre 4 des coeflicients élastiques.

A l'interface entre deux éléments solides, on impose la continuité de la vitesse et du tenseur
des contraintes :

[v] =0
[e] =0
ou les sauts sont définis par
[v] =vT @nt +v” ®@n”

[e]l =otn™ +o0 n~
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2.2 Ondes acoustiques

Voici I’équation des ondes acoustiques, dans le domaine fréquentiel :

C%in(x) + p(x)V - v(x) = 0 dans Q
iwp(x)v(x) + VP(x) = 0 dans Q

Pour x = (z,,2)T € QCR® ona: (2.2)
ol

v(x) = (v2(x), vy(x),v2(x))T vecteur vitesse en m/s;

P(x) pression en Pa;

p(x) densité en kg/m?>;

w pulsation en rad/s;

¢ célérité du son en m/s.

A Tinterface entre deux éléments fluides, on impose la continuité de la pression et de la
vitesse :

[Pl =0
[v] =0

ou les sauts sont définis par

[p] =p*n" +p 0"
[v] =vT-nt+v™ -n

2.3 Conditions de couplage élasto-acoustique

Nous sommes entourés par de nombreux exemples d’interaction fluide-solide, tels que le fond
marin, ou encore les globules rouges.

8um

e a

CONTINENT Vue de coupe

PLATEAU
CONTINENTAL

Vue de surface

CONTINENTAL
GLACIS

1
1
TALUS 1
1
1
I CONTINENTAL

FIGURE 2.2 — Vue de surface et coupe d’un

FIGURE 2.1 — Mer et fonds marins globule rouge

source : https: source : http:
//www.glo-be.be/index.php/fr/articles/ //tpe-adam-antoine-max.over-blog.com/
les-zones-maritimes-de-z-selon-la-convention-\ pages/IV_La_drepanocytose_au_niveau_du_
sur-le-droit-de-la-mer phenotype_cellulaire_la_falciformation_

des_hematies-6320576.html


https://www.glo-be.be/index.php/fr/articles/les-zones-maritimes-de-z-selon-la-convention-\sur-le-droit-de-la-mer
https://www.glo-be.be/index.php/fr/articles/les-zones-maritimes-de-z-selon-la-convention-\sur-le-droit-de-la-mer
https://www.glo-be.be/index.php/fr/articles/les-zones-maritimes-de-z-selon-la-convention-\sur-le-droit-de-la-mer
https://www.glo-be.be/index.php/fr/articles/les-zones-maritimes-de-z-selon-la-convention-\sur-le-droit-de-la-mer
http://tpe-adam-antoine-max.over-blog.com/pages/IV_La_drepanocytose_au_niveau_du_phenotype_cellulaire_la_falciformation_des_hematies-6320576.html
http://tpe-adam-antoine-max.over-blog.com/pages/IV_La_drepanocytose_au_niveau_du_phenotype_cellulaire_la_falciformation_des_hematies-6320576.html
http://tpe-adam-antoine-max.over-blog.com/pages/IV_La_drepanocytose_au_niveau_du_phenotype_cellulaire_la_falciformation_des_hematies-6320576.html
http://tpe-adam-antoine-max.over-blog.com/pages/IV_La_drepanocytose_au_niveau_du_phenotype_cellulaire_la_falciformation_des_hematies-6320576.html
http://tpe-adam-antoine-max.over-blog.com/pages/IV_La_drepanocytose_au_niveau_du_phenotype_cellulaire_la_falciformation_des_hematies-6320576.html
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En effet, le fond marin désigne tous les fonds immergés des mers et les globules rouges sont
des cellules dépourvues de noyaux et remplies d’hémoglobine, comme nous pouvons le voir sur
les figures 2.2 et 2.1.

Lorsque les ondes se propagent dans des domaines couplant fluide et solide, elles doivent
vérifier deux conditions de transmission a 'interface des deux milieux :
— continuité des contraintes normales

— continuité des vitesses normales
Vpen =05 M



Chapitre 3

Méthodes de résolution

3.1 Galerkine Discontinu

La méthode DG se présente comme une combinaison entre une méthode d’Elements Finis ;
cas ou la solution est approchée par des polyndémes, et une méthode de Volumes Finis; cas ou
les interactions aux interfaces sont calculées a partir de flux numériques.

Les fonctions de base utilisées sont continues sur les éléments mais discontinues aux inter-
faces entre ces éléments, d’ou le nom de la méthode. En 2D, elles sont donc continues sur les
arétes mais discontinues sur les sommets. Cela a donc pour conséquence de devoir dupliquer les
degrés de libertés aux interfaces.

Cette méthode a ’avantage de produire une matrice de masse diagonale par blocs, ainsi plus
simple a inverser et elle est également appréciée pour son hp-adaptivité.

3.1.1 Procédé

Le domaine est partitionné en éléments qui forment le maillage. La solution numérique est
approchée par une combinaison linéaire de fonctions de base en les noeuds du maillage. Ces
fonctions sont, en général, des polynémes par morceaux (en volumes finis, ce sont des fonctions
constantes).

Les inconnues du systeéme, aussi appelées degrés de liberté, sont alors :

— soit les composantes de la solution numérique dans la base des polynémes et dans chaque

élément, dans quel cas la représentation est "modale",

— soit les valeurs de la solution en des points d’interpolation, dans quel cas la représentation

est 'nodale".

Apres avoir maillé le domaine, on écrit la formulation variationnelle du probleme fort de
départ. Il s’agit d’effectuer des multiplications par des fonctions tests, celles-ci correspondant
a la base de l’espace d’approximation dans lequel la solution est recherchée. Ensuite, on utilise
les formules de Green, sans oublier les conditions aux bords, pour obtenir I’expression finale de
notre formulation variationnelle. Aucune continuité n’est imposée aux interfaces.

Les noeuds sont dédoublés et les hypothéses de régularité ne concernent que l'intérieur des
éléments, par conséquent, la solution n’est pas définie de manieére unique aux interfaces. C’est
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pour cette raison que les interactions aux interfaces sont calculées avec des flux numériques,
faisant intervenir les valeurs moyennes et les sauts de la solution au niveau de l'interface. Cela
permet d’imposer faiblement les conditions de continuité de la solution discrete. Il faut choisir
ces flux numériques, et ce choix influe sur la stabilité, consistance, conservativité, précision du
schéma global, participant ainsi & sa convergence.

Ensuite, il suffit d’injecter dans la formulation variationnelle les décompositions des solutions
dans la base choisie. On obtient ainsi un systeme linéaire a résoudre, comportant des matrices
majoritairement creuses.

3.2 (Galerkine Discontinu Hybride

L’inconvénient majeur de la méthode DG, est que, pour un méme nombre d’éléments, elle
impose un nombre plus élevé de degrés de liberté que pour la méthode d’éléments finis simple.

C’est pour pallier ce probleme que la méthode de Galerkine Discontinue Hybride est intro-
duite.

Ce qui distingue cette méthode de la méthode DG, est I'introduction d’une inconnue supplé-
mentaire, appelée variable "hybride". Elle est associée a une condition de continuité sur le flux
numérique et comporte une information supplémentaire sur la solution.

Ainsi, le systéme linéaire global ne fait intervenir que l'inconnue auxiliaire, tandis que les
inconnues principales sont calculées par la suite élément par élément. Les degrés de liberté sont
alors considérablement réduits en comparaison avec la méthode DG (voir figure 3.1).

N\

N
NZEN

(a) FE (b)

(c) HDG

FIGURE 3.1 — Distribution des degrés de liberté pour les méthodes éléments finis 3.1a,
Galerkine discontinues 3.1b et Galerkine discontinues hybrides 3.1c

Les avantages de cette méthode ne se limitent pas a la réduction des degrés de liberté, elle
est également appréciée pour ses propriétés de superconvergence.
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3.2.1 Procédé

Dans la formulation variationnelle, qui s’obtient de la méme maniére que pour la méthode
DG, on introduit les traces numériques des solutions, qui seront exprimées a ’aide de la variable
hybride et des solutions.

Comme expliqué précédemment, on construit d’abord un systeme linéaire global & I'aide de
la variable hybride et des variables principales. Celles-ci pouvant étre réécrites uniquement au
moyen de la variable auxiliaire, on obtient ainsi un systéeme global ne dépendant que de cette
variable hybride. Grace aux résultats ainsi obtenus, on calcule les inconnues principales élément

par élément.

3.3 Application de la méthode HDG

Nous allons appliquer la méthode HDG sur le modele des ondes acoustiques/élastiques en

une dimension.

3.3.1 Modéle 1D

En une dimension, les équations d’ondes élastiques et acoustiques sont identiques. Ici,

x = (z), v(x) = v(z) et p(x) = p(x). Dans notre cas, p(x) étant constant, nous notons p = p(x)
par souci de simplicité.

Nous partons d’abord du probleme fort et le transformons pour trouver la formulation va-
riationnelle. Pour cela, nous multiplions nos équations par des fonctions tests et les intégrons.
Ensuite, la formule de Green, qui, en 1D n’est autre qu’une intégration par parties, est appliquée
a 'une des deux équations et une pénalisation est ajoutée a I’équation restante.

{ C%in(m) +pV-v(x)=0
iwpv(z) + VP(x) =0 £

C%in(x) &+ pV-u(z)-£=0 '(/
iwpv(z) -q+ VP(z)-q=0

c2

1/inP(x)-§dx+/ﬂpv-v(:r)-§dx—0
/iwpv(a:)-qdav—i—/VP(a:)-quzo
Q Q

Ici, la formule de Green nous donne :
/ VP . qdz= —/ P -Vgqdz + [Pg] Green
Q Q
D’ou :

/iwpv(:v)-qd:v—/P-qu:c+[Pq]:O
) Q



CHAPITRE 3. METHODES DE RESOLUTION 12

Ainsi, nous obtenons :

1/9in( §dx+/pv v(z)-{dx =0

c2

/inpv( x) - qu—/P Vgdz +[Pg] =0

Nous introduisons maintenant la variable hybride A € R, qui représente la trace numérique
de P. Nous remplagons donc P par celle-ci sur 0f2. De plus, nous ajoutons a la seconde équation
une pénalisation de la forme :

a(A—P) |39

avec a € R, le terme de pénalisation. D’ou :

012/9sz() §d:c+/,0V v(z) - £dr +a(X = P) |5o="0
/szpv( ) qd:c—/P Vgdz +[Ag] =0

Notations
— Maillage 7;, du domaine 2,
— Elément K du maillage 7;, (segments en 1D, triangles en 2D, tétraédres en 3D),
— Face F de I'élément K (points en 1D, arétes en 2D, faces en 3D),
— Ensemble F(K) des faces de K,
— Union de toutes les faces de bord F, = 0K N 012,
— Union de toutes les faces internes F; = 0K \ 012,
— Ensemble de toutes les faces du maillage Fp, = F; U Fy,
— Normale sortante n de 1’élément K,
— Py(D), I'ensemble des polynomes de degré au plus p sur le domaine D,
— VP(K) est I'espace P,(K) pour chaque K € Tp,.

Grace a ces définitions, nous pouvons ainsi définir les espaces suivants :
VP = {veLl*Q):v|g € VP(K),VK € Ty}
MP = {n e L*Q) : n|p € Py(F),VF € Fj,}

Nous considérons maintenant (3.1) sur un élément K du maillage 7;, et nous imposons la
continuité de la composante normale de la trace numérique de v. Nous obtenons ainsi la formu-
lation variationnelle suivante :

Trowver (v, PX,\) € (VP(K), VF(K), M}) tels que, ¥(¢,q,m) € (VF(K), VF(K), M}),

5 'PK£+/V et a(A = PY) g y=
02 Klwp - v (0% OK

/inUK'q_/PK‘VQ+[/\'Q]8K:OSHrK\~Fb (3.2)

fiwva~q— PK-Vq:—PO'qsurKﬂ]:b
K K
[v] -+ 20X ={P})-n=0
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avec P+ p
.
=

Pt défini sur KT, P~ défini sur K, K™ et K~ éléments voisins

Pour plus de détails sur I'obtention de la derniere équation, aussi appelée condition de trans-
mission, voir [1, chapitre 3].

3.3.2 Discrétisation

Nous choisissons les fonctions de base de Lagrange comme fonctions tests :
K K
£ = q=;
et décomposons nos variables principales dans cette méme base de Lagrange :
K _ K K K _ K K
v =) uter PR =) Py
J J
Il faut noter qu’a partir de la 2D, la variable hybride est décomposée a 'aide de fonctions
de P1,P2, etc. Or, en 1D ce n’est pas le cas et les valeurs de A considérées sont tout simplement

ses valeurs en les points du maillage. Ainsi, nous avons (A = A\;, k = 1,dim(F},)) et sa fonction
de test associée n = 1.

On obtient ainsi :

ZOMEPE 4 DEuK — oEXPK 4 aF 'K AK = 0
pe

avec

M =/ pi o) dz
K
D = [ (eFVef da

Ef; = ¢i(@re1) + pi(r)

Fi% = (¢i(0)  @i(1))

IFZQK = (—=¢i(0) $;(1)), pour tout K =2, dim(F(K))—1
et F?5 =0 pour K =1 et K = dim(F(K))

En 1D, F(b) = {z1,zN}, x1 et xn étant nos deux noeuds délimitant notre domaine. Ainsi
apres assemblage, RE gécrit :
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Nous obtenons donc le systeme linéaire local suivant :

jiKWW/KT%*(jkl\K'::}%K
— WE = (A4F)"Y(RE — CKAK)

})I(
K
avec W :< K)

v
14[( ﬁ%%Nﬂ}( —-CﬂE}( H)I(
B — (DX iwpMK

aFlK
ct = ( F2K )

0
RK:(RK)

Nous allons maintenant établir la discrétisation de la condition de transmission.

[v] + 2a(x — {P}) =0 (3.6)

= "t 40K 0T 4 2a() —

Ty, Ty
FI1GURE 3.2 — Calcul des normales

Nous avons n* = —1 et n~ = 1, comme montré dans la figure 3.2. Ce qui nous donne :

PET 4 pE”
2
Nous décomposons & nouveau nos variables principales dans la base de Lagrange, et obte-

vKi—vK++2a()\— )=0

nons :

G WX +GFWE" £ 200, =0

avec

Gy = (—opj(@py)  w2(@pyy))

Gy = (—apj(zy)  —pa;(af))

pPK*
K+
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On additionne ensuite toutes les équations de la condition de transmission sur toutes les faces
de chaque élément, élément par élément. Dans notre cas, il s’agit des équations de I’aréte gauche
et de I'aréte droite d’un segment. On obtient ainsi le systéme suivant :

Gr \*
> <G ) W 4+ 2aA% =0 (3.8)
KeT;, k+1

Nous injectons enfin (3.4) dans (3.8) et obtenons le systéme linéaire en AK :

K
) _(GGk ) (A)"YRE — CRAF) + 200K =0 (3.9)
KeTy kol

Ce systéme peut étre réécrit de la manieére suivante :

AppcA = RHS (3.10)

C’est ainsi que nous obtenons un systéme linéaire global en A.

3.3.3 Conditions aux bords

. . LW . . N o2
Nous choisissons Py = sin(—x). Ainsi, nous savons que la pression P a trouver doit également
étre de cette forme-la. Quant a la vitesse v, la solution exacte se trouve en injectant 1’expression
exacte de P dans (2.2) comme montré ci-dessous.

1
—insin(gm) +pV-v=0
c c

iwpv + V (sm(i@) =0 (3.11)

iwpv =V (—Sin(wx)>
c

? w
v= &cos(zx)

On injecte cette expression de v dans (2) :

1 ,
c—giwsin(%a:) +pV - icos(%x)

1. w 1. . w

:c—gzwsm(;x) - gzwszn(;x) =0

On obtient : w

Po(x) = sin(—x)

c
; 3.12
0(x) = icos(gaz:) (8.12)

pc c
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3.3.4 Résultats numériques

Nous nous plagons sur le domaine [0, 10] et visualisons la partie réelle de la pression P et la
solution exacte du probleme. Les parametres physiques choisis sont p = u = 1 et la pulsation

w=1.

FI1GURE 3.3 — Re(P) solution réelle et exacte

Nos résultats sont assez proches de la solution exacte. En affinant le maillage, la solution

numérique tend vers la solution exacte.



Chapitre 4

Couplage 1D

Nous commencons par ’écriture d’un modele de couplage acoustique-acoustique en une di-
mension. L’intérét de cette démarche est de nous permettre de tester nos conditions de couplage
rapidement, en les modifiant si nécessaire.

Comme expliqué précédemment, en une dimension les équations élastiques et acoustiques
sont identiques. Pour contourner ce probléme et pouvoir simuler un couplage élasto-acoustique,
nous écrivons deux formulations variationnelles. L’une s’obtient en appliquant la formule de
Green sur une équation et une pénalisation sur la seconde, et vice-versa pour 'autre.

4.1 Formulations variationnelles

Voici les deux formulations variationnelles de ’équation des ondes acoustiques, en choisissant
f = 0, chacune définie sur une partie du domaine. La premiere est la méme qu’établie précé-
demment dans (3.3.1).

Trouver (UK,PK,/\+> e (VM(K),VP(K), M) tels que, ¥(§,q,m) € (VP(K), VP(K), M),

1 . PK K + K
e Kw—-§+/ VoK g+ a(\t - PK) €|, =

c2

/iwpv /PK Vq+ A\ qlox =0sur K\ F (41)

/Kiwva~q— PX.Vg=—-Py-qgsur KNF
K K
[v] -0+ 2a(A" = {P})-n=0

Trouver (v, PX, A7) € (VP(I), VI(K), M) tels que, ¥(€,q.n) € (VP(K), VE(K), M}),

/WPUK'CIJF/ VPE.g+a(d” —o® -n)lox =0
K

K
1 iwpf/ VE+ A ok = 0 sur K\ F

2 Ik P (4.2)
1 . P

—Z/zw— & — / V€= —vg-&Esur KNF

? Jk P

[P] -0 +2a(A" —{v})

17
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Nos conditions de raccord a la frontiere I' entre les deux domaines sont :

[v] + 2a(AT —{P}) =0 (4.3)
[P] + 20(A~ — {v}) =0

4.2 Discrétisation ...

4.2.1 ... du premier probléme
Le premier probléme est le méme que celui du chapitre précédent et se discrétise ainsi de la
méme maniere.
4.2.2 du second probléme
4.2.3 ... sur ’élément

On proceéde de la méme maniere que pour le premier probleme et en utilisant les mémes

notations que précédemment, on obtient :

iwpME oK + DEPE _ qEEWE 4 oF AKX =0

L“;MKPK . (DK)tUK 1L FEAK _RE (4.5)
pc
ABWE 4 cEAK = RE (4.6)
— WE = (AF)"Y(RE — CKAK)
K
avec WK = (;K>
K iwpME — qEXK ']D)K
- _ (]D)K)t %MK
F2K
K
= (oAFlK>
4.2.4 ... sur la frontiére 0K entre deux éléments
Nous allons maintenant établir la discrétisation de la condition de transmission.
[P] + 2a(A—{v}) =0 (4.8)
K+ K-
<:>PK+n+—|—PK7n_—|—204(/\—v —;U )=10 (4.9)
Nous avons n* = —1 et n~ = 1, comme montré dans la figure 3.2. Ce qui nous donne :
K- K+
PE _PET foan— Y

2
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Nous décomposons a nouveau nos variables dans la base de Lagrange, et obtenons :

G WE +GWET 1200 =0

En procédant de la méme maniere que pour le premier probléme, nous obtenons ainsi le
systeme linéaire global en A suivant :

K
> o ) (AF)TU RS~ CFAK) 4 208K 0
KT, Gk+1

Ce systeme peut étre réécrit de la maniere suivante :

AppcA = RHS (4.10)

C’est ainsi que nous obtenons un systeme linéaire global en A.

4.3 Couplage

Pour procéder au couplage, on traite dans un premier temps séparément le premier probleme
sur sa part de domaine, ainsi que le deuxiéme probléme sur sa part de domaine. Pour cela, nous
implémentons chacune des formulations en ne tenant compte que d’elle-méme. Nous définissons
arbitrairement la premiere formulation dans un domaine fluide et la seconde dans un domaine
solide. Ce apres quoi, nous implémentons le couplage.

r, 1 T, +1

FIGURE 4.1 — Coeflicients a la frontiére I’

Pour cela, nous calculons les coefficients de la matrice correspondants au couplage, sachant
que l'aréte a la frontiére I' est dédoublée, comme décrit sur la figure 4.1.
Ainsi, les coefficients calculés seront situés en (I,J) =

7 Fanra—l 7 Feara—l
- Fa?Fa - Feara
- FCL?Pe - Feare
7 Fmre—i—l 7 F67F€+1
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Les conditions de couplage sont :

v ok
PE —PE 42000 — L") =0 sw T,
PK + PK
U?*Uf+2a(>\e*%) =0 surI'.

Nous avons tout simplement pris les deux conditions de transmissions définies pour chacun
des problemes. On obtient donc exactement les mémes matrices que précédemment.

Pour notre systéme linéaire global en A similaire a (3.10) et (4.10), on obtient ainsi la matrice
Apgpc suivante :

Anpc =

Nous pouvons effectivement observer cette structure dans la figure ci-dessous, et également
remarquer le caractere creux de la matrice.

10000 |—, |

20000

30000

40000

FIGURE 4.2 — Structure de Agpa



Chapitre 5

Couplage 2D

Nous souhaitons a présent généraliser le travail effectué dans le chapitre précédent au cas

bidimensionnel. Pour cela, nous commencgons par décrire les problemes élastiques et acoustiques
et traitons ensuite les conditions de couplage.

5.1 Probléeme acoustique

Notre probléme variationnel dans le domaine fluide est :

Trouver (v, P, \,) tels que, ¥ (&, q,n), on ait

— zw— §+/Vv {—i—/ a(de —PEY. =0

prv q—/ PE. Vq—l—/ Aa-qn =20 (5.1)
[o]- 7+ 2000 = {P}) -1 =0

5.1.1 Discrétisation

En exprimant nos variables dans la base lagrangienne et apres factorisation, nous obtenons
avec les mémes notations que précédemment :

LMK P 4 DEuE 4 DEGK +aZIF A —a > EFPE =0
K l
ol + ()P 3 0l o
_ZUJPMKUK + ]D)K TPK Z Q )\l -0
%MK - ; EIK DX DX pPE aF K aF ¥ aFf AL
(DE)T —iwpME 0 of 4| -QF, —QF, Q|| A2 |=0
(DE)YT 0 —iwpME vl _le —sz —@53 Ao

Ainsi, nous obtenons ’expression de WaK ci-dessous :

21



CHAPITRE 5. COUPLAGE 2D

22
Ac{iousWaK (CéiousAf - 0 52
<:> WK (Aci{cous) 1C§§OUSA§ (5'3
Nous procédons de la méme maniere pour la condition de transmission
/aKlzsplevmz x +Z¢1¢]Uzz n, +Z(lejvzz Ny +ZSO1¢] zz n, (54)
200 hithjAai — @Y @i BT — oY onh P = (5.5)

—a(FF)" (@F)T  (@F)T [ PK 2aGE 0 0 AL
—a(FF)T Q)" Q@) || v |+ 0 2aGF 0 A2 | +RE =0
—a(F5)T Q)T (@F)T o 0 0 2aG§ ) \ A}
(5.6)
ot R¥ rassemble les contributions des éléments voisins

R = (—a(F) Qi QWS

) ) a

BEWE + LEAK + RE =0

On additionne ensuite toutes les équations de la condition de transmission sur toutes les
faces de chaque élément, élément par élément. On obtient ainsi le systeme suivant

> (Afipe)” [BKWf +LKAII§DG’AG] =0
K

S (Al pa)” [FBK (A5) K LK Al oA, =0
K

A, est le vecteur qui rassemble tous les degrés de liberté de \,, pour toutes les faces. Axpg

est la matrice qui nous permet de sélectionner les degrés de libertés de A, correspondants a
I’élément K. On a donc :

Afipeha = Ay

Pour plus de détails sur cette matrice, voir [1] et [1].
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5.2 Probleme élastique

Notre probleme variationnel dans le domaine solide est :

Trouwver (v, 0, Ae) tels que, Y(w,&,n), on ait

zwpv w — w4 [ a(Ade —v) - w=0
zwa ¢+ [v-v(C - CE = /f ¢ (5.7)
[o] - n+2a(re — {v}) 77—0

5.2.1 Discrétisation

En exprimant nos variables dans la base lagrangienne et apres factorisation, nous obtenons,
avec les mémes notations que précédemment :

iprva—Dfam Dy Um—i-aZIEK K—QZFK)\Z

iwpMBEoE —DEG . —DEs,, + aZEK v, — aZIF AL =0

iwME o0 + (A + 2u)(DK) K+ )\(]DJK TyK Z A4 2p)QE N Z AQENL =ME f,,
iwME gy, + ADE) T + (A + 2u)(ID>K)T K Z (A +21)QE N Z AQEN =MEf,,

iwM" oy + 1 (D )vaf + (@) v =) W@, + @ffzkéz) — My,
l

iwpME + o ; EX 0 -DE 0 -DE K
0 iwpME + oS EF 0 -DX DK vk
! ok |+

(A +2p) (D))" ADE)T w0 0 oK

ADE)T (A +2p) (D))" 0 wMf 0 oK

p(DE)" p(DF)" 0 0 awMk/ 7T

1
oFK oFf oFf 0 0 0 Aea
0 0 0 aF K aF K aF K igx
(A+ 2#)@51 (A+ 2#)@5,2 (A+ 2#)@5;(,3 /\@51 /\@52 )\Q,ﬁf:«; )\ix =0

)\@§1 )\@5,2 )\@53 (A+ 2#)@51 (A+ 2#)@§2 (A+ 2#)@53 )\SZ
nQL HQLy nQLs nQLy nQss nQys 3

ez

Ainsi, nous obtenons I'expression de WX ci-dessous :

AelasVVeK + CelasAK =0 (58)
— WKk = oK AK (5.9)

elas) elas
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Nous procédons de la méme manieére pour la condition de transmission :

/BKZZ%%H szz"‘Z@ﬂ#j” szz"‘ZSDzw]n UmmLZst%n Ozxzi
JrZOéZl/Jﬂ/)] ex,i 0429011/1] :):z achl¢] xz:

(5.10)
/8Kl nglen Ozzi+ Z@zwjn Ozzit+ 290177/)]” Oxzi+ Z‘-Pzw]n Ozz,i
+2QZ¢Z¢] ez,i O[ZQOZIZJ] zz aZ(pﬂ/}] zz:
(@) ol + (@) ol + Q) ol + (@) ol
N Tx 2,1 Oz
120G Ay — (]FK+)T KT a(IFlK Tk~ =0
+ + + + - - (5-11)
@QF) ok +(@QF) el +(QF) o +(@§z Yok
+2aGf e, — (JFK+)T KT _ o(FK ) =0
—a(Ff)" 0 QKT 0 @X)T X
—Q(Fg)T 0 (QEQ)T 0 (@gz)T Uf(
v
—a(F5)T 0 Q)T 0 Q)" %
K\T K \T K \T Oz | T
0 —a(FT) 0 (@z,l) (Qx,l) oK
0 _Q(Fg()T 0 (@gz)T (@gz)T gfz
0 —a(Fg{)T 0 (szs)T (Qf,s)T
20GH 0 0 0 0 0 AL
0 2aGE 0 0 0 0 A2
0 0 2aGE 0 0 0 A3 K
0 0 0 2aGH 0 0 AL TRE=0
0 0 0 0 2aGE 0 A2,
0 0 0 0 0 2aGE ) \ A2,
RE:
RE>
REs
K
RE = Rz{l (5.12)
R
R
avec
Ryt = (—a(F)T 0 (@) 0 (@)W (5.13)
et
RE=(0 —aFfHT o0 (@7 (@HT)wk (5.14)

BEWE + LEAK L RE =0 (5.15)
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On additionne ensuite toutes les équations de la condition de transmission sur toutes les
faces de chaque élément, élément par élément. On obtient ainsi le systeme suivant :

> (Afpe)” [BKWEK +LKA§DG’A6} =0
K

> (Afpe)" [-BF (AF)TICK + LX) AfpeA. =0
K

5.3 Conditions de couplage

Les conditions de couplage élasto-acoustique en 2D sont :

/ vpen—vs-n+2aA, —P)-n=0
’ (5.16)

Pn+on+2a(Xe —vs)-n=0
Te

Nous procédons de la méme maniére qu’en 1D. Nous traitons donc chaque probléme sépa-
rément sur sa part de domaine, et traitons par la suite le couplage. Pour cela, nous dédoublons

les arétes a l'interface comme précédemment.
5.3.1 Discrétisation sur le domaine solide

Nous remplacons nos variables par leurs décompositions dans la base lagrangienne :

/ Z PZ‘Pzwjnm + Z Umx@zw]nx Z sz%%nz + 2« Z Aezx ’Ld}lw] 2« Z Vs z@zw]nm =0
/ Z B(Pzw]nz + Z sz%%nz Z Uzz@zwj n, + 2a Z Aez ﬂbz% — 2« Z Vsz z@zzp]nz =

Ce qui nous donne, avec les mémes notations que précédemment :

QfTP + QfTU:m + QfTUzz + 2OlGK)\e:Jc - 2041FKTU3:1: =0
QfTP + @fTUa:z + QfTUzz + 2CYGK)\ez - QQFKTUSZ =0

0 O\ (P 0@ 0 e
KT 0 0 a 0 _2 FKT 0 KT KT e
Q: o Q: Qy
20GH 0
+( 0 QaGK>)\6_0

Enfin, en remplacant WaK et WeK par leurs valeurs respectives, nous obtenons en I
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KT acous acous
_Qz 0

QQFKT O _QfT 0 _@fT

+< 0 2aFK” 0 _(@KT _@KT (Aelas) (CelasA
2aGK 0

+( 0 20GK ) Ae =0

5.3.2 Discrétisation sur le domaine fluide

Nous remplacons nos variables par leurs décompositions dans la base lagrangienne :

/ vam 1%%% + Z'Ufz z@zwjnz szax z‘Pzd}jT% szz z‘Pﬂ/}jnz
"‘204 Z Aa ﬂ/m,/)] - 2a Z Pl@ﬂbj = O

Ce qui nous donne, avec les notations définies précédemment :

QX vp + QF v, — QE vy — QX v + 20GF N, — aFF P =0

(—20FK" QK" QK" )YWE 4+ (—QK" —QK" 0 0 0)WE+2aGKN =0
Enfin, en remplacant Wf et WeK par leurs valeurs respectives, nous obtenons en I, :

( QQFKT _@g[c(T _QKT )( acous) 1C§cousA
+( QQIET QfT 0 0 )(Aelas) CelasA
+2aGE N, =0



Chapitre 6
Couplage 3D

Les formulations variationnelles et les systémes linéaires sont analogues a ceux trouvés en
2D. Ils peuvent étre retrouvés dans [1]. Ce qui nous intéresse ici sont plutdt les conditions de
couplage et leur discrétisation.

Les conditions de couplage sont les mémes qu’en 2D. Nos vecteurs solutions, quant a eux,

s’écrivent :

|y
~

<

R
8

=
=
|
9 9 9 9
X

REREREX

SR
Ng
N

Nous avons ainsi en I', de maniére similaire au cas 2D :

(—22FF" QK" QK" Qf")wX
+(QX" QX QX 0o 0 0 0 0 0w
+2aGEN, =0

27
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Et nous obtenons en I',, :
QK" 0 0 o0

QK" 0 0o o|WK
QK" 0 0 o0

—2aFK" 0 0 QK"
+ 0 —2aFK" 0 0
0 0 —2aFK" 0
20GK 0 0

+ 0 2aGE 0 Ae =0
0 0 2aGHKE

0
QK"
0

0

T
QF

T
Q

T
Qr

QK"
z
0
QK"
T

T
Qf

KT
Q,

WK

28



Chapitre 7

Résultats numériques

Dans ce chapitre nous allons présenter les différents résultats numériques obtenus au cours

de ce stage.

7.1 Cas 1D

Pour l'implémentation, nous avons utilisé les nombreux outils déja présents dans le code
HoulOni, tels que les outils permettant le calcul des fonctions de base, le calcul des matrices
élémentaires, I'utilisation de MUMPS, etc.

Les parametres physiques choisis sont p = p = 1. Le domaine étudié est [—10, 10] avec une
interface en 0.

Les résultats sont visualisés a 1'aide de Gnuplot.

FI1GURE 7.1 — Couplage de la pression P

Sur la figure ci-dessus, nous visualisons la pression P sur un domaine couplé, ainsi que la
solution exacte. L’interface du domaine est représentée a ’aide d’une droite rouge et le domaine
est maillé avec 2000 points. Les fonctions de base utilisées sont dans Ps.

Nous pouvons voir que le couplage est relativement réussi. En effet, la solution numérique
est proche de la solution exacte, qui correspond ici a la courbe verte.

29
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/ “Preel.dat”

FIGURE 7.2 — Discontinuité & l'interface

Cependant, nous remarquons qu’une discontinuité tres visible est présente, comme nous
pouvons le voir sur la figure ci-dessus.

“Preel dat"
sin(x)

FIGURE 7.3 — Couplage de la pression P

Sur la figure ci-dessus, nous visualisons encore la pression P sur un domaine couplé, ainsi
que la solution exacte. Le domaine est, cette fois-ci, maillé avec 4000 points.

Nous remarquons qu’en affinant le maillage, la solution numérique se rapproche davantage
de la solution exacte, ce qui est cohérent.
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FIGURE 7.4 — Discontinuité & l'interface

De plus, la discontinuité n’est plus visible, comme nous pouvons le voir sur la figure ci-dessus.

7.2 Cas 2D

Dans les codes HoulOni, les implémentations des problemes élastiques et acoustiques étaient
déja présents. Etaient également présents, les outils permettant de renuméroter les éléments du
domaine en accord avec la structure imposée par le couplage. J’ai donc eu pour objectif d’im-
plémenter le calcul de la partie couplage de la matrice globale.

Ici, nous travaillons avec deux domaines circulaires, dont I'un est imbriqué dans ’autre. La
couronne externe correspond au domaine fluide et la couronne interne correspond au domaine
solide.

Sur le bord libre de la couronne externe, nous choisissons des conditions aux bords de Neu-
mann. Quant a l'interface des deux couronnes, nous choisissons des Conditions aux Limites
Absorbantes.

4840000 2420000 0
Les parametres physiques choisis sont : p = 1 et C = | 2420000 4840000 0
0 0 1210000

Nous travaillons ici avec la pulsation w = 27 f = 2715.915 = 100.

Nous comparons les résultats que nous avons obtenus avec les solutions analytiques présentes
dans le code IPDG (Interior Penalty Discontinuous Galerkine) de HoulOni. Seules la pression
acoustique et la vitesse élastique sont fournis par ce code.

Les résultats sont visualisés a I'aide de ParaView.

Voici les maillages utilisés pour la modélisation de notre domaine :
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FIGURE 7.6 — Maillage non adaptatif avec

FIGURE 7.5 — Maillage p-adaptatif fonctions de base P

FIGURE 7.8 — Re(P) solution numérique

FIGURE 7.7 — Re(P) solution analytique avec p-adaptivite
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FIGURE 7.10 — Im(P) solution numérique

FIGURE 7.9 — Im(P) solution analytique avec p-adaptivité

Sur les résultats ci-dessus, nous observons les parties réelles et imaginaires de la pression
analytique et numérique. Nous remarquons qu’avec la p-adaptivité, les résultats numériques et
analytiques sont ressemblants mais pas suffisamment proches.

FIGURE 7.12 — Re(P) solution numérique
FIGURE 7.11 — Re(P) solution analytique sans P adaptivité
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FIGURE 7.14 — Im(P) solution numérique
FIGURE 7.13 — Im(P) solution analytique sans P adaptivité

Sur les figures ci-dessus, nous observons également la pression analytique et numérique,
cependant sans p-adaptivité dans ce dernier cas. Nous pouvons remarquer que les résultats sont
bien meilleurs et proche de la solution analytique.

FIGURE 7.15 — P et V, solutions analytiques FIGURE 7.16 — P et V, solutions numériques

Sur les résultats ci-dessus, nous visualisons la pression acoustique ainsi que la vitesse élastique
de notre couplage. Nous pouvons remarquer que la solution numérique est proche de la solution
analytique. Pour confirmer cela, nous pouvons voir l'erreur relative entre la solution numérique
et analytique calculée ci-dessous.
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500 1000 1 2500 3000 500 4000 4.7e+03
|

FIGURE 7.17 — Erreur relative

En dehors de quelques discontinuités fortes, ’erreur reste relativement faible.

FIGURE 7.18 — Solution analytique 50Hz

F1GURE 7.19 — Solution numérique 50Hz

Les résultats ci-dessus sont des résultats pour une fréquence différente, f = 50Hz. Nous
remarquons que la solution numérique reste proche de la solution numérique pour des fréquences
différentes.
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FIGURE 7.20 — Vitesses dans le domaine fluide et solide

Sur la figure ci-dessus, nous pouvons remarquer la continuité entre la vitesse dans le domaine
fluide et la vitesse dans le domaine solide.

7.3 Cas 3D

Contrairement au cas 2D, en 3D une partie des outils nécessaires n’avait pas encore été implé-
mentée au début du stage. Ainsi, j’ai eu pour objectif d’implémenter les outils de renumérotation
des éléments du domaine, le calcul de la partie couplage de la matrice globale, etc.

Malheureusement, par manque de temps et problemes de mémoire, il m’a été impossible
d’obtenir des résultats probants pour le cas 3D.



Chapitre 8

Conclusion

Je vais présenter le déroulement du stage, ainsi que les difficultés que j’ai pu rencontrer, mais
également les points positifs de chacune des étapes.

8.1 Grille de déroulement du stage

Voici une grille présentant le déroulement du stage.

Semaine Activité
1-4 Découverte du sujet, bibliographie
5-8 Prize en main de Hou10ni et implémentation HDG
pour le cas 1D
9-12 Ecriture des conditions de couplage 1D
9-12 Implémentation du couplage en 1D
13 -20 Ecriture des conditions de couplage 2D
13 -20 Implémentation du couplage en 2D
21-25 Ecriture des conditions de couplage 3D et

implémentation du couplage en 3D

FI1GURE 8.1 — Grille de déroulement

La partie bibliographie a été moins longue que je ne le prévoyais. En effet, les théses mises
a disposition, ainsi que 'aide de mes tuteurs de stage et de ’équipe m’a permis de comprendre
rapidement les méthodes au coeur de mon stage.

Les parties qui consistent en la recherche des conditions de couplage a été extrémement en-
richissante. En effet, en nous basant sur des principes physiques et des travaux antérieurs, nous

avons écrit ces conditions par nous-mémes et cela m’a procuré un sentiment de satisfaction.

Les parties implémentations étaient intéressantes, mais ne I’étaient pas autant que les parties

37
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évoquées précédemment. En effet, j’ai appris a utiliser des bibliothéques dont je n’avais pas
forcément connaissance et ai appris beaucoup de choses d’'un point de vue implémentation.
Cependant, les périodes de débogage étaient assez longues et frustrantes.

8.2 Perspectives

Les points pouvant étre améliorés sont les suivants :

— cas 3D

— p-adaptivité

— calculs d’erreurs

Les points qu’il serait intéressant d’aborder sont les suivants :

— couplage de deux domaines, dont I’'un est composé de quadrangles et I’autre de tetraedres
— portage du code dans le code de Total

Ce stage a été extrémement intéressant et se plagait parfaitement dans la continuité de ma

formation en Génie Mathématique.



Annexe A
Définitions

Tenseur : désigne un objet qui s’exprime dans un espace vectoriel. C’est un objet abstrait,
dont les coordonnées sont modifiées lors du passage d’une base a une autre.

Tenseur des déformations : est un tenseur symétrique d’ordre 2, servant a décrire 1’état de
déformation local résultant de contraintes.

Tenseur des contraintes : est un tenseur d’ordre 2 qui caractérise les efforts intérieurs.
h-adaptivité : séparer les éléments en gardant le degré p fixé
p-adaptivité : augmenter le degré p sur les éléments

Superconvergence : une méthode est dite superconvergente, lorsqu’elle converge plus vite

que prévu.

Module d’élasticité isostatique : constante qui relie la contrainte au taux de déformation
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