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Résumé

L'objectif général de ce travail est de prouver les pro-
priétés des programmes logiques (ensemble de clauses
de Horn). Ces propriétés sont des formules de la forme
VZ(3g ' «— A) o I" et A sont des conjonctions
d'atomes. Nous disposons d'un ensemble de régles de
déductions tels que le pliage, le dépliage et la simplifica-
tion. La preuve consiste a appliquer |'une de ces régles
sur la formule & prouver jusqu'a aboutir 3 un ensemble
de formules triviales. Une étape essentielle dans le pro-
cessus de la preuve est la réussite du pliage qui peut
étre vue comme |'application d'une hypothése de récur-
rence dans une preuve inductive. Nous proposons des
stratégies pour automatiser partiellement le processus
de preuve en nous basant sur une analyse statique des
formules et des programmes.

Abstract

The aim of this study is to prove the properties of the
logical programs (set of Horn clauses). These properties
are the implicative formulas of the form Vz(35 I — A)
where I" and A are conjunctions of atoms. We use deduc-
tive rules like fold, unfold and simplification. The proof
consists in applying one of these rules on the formula to
prove until we have a set of trivial formulas. An impor-
tant step in an inductive proof attempt is the application
of induction hypothesis. We propose some strategies to
automate partially the process of proof by using a static
analysis of the formulas and programs.

1 Introduction

La preuve par récurrence est une technique trés puis-
sante pour raisonner sur des structures récursives. Plu-
sieurs systémes et approches pour automatiser le pro-
cessus de preuve par récurrence ont été proposés. Ces

systémes s’intéressent & la preuve de certaines classes
de formules en se basant sur deux paradigmes : la ré-
currence explicite et la récurrence implicite [5, 4].

Nous considérons le probléme de la preuve des pro-
priétés des programmes logiques. Ces propriétés sont
des formules de la logique des prédicats ayant la forme
suivante : VZ(3g I' «— A). Ces formules sont assez
particuliéres puisque trés peu de systémes se sont in-
téressés a I'automatisation de leur preuve & cause des
variables existentielles. Ainsi, nous avons opté pour
un systéme de preuve par pliage et dépliage [11, 3, 2]
qui utilise 'induction non explicite pour prouver ces
propriétés. Il a permis de prouver un grand nombre
de formules implicatives non triviales, que peu de sys-
témes sont capables de traiter.

Ce systéme se base sur des régles de déduction
telles que le pliage et le dépliage. Ces régles sont bien
connues tant dans le domaine de la démonstration de
théorémes que dans celui de la transformation de pro-
grammes fonctionnels et logiques.

L’un des problémes rencontré dans les systémes de
preuve est 'explosion combinatoire de la preuve et les
retours arriére qui sont trés cotteux. Pour cette raison,
il est important de disposer d’heuristiques et de tac-
tiques afin d’automatiser totalement ou partiellement
le processus de preuve.

Prenons I'exemple des systémes Clam et nqthm qui
se basent sur la récurrence explicite. Une étape es-
sentielle pour accomplir une preuve est le choix de la
bonne régle de récurrence et par la suite le choix des
régles & utiliser pour réussir a appliquer I’hypothése de
récurrence. En effet, ces systémes effectuent une ana-
lyse de récursivité [4] pour choisir la régle de récur-
rence appropriée, ensuite ils utilisent des heuristiques



tels que le « rippling » pour Clam.

Dans le systéme de preuve par pliage-dépliage, le
probléme crucial est aussi lié & I'indéterminisme du
processus de preuve. En d’autres termes, il construit
les preuves pas a pas et nécessite alors une fréquente
intervention de l'utilisateur. En effet, nous nous inté-
ressons dans ce travail & la découverte des stratégies
permettant de réduire I'indéterminisme et de réussir
la preuve. Une étape essentielle dans le processus de
la preuve est la réussite du pliage qui peut étre vue
comme l’application d’une hypothése de récurrence
dans une preuve inductive.

L’approche proposée est basée sur l'analyse sta-
tique de la formule et du programme considéré. Tout
d’abord, nous nous limitons & une classe particuliére
de formules et de programmes et nous caractérisons les
formules & traiter par des schémas. Nous menons en-
suite une étude, en nous basant sur ces schémas, sur la
réussite du pliage. Finalement, nous déterminons des
conditions nécessaires pour la réussite du pliage. Cette
étude permet de détecter soit la réussite de I'applica-
tion du pliage en donnant d’une maniére précise les
différentes étapes a suivre, soit de détecter ’échec de
leur application.

2 Préliminaires

Dans ce paragraphe nous présentons les définitions
et les notations utilisées dans la suite. Ces concepts
peuvent étre trouvés avec plus de détails dans [9].

— Un programme logique défini est un ensemble de

clauses définies.

— Une clause récursive linéaire est une clause de la
forme P(z) «— A, P(Z),T, ou P(Z) est un atome
et I' et A sont des conjonctions d’atomes qui ne
contiennent pas le prédicat P.

- M(S8) dénote le plus petit modele de Herbrand
du programme logique S.

— Var(F) dénote I'ensemble des variables d’une ex-
pression F.

— Les formules implicatives considérées sont de la
forme VZ(3gT «— A). On les note par I' «— A
ou les variables universelles sont notées par des
lettres minuscules et les variables existentielles
par des lettres majuscules.

— Une formule implicative triviale s’écrit sous la
forme : A «— faux ou vrai < T'. Elle se réduit
trivialement a vrai.

— Une variable est interne & un membre (respecti-
vement & une conjonction d’atome) dans une for-
mule si cette variable n’apparait pas ailleurs dans
la formule.

— Une substitution 6 est un ensemble fini de couples
noté par {v1/t1,...,vn/tn}, ot Vi € [l..n] v; est

une variable, t; est un terme et v; # t; et si i # j
alors v; # v;.

— L’image et le domaine d’une substitution 6
sont respectivement : Im(0) = {t1,...,tn} et
Dom(0) = {v1, ..., vn }.

— Une substitution existentielle est une substitution
telle que son domaine est un ensemble de variables
existentielles.

- pgu(E,E’) dénote le plus général unificateur de E
et E.

3 Systéme de preuve par pliage/dépliage
3.1 Processus de preuve

Le systéme de preuve par pliage/dépliage considéré
permet de prouver qu'une formule implicative est une
propriété valide d’un programme. Autrement dit, Soit
S un programme définit et 7 une formule, il permet
de prouver M(S) | 7. La preuve consiste a appliquer
pas a pas 'une des régles de déduction sur la formule
a prouver. Ce qui génére un ensemble de formules a
démontrer et ainsi de suite jusqu’a aboutir & un en-
semble de formules triviales donc & une preuve de la
formule initiale.

Ce systéme utilise un ensemble de régle de dé-
duction : dépliage droit(NFI), dépliage gauche(DCI),
pliage droit (CUT_R), pliage gauche(CUT L), et
simplification.

3.2 Régles de déduction

Nous commengons par présenter les deux régles de
dépliage droit(NFI) et gauche(DCI) qui consistent a
évaluer un atome d’une formule implicative.

Définition 3.1 (Dépliage droit(NFI))

Soient S un programme défini, m : I' — A, A une
formule implicative et cq,- -+, ck les clauses de S de la
forme c; : B; — Aj telles qu’il existe 6; = pgu(B;, A).

<m:I' « AA>
| NFI
<mi: (T «— A/A;)0; >, je[lK]

Les nouvelles variables introduites sont universelles.

Définition 3.2 (Dépliage gauche(DCI))

Soient S un programme défini, m : ') A — A une
formule implicative et cq,- -+, ck les clauses de S de la
forme cj : Bj «— Aj telles qu’il existe une substitution
existentielle 6; = pgu(B;, A).

<m:TVA «— A>
|l DCI

< Tyt (F,Aj)@j — A >, ] S [1,]€]



Les nouvelles wvariables introduites sont existen-

tielles.

Remarque 3.1 Le dépliage d’un atome du membre
gauche d’une formule est possible si seulement si les
arguments contenant des variables universelles sont
suffisamment instanciés. En effet, la substitution en-
gendrée par les dépliages gauches doit étre existentielle
et ne doit pas modifier les variables universelles.

Définition 3.3 (Pliage droit (CUT R))
Considérons la branche de l’arbre de preuve sui-
vante :

<mi i A=X>

1
<7ri+n:F<—A1,A2 >

] CUT _R(m;)*
< Tignt1 : L — A, Ay >

( * : pliage de w; dans wiyn, n >0)
avec :

1. %0 = Ay,

2. 0 substitue les variables internes de ¥ par des va-
riables distinctes,

3. les variables x6 qui substituent les variables in-
ternes de X me doivent apparaitre ni dans I' ni
dans Ao et

4. la formule m;4,, est générée a partir de m; par l’ap-
plication d’une suite de régles. Cette suite contient
au moins un dépliage droit.

Les nouvelles variables introduites sont universelles.

Définition 3.4 (Pliage gauche(CUT L))
Considérons la branche de l'arbre de preuve suivante :

<mi i A—X>

!
< Tign - Iy «— A >
l CUT L)
< Ti4n+1 - EQ,FQ — A >

( * : pliage de w; dans wiyn, n>0)
avec :

1. A0 =T,

2. 0 substitue les variables internes de A par des va-
riables distinctes,

3. les variables x6 qui substituent les variables in-
ternes de A ne doivent apparaitre ni dans I's ni
dans A et

4. la formule m;4,, est générée a partir de m; par ’ap-
plication d’une suite de régles. Cette suite contient
au moins un dépliage gauche.

Les nouvelles wvariables introduites sont existen-

tielles.

Remarque 3.2 Les substitutions des dépliages du
membre droit des variables quantifiées universellement
vont étre aussi appliquées sur le membre gauche. D ot
parfois la nécessité de déplier les atomes du membre
droit afin de réussir le pliage du membre gauche.

3.3 Correction des régles de déduction

Définition 3.5 (Reégle valide et régle conserva-
tive)
Soient S un programme et une régle de déduction
qui génére E; 1 = (E;\{7}) U{E"}, cette regle est :
~ Valide : si M(S) |= Eiy1 implique M(S) = E;.
— Conservative : si M(S) = E;j41 est équivalent
M(S) = Ei-$

Enoncons les propriétés des régles de déduction [8,
7, 6] :

— La simplification est valide, mais n’est générale-
ment pas conservative.

— La régle de dépliage droit est conservative.

— La régle de dépliage gauche est valide, mais en
général elle n’est pas conservative.

— Les régles de pliage droit et gauche ne sont pas
conservatives, elles peuvent étre valides sous cer-
taines conditions.

3.4 Arbre de preuve

Le processus de preuve peut étre schématisé par un
arbre de preuve

Définition 3.6 (Arbre de preuve)

Soient S un programme défini et ¢ une formule im-
plicative. Un arbre de preuve pour ¢ est un arbre qui
vérifie les conditions suivantes :

— La racine est étiquetées par ¢.

— Chaque neud contient une formule et la régle ap-

pliquée pour obtenir ses descendants.

— Si un noed contient une formule « Vrai » ou

« Fauzx », alors c’est une feuille.
— Les descendants de chaque neud sont construits
a partir de la transformation qui lui est appliquée.

L’interprétation de ’arbre de preuve est comme
suit :
— Si toutes les feuilles de ’arbre de preuve sont Vrai
alors la formule & la racine de ’arbre est un théo-
réme.



— Si l’arbre de preuve contient un nceud étiquetés
par « Faux » et toutes les transformations utili-
sées entre ce nceud et la racine sont des transfor-
mations conservatives, alors la formule & la racine
de ’arbre n’est pas un théoréme.

— Si l’arbre de preuve contient un nceud marqué par
¢« Faux » et au moins une des transformations
utilisées entre ce nceud et la racine est une trans-
formation non conservative, alors on ne peut rien
dire sur ¢.

3.5 Réussite de I'application de I'hypothése de ré-
currence

Les deux régles de pliage droit et gauche sont trés
importantes dans le processus de preuve, puisqu’elles
sont le pendant de 'application de I’hypothése de ré-
currence dans une preuve par récurrence classique. En
effet, le pliage a droite (respectivement gauche) permet
de remplacer I'instance d’un membre droit (respective-
ment gauche) d’une formule par 'instance correspon-
dante de son membre gauche (respectivement droit),
donc en général la régle de pliage permet de rappro-
cher les deux membres d’une formule.

La réussite de 'application de ces deux régles dé-
pend de plusieurs conditions et critéres. Par exemple,
soit un membre A (droit ou gauche) & plier dans le
membre A; obtenu aprés 'application sur A de cer-
taines régles de preuve dont au moins un dépliage. Il
faut qu’il existe une substitution @ telle que :

— Au moins un dépliage doit étre effectué sur A

avant d’obtenir Aj.

— A6 = Ay qui dépend :

— de la définition des différents atomes de A

— de l'instanciation des termes : les termes de A;
doivent étre des instances des termes de A afin
de les filtrer

— des relations entre les termes (c-a-d les termes
qui ont des variables communes) de A doivent
étre conservées pour les termes de A; afin de
trouver un filtre pour les deux membres.

— Les variables qui substituent des variables in-
ternes de A doivent étre deux a deux distinctes et
elles n’ont d’occurrence que dans Aj.

De plus, nous constatons que les dépliages sur le
membre droit, dans certains cas, engendrent ’applica-
tion d’une substitution sur des variables universelles
du membre gauche. La substitution des dépliages d'un
membre gauche est existentielle et n’affecte que les va-
riables de ce membre.

En conséquence, pour étudier la réussite du pliage
d’un membre droit nous n’avons pas besoin des in-
formations sur le membre gauche. Par contre, les dé-
pliages d’'un membre droit d’une formule influent sur
le membre gauche de cette formule et permettent,

dans certains cas, une application de la régle de pliage
gauche.

4 Schémas et formules candidates

Les schémas ont été introduits par F. Alexandre[1]
dans le cadre de transformation de programmes lo-
giques par pliage et dépliage. R. Salem [12] a repris et
a étendu 'utilisation des schémas dans le cadre de la
démonstration de théorémes en utilisant le systéme de
preuve par pliage et dépliage. Les schémas sont une
sorte de compilation de l'information pertinente. En
effet 'information pertinente dépend :

— de la classe des formules et programmes considé-

rée

— du but de I’é¢tude (exemple : réussite du pliage

d’un membre d’une formule, ou simplification).

En se basant sur ces travaux, nous avons défini un
schéma associé a une classe de formules (formules can-
didates). Ces schémas sont les données d’entrée pour
I’étude statique de la réussite de la simplification et du
pliage.

Notation 4.1 Nous deuz
termes :

— ceux construits avec des constructeurs unaires tels

que les entiers naturels de la forme s(s(...(s(z))...)

— ceuz construits avec des constructeurs binaires

tels que les listes de la forme [a1|[az...|[an|]...].

Ces termes sont notés par cons®(z) avec :

— x est une variable de type liste ou entier naturel

— cons est le constructeur du type de x

— a est le nombre d’application du constructeur.$>

considérons types de

Dans ce qui suit, nous présentons la classe de pro-
grammes considérée. Nous caractérisons les clauses ré-
cursives de ces programmes par des schémas.

Définition 4.1 Les clauses des programmes traités
sont des clauses récursives linéaires de la forme
p(T1, -, Tk) — A,p(t1, -, tx),® ot chaque couple
(T3, t;) peut avoir l'une des deux formes suivantes :

— (T, ti) = (cons®*7(z), cons®(x)) avec r > 0.

~ (T3, t;) = (cons®(x), 2), avec z une variable.

De plus, une wvariable apparait toujours dans des
termes construits avec le méme constructeur cons.

Exemple 4.1 Soit (S) le programme logique sui-
vant :

(1) len([],0) —

sl () len([zly],s(2)) « len(y, z)
(3) app([],$,$) —
(4) app([alz],y, [alz]) < app(z,y, =)



Définition 4.2 (Schéma d’une clause récursive
linéaire)

Soit ¢ une clause récursive linéaire de la forme
p(T1, -+, Tyn) «— Ap(ty,---,t,)0. Le schéma de cette
clause est défini par le n_uplet ((.(1),--+,Cc(n)) tel
que Ge(1) = (T, ts).

Notation 4.2 Pour chaque couple (T;,t;), les nota-
tions suivantes sont adoptées :

~ (cons®(z), cons®(x)) est noté par 1y,

~ (cons®(z),w) est noté par wy,

— (consk*T(x), cons® (x)) est noté par 1.

Exemple 4.2 Le schéma de la clause 4 du programme
S est (7'011,L0,T071).<>

Dans ce qui suit, nous présentons les formules consi-
dérées dans cette étude et nous allons les caractériser
par des schémas. Ces schémas sont déduits & partir des
clauses définissant les atomes de ces formules.

Définition 4.3 (Formule implicative candidate)

Une formule implicative candidate est de la forme
¢:T — A ou A et T sont des conjonctions d’atomes
telles que :

— Pour toute variable x € Var(¢), = apparait tou-
jours dans des termes construits avec le méme
constructeur cons.

— Pour chaque atome p;(t;) de A ou de ', t; est un
vecteur de termes qui sont de la forme cons®(x),
k > 0. Les atomes p;(t;) peuvent étre non li-
néaires.

— Pour chaque prédicat p; de A ou de I, les défini-
tions de p; sont récursives linéaires.

Définition 4.4 (Schéma d’un membre) Soit un
membre A = pi(t1), -, p(t) ( A est un membre
gauche ou droit d’une formule a démontrer), si x est
une variable d’un terme t;; de p;(ti,, -, tij, -, tin,)
alors le schéma qui lui est associé est : ;; =
Cp; (§)(ti5). Le schéma de A est défini par l’ensemble
des schémas de ses variables.

Pour chaque variable interne a un membre a la po-

sition j d’un atome p; tels que :

— la  définition de p; de la  forme
pi(Tl; veny Tj, Tn) — pi(th ...,tj, tn), A avec A
une conjonction d’atomes

- une variable w € Var(t;) N Var(A),

trouve son schéma marqué par un plus.

Notation 4.3 Si le terme t;; = cons®(x), ¥;; se note
selon les valeurs de (p,(j) :
- Si G, (J) = Ty alors Yy = T (cons®(x)) ou
bien i = Tk ().
- Si Cp,(j) = g alors y; = 1g(cons®(x)) ou bien

Yij = tx(x).

= 81 (p,(J) = wi alors ;; = wi(cons®(x)) ou bien
1/11']' = wk(x“).

Définition 4.5 (Schéma d’une formule implica-
tive candidate) Soit une formule implicative can-
didate, l’ensemble des schémas de ses deux membres
droit et gauche définit le schéma de la formule impli-
cative candidate.

Notation 4.4 Dans la suite, nous présentons les
schémas des formules implicatives candidates sous
forme de tableauz.

¢ :app(x,y, Z)len(Z,t) «— app(y, z,r)len(r,t)

Le schéma de cette formule est présenté par le
tableau qui suit :
Soit la formule & prouver :

x y A r t
Lapp 7mo1(x) tw(y) 701(2)
2 len 70,1(Z) 70,1(t)
3app w(z) T101(y) 70,1(7)
4 len 10,1(r)  T01(t)

La premiére colonne du tableau est formée des numéros
des atomes de la formule & prouver. La deuziéme co-
lonne est formée des symboles de prédicats correspon-
dant a ces atomes. Les autres colonnes correspondent
auzx variables ayant des occurrences dans la formule.
Au point de la ligne p; et de la colonne x on trouve
lensemble des 1;;(x).

Les schémas du membre gauche et du membre
droit sont représentés respectivement par les premiéres
lignes du tableau et les deuziémes lignes et ils sont sé-
parés par une ligne blanche. Ainsi les atomes 1 et 2
sont les atomes du membre gauche et les atomes 3 et
4 sont ceuz du droit.

Les wariables internes a4 un
soulignées.<

membre  sont

Dans ce qui suit, nous définissons le schéma élémen-
taire relatif & une variable d’'un membre d’une formule
qui est un sous ensemble du schéma d’une formule,
dans le but de pouvoir par la suite associer certaines
conditions nécessaires & la réussite d’un pliage.

Définition 4.6 (Schéma élémentaire d’une va-
riable)

Soit un membre A : pi1(t1), -, pr(ty) avec t; un
vecteur de termes (t;1, -, tin,). Soit  une variable de
A qui a1 occurrences, l'ensemble {1;,j,, -+, Vi, } est
un sous-ensemble de schémas du membre A contenant
les schémas des r occurrences de x. C’est le schéma
élémentaire du membre A par rapport a la variable x.



5 Conditions de filtrage associées aux
schémas

Nous nous intéressons dans cette section a la réussite
du pliage d’'un membre A dans un membre A; et en
particulier & la vérification de la condition 1 du pliage :
A = A6.

Nous avons considéré des programmes élémentaires
en utilisant la notion de projection par rapport & un
argument.

Par exemple, soit A un membre d’une formule can-
didate au pliage, tel que x apparait dans deux atomes
p; et p; respectivement dans les argument £ et . Nous
considérons les clauses ¢y et ¢ qui définissent les pro-
jections des deux prédicats p; et p; par rapport a la
position k et [.

C1

s { “

Soit {1k (cons®(x)), ;i (cons®(z))} le schéma élémen-

taire de A par rapport a z. En effet, selon la valeur des

éléments du schéma élémentaire, on définit les condi-

tions sur les dépliages des atomes p; et p; nécessaires
pour la réussite du pliage de A.

Dans les sections 5.1 et 5.2 nous présentons les
conditions nécessaires associées aux différentes valeurs
du schéma élémentaire. Ces conditions ont été prou-
vées dans [10]. L’idée générale de ces preuves est don-
née dans la section 5.4.

s pf(Tw) < pf (tr)
2 ph(Th) < ph(t)

5.1 Conditions associées aux variables du membre
droit et aux variables existentielles

5.1.1 Les variables a une seule occurrence

Schémas Conditions
{TklaTl (l.a)} a>ky
n=~0
a S kl

Pas de conditions
Pas de conditions
a=0

{og, ()}
{wr, (z)}

n est le nombre des dépliages de ’atome contenant
x que 'on doit effectuer.

5.1.2 Les variables a plusieurs occurrences

Soit un schéma élémentaire de la variable z

{Wirjrr s Wigj, + avec d > 1.
— S'il existe 9;; = uy,; (x*9) alors pour tout schéma
'l/)hg(l') = Tkhg,')"hg (:Cahg), np = 0

— S'il existe 9;; = wg,, (x%9) alors n; = 0 et pour
tout schéma ¥y () = 7r,, 1, (49), np = 0.

— Si tous les schémas sont de la forme v;;(z) =
Tk, iy (2¢) alors si tous les a;; > ki; alors n;, =
- =mn,;, = 0. Sl existe au moins un a;; tel que :
Qjj S kij alors Mgy *Tiy; = 0 = Mg ¥ Tiggy Z 0.

5.2 Conditions associées aux variables universelles
du membres gauche

Dans I’étude des conditions pour les schémas asso-
ciés aux variables universelles du membre gauche (sec-
tion 5.2) nous avons ajouté des conditions de la forme
m > val. De telles conditions seront vérifiées s’il existe
des dépliages du membre droit de la formule qui génére
des substitutions {x/cons™(x)} permettant d’instan-
cier la variable x du membre gauche. Dans la section
5.3, nous donnons selon le schéma d’une variable d’un
atome p; dans un membre droit la substitution engen-
drée par les dépliages effectués sur p;.

5.2.1 Les variable a une seule occurrence

Schémas Conditions
{mer(x®)} | a >k
mZ>mnx*xr
a<k
m>k+n*xr—a
@] [azk
m >0
a<k
m>k—a
{we(z®)} |a=k=0
m >0
a<kNa=0
m>k—a

n est le nombre des dépliages de ’atome contenant
x que 'on doit effectuer.

5.2.2 Les variables a plusieurs occurrences

Soit un schéma élémentaire de la variable z
{wiljlﬂ T 7widjd} avec d > 1.

— S'il existe 9;; = uy,; (x*7) alors pour tout schéma
Uhg(T) = Trpy,r, (9), np = 0 et la valeur de
m, est comme suit :

— s parmi les schémas qui sont sous la forme
¥i; = Lk (2%9), nous avons a;; < k;j et n; > 0
alors m > Max(k;; — a;;)

— sinon my, > 0.

— S'il existe 9;; = wy,; (%) alors n; = 0 et pour
tout schéma ¥y () = 71, 1, (49, np = 0.



— Si tous les schémas sont sous la forme ;;(x) =
Thyjrey (0%9) @lOTs mgy %1y, = -+ = N, ¥ 14,5, et
la valeur de m, est comme suit :

— si tous les a;; > k;i; et n; > 0 alors my, > n;, *
Ti1 51

- §'il existe des schémas tel que a;; < k;; alors
My Z Ma:c(kij — Q45 + NG, * Tij) avec ’L/)ij =
Thijoris (£9); @ij < kij et ny > 0.

5.3 Etude de I'influence des dépliages droits sur le
membre gauche

Soit une formule 7 : A « T, soit 7’ : Af — AT
une formule obtenue en appliquant des dépliages droits
A partir de 7 et soit xz une variable universelle telle
que z € Var(ANT). Si € Dom(#), alors il existe
une substitution §; = {x/cons™(z)} C 6. La substi-
tution 6; plus particuliérement m dépend du schéma
élémentaire relatif & x dans T'.

Valeur de m

a<k
m=k+ixr—aeti>1
a=k+nxr+c>k
m=(G—-n)xr—ceti>n+1
a>k

m =0

a<k
m=k—aeti>1
a>k

m =0

a<k
m=k—aeti>1

Schémas

{7 (2")}

{er(2)}

{wn(z)}

TAB. 1 — Les valeurs de m

Proposition 5.1 Soit  une variable qui a d occur-
rences dans le membre droit.

Soit {1, (x), -, Vi . (x)} son schéma élémen-
taire par rapport G x.

1. Si ces schémas sont seulement de la forme vy, (%)
ou wy, (z%) alors la valeur mazimale de m est
max(k; — a;) ot k; > a;.

2. Si parmi ces schémas, il existe au moins un de la
forme Tk, », (x%), alors on peut obtenir une valeur
arbitrairement grande.

5.4 Preuve des conditions associées aux schémas

Dans ce qui précéde, nous avons associé des condi-
tions sur les dépliages & effectuer pour réussir un
pliage. La preuve de chaque condition est détaillée
dans [10].

Le processus de preuve de ces conditions est le sui-
vant, : Nous définissons la condition 5.1 ci-dessous, qui
détaille la condition 1 des définitions du pliage droit
et gauche et qui est spécifique a la classe de formules
choisie.

Condition 5.1 (Conditions de filtrage relatives
aux membres droit et gauche)
Soit ¢ une formule candidate de la forme :
A pr (@)oo i) oo (T

supposons qu’apres certains dépliages des atomes de
¢ nous obtenions la formule :
& 2 A e pu(E), s (L), o P (F)O

Afin de réussir le pliage du membre droit de
¢ dans ¢, il faut qu’il existe wune substitu-
tion 0, telle que (p1(), o pi (D), o R0 =
p1(th), -, pi(th), ..., pk(ty,), les deux conditions sui-
vantes doivent étre vérifices :

1. Condition d’instanciation : Pour chaque terme
ti; = cons®(z) d’un atome p; avec i € [l.Kk]
dans le membre droit de ¢, il existe un terme
ti; = cons®(y) dans le membre droit de ¢ tel
que a1 > a.

2. Conditions de lien : si x € t;; = cons®(x) et x €
tirjs = cons®(z) d’'un atome py (i’ € [1..k]) dans le
membre droit de ¢, alors il existe dans le membre

droit de ¢ les deuz termes t;; = cons®(y) et
th ;= cons® (y) tels que ay —a = by —b.

Ces conditions restent wvalables pour le membre
gauche.$

Ces deux conditions ont été un guide pour la re-
cherche et la découverte des conditions exprimées dans
les sections précédentes. Pour chaque schéma, nous
avons listé tous les membres possibles générés par les
dépliages de ce membre, ainsi seulement les suites des
dépliages qui générent des membres qui vérifient la
condition 5.1 ont été gardées. Donc selon la valeur du
schéma, on déduit des conditions nécessaires sur les
dépliages & appliquer.

5.5 Exemple

Prenons la formule ¢ : app(z,y, Z)len(Z,t)
app(y, x,r)len(r,t) et définissons les conditions de fil-
trage associées pour chaque variable pour la réussite
du pliage de son membre gauche.

— x est une variable universelle qui a une seule oc-
currence et le schéma élémentaire associé a x est :
(10,1(x)), alors on lui associe la condition sui-
vante : nj xr; < my

— y est une variable universelle qui a une seule oc-
currence et le schéma élémentaire associé & y est
(t0(y)), alors on lui associe la condition suivante :
my >0



— Z est une variable existentielle qui a deux occur-
rences et le schéma élémentaire associé & Z est :
(10,1(Z),70,1(Z)) , alors on lui associe la condition
suivante : ny *r; = ng * o

— t est une variable universelle qui a une seule oc-
currence et le schéma élémentaire associé a ¢ est :
(70,1(t)), alors on lui associe la condition sui-
vante : ng xro < My

Les variables t, x et y sont des variable universelles

appartenant aux deux membres de ¢. Les schémas élé-
mentaires du membre droit de ¢ associés respective-
ment a t, z et y sont respectivement :(79,1(t)), (to(x))
et (70,1(y)). Alors, d’aprés de la proposition 5.1 les
valeurs maximales de m; et m, sont arbitrairement
grandes et la valeur maximale de m, est 0.

6 Conditions de pliage reliées aux va-
riables internes

Nous nous intéressons dans cette section a la réussite
du pliage d’'un membre A dans A; et en particulier &
la vérification de la condition 3 du pliage.

A

l Dépliage
0

A0 B

N’
Ay

l Pliage?

Soit x une variable interne & A, bien qu’il existe
une substitution 0 telle que A; = A#, le pliage n’est
possible que si et seulement si 6 vérifie la condition 3
du pliage. Autrement dit, la variable 26 qui substitue
x doit étre interne & Aq. Si cette condition n’est pas
vérifiée, nous pouvons conclure que ceci est di & un ou
plusieurs dépliages effectués sur les atomes de A. En
conséquence, nous devons interdire ces dépliages.

Ci-dessous, nous présentons des conditions associées
au schéma d’une formule candidate afin de respecter
la condition 3 du pliage. Ces conditions sont prouvées
dans [10] pour des formules et des programmes élé-
mentaires.

Condition 6.1 S’il existe dans le schéma du membre
a plier un schéma relatif @ un terme de la forme
Up,,; () = T ()T 0w ()T ou wi(z*)t tel que x
est une variable interne (soulignée) alors n; = 0.

7 Etude statique du pliage

Nous présentons dans ce qui suit les étapes a appli-
quer pour I'étude statique des pliages droit et gauche.
Soit une formule candidate : ¢ de la forme I' — A.

L’étude des pliages droit et gauche de cette formule
se résume en cette suite d’étapes :

1. Calcul du schéma de la formule ¢.

2. Calcul des schémas élémentaires du membre

concerné.

3. Pour chaque schéma élémentaire trouvé, on fait
correspondre la condition adéquate.

4. Ajout des conditions sur les variables internes.

5. On obtient ainsi les conditions (cond;) (1 <i <1).
Soit S; le systéme suivant :

S cond; (1<i<l)
L ni+..+ng>1

Nous dirons que S; est le systéme associé au
membre candidat au pliage.

L’inéquation ny + ... + nx > 1 signifie que ’'on
doit déplier au moins un atome du membre & plier
avant de faire un pliage.

6. Selon le membre :

— Membre droit : Si le systéme a une solution,
on choisit une solution qui minimise la somme
ni, -+, Nk, et on applique les dépliages corres-
pondants.

— Membre gauche : Si le systéme a une solution,

qui ne contient aucun m > 0, alors on choi-
sit une solution qui minimalise la somme de
ni,---,nk, et on applique les dépliages corres-
pondants.
Si le systéme a toutes ses solutions qui
contiennent au moins un m > 0, nous essayons
de trouver au moins une solution parmi celles
qui vérifient les valeurs des m.

7. Si le systéme n’a pas de solution, nous pouvons
conclure qu’il est impossible de plier.

8 Exemple

Reprenons la formule :

¢ :app(x,y, Z)len(Z,t) — app(y, x,r)len(r,t)
— Etudions le pliage du membre gauche :

ni *7r1 < mg
Ny *¥7Tr1 = N9y *x79

S=4q my >0
Ng * T2 < my
ni + no >0

La solution minimale pour ce systéme est n; =
ne = 1 avec my; > 0 et my > 0.
Etudions maintenant les valeurs de m; et my.
My = TN4*Ty
§— {
My

=0



Il est impossible de plier parce qu’on ne peut pas
instancier x & partir du membre droit.
— FEtudions le pliage du membre droit :

N3 *kr3 =Ng *T4
n3 + ng >0

La solution minimale pour ce systéme est ng =
Nng = 1.

app(z,y, Z)len(Z,t) « app(y,z,r)len(r,t)
| NFI
app(x, [aly], Z)len(Z,t) « app(y,z,r)len(lalr], )
| NFI
app(z, [aly], Z)len(Z,s(t)) <« app(y,=,r)len(r,t)
| CUT - R[1]

app(z, lalyl, Z)len(Z, s(t)) app(z,y, v)len(v,t)
Nous obtenons alors cette nouvelle formule :
app(z, [alyl, Z)len(Z, 5(t))<app(z,y, v)len(v,t)

son schéma est :

x Yy Z v t
lapp 7o1(x) w(y') 70,1(2)
2len 7‘0,1(2) TO,l(tl)
3app T0,1(x)  to(y) 70,1(v)
4len 10,1(v)  70,1(t)

Etudions le pliage du membre gauche :

ni % < My
Ny *7r1 = N9 *79

S = My >0
N9 * Ty < my
Yn; >0

La solution minimale pour ce systéme est ny = ny =
1 avec my; > 0 et my > 0.
Etudions maintenant la valeur de m; et m.

S{7m
My

Alors, le pliage est possible et la solution est : n; =
no =ng = ng = 1.

app(m, [a|y]’ Z)len(Z’ S(t)) — app(x, y, v)len(v,t)
U NFI

=MN4 *Ty
= N3 *73

app([blz), [aly], Z)len(Z, s(t)) < app(z,y, v)len([blv], 1)

| DCT
app(z, aly], Z)len([b|Z], s(t)) < app(z,y, v)len([blv], t)

UV DCI

app(m, [a|y]’ Z)len(Z’ t) — app(x, Y, ’U)l€7’L([b|U], t)
| NFI

app(z, [aly], Z)len(Z, s(1)) < app(z,y,v)len(v, 1)

I Cut — L[4]
app(x,y, W)len(W, t) — app(z,y,v)len(v,t)
N3

Vras

9 Bilan et application

Dans le cas général, le probléme du pliage est in-
décidable. Ainsi, nous nous sommes intéressés a une
classe particuliére de formules et de programmes qui
est une classe importante. Nous nous sommes basés
sur une étude statique de la formule & prouver et du
programme associé qui permet de donner comme résul-
tat : soit la réussite du pliage avec les étapes a suivre,
soit I’échec du pliage.

Malgré cette limitation dans les programmes et les
formules considérées, notre approche peut étre appli-
quée comme une heuristique sur toute la classe des
programmes récursifs. La réussite de cette étude se
base sur les conditions définies dans les sections 5 et
6.

— ces conditions sont nécessaires et suffisantes dans
le cas ou les clauses des programmes considérés
sont récursives unaires et qu’elles ne contiennent
que des termes construits avec des constructeurs
unaires. Dans ce cas notre approche est détermi-
niste.

— pour les programmes, qui contiennent des termes
construits avec des constructeurs binaires tels que
les liste de la forme [a1|[az...|[an]|!]...], ces condi-
tions sont nécessaires et parfois non suffisantes
pour déterminer la réussite du pliage. Ceci est di
aux variables a; qui ne sont pas prises en consi-
dération dans la définition de ces conditions.

— dans le cas ou les programmes considérés
contiennent des clauses récursives non unaires,
alors ces conditions sont suffisantes et parfois non
nécessaires pour déterminer la réussite du pliage
puisque dans I’étude statique nous ne prenons pas
en considération l'information obtenue & partir
des nouveaux atomes introduits dans la formule
candidate.

Pour les deux derniers cas, notre approche est une
heuristique trés forte. En effet, dans un grand nombre
d’exemples traités, les résultats retournés par cette
étude sont correctes. Nous avons appliqué notre ap-
proche dans la résolution d’un ensemble important
d’exemples réputés difficiles & prouver par des sys-
témes de preuve existant (sans apport important de
Pextérieur en lemmes), citons quelques exemples dans
le tableau 2.



plus(z,y,

M)plus(z,v, M) — equal(y,v)

rev(z, T)reU(T Yy equal (z,y)

mul(x,y, 2 mul(y, x, z)

)
) <
) —
) —

len(z, T)plus(k,l,T len(z, k:)len(y,l)
app(@,y, z
len(z,k) «— len(x, k)rev(z, 2)
rev(z,w) «  app(z, [y], 2)
rev(z, [y|w])
plus(k,l, M)len(t, M) «— app(x ,z)rev(z,t)
len(x len(y, )
plus(z,y, T)plus(m,n, V) — inf(x,n)inf(y,m)
inf(T,V)
perm(x, z) — perm(z,y)perm(y, z)

list(x)

nth(i,z,y)nth(j,y, 2) — nth(j, z,uw)mul(i, u, z)

nth(i,w, Z)nth(j, Z,Y) «—

)
rev(z,Y)rev(Y,z) «—

)

)

nth(k, w,v)nth(j,v,1)

nth(k,Y,z) nth(i,l, z)

mul(x,y, t)mul(t, z,w) —  mul(y, z,u)

mul(z, u, w)
palindrome(z) «—  rev(z,y)app(x,y, z)
ord(z)ord(y) «— ord(z)app(x,y,z)
ord(t) «— place(a,t,y)ord(y)
plus(x,y, T)plus(T, z,w) — plus(y, z, k)
plus(x, k, w)
app(z,[Y],T) « rotate(zx, z,a)len(a, k)
rotate(x, T, U)len(U, s(k))
app(z,y, Z)len(Z,t) — app(y,z,r)len(r,t)
rev(z,Y)len(Y,t) — len(z,t)

TAB. 2 — Exemples de formules
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