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Algorithmes d'élimination de quantificateurs
pour le calcul des politiques des formules
booléennes quantifiées
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LERIA, Université d’Angers, 2 Boulevard Lavoisier, 49045 Angers Cedex 01
igor.stephan@info.univ-angers.fr

Résumeé

Le probléme de validité d'une formule booléenne
quantifiée est une généralisation du probléme de satisfia-
bilité d'une formule booléenne. Les formules booléennes
quantifiées sont utiles pour représenter par exemple des
stratégies dans un jeu 3 deux joueurs mais dans de telles
applications c’'est une solution au probléme de recherche
associé qui est nécessaire. La plupart des procédures de
décision récentes pour les formules booléennes quanti-
fiées sont des extensions de la procédure de recherche
dite de Davis-Putnam et peuvent &tre aisément éten-
dues au probléme de recherche. Ce n'est pas le cas
pour les algorithmes basés sur I'élimination de quantifi-
cateurs. Dans cet article nous montrons comment des al-
gorithmes d’élimination de quantificateurs peuvent &tre
étendus pour le probléme de recherche associé aux for-
mules booléennes quantifiées.

Abstract

The quantified Boolean formulae validity problem is
a generalization of the Boolean formulae satisfiability
problem. Quantified Boolean formulae are useful to re-
present strategies in two-player games but in this case
solutions (or models) to the quantified Boolean formula
are needed. These models are sequences of Skolem func-
tions. Most of the recent decision procedures for quan-
tified Boolean formulae are extensions of the search-
based Davis-Putnam procedure and easily extended to
computes the models. It is not the case for quantifier-
elimination algorithms. In this article, we present how
a quantifier-elimination algorithm may be extended to
compute the models of quantified Boolean formulae.

1 Introduction

Le probléme de validité pour les formules booléennes
quantifiées est une généralisation du probléme de sa-
tisfiabilité pour les formules booléennes. Tandis que

décider de la satisfiabilité des formules booléennes est
NP-complet, décider de la validité des formules boo-
léennes quantifiées est PSPACE-complet. C’est le prix
A payer pour une représentation plus concise pour de
trés nombreuses classes de formules. Une multitude
d’importants problémes de décision parmi des champs
trés divers ont des transformations polynomiales vers
le probléme de validité des formules booléennes quanti-
fiees. C’est pourquoi, ’étude et la mise au point d’ou-
tils efficaces pour décider de la validité des formules
booléennes quantifiées sont importantes. Les formules
booléennes quantifiées sont aussi utiles pour représen-
ter des stratégies dans un jeu & deux joueurs. Dans
un tel jeu les adversaires Jy et J3 jouent alternative-
ment en valuant les variables d’une formule qui doit
étre valide si le joueur J3 est str de gagner. Dans ce
style d’application, une procédure de décision n’est pas
suffisante et une solution au probléme de recherche as-
socié a la formule booléenne quantifiée est nécessaire.
Une politique [5] est une représentation pour une telle
solution : elle explicite a chaque étape du jeu les choix
qui doivent étre fait par le joueur J3 pour qu’il gagne
quels que soient les coups que son adversaire Jy a
joués, joue ou jouera.

Etant donné qu’une formule booléenne quantifiée
peut étre ramenée a une formule booléenne (non quan-
tifiée), la premiére solution semble étre d’opérer cette
mise sous forme de formule booléenne puis d’appliquer
un algorithme de test de satisfiabilité. L’inconvénient
majeur d’une telle approche est la taille de la formule
booléenne qui est dans le pire des cas exponentielle par
rapport a la celle de la formule booléenne quantifiée.
Le plupart des travaux récents portant sur les pro-
cédures de décision pour la validité des formules boo-
léennes quantifiées [16, 15, 9, 10, 3] sont des extensions



de la procédure de recherche dite de Davis-Putnam [6]
pour le test de satisfiabilité des formules booléennes.
Ceci n’est pas surprenant étant donné que le probléme
de décision de la validité pour les formules booléennes
quantifiées est une généralisation du probléme de dé-
cision de la satisfiabilité pour les formules booléennes
quantifiées. Pour de tels algorithmes, le calcul de la
politique nous apparait comme évident. Il n’en est pas
de méme pour les algorithmes basés sur ’élimination
de quantificateurs [14, 13] qui sont moins étudiés.

Dans cet article, trois algorithmes d’élimination de
quantificateurs pour les formules booléennes quanti-
fiees sont proposés : une procédure de décision géné-
rale et deux algorithmes pour calculer I’ensemble des
politiques d’une formule booléenne quantifiée ; de ces
deux algorithmes 'un est dédié aux formules simple-
ment prénexes et ’autre aux formules en forme nor-
male conjonctive. Nous concluons sur les liens entre
nos travaux et les procédures basées sur le principe de
résolution ou des méthodes d’élimination de quantifi-
cateurs et dressons une succincte description de nos
travaux futurs.

2 Préliminaires

Notations. La sémantique des opérateurs booléens
qui suivent est définie de maniére habituelle sur I'en-
semble des valeurs de vérité {v,f}. Une fonction des
variables booléennes dans I’ensemble des valeurs de
vérité est une interprétation. Les symboles L (ce qui
est toujours f) et T (ce qui est toujours v) sont les
constantes booléennes. Le symbole A est utilisé pour la
conjonction, V pour le disjonction, = pour la négation,
—pour 'implication et « pour I'équivalence. Une for-
mule booléenne est construite & partir des constantes
booléennes, des variables booléennes et des opérateurs
booléens. L’ensemble PROP est ’ensemble des for-
mules booléennes et PROPy est ’ensemble des for-
mules booléennes comprenant uniquement des occur-
rences de variables issues de I’ensemble de variables V.
Une interprétation v est un modeéle pour une formule
F'si elle rend vrai la formule F' (ce qui est noté v = F).
Le symbole 3 est utilisé pour le quantificateur existen-
tiel et V pour le quantificateur universel (¢ est utilisée
comme une variable de quantification). Toute formule
booléenne est aussi une formule booléenne quantifiée
(ou QBF). Si F est une formule booléenne quantifiée
et x une variable booléenne alors (Jz F) et (Vz F)
sont des formules booléennes quantifiées. Nous sup-
posons par la suite que dans une formule booléenne
quantifiée les quantificateurs portent sur des variables
distinctes. Une substitution [y « F| est une fonction
de I’ensemble des formules booléennes quantifiées vers
lui-méme et définie, pour toutes variables booléennes

x,y et toutes formules booléennes quantifiées F, A, B,
comme suit, :

- Ty« F|=T;

1y F)=1;

xly — F]=x si x # y et F sinon;

—Aly « F| = -Aly < F];

— (AoB)ly < F] = (Aly < FloBly « FJ), pour

tout o € {A,V,—, —};

(v A)ly = F] = (qz Aly—F]) siy # x et

(qz A) sinon, pour tout q € {V,3}.
Un lieur ) est une séquence ¢ixj...QpT, avec
x1,...,Ty des variables distinctes et q1 ...q, € {3,V}
(n est la taille du lieur). Une occurrence d’une variable
y dans une formule F' est libre si cette occurrence n’est
pas dans la portée d’'un quantificateur Jy ou Vy. Les
occurrences de variables qui ne sont pas libres sont
liées. Une formule sans variable libre est close. Le sym-
bole € représente la substitution vide. Par définition,
pour toute variable booléenne y et toute formule boo-
léenne quantifiée F,

(Fy F) = (Fly < T|VF[y < 1]) et,

(Vy F) = (Fly < TIAFly — 1]).
Un littéral est une variable logique ou sa négation. Une
clause est une disjonction de littéraux. Une formule
booléenne est en forme normale conjonctive (CNF) si
c’est une conjonction de clauses. Une formule boo-
léenne quantifiée est sous forme prénexe si elle est
composée d’un lieur et d’une formule booléenne dé-
nommeée matrice. Une formule booléenne quantifiée est
sous forme normale conjonctive si c’est une formule
prénexe dont la matrice est en forme normale conjonc-
tive. La relation d’équivalence = est définie de maniére
standard : deux QBF A et B sont logiquement équiva-
lentes si A«>B=T. Une formule booléenne quantifiée
F est valide si F=T. Par exemple Vz3y(z+y) est va-
lide et JaVy(z—y) ne est pas. La séquence vide est
représentée par €.

Nous avons choisi une définition des formules boo-
léennes quantifiées plus large que de coutume : elles
sont souvent restreintes a des formules prénexes, voire
en forme normale conjonctive (en particulier les jeux
de tests). Nous pensons que cette derniére restriction
fait perdre dans le cas de problémes structurés des in-
formations précieuses pour la mise en évidence d’une
solution.

Le principe de résolution. Te principe de résolution
a été introduit dans le célébre article de J.A. Robin-
son [17]. L’idée de la méthode est de prouver la validité
d’une formule du premier ordre en établissant que sa
négation est insatisfaisable. Elle est basée sur I’étape
de résolution qui peut étre exprimée, au proposition-
nel, ainsi : soient A = (IVA') et B = (~IVB’) deux
formules booléennes et C une conjonction de clauses



alors (AABAC)=((A'VB' ) AAANBAC).

Politique. La représentation d’'une solution au pro-
bléme de recherche associé aux formules booléennes
quantifiées est étudiée dans [5] sous le nom de politique.
La version présentée dans notre article est légérement
différente de l'originale.

Définition 1 (politique [5]) L’ensemble des politi-
ques (totales) P(Q) pour un lieur est défini inductive-
ment par :

P(Entrée : un lieur )

Sortie : ’ensemble des politiques
P(e) = {A}
PEyQ) ={lm|le{y,w}mePQ)}
P(VyQ) = {y— m—y — ' |, 7" € P(Q)}

L’opérateur """ représente la composition séquen-

tielle des politiques. Le symbole \ représente la poli-
tique vide. Si w est une politique alors w; A est simpli-
fiée en .

Une politique est une représentation élégante pour
des séquences de fonctions de Skolem.

1l est notable de remarquer que les politiques ne sont
définies que pour les formules booléennes quantifiées
prénexes.

La satisfiabilité d’une formule booléenne quantifiée
prénexe pour une politique est définie récursivement.

Définition 2 (satisfiabilité d’une formule boo-
léenne quantifiée prénexe pour une poli-
tique [5]) Une politique 7 satisfait une formule boo-
léenne quantifiée prénexe QF (noté m = QF) si une
de ses conditions est satisfaite :
- Q=cetm=Xet F=T,
- Q=32Q" et = (x;7") avec ' |= (Q'F)[x «— T],
Q = 32Q et © = (~w;7') avec 7T |
(@ Pl — 1],
Q=VzQ etm={r+— 7, -2+ 7"} avec 7’ |=
(QF)z Tl et " |5 (Q'F)[x — L].

Une politique est dite valide pour une QBF si elle
satisfait celle-ci. Dans [5], il est établi qu'une QBF
prénexe et close QF est valide si et seulement si il
existe une politique 7 telle que 7 = QF.

Le méme symbole a été utilisé pour noter qu’une in-
terprétation satisfait une formule booléenne et qu’une
politique satisfait une QBF. Cette ambiguité, qui n’en
sera pas une puisque le sens sera toujours clair par
le contexte, n’en est pas une sur le fond car une in-
terprétation qui satisfait une formule booléenne est
aussi une politique valide pour la cléture existentielle
de cette méme formule booléenne et réciproquement,

une politique valide pour une QBF prénexe dont le
lieur est uniquement constitué de quantificateurs exis-

tentiels est aussi un modéle pour la matrice de cette
QBF.

3 Un exemple

Nous présentons un exemple qui recouvre ’ensemble
des résultats de cet article.
Soit la formule booléenne quantifiée

F = Va3bVe((cVD)ATd((b—((c—d)A(cV (a——d))))

Cette QBF est-elle valide 7 Nous obtenons immeédiate-
ment

F=Va3abVe((evb)ATd( (dV(b——(a—c)))
(=dV (b—(a—c0)))))-

Grace a la définition de la sémantique du quantifica-
teur existentiel

F= Va3bVe((cVb)A((b——(a—c))V(b—(a—c))))
= Va3bVe(cevd).

Enfin, grace a la définition de la sémantique du quan-

tificateur universel

F= Ya3bVe((eVO)A(—eVT))
Ya3b(bAT )=VaIb(b)=Va(T)=T.

La formule F' est donc valide. Ainsi la définition de la
sémantique des quantificateurs appliquée & une forme
particuliére de QBF donne directement un algorithme
de décision. La section 4.1 formalise cette forme parti-
culiére ; la section 4.2 définit I'algorithme de décision.

Notre objectif étant de définir des algorithmes qui
calculent les politiques valides pour des QBF prénexes,
il est important de manipuler les QBF de telle maniére
a ce qu’elles conservent les mémes politiques. La seule
politique valide pour la formule F' est la politique

{a—b;{c—d,—c— —d},ma— b;{c+— d,—~c+s d}}.

Elle correspond & la séquence Ea;ﬁmc de fonctions de
Skolem définies ainsi : b, (V) = by (f) = v, dy.o(v,f) =
fetdy.(v,v)=dac(f,v) =ds.(f,f) = v. Mais cette
politique n’est pas valide pour la QBF T qui est équi-
valente & F'. La notion d’équivalence qui préserve la
validité des QBF n’est donc plus adaptée pour la pré-
servation des politiques. La section 4.3 introduit une
nouvelle relation d’équivalence entre les QBF qui pré-
serve les politiques.

Chaque formule booléenne portant sur un ensemble
de variables {z1,...,2,} est équivalent & une formule
de la forme

N (@iveH)A(aive;)

1<i<n
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(avec gﬁ’ et ¢; des formules portant sur des variables
Z1,...,x;—1) de laquelle il est facile de calculer tous
les modéles. Par exemple, la formule Booléenne :

G = ((eVO)A(b—((c—=d)A(eV(a——d)))))
est équivalente a la formule

G' = (aVT)A(=aVT)A
(BVT)A(=BVT)A
(eVO)A(=eVT)A
(@V(b—=(a—0c)))A(=dV (b—(a—c)))).

De cette formule G, il est trés facile d’en extraire
tous les modéles. La figure 1 montre toutes les inter-
prétations de la formule G ainsi que ses 8 modéles.

Existe-t-il une forme similaire pour les QBF? La
réponse est oui et cette nouvelle forme normale est
définie dans la section 4.4.

Comme la formule Booléenne G est équivalente & G,
la QBF F est aussi équivalente & une QBF F’ similaire
a G’ par sa forme :

F' =Va3b¥e3d((bV L)A(=bVT)A
(dV(b—=(a—0c)))A(=dV (b—(a—c)))).

Dans notre exemple, il est facile de vérifier que la QBF
F’ préserve I'unique politique valide de F. La figure 2

montre ’ensemble des interprétations de la matrice
(non-quantifiée) de F’. Nous pouvons remarquer que
les branches correspondant & des modéles pour la ma-
trice de la QBF initiale qui ne font pas parties de la
politique valide ne sont pas préservées.

Est-ce difficile de calculer cette nouvelle forme nor-
male avec un algorithme basé sur 1’élimination de
quantificateurs ? La réponse est non. Elle est calculée
par une spécialisation et une restriction de la procé-
dure de décision définie dans la section 4.2. La sec-
tion 4.5 décrit comment nous pouvons calculer & par-
tir de cette forme normale ’ensemble des politiques
valides d'une QBF prénexe. Enfin, dans la section 4.6
nous montrons comment cette forme normale ainsi que
I’ensemble des politiques valides pour une QBF en
forme normale conjonctive peut étre efficacement cal-
culée a partir de la procédure de décision QMRES de
Pan et Vardi [13].

4 Algorithmes d’élimination de quantifi-
cateurs pour les formules booléennes
quantifiées

4.1 Formes partielles de résolution

Nos algorithmes d’élimination de quantificateurs
sont tous définis sur des deux nouvelles formes pour
formules booléennes quantifiées : la forme partielle de
résolution et sa restriction, la forme partielle conjonc-
tive de résolution.

Définition 3 (les formes partielles de résolution)
Soit ¢ un quantificateur. Une formule booléenne quan-
tifice. Flx — qu((yVF, )N(—yVE~y))] est en forme
partielle de résolution (ou FPR) si F,} et F,~ sont des
formules booléennes quantifiées ot y n’apparait pas et
x est libre dans F. Une forme partielle de résolution
est une forme partielle conjonctive de résolution (ou

FPCR) si F = Q(F’/\qy((y\/Ej)/\(—‘y\/F;))).
Exemple 1 Soit une formule booléenne quantifiée
H = FaVb—((Fe (((anb)—c)A((anc)—b)))—(bA—a)).

Alors, avec
H' = JaVbo~(u—(bA—a)) et
- H"” = JaVb(un—(bA—a)),
- H" = (Fe ((¢V—(and))A(—eV(a—D)))),
H'[u — H'"] est une des formes partielles de résolu-
tion de H et H'[u — H''] est une des formes partielles
conjonctives de résolution de H .

Nous prouvons d’abord que pour chaque formule
booléenne quantifiée il existe une formule équivalente
sous forme partielle (conjonctive) de résolution. Ce ré-
sultat est d’abord mis en évidence pour la forme par-
tielle conjonctive de résolution.



Lemme 1 Pour chaque formule booléenne quantifiée
en forme normale conjonctive il existe une formule en
forme partielle de résolution qui lui est équivalente.

Puisque chaque formule booléenne quantifiée en
forme partielle conjonctive de résolution est aussi en
forme partielle de résolution, le lemme suivant est une
conséquence directe du lemme précédent.

Lemme 2 Pour chaque formule booléenne quantifiée
il existe une formule sous forme partielle de résolution
qui lui est équivalente.

Le lemme technique suivant est le coeur de nos al-
gorithmes d’élimination de quantificateurs.

Lemme 3 Soit F' = F'[x « Jy((yVF, )A(-yVE,))]
une formule booléenne quantifiée en forme partielle de
résolution alors F=F'[x «— (FVE,)].

Soit F = F'lx — Yy((yVF, )AN(—yVE,))] une for-
mule booléenne quantifiée en forme partielle de résolu-
tion alors F=F'[x — (F,AF,)].

Ce lemme est inspiré par I’étape de résolution. Ap-
pliqué & une formule booléenne quantifiée en forme
partielle (conjonctive) de résolution, c’est en fait un
processus d’élimination des quantificateurs.

Certains cas particuliers du lemme 3 sont des gé-
néralisations de techniques classiques : soient F' une
QBF et F'[z « (qy ((yVE, )A(-yVF, )))] une de ses
formes partielles de résolution.

-~ Sig=3et Ff =T alors

F F'lz — (3y (yWTINyVE))))]
F'lz  (TVF,)|=F'[z « T].
- Sig=Vet Ff =T alors
F F'lz — (Vy (yWTINyVE,)))]
F'lz — (TAF,)|=F[z « F].
Sig=3et FJ = L alors

F = Floe— 3y (WVDAyVE))))
= Flo— (LVE))|=F[zx — F/].
Sig=Vet F,=_1 alors
F F'lz — (Yy (yWL)A(-yVE,)))]

Fllz « (LAF))|=F [z« 1].
De plus, si F' est en forme partielle conjonctive de
résolution F=1.

Les deux premiers cas sont des généralisations de
la simplification des littéraux monotones [3]; les deux
derniers sont des généralisations de la propagation [3].
Nous explicitons un peu plus la propagation unitaire :
soit F"' = (—yVF, ) donc F"[y « T|=F, donc I' =

F'lz — 3y (WA —yVE)=F [ — F'[y «— T]].

4.2 Une pracédure de décision pour le probléme de
validité des formules booléennes quantifiées

[’application répétée du processus d’élimination des
quantificateurs du lemme 3 conduit & une procédure

de décision pour le probléme de validité des formules
booléennes quantifiées.

Algorithme 1 (La procédure de décision rgbf)
rgbf(Entrée : une QBF close F)

Sortie : oui si F' est valide sinon non
rabf(f) = (f est une formule booléenne) et (f=T)
rgbf(f) =
soit f'[z — (qy ((yV 1,/ )N(=yVf,)))] une forme
partielle de résolution de f
dans si (¢ =3)
alors rqbf (f'[x — (£, Vf;)])
sinon rqbf (f'lx — (fy Af;))

Cette procédure n’a pas pour but d’étre efficace mais
elle fournit un cadre dans lequel le calcul des poli-
tiques valides d’une formule booléenne quantifiée pour
étre exprimé. Comment la forme partielle de résolution
doit étre calculée est la seule étape de la procédure de
décision qui ne soit pas effective. Le lemme 1 suggére
une méthode : calculer la forme normale conjonctive
et alors appliquer 'associativité et la distributivité de
la conjonction et de la disjonction.

Des lemmes 2 et 3, la procédure de décision rgbf
est correcte et compléte pour les formules booléennes
quantifiées closes.

Théoréme 1 Soit F une formule booléenne quantifiée
close. Alors rqbf(F) = oui si et seulement si F est
valide.

Si la procédure rqbf est basée sur la forme partielle
conjonctive de résolution au lieu de la forme partielle
de résolution, la détection de la non validité d’une for-
mule booléenne quantifiee QqyF (i.e. QqyF=1) peut
étre améliorée : soit Q(F'Aqy((yVE,)A(—yVE,)))
une forme partielle conjonctive de résolution de QqyF

sig=73Fet Ff=1 et F, =1 alors

QIYF=Q(F'N(FfVF,))=L1,
~sig=Vet Ff=1 ou F,=1 alors

QVYF=Q(F'N(F,fNE,))=1,

Il apparait aussi clairement par la définition du
quantificateur universel que Q(FAVy(yAF'))=L avec
F et F’ deux formules booléennes quantifiées.

4.3 Equivalence de politique

Deux formules booléennes quantifiées logiquement
équivalentes ne possédent pas nécessairement le méme
ensemble de politiques valides. Par exemple T=(3zx)
et © = (Jzx) mais la politique vide est I'unique poli-
tique valide pour T. Ainsi, nous introduisons une nou-
velle relation entre les formules booléennes quantifiées
qui préserve I’ensemble des politiques et non seulement
la validité.



Définition 4 (la relation =) Soient F et F' deuz
formules booléennes quantifiées prénexes et closes. F' =

F' si pour chaque politique 7, m |= F si et seulement
simpE=F.

Clairement, les deux propriétés suivantes sont véri-
fiées.
La relation = est une relation d’équivalence.

— Soient F' et F’ deux formules booléennes telles
que F=F’ et {z1,...,z,} 'union des ensembles
de variables de F' et F’ alors qix1...qno,F =
qQ1T1 ... quTp F.

Comme corollaire du second point, si F’ est une

forme normale conjonctive d’une formule booléenne F

alors QF = QF.

4.4 Calcul des factorisations

En fait la procédure de décision rqbf est bien plus
qu'une simple procédure de décision pour la validité
d’une formule booléenne quantifiée, elle calcule aussi
une fonction, appelée factorisation, des variables boo-
léennes vers des paires de formules booléennes. Si la
formule booléenne quantifiée est en forme prénexe avec
pour lieur g1 . .. ¢, %y, chaque variable x; est associée
a une paire de formules booléennes appelées facteurs

qui sont uniquement composés a partir des variables
LlyeoeyLj—1-

Définition 5 (Ensemble des factorisations)
L’ensemble F(Q) des factorisations d’une formule
booléenne quantifiée est défini inductivement par :

F( Entrée: un lieur)

Sortie : 'ensemble des factorisations
F(Q)=7F(Q.0)
F( Entrées: un lieur,
un ensemble de variables)

Sortie : 'ensemble des factorisations
Fe,V)=10
FlqyQ,V)
= {{y= W W), v~ W)Uy |

(W (y),v~(y)) € PROPT, ¢ € F(Q,V U {y})}

Dans la définition précédente, pour
q171G2T2 . .. @nTy, un lieur YH(xr) et (1)
peuvent seulement étre L ou T et ¥+ (z2) et ¥~ (x2)
peuvent toujours étre réduit & 1, T, z1 ou —xy.

L’algorithme fm calcule pour une formule boo-
léenne quantifiée close et prénexe une factorisation as-
sociée.

Algorithme 2 (Calcul d’une factorisation)

fm(Entrées : le lieur d'une QBF close et préneze F),
la matrice de cette formule F)

une factorisation si F est valide
sinon non

fm(Q, f) = fm(Q, £,0)
fm(Entrées : un lieur,

une formule booléenne,
une factorisation)

Sortie :

Sortie : une factorisation si F est valide
stnon non
fm(e, f,¢) = si (f=T) sinon non

soit Q(yAJy((yVé, )A(-yVe, ), FCPR de QIyf
dans fm(Q, (SyA(d5 V), {y — (¢, 6, )} U )
fm(Qvy, f, ) =
soit Q(oyAVy((yV e, )A(-yVe, ), FCPR de QVyf
dans fm(Q, (Sy\(d5 Sy ), {y — (¢, 0 )} U )
Etant donné que dans la définition précédente seule-

ment une forme conjonctive partielle de résolution est
requise, la fonction de factorisation n’est pas unique.

Exemple 2 Soit 3a¥Vbdc G une QBF avec
G = ((an(b—c))V(maNbAC)).
Nous avons
JaVbIe G=3aVb((aVb)Adc(eV(an(—=bV—a)A—b))).

Donc

fm(3avb3c, G)

= fm(Ja¥b3c, G, 0)

fm(3avb, (aVvb), {c— (aA(=bV—a)A=b, T)})

= fm(3a,a,{c— (aA(=bV-a)A=b, T),b— (a, T)})
= {cw— (aA(=bV-a)A=b, T), b+ (a, T),a— (L, T)}

La forme conjonctive de résolution est une formule
booléenne quantifiée construite & partir d’une factori-
sation et de son lieur associé.

Définition 6 (Forme conjonctive de résolution)
Soit QF wune formule booléenne quantifiée close et
préneze et ¢ = fm(Q, F) sa factorisation. Si QF est
valide alors Q crf(Q, ), avec

erf(Q,¥) = (A3,e (VYT WA YV~ (),

est la forme conjonctive de résolution de QF sinon
c’est L.

Il est important de noté que dans la définition pré-
cédente seulement les facteurs des variables quantifiées
existentiellement sont utilisées et que F' n’est pas équi-
valente a crf(Q,v).

L’exemple ci-dessous illustre le fait que les politiques
valides d’une formule booléenne quantifiée peuvent
étre obtenues de la forme normale conjonctive de ré-
solution.
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Exemple 3 (Suite de I’exemple 2) Nous notons
¥ = fm(Javbic, G). Alors

erf (Javbae, fm(JaVb3e, G))

= ((avy™(a))A(—avep~(a)))A
(Vo™ (e))A(—evip™(c)))

= aN(eV(aA(=bV-a)A-b)).

L’arbre de la figure 3 représente l’ensemble des in-
terprétations de la formule G tandis que 'arbre de la
figure 4 représente l’ensemble des interprétations de la
formule crf(3avb3c, fm(Javb3e, G)).

Maintenant, nous observons que l’ensemble des po-
litiques valides de 3a¥b3c crf (3aVb3c, fm(Javb3e, G))
qui est

{(L;{b'—> ¢, b c},
a;{b+ c,—b— —c}}

est aussi l’ensemble des politiques valides de aVb3c G.

Comme démontré dans I'exemple suivant, la forme
conjonctive de résolution ne préserve pas nécessaire-
ment les politiques.

Exemple 4 Puisque JaIb(b—a)=3aIb(a—b), les
deuz factorisations v = {a — (T,T),b— (T,a)} et
v ={ar— (T,T),b— (—a, T)} peuvent étre le résul-
tat de fm(3adb, (b—a)). Or crf(Jadb,) = (—bVa)
et crf(3a3b, ') = (-aVd). Donc, —a;b
JaTberf (Fa3b, ¢') mais —a; b = JaTb(b—a).

Une restriction sur les factorisations doit étre impo-
sée pour préserver les politiques dans la forme conjonc-
tive de résolution.

Définition 7 Soit qrQF wune formule booléenne
quantifiée close et prénexe et § € {1, T}. Un algo-

rithme fm préserve les politiques si

crf (qzQ, fm(qzQ, F))[zx — f]
= of(Q, fm(Q, Flz < f])).

Par les propriétés sur la relation d’équivalences =
évoquées dans la section 4.3, tout algorithme fm qui
ne réalise pas de renommage de variable préserve les
politiques. Sous cette restriction d’un algorithme fm
qui préserve les politiques, une politique est valide
pour une formule booléenne quantifiée si et seulement
si elle est valide pour sa forme conjonctive de résolu-
tion.

Théoréme 2 Soit F' une forme conjonctive de réso-
lution pour une formule booléenne quantifiée F' obtenue
par un algorithme fm qui préserve les politiques alors
FxF.

4.5 Calcul de l'ensemble des politiques valides
d’une formule booléenne quantifiée prénexe

Un algorithme fm qui préserve les politiques cal-
cule d’une formule booléenne quantifiée close et pré-
nexe une formule booléenne quantifiée close et pré-
nexe =-équivalente. De cette formule booléenne quan-
tifiée, ’algorithme II suivant calcule I’ensemble des po-

litiques valides de la formule initiale.

Algorithme 3 (Calcul des
d’une QBF)

politiques valides

II(Entrée : le lieur d’'une QBF close et prénexe F,
la matrice de la QBF F)
Sortie : l'ensemble des politiques valides de F
Q. f) =

soit 1 = fm(Q, f)
dans si (v = non) alors 0 sinon I1(Q, 0, )

II(Entrées : un lieur,
une interprétation,
une factorisation)
Sortie : un ensemble de politiques
(e, v,0) = {\}
{y;m [ m e l(Q,vU{y},¥) etv=v(y)}
U {-ysm | m e (QvU{~w}hv) etv =y (y)}
H{y—my—a}| 7ell(Q vU{y}, ),
m e I(Q,vU{~y},¥)}

La correction et la complétude de I’algorithme II
pour le probléme de recherche associé aux formules
booléennes quantifiées est une conséquence du théo-
réme 2.



Lemme 4 Soit QF une formule booléenne quantifiée
close et prénexe. Alors

I(Q, F) =
{m | m est une politique de QF telle que m = QF}.

Exemple 5 (Suite de I’exemple 3) Nous
lons que

rappe-

fm(Favdic, G) =
{c = (an(=bV-a)A=b, T), b+ (a, T),a— (L, T)}

avec G = ((aA(b—c))V(—anbAc)). Alors
II(3e, {a, b}, {c — (aA(=bV—a)A=b, T)}) = {c}
et
I1(3e, {a, —b}, {c — (an(=bV=a)A—b, T)}) = {c, ~c}

Donc

IL(Vb3c, {a}, {c — (aA(=bV=a)A=b, T)}) =
{{o— 7w, —b— 7'} |
7€ 1(3c, {a,b}, {c — (aA(=bV-a)A=b,T)}),
7 € I1(3c, {a, ~b}, {c — (aA(=bV=a)A-b, T)})}
= {{be,mb el {b e, mb = e}

Donc

II(Favbic, €, fm(FaVbIe, G)) =
{a;7 | m € II(Vb3c, {a}, {c — (an(=bV-a)A—-b, T)})}
={a;{b—¢c,—b— c},a;{b+— ¢,mb+— —c}

qui est 'ensemble des politiques valides de JaVb3c G.

4.6 Calcul de I'ensemble des politiques valides
pour une formule booléenne quantifiée en
forme normale conjonctive

Aucune procédure effective n’a été décrite pour cal-
culer & partir d’'une formule booléenne quantifiée close
et prénexe une formule équivalente sous forme partielle
conjonctive de résolution. En fait, comme suggéré par
le lemme 1, C’est facile si la formule booléenne quan-
tifice QqyF est en forme normale conjonctive : c’est
une partition des clauses suivant un simple test d’ap-
partenance sur y i.e.

F= N\ Gn N\ (yVCY A N\ (Ve )
1<i<n 1<i<ng 1<i<ny

+ + - -
Yy Yy Yy Yy
Cy,...,Cp,C{ ,...,C7,.,CY ,...,CY_  des

Ny Ny

clauses sans occurrence de y. Dans ce qui suit

avec

+
. 2 Yy A
Ni<icn Ci est noté ¢y, et Algignj; C?  est a nouveau

A Yy
noté ¢, Algign; C;

(¢y, &7 , #, ) représente la partition de F' selon y.

est noté ¢, et le triplet

La fonction distribute calcule a partir de deux for-
mules booléennes en forme normale conjonctive une
nouvelle formule booléenne en forme normale conjonc-
tive sans tautologies par distributivité!'.

Maintenant, I'algorithme fm¢N¥
une spécialisation de l’algorithme fm pour la forme
normale conjonctive.

est, définie comme

Algorithme 4 (Calcul d’une factorisation pour

une QBF en CNF)

fmENF(Entrées : le lieur d'une QBF en CNF F,
la matrice de F)

une factorisation si F' est valide
sinon non

fmNE(Q, f) = fm“NE(Q, £,0)

fmONE(Entrées : un lieur,
une formule booléenne CNF,
une factorisation)

Sortie :

une factorisation si F est valide
$iMon non
fmENE (e, f4p) = si (f=T) sinon non
fmNE(Qqy, f,v) =

soit  (¢y, ¢;, ¢, ) une partition de f selon y.
st q =1
alors fmNF(Q, ¢y Adistribute( T 0y )
{y = (o), 9,)}UY)

sinon fmENE( Q,qﬁy/\¢;j/\¢;,
{y = (o), 0,)}U)

Sortie :

dans

Etant donné que l'algorithme fmCSN¥ manipule

la matrice seulement par équivalence, 1’algorithme
FmENE préserve les politiques.

Ce nouvel algorithme fm®N (qui est en fait une
fonction) peut étre inséré a la place de l'algorithme fm
dans l'algorithme II pour obtenir ’algorithme [ENF
(qui devient aussi une fonction) qui calcule pour une
formule booléenne quantifiée sous forme normale con-
jonctive I’ensemble des politiques valides. Tandis que
la complexité de 'algorithme II réside dans le calcul
de la forme partielle de résolution, la complexité de
Ialgorithme II°NF réside dans le calcul de la distribu-
tivité.

L’algorithme fmSN¥ reprend la procédure de dé-
cision QMRES de Pan et Vardi [13] qui est une
Multi-resolution pour les formules booléennes quan-
tifiées, étendant I'approche Multi-resolution basée sur
les ZBDD de [4] pour le probléme SAT. Le formalisme
des ZBDD [12] (pour zero-suppressed binary decision
diagrams) offre une représentation compacte pour des

1Si (AVB)=T alors distribute(A, B) = T.



ensembles de clauses et est doté des opérateurs boo-
léens. La procédure QMRES a montré son efficacité sur
des problémes structurés, ce que sont des problémes
qui réclament le calcul des politiques. Nous dévelop-
pons une application similaire en C++ aussi basée sur
les ZBDD. Une version jouet a été implantée en Sics-
tus Prolog? qui démontre que le surcotit du calcul des
politiques par rapport au calcul de validité est trés
faible.

4.7 Deétection des équivalences logiques

L’étape de résolution du lemme 3 n’est pas 'unique
moyen de réaliser une élimination de quantificateurs :
les équivalences logiques entre les variables booléennes
peuvent aussi aider ([1] I'introduit dans le cas de for-
mule en forme normale conjonctive). Le lemme sui-
vant démontre comment le quantificateur le plus in-
terne liant les deux variables logiquement équivalentes
peut étre éliminé.

Lemme 5 Soit F' = Qq1yQ'q22Q" (F'N(y+z)) une
formule booléenne quantifiée close et préneze.

- Si gz =3 alors F=Qq1yQ' Q" F'[z « .

- Siqe =V alors F=1.

Pour calculer la politique, le lien entre la variable
existentielle z et son équivalente y doit étre conservé
dans une classe d’équivalence (noté equ(y)).

Bien str, le lemme 5 a sa contrepartie avec F' =
Qq1yQ'q22Q" (F' N(y+>—2)). De maniére similaire, une
classe opposée (noté opp(y)) doit étre maintenue pour
conserver le lien entre les deux variables opposées.

Exemple 6 Soit H = Va3b3c((a——b)A(c——b)). Par
une premiére application du lemme 5, H=Va3b(a——b)
avec opp(b) = {c} et equ(b) = 0. Par une seconde
application, H = VYaT avec opp(a) = {b} et equ(a) =
{c}. Ainsi 'unique politique valide pour H est {a —
—b; ¢, ma +— b; el

5 Comparaisons et discussion

Dans cet article nous avons présenté des algorithmes
d’élimination de quantificateurs pour le probléme de
recherche associé a une formule booléenne quantifiée.
Nous n’avons pas trouvé dans la littérature de travaux
portant sur le calcul des politiques par un algorithme
d’élimination de quantificateurs.

La partie “décision” de nos algorithmes est en lien
avec des procédures de décision basées sur la résolution
ou l’élimination de quantificateurs. Biining et al. [2]
étend le principe de résolution pour les formules boo-
léennes [6] aux formules booléennes quantifiées. Leur

thtp :

procédure de décision, la Q-resolution, considére uni-
quement, des formules booléennes quantifiées en forme
normale conjonctive a l'instar de Palgorithme TT¢NE
La Q-resolution génére des résolvantes (des clauses
booléennes) au lieu d’éliminer les quantificateurs et né-
cessite de les garder toutes pour étre complet. Biere [1]
étend la QQ-resolution a ceci prés qu’elle est appliquée
uniquement sur le quantificateur existentiel le plus in-
terne. Il applique ’expansion pour éliminer le quantifi-
cateur universel. Cette procédure de décision, nommeée
Quantor, est trés efficace sur des classes de problémes
structurés.

Dans [5] il est fait état que la notion de politique est
trop exigeante. En effet, dans le cas d’un jeu a deux
joueurs, Jy et J3 jouant alternativement en valuant
les variables d’une formule qui doit étre valide pour
que le joueur J3 soit str de gagner, si I'adversaire a
au moins une maniére de gagner alors aucune politique
valide n’existe et le joueur J3 ne peut étre aidé en rien.
Pour remédier a cette absence de réponse [5] introduit
la notion de politique partielle : si le joueur Jyy ne joue
pas les coups qui interdisent la victoire du joueur Jg
celui-ci pourra obtenir ceux a jouer pour vaincre. Nous
souhaitons nous pencher sur le calcul des politiques
partielles des formules booléennes quantifiées pour des
formules non valides par des algorithmes d’élimination
de quantificateurs. Nous nous intéressons aussi dans
ce cadre & l'application de meta-heuristiques comme
celle effectuée dans [8] pour la recherche locale. Nous
nous focalisons sur ’emploi de 'algorithmique géné-
tique [11] et de recherche par colonie des fourmis [7].
Dans le cas ot un processus de calcul meta-heuristique
(algorithme génétique ou colonie de fourmis) s’arréte
sans avoir trouvé la solution (soit parce que 'on n’a
pas attendu assez longtemps, soit parce qu’il n’y en
a pas), I’état ultime de la structure de donnée offre
une solution approchée qui dans le cas du calcul des
politiques peut s’apparenter au calcul des politiques
partielles.

Enfin nous désirons calculer directement les formes
partielles de résolution pour ne plus calculer la forme
normale conjonctive qui, pensons-nous, n’est pas né-
cessairement la forme la mieux adaptée pour résoudre
les problémes ni de satisfiabilité, ni de validité.

://www.info.univ-angers.fr/pub/stephan/Research/(BF/models_prolog.html
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