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Résumeé

Les problémes d'optimisation combinatoire multicri-
tére sont des problémes ardus car ils combinent les dif-
ficultés des problémes combinatoires classiques avec des
préférences complexes sur leur solutions. C'est cepen-
dant sous cette forme que se présentent la plupart des
problémes industriels réels.

Aprés avoir examiné des travaux utilisant des procé-
dures de programmation linéaire, relaxation lagrangienne
ou énumération croissante pour les résoudre, nous en ex-
trairons les idées fondamentales que nous réintroduirons
dans une approche de programmation par contraintes.

Nous pourrons alors combiner ces méthodes avec des
contraintes globales d'optimisation (chemin, arbres, cou-
plages) pour résoudre certains problémes multicritére.

Abstract

Multicriteria optimization problems are specially
hard because they combine difficult combinatorial pro-
blems with complex preferences on their solutions. Ho-
wever this is how most real problems arise in practice.

We will see some techniques used in linear program-
ming, langrangian relaxation and cost-increasing enume-
ration to solve multicriteria optimization problems.

We will reintroduce these techniques in constraint
programming and combine them with optimization glo-
bal constraints allowing us to solve some multicriteria
optimization problems.

1 Introduction

La résolution de problémes complexes en program-
mation par contraintes se fait par une approche de
décomposition et coopération : D’abord le probléme
est ramené & une conjonction de contraintes P =
Ci NCy A ... N\ Cy, ou chacune des contraintes ad-

met un algorithme de résolution efficace, souvent

issu de la recherche opérationnelle. Ensuite est effec-
tuée une recherche arborescente au cours de laquelle
chaque contrainte fait des déductions locales en fonc-
tion des données connues (variables fixées, bornes in-
férieures ou supérieures), puis les propage aux autres
contraintes afin que ces derniéres puissent également
en bénéficier.

Nous proposons de suivre une démarche similaire
pour aborder certains problémes d’optimisation com-
binatoire multicritére : optimisation sous contraintes
de ressources, optimisation min-max, optimisation
sous incertitude avec différents scénarios de données,
optimisation sous incertitude représentées par des in-
tervalles.

Ainsi nous partirons de contraintes globales d’opti-
misation pour des problémes monocritére (arbre, che-
min, couplage). Nous examinerons au fur et & mesure
des méthodes de recherche opérationnelle déja mises
en oeuvre par d’autres auteurs pour ces problémes.
Puis nous les transposerons en programmation par
contraintes en les combinant aux contraintes globales.

2 Contraintes globales d'optimisation

L’élément atomique de notre décomposition est
la contrainte globale d’optimisation. Il existe des
contraintes globales d’optimisation pour les problémes
d’arbres [1], couplages [10] et plus court chemin [11]
et une méthode générale pour en créér a partir d’une
formulation linéaire du probléme considéré et des in-
formations fournies par un simplexe [4][5].

Il nous faut cependant imposer que les contraintes
globales d’optimisation mettent & disposition des
autres éléments du solveur de contraintes les informa-

tions suivantes :



1. une solution z de cotit minimal parmi I’ensemble
des solutions possibles

2. pour tout arc a appartenant a z, le cotit de la plus
petite solution ne contenant pas a

3. pour tout arc a n’appartenant pas a z, le cott de
la plus petite solution contenant a

La plupart des contraintes globales d’optimisation ma-
nipulent internement ces informations ou des valeurs
proches.

2.1 Lien avec les problémes d’énumération

Une des méthodes classiques pour résoudre des pro-
blémes multicritéres est ’énumération en ordre crois-
sant des solutions (ranking methods). Ehrgott [3] pro-
pose un algorithme générique en deux phases qui s’ap-
puie sur des algorithmes d’énumeération croissante des
solutions. Afin de montrer 'applicabilité de cette pro-
cédure, il recense 4 familles différentes d’algorithmes
d’énumération parus dans la littérature :

1. Les plus courts chemins (Eppstein, Martins)
2. Les arbres couvrants (Gabow, Katoh)

3. Les affectations (Camerini et Hamacher)

4. Les flots (Chegireddy et Hamacher)

Il signale également l’existence d’algorithmes géné-
riques dus & Lawler, et Hamacher et Queyranne. Il
existe aussi des généralisations dans certaines classes
de matroides.

De fait, les contraintes globales précédentes entre-
tiennent des rapports étroits avec ces algorithmes
[9]. En particulier, les informations fournies par les
contraintes suffisent pour imposer au solveur de
contraintes de parcourir les solutions en ordre des
colits croissants.

3 Interaction avec le solveur de

contraintes

Le propos des contraintes globales est de réduire I’es-
pace de recherche en éliminant des zones ot il n’existe
aucune solution meilleure que la meilleure solution dis-
ponible. Elles réagissent de ce fait aux événements
d’interdiction ou imposition d’un arc (par 'arbre de
branchement ou par une autre contrainte) et de ré-
duction de la borne supérieure.

Nous considérons les problémes multicritéres ot :

— chaque critére est matérialisé par un scénario (une
valuation ¢f;, (i,j) € G d’un graphe G' commun)

— la performance d’une solution sur un critére est

la somme des cotts de chacun de ses éléments
k(o) k
c*(s) = Zijes Cij

— l’objectif est de trouver une solution préférée au
sens d’une relation de préférence que nous allons
définir

Etant donnée une borne B* sur chaque critére, le

solveur de contraintes s’occupe de trouver une solution
réalisable s au probléme de satisfaction :

Zc}j<B1 A ZcfngQ

ijES ijES

Notre moyen d’interaction avec le solveur de
contraintes est de résoudre des suites de problémes de
satisfaction cette forme en modifiant les bornes BF.

4 Optimisation sous contraintes de res-
sources

La modification la plus simple est de transformer
I’un des critéres en objectif : on recherche ’arbre cou-
vrant de cott minimal, ne dépassant pas les bornes de
ressource By, allouées aux autres critéres (ici 7%).

Z Cij < 6t A Vk,

ijEs 1JES

k k
ri; < B

On résoud donc une succession de problémes P; oul
la borne C; prend la valeur de la solution du probléme
précédent, donc Cy > C; > ... > C,, = opt.
Intuitivement, le solveur de contraintes va énumérer
les solutions suivant le critére de coiit jusqu’a ce que
toutes les contraintes de ressource soient satisfaites.

Sellmann [12] a la suite des travaux de Dumitrescu
[2] a récemment proposé de renforcer la propagation
par des contraintes redondantes (autrement dit qui ne
changent pas les solutions du probléme mais en ré-
duisent le temps de calcul) sous forme de combinaisons
linéaire de ressources.

Comme ces deux auteurs utilisent des méthodes de
relaxation lagrangienne qui calculent déja des suites
de graphes de la forme (c;; + Y, A*rf;) ils se servent
des combinaisons linéaires déja générées ainsi.

5 Optimisation min-max

Pour résoudre un probléme d’optimisation min-max,
il faut faire décroitre toutes les bornes simultané-
ment. On pose z; = maxy C, et a chaque résolution,
—k . , . o
Ciy1 = =z, si bien que I'on obtient une suite décrois-
sante z9g > z1 > > Zm = opt

vk, Sk < T

ijES



Hamacher et Ruhe [6] montrent qu’il existe un cri-
tére d’arrét pour I’énumération croissante des solu-
tions suivant toute combinaison linéaire convexe des
critéres ¢y = Y, Arclj avec Yo, AF = 1. Tls montrent
également que le choix des coefficients peut affecter
grandement les performances et proposent diverses
heuristiques pour leur calcul.

Les modifications que nous avons introduites suf-
fisent & garantir la résolution du probléme. Afin de re-
trouver l'approche d’Hamacher et Ruhe, il suffit d’in-
troduire la combinaison linéaire convexe sous forme de
contrainte supplémentaire et de demander au solveur
d’énumérer suivant celle-ci.

3 (Z Akc§j> < zk: pLron

ijES k

Il est aussi possible de résoudre des problémes min-
max regret (dans lequel la performance d’une solution
pour chaque critére est la différence entre son cott
et le meilleur cotit qu’elle aurait pu avoir). En effet,
les contraintes globales d’optimisation calculent des
informations différentielles (augmentation du cott de
la solution minimale quand on impose ou interdit un
arc donné). Elles sont donc invariantes par translation
de Dorigine. 11 est enfin possible de résoudre des pro-
blémes d’optimisation Tchebychev en introduisant les
coefficients multiplicatifs adaptés.

6 Optimisation robuste

Supposons désormais que nous ayons un probléme
min-max avec un nombre exponentiel de critéres. La
méthode classique pour aborder ce genre de pro-
blémes en programmation linéaire est la génération de
contraintes (décomposition de Benders, branch-and-
cut) : on résoud une relaxation P, = C; A Cy A
... AN Cf du probléme ou seul un petit nombre de
contraintes figure. Si la solution s trouvée vérifie toutes
les contraintes, elle est la solution globale du probléme.
Autrement on trouve des contraintes violées et on les
ajoute au probléeme Pyy1 = Py A Cy1.

La justification théorique de la génération de
contraintes en programmation linéaire est que, pour
des raisons de dimension d’espaces vectoriels, la solu-
tion optimale est déterminée par un nombre restreint
de contraintes. Autrement dit, si I'on dispose d’une
bonne heuristique pour ajouter les contraintes au pro-
bléme Pj la convergence sera rapide. Pour les pro-
blémes de min-max en programmation par contraintes,
une seule contrainte suffit & déterminer la solution op-
timale.

Ainsi, Aron et Van Hentenryck [1] ont pu mettre en
oeuvre une méthode de génération de contraintes (de
type branch and cut) pour un probléme d’optimisation
sous incertitude ou l'incertitude est matérialisée par
des intervalles dans les valeurs des arcs d’un graphe
¢ij € [infi;, supi;]. Il s’agit de trouver une solution
(un arbre couvrant) au probléme min-max regret avec
autant de critéres que de combinaisons différentes de
valeurs pour ¢;;

7 OWA et intégrales de Choquet

Les préférences rencontrées dans les parties précé-
dentes sont toutes des cas particuliers d’OWA (orde-
red weighted average). Il s’agit de moyennes pondérées
dans lesquelles les coefficients de pondération ne sont
pas appliqués aux critéres mais aux rangs :

22) = wo,y | D (@)

k ijca
ol 0, est une permutation qui ordonne les critéres en
ordre décroissant - en d’autres termes on commence
par trier les performances c*(z) de z puis on applique
la somme pondérée.

Or pour résoudre un probléme de job-shop en pro-
grammation par contraintes, Zhou [13] a introduit une
variante de la contrainte d’affectation, permettant de
maintenir les bornes inférieures et supérieures d’une
famille yg, 11 < yo < ... < y, sachant qu’elle doit
étre une permutation d’'une autre famille .

Enfin, les OWA sont elle mémes des cas particuliers
d’intégrales de Choquet, pour lesquelles Le Huede et
al. ont introduit une contrainte globale [8][7]. Ce sont il
nous semble autant de pistes intéressantes pour pour-
suivre ces travaux.

8 Conclusion

Nous nous sommes efforcés de montrer que les pro-
blémes d’optimisation multicritére parce qu’ils sont
a la frontiére entre les problématiques combinatoires
et décisionnelles sont certes particulierement diffi-
ciles mais aussi particuliérement intéressants. Ainsi
donnent-ils 'occasion d’appliquer des techniques is-
sues de la recherche opérationnelle, la programmation
par contraintes, la programmation linéaire ou encore
de I'aide a la décision. Nous avons en particulier mis
I’accent sur le role que pouvaient y jouer les contraintes
globales et comment les combiner avec d’autres in-
formations notamment celles issues des propriétés des
préférences utilisées.
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