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Résumeé

Plusieurs solveurs de contraintes sur domaines finis,
tels GNU-Prolog ou SICStus Prolog, utilisent les indexi-
caux pour définir leurs contraintes primitives. Un indexi-
cal exprime un ensemble de valeurs consistantes pour
une variable donnée et peut &tre compilé en un algo-
rithme de filtrage efficace.

L'explication d'un retrait de valeurs est un sous-
ensemble du store qui suffit & justifier ce retrait. Les
explications permettent de traiter des problémes sur-
contraints ou dynamiques, et de mettre en ceuvre di-
verses méthodes de recherche.

Traditionnellement, il faut concevoir un algorithme
de calcul des explications pour chaque algorithme de fil-
trage. Cet article montre que, pour les contraintes spé-
cifiées par des indexicaux, il est possible de dériver auto-
matiquement les algorithmes d'explication. Dans le cas
de SICStus Prolog, il est méme possible de tirer partie
de I'implémentation existante pour optimiser ce calcul.

Abstract

Several constraint solvers over finite domains, such
as GNU-Prolog or SICStus Prolog, use indexicals to de-
fine their primitive constraints. An indexical specifies a
set of consistent values for a given variable and can be
compiled into an efficient filtering algorithm.

The explanation of a value withdrawal is a set of
constraints that is sufficient to justify this withdrawal.
Explanations enable the handling of over-constrained or
dynamic problems, and allow the development of new
search methods.

Traditionally, an explanation algorithm has to be de-
signed for each filtering algorithm. This paper shows
that explanation algorithms can be automatically derived
from indexical constraints. In the case of SICStus Pro-
log, explanation computation can also benefit from the
existing implementation.

*Travail conduit pendant un séjour post-doctoral ERCIM.

1 Introduction

Les explications sont une variété de techniques qui
gardent trace des décisions du solveur de contraintes,
principalement pour améliorer la puissance et 1’in-
telligence de la procédure de recherche. Les explica-
tions ont montré leur efficacité pour accélérer la ré-
solution de certaines classes de problémes difficiles,
comme la planification hautement disjonctive [13].
Elles permettent également de traiter les problémes
dynamiques et surcontraints au sein d’'un méme ou-
til. De plus, Ferrand et coll. [11] ont montré que les
explications peuvent étre utilisées pour déboguer un
programme qui ne fournit pas une solution attendue.

Malgré leurs diverses applications, les explications
restent peu utilisées. Peu de solveurs fournissent cette
fonctionalité, comme le remarquent Douence et Jus-
sien [8]. Le mécanisme de calcul des explications est
intrusif : le code source du résolveur doit étre instru-
menté. Le principal obstacle semble étre le cout de
ce développement dans le cceur du solveur, mais aussi
dans les algorithmes de filtrage des contraintes primi-
tives. Douence et Jussien proposent d’utiliser la pro-
grammation orientée aspects pour éviter la modifica-
tion directe du code source du résolveur. Quoi qu’il en
soit, 'algorithme d’explication d’'une contrainte don-
née doit étre concu et développé. C’est une tache aisée
mais fastidieuse pour les contraintes simples, et bien
plus ardue pour les contraintes globales. De plus, 'uti-
lisateur doit expliquer les contraintes qu’il définit.

Certains solveurs utilisent un langage dédié pour dé-
finir leurs contraintes primitives. Ces définitions sont
ensuite compilées ou interprétées dynamiquement. Les
indexicaux sont un moyen pour décrire ces contraintes.
Introduits par Van Hentenryck et coll. [19] dans le
cadre de cc(fd), il en existe deux mise en ceuvres
notables : les plateformes de programmation logique



GNU Prolog [7] et SICStus Prolog [3]. Les indexicaux
sont & la fois déclaratif et opérationnels : ils spéci-
fient le niveau de consistance a appliquer et offrent un
moyen simple de réaliser le filtrage correspondant.

A notre connaissance, aucune implémentation des
indexicaux ne fournit d’explications. Dans cet article,
nous présentons d’abord un schéma trivial d’explica-
tion des contraintes indexicales. Puis nous proposons
d’utiliser la structure du langage indexical pour calcu-
ler des explications plus précises. Ce schéma est sys-
tématique : il évite la conception manuelles d’algo-
rithmes d’explication. Nous montrons également com-
ment bénéficier de I'implémentation existante des in-
dexicaux pour limiter les calculs. Les explications cal-
culées ne sont pas minimales pour l'inclusion, mais
sont précises pour un large sous-ensemble du langage
indexical.

La section 2 motive notre travail en rappelant les
principes des explications et leurs principales applica-
tions. La section 3 présente les contraintes indexicales
que nous voulons expliquer et leurs implantation clas-
siques. Nous exposons un schéma d’explication triviale
en section 4. Un schéma plus précis est ensuite intro-
duit en section 5. Les travaux connexes sont discutés
en section 6, avant de conclure en 7.

2 Explications en PPC(DF)

Une explication est un sous-ensemble des
contraintes du probléme & résoudre suffit a justi-
fier une action du solveur. Deux types d’explications
sont largement utilisés : l'explication de retrait de
valeurs et I’explications d’échec. La premiére explique
pourquoi une valeur donnée, ou un ensemble de
valeurs, doit étre retiré du domaine d’une variable.
La seconde est un ensemble conflictuel qui rend le
probléme insoluble. Cette section définit d’abord
les explications en 2.1, puis la section 2.2 détaille
quelques unes de leurs propriétés. Enfin, nous présen-
tons quelques applications motivantes des explications
en 2.3.

2.1 Deéfinitions formelles

Considérons la définition traditionnelle d’'un CSP
(constraint satisfaction problem) : un ensemble V de
variables, une fonction de domaine D qui associe a
chaque variable x un ensemble fini de valeurs pos-
sibles D(v), et un ensemble C de contraintes. D est
le domaine de calcul, ensemble des valeurs possibles
pour toutes les variables. Les domaines initiaux des
variables, quand différents de D, sont inclus dans C
sous forme de contraintes unaires.

Une contrainte est complétement définie par les ré-
ductions de domaines qu’elle opére. Dans cet article,
nous utilisons le formalisme de Ferrand et coll. [10] :
la propagation est modélisée par le calcul de la cloture
descendante de l’ensemble des opérateurs de consis-
tance locale associés a C. Ce formalisme capture 'in-
complétude des solveurs basés sur la propagation. Par
souci de simplification, nous noterons CL | (V,C) la
fonction de domaine sur V résultant de la propagation
des contraintes de C.

Déf. 2.1 (Explication de retrait) Une ezplication
du retrait de la valeur d pour la variable v est un en-
semble de contraintes E C C tel que :

d¢ CL|(V,E)(v)

En d’autres termes, la propagation des contraintes de
E est suffit a justifier l’élimination de la valeur d de
D(v).

Quand les explications sont calculées pendant la
propagation, & la volée, 'explication du retrait de d
de D(v) contient la contrainte qui a procédé au fil-
trage. Elle contient également les contraintes respon-
sables des retraits de chaque support de la valeur et
les explications du retrait de chaque support. Ce rai-
sonnement conduit & une définition récursive élégante
de D’explication, comme un arbre de preuve de re-
traits de valeurs [10] (ezplications-arbres). Ici, nous
adoptons une formalisation plus simple ou les explica-
tions sont des ensembles de contraintes (exzplications-
ensembles) [15]).

Déf. 2.2 (Explication d’échec) Une explication
d’échec de (V,C) est un ensemble de contraintes
E CC tel que :

Jue V- CLIV, E)(v) = 0.

En d’autres termes, le sous-ensemble de contraintes E
est un conflit : il n’admet aucune solution.

Dans la suite, parlant indifféeremment d’explication
de retrait ou d’échec, nous noterons « explication d’une
décision ».

2.2 Caractérisation des explications

Nous notons £ I’ensemble des explications déja cal-
culées. & est une fonction partielle de VD dans P(C),
ot P(C) est 'ensemble des parties de C. Nous utilisons
la notation ensembliste : £ € VxDxP(C)

Propriété 2.1 (Explication de tout retrait)
E est une fonction partielle dont le domaine est
l’ensemble des retraits opérés :

YweV-({deD|3I(v,d, E) €&} = (D—D(v)))



Pour une décision du solveur donnée, plusieurs expli-
cations peuvent étre trouvées. Premiérement, si F/ ex-
plique une décision, alors tout sur-ensemble E’ de E
dans C est également une explication de cette décision,
par suite de la monotonicité des opérateurs de réduc-
tion. Ainsi, C est une explication triviale de toute dé-
cision du résolveur. Deuxiémement, plusieurs explica-
tions différentes de la méme décision peuvent coexis-
ter du moment qu’il existe deux explications F; C C
et Fy C C telles que E1 N Ey n'est pas une explication
de cette décision.

Agren [1] définit la plus fine explication d'une de-
cision comme l'explication qui implique un minimum
de variables. Un critére plus courant est la minima-
lité pour 'inclusion d’une explication [14]. Ici, comme
formalisé par Ferrand et coll. [10], nous construisons
les explications a partir d’explications existantes, ajou-
tant la contrainte déclenchant la décision :

Propriété 2.2 (Explication constructive)
Chaque explication de E € & est constituée de la
contrainte c¢ et d’un ensemble (éventuellement vide)
d’explications. Formellement, chaque (v,d,E) de &
est tel que :

EZ{C}UOEZ'

De plus, chaque E; concerne des variables de var(c) (a
cause de localité du calcul) :

Vi € [1,n],3v; € var(c),3d; € D - (v;,d;, E;) € €
avec var(c) l'ensemble des variables impliquées dans c.

Par suite, nous considérons la minimalité locale pour
I'inclusion [14]. Une explication est localement mini-
male pour l'inclusion si elle utilise un minimum d’ex-
plications antérieures F;.

2.3 Applications mativant les explications

Nous sommes intéressés par quatre applications
principales des explications, & savoir : le débogage, le
traitement des problémes dynamiques, la résolution de
problémes surcontraints et I’enrichissement de la pro-
cédure de recherche. Nous allons résumer ces quatre
points afin de motiver notre contribution. Ne préten-
dant nullement prouver 'intérét des explications, nous
renvoyons le lecteur aux travaux cités pour des détails
techniques ou quantitatifs.

Premiérement, les explications aident a déboguer
un programme incorrect. Elles sont un moyen de
trouver la raison d’une réponse manquante. Quand
une solution attendue d’un probléme n’est pas trou-
vée par la recherche, cela signifie qu'un ensemble de
contraintes interdit cette solution. Une ou plusieurs de

ces contraintes peuvent étre fausses. Un solveur calcu-
lant des explications peut exhiber un ensemble conflic-
tuel précis, c’est-a-dire un ensemble de contraintes jus-
tifiant le rejet de la solution. Le programmeur peut
ainsi se concentrer sur ce conflit afin de trouver ’ori-
gine du bogue. Ferrand et coll. [11] ont adapté le de-
bogage algorithmique en ce sens.

Deuxiémement, le méme principe permet de gérer
les problémes surcontraints. Quand un probléme cor-
rectement formulé et programmeé est insoluble, des
contraintes doivent étre relachées. Ouis et coll. [17]
montrent comment les explications aident 1'utilisateur
a choisir les contraintes a relacher. L’utilisation de
leur outil par un utilisateur final ne nécessite aucune
connaissance de la programmation par contraintes.

Troisiemement, les explications améliorent le traite-
ment des problémes dynamiques, ol les contraintes a
prendre en compte peuvent changer au cours de I’exé-
cution. Certaines contraintes peuvent étre relachées,
d’autres ajoutées. De tels problémes se rencontrent
dans des systémes confrontés & une demande ou un
environnement changeant. Les explications permettent
au solveur de relacher n’importe quelle contrainte tout
en annulant ses effets passés, et ceci avec un minimum
de calculs. De plus, I’état aprés le relachement est sou-
vent proche de 'ancien état. C’est ainsi qu’Elkhyari et
coll. [9] gerent différents problémes dynamiques d’or-
donnancement ou les activités et ressources peuvent
étre ajoutées ou supprimées, et ou les contraintes de
précédences peuvent étre modifiées. Leurs résultats sur
de larges instances montrent ’efficacité de la méthode
et la stabilité des ordonnancements proposés par ’ou-
til. De la méme maniére, I'outil d’emploi du temps de
Cambazard et coll. [2] prend en compte 'aspect dyna-
mique inhérent aux ressources humaines.

Enfin, les explications libérent le solveur du car-
can du retour-arriére chronologique. Le solveur pou-
vant relacher n’importe quelle contrainte, la procé-
dure de recherche n’est plus nécessairement un par-
cours d’arbre. A chaque échec, un conflit peut étre ex-
trait. Les conflits extraits durant I’exécution peuvent
étre analysés afin d’adapter I’heuristique. Ici, les expli-
cations ont un double intérét. Elles permettent d’ap-
prendre la cause des échecs et d’effectuer un back-
tracking dynamique. Cette intégration de la propaga-
tion de contraintes dans le « backtracking intelligent »
évite de répéter les mémes impasses. La plus connue
des techiques de ce type est MAC-DBT (Maintaining
Arc-Consistency with Dynamic Backtracking), propo-
sée par Jussien et coll. [15].



plus(X,Y,Z) +:
X in min(Z) - max(Y)
Y in min(Z) - max(X)
Z in min(X) + min(Y)

. max(Z) - min(Y),
. max(Z) - min(X),
. max(X) + max(Y).

FiG. 1 Spécification de la consistance de bornes pour
la contrainte X +Y = Z (syntaxe SICStus Prolog)

plus(X,Y,Z) +:
X in dom(Z) - dom(Y),
Y in dom(Z) - dom(X),
Z in dom(X) + dom(Y).

Fi1G. 2 — Spécification de la consistance d’hyper-arc
pour X +Y =27

3 Contraintes indexicales

Nous rappelons ici les bases des indexicaux : leur ex-
pressivité (sec. 3.1), syntaxe (sec. 3.2), ainsi que leurs
schémas de compilation et de propagation (sec. 3.3).
La section 3.4 présente quelques aspects techniques
de leurs implémentations. De plus amples détails sont
donnés par Carlsson et coll. [4] pour SICStus Prolog
et Codognet et Diaz [5] pour GNU Prolog.initial paper
by Van

3.1 Expressivité des indexicaux

Un indexical est une contrainte de la forme V in R,
ol V est une variable de domaine et R une expres-
sion de champ, représentant un ensemble de valeurs'.
L’expression R peut inclure des informations sur les
domaines d’autres variables, telles leurs bornes, leur
ensemble de valeurs, leur valeur finale ou leur cardina-
lité (noté respectivement min, max, dom, val, et card).
Ainsi, le domaine de V doit étre un sous-ensemble
de R(D), évaluation de R dans 1'état des domaines
D. L’indexical spécifie donc un ensemble de valeurs
valides pour V. Comme expliqué en 3.3, un indexi-
cal peut étre compilé en un algorithme de filtrage.
De nombreuses contraintes standards (arithmetiques,
booléennes ou symboliques) peuvent étre exprimées
par la conjonction de plusieurs indexicaux, & raison
d’un indexical par variable. En SICStus, les indexicaux
sont également utilisés pour spécifier les tests d’impli-
cation et de satisfiabilité.

Les indexicaux peuvent coder plusieurs niveaux de
consistance. Par exemple, la figure 1 présente comment
spécifier la consistance de bornes pour la contrainte

INous traduirons le terme anglais range par « champ » dans
ce contexte, comme champ de valeurs possibles.

arithmetique X+Y=Z, grace & des intervalles délimités
par les bornes des variables (A. .B est I'intervalle entre
A et B). La consistance d’hyper-arc peut étre spécifiée
en utilisant ’addition et la soustraction point-a-point,
comme le montre la Figure 2.

L’intérét des indexicaux est triple : leur langage est
simple & maitriser, ils sont simples & concevoir et a
comprendre, et ils sont des spécifications exécutables.
De plus, il est possible de les implémenter trés efficace-
ment. Méme §’ils manquent d’expressivité, incapables
d’exprimer les algorithmes complexes des contraintes
globales, ils constituent un outil puissant pour décrire
un large éventail de contraintes simples. Pour preuve,
la totalité de la bibliothéque domaines finis de GNU
Prolog est implémentée en utilisant les indexicaux. Les
indexicaux permettent aussi de développer rapidement
des résolveurs spécialisés.

3.2 Une syntaxe unifiée des indexicaux

L’expressivité et la syntaxe exactes des indexicaux
varient légérement suivant les implémentations. Par
exemple, GNU Prolog propose la multiplication point-
a-point entre deux champs de valeurs [6, Sec. 7.3.1]
tandis que SICStus permet des évaluations condition-
nelles. Ici, nous considérons 'union des constructions
de ces deux implémentations, adoptant si possible la
syntaxe de SICStus, et celle de GNU Prolog pour les
constructions qui lui sont spécifiques.

Dans un indexical V in R, l'expression de champ
R est une construction du langage décrit en table 1.
Ce langage a deux niveaux d’expression : les termes
(valeurs individuelles dans D), qui peuvent étre com-
binés en champs (sous-ensembles de D). Les valeurs
de champs élémentaires sont soit le domaine d’une
variable, une énumération de termes ou un interval
entre deux termes. Les champs peuvent étre combi-
nés en utilisant des opérations ensemblistes (union,
intersection, complément) ou 'arithmétique point-a-
point (P(D)? — P(D)). Les opérations arithmétiques
peuvent également combiner un champ et un terme
(P(D)xD—P(D)). Les termes élémentaires sont : une
borne inférieure ou supérieure, la cardinalité ou la va-
leur instanciée d’'un domaine, ou bien une constante
de D. Les termes peuvent étre combinés arithmétique-
ment. La sémantique dénotationnelle de ces construc-
tions est décrite dans [5]. La table 1 rappelle quatre
fonctionnalités avancées. Tout d’abord, I'appel d’une
fonction C (aspect non documenté de GNU Prolog),
avec des termes ou champs pour paramétres. La fonc-
tion f doit renvoyer un champ de valeurs. C’est ainsi
qu’est implémentée la contrainte element en GNU
Prolog. Ensuite, SICStus propose deux constructions
d’évaluation conditionnelle oii le champ évalué dépend
de la valeur d’une autre expression (7 et switch). En-



Construction

type Syntaxe Description
Valeurs de dom(V) état courant de D(V)
{T1,...,Tx} ensemble de termes
champs
(S)
T .. T intervalle [71,72] C D
Ri /\ R2 intersection
Ri1\/ Rz union

addition pap.
soustraction pap.

Composition | R1 + R
de champs | R1 — R2

Ry % Ro multiplication  pap.
R=R; op Rs (G)
R: / Ry division pap. (G)
R1 mod R» modulo pap. (S)
Op. sur un | \ R: complément
champ - Ry négation pap. (S)
R+ Ty addition pap.
Composer Ry — T soustraction pap.
un champ R+ Ty multiplication pap.
et un terme | R1 /<Th division entiére pap.
(défaut) (G)
R=RiopT | Ri />Th division entiére pap.
(exces) (G)
min(V) borne inf. de D(V)
max (V) borne sup. de D(V)
card(V) cardinalité de D(V)
S
Valeurs de val(V) \(za{eur finale de D(V)
termes .
n entier, n € D
inf borne inf. de D
sup borne sup. de D
- T négation (S)
Ty + 1o addition entiére
Composition | T1 — 1> soustraction entiére
de termes Ty x To multiplication entiére
T /< Ty division entiére (dé-
T =T op T faut)
T /> T division entiére (ex-
cés)
T1 mod T modulo entier
f(a1,...,ar) appel de fonction, les
a; sont des termes ou
Fonctions champs (G)
avancées R ? Ry égal & Rosi Ry # 0, 0
sinon (S)
R=f(...) switch(T,L) égal a L(T) (S)
unionof(x, Ri, R2) = Uacr, (Ra[z <« d])
(s)
Key : R, R; et R2 sont des champs.

T, Ti et T sont des termes.

V est une variable de var(V in R).

x est une variable locale

R[z < d] est la substitution de « par d dans R

L liste de (¢, R;) avec i=j = R;=Rj, et L(i) = R;

(G) signale une spécificite GNU Prolog.

(S) signale une spécificité SICStus Prolog

pap. signifie « point-a-point »

TAB. 1 — Syntaxe unifiée des contraintes indexicales

fin, « union » calcule, en SICStus, 'union des évalua-
tions de R, pendant qu’une variable locale x parcourt
les valeurs de R; [3, Sec. 34.10.2].

3.3 Compilation et Propagation des indexicaux

Les indexicaux ont un shéma de compilation et de
propagation simple. Chaque indexical V' in R est com-
pilé en un moyen d’évaluer R(D) (cf. 3.4). Le réveil
d’un indexical provoque cette évaluation, puis le cal-
cul de l'intersection entre I’ensemble résultant et le do-
maine courant de V. Cette intersection R(D)ND(V)
devient le nouveau domaine de V. Un échec est détecté
lorsque cette intersection est vide.

Le réveil d’un indexical est provoqué par toute mise
a jour d'un des éléments-domaines impliqués dans son
champ R. Par exemple, un indexical dont le champ
se référe a min(X), max(Y'), et dom(Z) sera réveillé a
chaque augmentation de la borne inférieure de D(X),
diminution de max(Y’) et tout retrait dans D(Z). La
correction de ce schéma de propagation nécessite la
monotonicité des champs des indexicaux.

Propriété 3.1 (Monotonicité) Un champ R est
monotone ssi R(D) C R(D'), pour toute paire de fonc-
tions domaine (D,D’) sur V telle que Yv € var(R) -
D(v) C D'(v). Lorsque R est non-monotone, I’évalua-
tion de R(D) est retardée jusqu’a ce que D assure cette
monotonicité.

La stratégie exacte dépend de I'implémentation [4, 5].
Ici, nous supposerons qu’un indexical ne peut effec-
tuer de retrait de valeurs que quand sa monotonicité
est certaine. Cette propriété est appelée monotonicité
pour la propagation.

3.4 Evaluation des indexicaux

En SICStus, le champ d’un indexical est compilé en
notation post-ordre puis en un code pour machine a
pile. Quand un indexical V' in R est reveillé, la ma-
chine a pile évalue R(D), suivant I’état courant des do-
maines. Le résolveur calcule alors la position relative
de R(D) par rapport a D(V'), I'intersection n’étant pas
directement calculée. Si les deux ensembles se révélent
disjoints, un échec est déclenché. Sinon, les valeurs in-
consistantes sont retirées de D(V'). En 5, nous propo-
sons de tirer parti de cette implémentation : évaluation
de R(D) par une machine a pile et comparaison avec
D(V) ensuite.

En GNU Prolog, chaque indexical est compilé en une
fonction C calculant R(D). Lors du réveil de l'indexi-
cal, cette fonction est appelée. Si le champ résultat est
non vide, I'intersection R(D) N D(V) est calculée par
un et bit-a-bit, et affectée & D(V'). Il n’y a donc pas de



comparaison directe entre R(D) et D(V). Cette com-
pilation native est un des points clés de GNU Prolog
et permet une évaluation plus rapide (cf. la comparai-
son de [4]). Les contraintes primitives bénéficient ainsi
des optimisations du compilateur C, au prix d’un code
plus volumineux (par rapport au bytecode correspon-
dant). Un autre inconvénient est la recompilation obli-
gatoire du solveur FD lorsque l'utilisateur veut définir
une nouvelle contrainte primitive.

4 Explications triviales des indexicaux

Comme nous ’avons détaillé en 3, le langage indexi-
cal se référe aux domaines de cinqg maniéres, notées :
min(V), max(V'), dom(V'), val(V) and card(V'). Appe-
lons éléments-domaines ces références aux (parties de)
domaines. L’évaluation d’une expression-champ dé-
pend des éléments-domaines qu’elle contient. Plus pré-
cisément, R est une fonction de ses éléments-domaines.
L’absence d’une valeur dans R(D) peut s’expliquer par
I’état courant des éléments-domaines présents dans R.
Nous définissons quelques raccourcis pour expliquer
létat courant des éléments-domaines : Epnin(V) est
I’explication de la valeur de min(D(V)), Emax(V) est
Pexplication de la valeur de max(D(V)), et Eqom(V)
est l'explication de I'ensemble de D(V'). Leur défini-
tion est simple :

gmin(V) = U

deD A d<min(D(V))
£(V.d)

deD A d>max(D(V))

Eaom (V) = U ewva

deD A dgD(V)

E(V,d)

Emax (V) =

La cardinalité de D(V'), a l'instar de sa valeur ins-
tanciée, dépend de tous les retraits effectués dans
D(V) : gval(v) = Scard(v) = gdom(v)-

En évaluant ¢ = V in R, nous expliquons le retrait
de D(V) — R(D) de D(V) par :

T(V.R.D)={cju| |

vevar(R)

(UEEelements(R,v) 56 (’U))

o elements(R,v) est l'ensemble des éléments-
domaines se rapportant a la variable v dans R.

Théoréme 4.1 (Correction du schéma trivial)
Si un indexical V in R est monotone pour la propa-
gation (cf. 8.3), alors T(V, R, D) est une explication
correcte du retrait de valeurs di a cet indexical.

Ce résultat peut étre prouvé par induction forte sur la
taille de 7 (V, R, D). Le cas de base est une explication
singleton, signifiant que V' in R est unaire, ou que tout

les éléments-domaines de R ont leur valeur nominale
(i.e. min(D) € D(X) pour min(X), max(D) € D(X)
pour max(X), D(X) = D sinon). L’étape d’induction
est évidente pour les éléments du type dom, val et card
(d’apres la propriété 2.2). Enfin, notons que la monoto-
nicité de R implique la monotonicité pour 'augmenta-
tion de chacun des éléments min, et pour la diminution
des éléments de type max.

R(D) = 0 provoquant un échec, les explications
triviales peuvent étre utilisées comme explications
d’échec (évident d’aprés déf. 2.2) :

Théoréme 4.2 (Explication d’échec) Si un in-
dezical V' in R est évalué et que R(D) N D(V) = (),
alors Eqom(V)UT (V, R, D) est une explication d’échec
pour (V,C).

Ces explications ne sont pas minimales, mais elles
sont faciles & intégrer dans le processus d’évalua-
tion. L’ensemble U, cyar(r)elements(R, v) étant connu
au moment de la compilation, le calcul de ’explica-
tion peut étre intégré statiquement dans 1’évaluation
de l'indexical. Le seul calcul supplémentaire est di
a lopération U sur P(C)2. La section 5 propose un
schéma donnant d’autres explications non minimales,

mais plus précises néanmoins.

5 Explications précises aux bornes

Nous proposons maintenant un schéma systéma-
tique de calcul d’explications, plus précis que les expli-
cations triviales. Ce schéma tire parti de la structure
de l'indexical exécuté et repose sur une partition des
valeurs & retirer. Cette partition privilégie les bornes
du domaine. Aprés avoir motivé ce choix (sec. 5.1),
nous définissons les explications calculées (sec. 5.2) et
présentons le schéma en regard de la syntaxe des in-
dexicaux (sec. 5.3).

5.1 Bornes des domaines et Propagation

Les bornes des domaines ont souvent un role parti-
culier dans les algorithmes de filtrage. Nombre d’entre
eux sont basés sur la consistance de bornes, qui ap-
proxime chaque domaine D(v) par son plus petit inter-
valle englobant, c’est-a-dire [min(D(v)), max(D(v))].
Cette technique fait peu de cas des « trous » des do-
maines et offre un niveau de consistance plus faible
que ’hyper-arc consistance. Mais sa rapidité de calcul
en fait souvent un bon compromis élagage/vitesse.

Comme nous le détaillerons, pour beaucoup des
constructions du langage indexical, la mise a jour des
bornes d’un domaine est la conséquence de mises a jour
de bornes d'un ou plusieurs autres domaines. Cela est
également valable pour certaines constructions accom-
plissant 'hyper-arc consistance.



Evaluation de R NN [ W [ [ NN [ BEEEEN

Borne inf.é Intérieur de " Borne sup.
de R(D): R(D) ‘de R(D)

Domainede X I T T W [ T T T I 7 WO T [ [ NN

Nouveau domaine de X NN 7 I W NENNNN | NN

Valeurs retirées G:\:\:‘ D] [D D]

min int : max

JASS JAN JAN

Fi1G. 3 — Partition des valeurs retirées basée sur les
bornes de R(D)

5.2 Explications particuliérement précises aux

bornes

Soit Ay Pensemble des valeurs a retirer de D(V)
da a lindexical V in R, Ay = D(V)— R(D). Nous
partitionnons Ay en trois ensembles (éventuellement
vides) :

1. AP? = {5 € Ay | § < min(R(D))} ;
2. A = {5 € Ay | 6 > max(R(D))};
3 AP = Ay - (AP UART).

La figure 3 illustre ces définitions. Les domaines sont
un ensemble de carrés blancs, les parties noires étant
les valeurs manquantes. AW (resp. AD®) est Pen-
semble des valeurs dont le retrait est di & la borne
inférieure (resp. supérieure) de R(D). AP est Pen-
semble des valeurs retirées entre ces bornes. Triviale-
ment, A“‘}i“, AP, et Ai‘ﬁ‘t est une partition de Ay .

Nous proposons d’expliquer chaque partie Ai/ sé-
parément. Dans la suite, nous cherchons & expliquer
les bornes du champ de valeurs considéré, adoptant
I’extension terminologique suivante :

Déf. 5.1 (Expliquer une expression indexicale)
E C C est une explication de la propriété P d’une
expression (champ ou terme) e du langage indezical
ssi e(CL|(V, E)) satisfait P.

Pour une expression de champ Ry, Enin (R1) est Pexpli-
cation de la valeur de min(R1 (D)), Emax(R1) explique
max(R1(D)). Ent(R1) explique les « trous » de Ry (D).
Pour une expression terme 77, Eval(T1) explique la va-
leur de Ty (D).

Propriété 5.1 (Expliquer la partition Ay) {c}U
Emin(R) (resp. {c} U Emax(R)) est une explication du
retrait de AP (resp.AW**) de D(V), avec c=X1inR.
{c} U&mi(R) est une explication du retrait de A* de
D(V).

| Expression e | Eval(e)
min(V) Emin(V)
max(V) Emax(V)
card(V) Eaom(V)
val(V) Edaom (V)
n,inf, sup 0
_Tl gval(Tl)
T [+,—,/<,/>] T2 Eval (T1) U Evar (T2)
gval(Tl) si T1 =0
Eal(Th * To) = Eat(T2)siTo =0ATi #0
gval(Tl) U gval(TQ) sinon
gval(Tl) si T1 =0
gval(Tl mod TQ) = gval(TQ) siTo =1ATh ;é 0
gval(Tl) U gval(TQ) sinon

TAB. 2 — Explications précises aux bornes pour les
termes

5.3 Schéma de calcul

Pour un indexical donné V in R, le calcul de
Emin(R), Emax(R) et Eng(R) est compositionnel, sui-
vant la structure de l'expression R : les explications
sont des attributs synthétisés de ’arbre syntaxique as-
socié & R. Pour chaque construction de la table 1, nous
spécifions comment synthétiser les explications a par-
tir de celles des sous-expressions. La table 2 présente
le schéma de calcul pour le niveau des valeurs termes,
reprenant les notations de 4. Le résultat d’une opéra-
tion binaire est expliqué par 'union des explications
des deux opérandes. Quand il existe un élément ab-
sorbant (tel 0 pour x et comme opérande gauche de
mod, 1 comme opérande droit de mod), le terme pre-
nant pour valeur ’élément absorbant suffit & expliquer
le résultat (le méme raisonnement s’applique a I'opé-
rande gauche de /< et /<).

La table 3 présente le schéma de calcul pour les
valeurs de champs. Par manque de place, nous n’en
détaillons qu’un échantillon représentatif. Le méme
principe général s’applique aux constructions man-
quantes : nous tentons d’utiliser les explications des
bornes des opérandes pour expliquer les bornes du ré-
sultat.

Certaines constructions perdent la précision aux
bornes de nos explications. Ainsi, pour {T1,...,T;}
les bornes du résultat peuvent étre dues a n’importe
quel T;. Rafiner le calcul nécessiterait plus d’informa-
tions sur les T;. D’autres constructions conservent tou-
jours la précision aux bornes, telles Rj+Ry. Pour /\,
les bornes de R1 N Ry peuvent parfois étre expliquées
par les bornes d’un des deux opérandes. Afin de garder
une complexité raisonnable, Eipi(e) est 'union des ex-
plications des deux champs, ce qui manque souvent de
précision. Cela évite que la complexité ne dépende de



| Expression ¢ | Emin(e) | Emax(€) | Eint(e)
dom(V) Emin(V) Emax(V) Eins (V)
Tl . T2 gval Tl) gval(TQ) @
{T17 s 7Tk} Uze[l k] gval(Tz)

- Rl gmax(Rl) gmin(Rl) gint(Rl)
Rl + R2 gmin(Rl) U gmin(R2) gmax(Rl) U gmax(RQ) gdom(Rl) U gdom(RQ)
Rl - R2 gmin(Rl) U 8max(R2) gmax(Rl) U gmin(R2) gdom(Rl) U gdom(RQ)

gmin(Rl) si min(Rl) € Ry
gmin(e) = gmin(RQ) si mln(RQ) c R
Edom(R1) U&dom(R2) sinon
Ri /\ R2 Emax(R1) si max(R1) € Ro
gmax(e) = gmax(RQ) si max(Rz) € R
Edom(R1) U&dom(R2) sinon
Eins(€) = Eine(Ra
. _ 5dom(R1) si By =
Emin(e) = { Emin(R2) sinon
5dom(R1) si Ry = 0
2 -
Rl ! RQ gmax(e) { Smax(Rg) sinomn
_ @ si Rl =
Eint(€) = { Eint(R2) sinon

TaB. 3 Explications particuliérement précises aux bornes d’expressions de champs (échantillon représentatif)

la cardinalité des champs, pour ’arithmétique point-
a-point notamment.

La correction de ce schéma se prouve par induction
forte sur la taille des explications, comme en 4. Ici, le
cas de base et I’étape d’induction doivent étre prouvés
par induction sur la structure de R, nécessitant un cas
pour chaque construction du langage.

Quand les indexicaux sont évalués par une machine
a pile, comme pour SICStus Prolog, 1a mise en ceuvre
de ce schéma est directe : une pile d’explications est
ajoutée a la machine. A chaque empilement d’une va-
leur terme ou champ e(D), un triplet d’explications
(Emin(€)(D), Emax(€)(D), Eint(€)(D)) est empilé sur la
pile d’explications. Quand la machine applique une
opération, les explications des opérandes sont dépilées,
celles du résultats sont calculées suivant l'opération
appliquée et empilées.

5.4 Variante paresseuse

Au moins la moitié des évaluations d’indexicaux
sont inutiles, le résultat R(D) étant un surensemble
de D(V) [5].

L’implantation proposée ci-dessus calcule trois ex-
plications pour chaque construction. Si, au final, au-
cune réduction de domaine n’est effectuée, ces calculs
se révélent inutiles. Et si une réduction de domaine est,
nécessaire, certaines des explications calculées peuvent
demeurer inutiles. Nous proposons d’adapter le schéma
pour calculer paresseusement les explications utiles,

apres s’étre assuré que AP, AP ou AP soient non

vides. Premiérement, une instrumentation légére de la
fonction d’évaluation garde trace des résultats inter-
médiaires. Ensuite, si nécessaire, les explications utiles
sont calculées grace a cette trace.

Instrumentation de I'évaluation. Tandis que la ma-
chine a pile évalue R(D), les résultats intermeédiaires
(termes ou champs) sont stockés dans un arbre.
Chaque opération de la machine crée un nceud de
cet arbre, contenant le bytecode de 1'opération et ses
résultats intermédiaires. Cet arbre a donc la méme
structure que l'indexical. Recyclant des résultats in-
termédiaires, le seul surcout est dii & la construction
de l'abre. La figure 4 présente cette procédure ins-
trumentée. I est le flot d’instructions de la machine,
S la pile d’évaluation, E un ensemble ordonné de
nceud représentant la trace des opérations déja exé-
cutées. new leaf insére une nouvelle feuille dans E.
new_node extrait les arity(i) derniers nceuds de E
et insére un nouveau nceud, pére des nceuds extraits.
La fonction est principalement une boucle exécutant
les instructions de la machine a pile. A la fin de la
fonction, E contient la racine de ’arbre et R contient
R(D).

Calcul a rebours Aussitot 1’évaluation de R(D) ter-
minée, le résolveur calcule A“‘}i“, AP et Ai“}t. Si né-
cessaire, nous calculons récursivement les explications
nécessaires. Pour cela, nous utilisons les résultats in-
termédiaires stockés dans l'arbre. Ainsi, nous calcu-
lons seulement les explications nécessaires et évitons



function evaluation(/, D), returns R,E
S—0
E—0
while (I) #0 do
i« dequeue(T)
switch %
load_min:
X « deref_var(dequeue(I))
push(S, min(X))
new_leaf(E, &,in(X), int(min(X)))
load_maz:
X « deref_var(dequeue(I))
push(S, max(X))
new_leaf(E, &max(X), int(max(X)))
load_val:
X « deref_var(dequeue(I))
push(S, val(X))
new_leaf(E, Ejom(X), int(v_z))
load_dom:
X « deref_var(dequeue(I))
push(S, D(X))
new_leaf(E, Ejom(X), set(D(X)))

load_int:
t «— deref_int(dequeue(I))
push(S,t)
new_leaf(E, 0, int(t))
load_set:
r « deref_set(dequeue([))
push(S, )
new_leaf(E, 0, set(r))
default:
R < compute(S, 1)
push(S, R)

new_node(E, i, arity(i), R)
end switch
end while
R « pop(S)

end function
F1¢. 4 Procédure d’évaluation instrumentée
les parties non pertinentes de I'expression R.

6 Travaux connexes

Agren [1] a congu et mis en ceuvre un mécanisme
d’explication pour SICStus Prolog. Ce travail est I'une
des premiéres grandes tentatives d’explication des
contraintes globales d’un véritable résolveur. Agren a
également mis au point des algorithmes pour calculer
les explications les plus fines de quelques contraintes
globales classiques, telles que all_distinct (réalisa-
tion de I'hyperarc-consistance pour la différence deux
a deux d’une liste de variables), circuit (contrainte
qu'un ensemble de sommets d’'un graphe forme un
circuit hamiltonien). Malheureusement, ce mécanisme
fait partie d’une branche « recherche » de SICStus Pro-
log, non distribuée a ce jour. A notre connaissance,
les raisons qui expliquent, cet abandon sont les couts
d’élaboration de ce mécanisme ainsi que la nécessité
d’expliquer les contraintes indexicales.

Ferrand et coll. [12] ont proposé un procédé géné-
rique pour calculer les explications a partir d’une trace
précise de I’exécution du solveur. Ce procédé n’est pas
intrusif, tant que le solveur fournit un tel traceur. On
peut citer quatre de ces traceurs, & savoir pour GNU-
Prolog [16], Choco, PaLM (qui trace déja des expli-
cations) et CHIP. Si ’on considére le cas de GNU-
Prolog, les explications issues de cet algorithme se-
raient moins précises que les notres. Comme la trace
ne dit pas quelles informations de domaine l’indexi-
cal évalué utilise, leurs explications doivent prendre
en considération toutes les réductions de domaine des
variables impliquées dans la contrainte, depuis le dé-
but de I'exécution. Ce calcul ne prend donc en compte
que les explications Egom(X) déja définies dans notre
schéma trivial (Sec. 4). A ce jour, aucune implémen-
tation de cet algorithme n’est disponible.

7 Conclusion

Cet article a présenté un schéma de production au-
tomatique d’explications pour les solveurs basés sur
les indexicaux. Ce schéma utilise la structure des in-
dexicaux pour expliquer leurs filtrages. Il propose un
compromis entre précision et cout de I’explication, in-
sistant sur I'explications des bornes des domaines.

Notre schéma permet ’explication automatique de
plusieurs résolveurs existants. Il peut également trai-
ter les contraintes que 'utilisateur définit par indexi-
caux. Les contraintes que nous gérons sont limitées par
I’expressivité des indexicaux, excluant les contraintes
globales. Cependant, utilisation d’un langage spéci-
fique pour décrire les contraintes globales, tel les pro-
priétés de graphes de contraintes, permet d’imaginer
un schéma aussi systématique. De premiers résultats
en ce sens ont été obtenus récemment par Rochart et
Jussien [18].
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