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✺ ➩❰➊❧➩●❋ ❳⑩q➙❵✾⑤♦❼✉⑤♦➀➁❬❫q①➀❳❼⑧t❇r❅⑤❞✈③❼⑧➂❫q✬✮✾❼➇♠♦q➙r✉➂➍r✉↔✠♠❞❬❫❵✔➀❳❵❳➂③♠❞⑤➁❼⑧t❨➂❫❵❳⑤♦➨✉r✉②❏❦❭❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴ ➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ➊✢❏
✺ ➩❰➊❧➩❰➊ ❸❃r➇➨✉❵❳❴✄❵✾➂❅♠❽➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t✰➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ➈
✺ ➩❰➊❧➩ ✺ ④✸r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t➤➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t ➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ❋

✺ ➩ ✺ ❝❷❾❧♠❞qs❴✄q✫✮✾q➙➂❫✈✄♠❞❬❫❵✳❾◗r③❦♥♠♦②❫⑤♦❼✉t◗♠➁❼✉❦❞➧❥❦✙➩✫➩✳➩✫➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ➆
✺ ➩ ✺ ➩●❋ ❻✌❵✺❿❧②→➀❳q➙➂❫✈✆r⑧↔✠♠♦❬❫❵✳➂③②❫❴✩♣◗❵✾⑤❽r⑧↔❲➨➇❼✉⑤❞q①❼⑧♣→t➙❵✺❦⑥♠♦r✆➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t ➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ➆
✺ ➩ ✺ ➩❰➊ ❛✧②❫qst①❿❧q➙➂→✈✄②❫❾❃➀✏t①❼✉❦♦❦➔q➙➞→❵✺❿➍⑤❞❵✾❾◗❵❳⑤❞♠❞r❅⑤❞qs❵✾❦ ➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ➆
✺ ➩ ✺ ➩ ✺ ④✸r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t❨♣◗r❧❿❫✐➍❦♦➀♦❬❫❵✾❴✄❵ ➩✫➩✳➩✫➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ➅
✺ ➩ ✺ ➩ ➆ ❸❃qs➂❫qs❴✄q✫✮✺❼➇♠♦q➙r❅➂☛r⑧↔✠♠♦❬❫❵✳❵❳➂❫❵✾⑤❞✈❅✐↕➀❳r✉➂→❦❞②❫❴✄❾❧♠❞qsr✉➂ ➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ❱
✺ ➩ ✺ ➩❰➅ ❸❃qs➂❫qs❴✄q✫✮✾q➙➂❫✈✄♠♦❬❫❵✔➀✏r❅➂→❦➔❵✺✇③②❫❵❳➂→➀❳❵✾❦✧r✉↔✸❦➔qs✈✉➂→❼✉t❩▼❯❿❧❵✾❾◗❵❳➂→❿❧❵✾➂❅♠✌➂❫r✉q①❦❞❵➍➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ❍

✺ ➩ ➆ ✣➤r❧➀❳r✉❴✄r⑧♠♦r✉⑤❭❿❧❵✾➨✉❵❳tsr✉❾❫❴✄❵❳➂③♠❽❼✉➂→❿➍♠❞⑤➁❼⑧qs➂❫qs➂❫✈☛➢■➠✌❬❥✐✜❼⑧➂→❿✜❬→r✿➠⑩➥ ➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩✳➩✫➩ ✺ ❍
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✎❲qs✈✉②❫⑤♦❵✳❋✉➢■❛✧❜➯④✑✏➝❜ ★❷❻✌❜♥❹➃❼⑧➂→❿✁✣✠❸➲❣✓✒❭❦❞➧✉❵❳ts❵✏♠❞r❅➂✕✔ ❍⑧➅✟✖
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❩❭❬❫q①❦✩⑤❞❵❳❾◗r❅⑤➔♠✞❼✉❿❫❿❧⑤♦❵✾❦♦❦➔❵✺❦✫♠❞❬❫❵➍❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴✰r⑧↔❽➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉tstsq➙➂→✈❺➊✝▼Pts❵❳✈❅✈✉❵✺❿✥❦➔✐❧❦➔♠❞❵❳❴✆❦✳♠♦❬→❼➇♠✶➀❳❼✉➂◆♣◗❵➍➂→❼⑧♠❞②❫⑤➁❼⑧t⑥r✉⑤
❼✉⑤➔♠♦q➣➞❏➀❳qs❼✉t✼➟✎♠❞❬❫❵✾⑤❞❵❳↔➝r✉⑤♦❵✆➀❳r✉➂→➀✏❵✾⑤❞➂→q➙➂❫✈❃♣◗r⑧♠❞❬ ➂❫❵❳②❫⑤♦r❅❦♦➀✏qs❵❳➂③♠❞q①❦➔♠♦❦✔❼⑧➂→❿✥⑤♦r✉♣◗r✉♠❞q①➀✏q①❼⑧➂→❦✫➠✌❬❫r❺❼✉⑤❞❵✆➠➦r✉⑤♦➧❥q➙➂→✈☛r❅➂ ❼
❦❞q➙❴✄qsts❼✉⑤⑥✇③②❫❵✺❦♥♠♦q➙r❅➂✄➠✌q➙♠❞❬➍❿❧q❩❲◗❵✾⑤❞❵✾➂❅♠✧❼⑧❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬→❵✾❦✾➢✎❼⑧➂❏❼⑧ts✐ ✮✾q➙➂→✈✳➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t❫❴✄r❧❿❧❵✺❦●r⑧↔❨♣❫q➙❾◗❵✺❿❫❼⑧t◗❦➔♠♦❼⑧➂❏❿❧q➙➂❫✈✩❼✉➂→❿
➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈→➩
❻✌❵✺❦➔❵✺❼⑧⑤➁➀♦❬❫❵✺❦➦r❅➂➍♠♦❬❫❵✳➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❇❴✄❵✾➀➁❬→❼⑧➂→qs❦❞❴✆❦✧r✉↔✠❬❥②❫❴✆❼⑧➂➪❿❧q①❦❞❾❫ts❼❅➀✏❵✾❴✶❵✾➂❅♠➁❦❭❼✉⑤❞❵✫❦➔♠❞qstst❨✈❅r✉qs➂❫✈✞r❅➂☛❼✉➂→❿✜❴✄❼✉➂③✐
❬❥✐③❾◗r✉♠❞❬❫❵✺❦➔❵✺❦✄⑤♦❵❳❴✆❼⑧qs➂ ❼◆❴✆❼➇♠➔♠♦❵❳⑤↕r✉↔➡✈❅⑤❞❵✺❼➇♠↕➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r➇➨✉❵❳⑤➁❦➔✐ ♣◗❵✏♠♥➠➦❵❳❵✾➂ ➂❫❵✾②❫⑤♦r❅❦♦➀✏qs❵❳➂❅♠♦qs❦➔♠♦❦✾➩❙❝❷➂ ♠♦❬❫❵❃r✉♠❞❬❫❵✾⑤
❬→❼✉➂→❿❨➟✠⑤♦❵✾❦❞❵✾❼✉⑤♦➀➁❬❫❵✾⑤♦❦➡q➙➂◆♠❞❬→❵✄➞❏❵❳t①❿✥r✉↔❭⑤❞r❅♣◗r⑧♠❞q①➀❳❦✳❼✉⑤❞❵✆♣❫②❫qsts❿❧qs➂❫✈❺♣❫qs❾◗❵✾❿❫❼✉t●❴✆❼✉➀➁❬❫qs➂❫❵✾❦✾➟✎♠❞⑤♦✐❥qs➂❫✈☛♠♦r❺❼✉➀➁❬❫qs❵❳➨✉❵
♠♦❬❫❵✞✈✉⑤♦❵✾❼⑧♠❽↔➝❵✾❼⑧♠➡❴✆❼⑧➂→❼✉✈✉❵✾❿❃♣③✐❃❦❞t➙r➇➠ ❵❳➨✉r❅t➙②❧♠♦q➙r❅➂❺r⑧↔●❬❥②❫❴✆❼⑧➂✙❦➔❾◗❵✺➀✏qs❵✉➩ ★❽❵❳②→⑤❞r③❦❞➀✏qs❵❳➂❏➀✏❵✩❼✉➂→❿❃⑤♦r✉♣◗r✉♠❞q①➀❳❦✾➟❏⑤♦❵❀▼
❦❞❾◗❵✾➀➜♠♦qs➨✉❵❳ts✐✶➀❳r✉➂→➀❳❵❳⑤♦➂❫❵✾❿✄➠✌q➣♠♦❬↕t➙qs➨❥qs➂❫✈✔♣◗❵❳qs➂❫✈③❦●r✉⑤⑥➠✌q➙♠❞❬➍❼✉⑤➔♠♦q➙➞❏➀✏q①❼⑧t❏❦➔♠❞⑤♦②→➀➜♠♦②❫⑤❞❵✺❦❳➟③❼⑧⑤♦❵❽♣◗r⑧♠❞❬↕r❅⑤❞qs❵❳➂③♠❞❵✾❿✶♠♦r✳♠♦❬❫❵
②❫➂→❿❫❵❳⑤➁❦♥♠➁❼⑧➂→❿❧qs➂❫✈✙r✉↔⑩♣→q➙❾◗❵✺❿❫❼⑧t❭tsr❧➀✏r❅❴✄r⑧♠❞qsr❅➂➤➩ ★⑩❵❳➨✉❵✾⑤➔♠♦❬❫❵❳ts❵✾❦♦❦✞❾◗r❥r✉⑤✶qs➂❅♠♦❵❳⑤➁❦➔❵✾➀✏♠❞qsr✉➂✤❵❳➭❧qs❦➔♠✄♣◗❵✏♠♥➠➦❵❳❵✾➂✤♠❞❬❫❵✺❦➔❵
♠♥➠➦r✶➞→❵✾ts❿→❦❭r✉↔❲q➙➂❥➨✉❵✾❦➔♠❞qs✈❅❼⑧♠❞qsr✉➂➤➩
❩❭❬❫q①❦❽❾→❼✉❾❏❵✾⑤❽❾❫t①❼✉➀❳❵✾❦✌qs➂❃❾→❼⑧⑤➁❼⑧tsts❵❳t❨♠❞❬❫❵✩⑤❞❵✺❦➔②❫t➙♠♦❦❽❵❳tsqs➀❳q➣♠♦❵✾❿➪qs➂❃⑤❞r❅♣◗r⑧♠♦qs➀✾❦✌❼✉➂→❿☛qs➂❃➂❫❵❳②→⑤❞r③❦❞➀❳q➙❵✾➂→➀✏❵✔➀✏r✉➂❏➀✏❵❳⑤♦➂❫qs➂❫✈
♠♦❬❫❵✄➀✏r❅➂❅♠♦⑤❞r❅t✠r✉↔⑥❵✾✇③②❫qstsq➙♣❫⑤♦qs②❫❴ ❼⑧➂❏❿❺➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈→➩✳➫✙❵✄➠✌q➙tst■❼⑧t①❦❞r↕♠♦⑤❞✐➪♠❞r➪❿❧❵❳➞→➂❫❵✶♣◗r✉⑤➁❿❧❵✾⑤♦❦❽↔➝r❅⑤❷♠❞❬→❵✄❼⑧➂→❼✉t➙r❅✈✉✐
♣◗❵✏♠♥➠➦❵✾❵❳➂◆❼✉⑤➔♠♦q➙➞❏➀✏q①❼⑧t■❼✉➂→❿✙➂→❼➇♠♦②❫⑤➁❼⑧t■❦❞✐❧❦➔♠❞❵❳❴✆❦✾➩✶➫✥❵✄♣◗❵✾t➙qs❵❳➨✉❵✶♠♦❬→❼➇♠✩❼☛♣◗❵✏♠❞♠❞❵❳⑤✔②❫➂→❿❧❵✾⑤♦❦➔♠♦❼✉➂→❿❧qs➂❫✈☛r✉↔✧❬③②❫❴✆❼⑧➂
❴✄r⑧♠♦r✉⑤➦➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t❏➀❳❼⑧➂↕❬❫❵❳ts❾✆♠♦r✩❿❧❵✾➨✉❵❳tsr✉❾✆➂→❵❳➠✖qs❦♦❦❞②❫❵✾❦●♠❞r✩❵✏➭❧❾❫tsr✉⑤♦❵✌qs➂↕r✉⑤➁❿❧❵✾⑤■♠♦r✔❵✾➂❫❬→❼⑧➂❏➀✏❵⑩⑤❞r❅♣◗r⑧♠➦➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉tsts❵❳⑤
➀✾❼⑧❾→❼✉➀❳q➣♠♦qs❵✾❦✾➩✠➫✥❵➡❼✉ts❦❞r✔♣◗❵✾t➙qs❵❳➨✉❵⑩♠❞❬❏❼➇♠➦♠♦❬❫❵⑩♠❞❬→❵❳r✉⑤♦❵✏♠♦qs➀✾❼⑧t→↔➝⑤➁❼⑧❴✄❵❳➠✧r✉⑤♦➧✶❼⑧➂→❿✆♠❞r❧r✉t①❦➦➀✏r✉➂❏➀✏❵❳⑤♦➂❫qs➂❫✈✔⑤♦r✉♣◗r✉♠⑥➠✧❼✉t➙➧❈▼
qs➂❫✈✆➀❳❼✉➂✜➞→➂→❿☛r✉②❧♠⑩❼⑧➂➪❼✉❾❫❾❫tsqs➀✾❼➇♠♦q➙r❅➂✜qs➂✜♠♦❬❫❵✔❼⑧➂→❼✉t➙✐❧❦❞qs❦✧r✉↔❲❬③②❫❴✆❼✉➂☛➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈→➩
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❵❳➭❥q①❦➔♠❞qs➂❫✈✔qs➂➍♣❫q➙❾◗❵✺❿❫❼⑧t◗⑤❞r❅♣◗r⑧♠♦qs➀✾❦●❼✉➂→❿✄♠❞❬❫❵➡❦❞❵✾➀❳r✉➂→❿↕❦➔❵✺➀➜♠❞qsr✉➂↕q①❦➦❼✳↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂→❼✉t◗❿❧❵✺❦❞➀❳⑤❞qs❾❧♠♦q➙r❅➂✆r⑧↔➤❬❫r➇➠✖❬③②❫❴✆❼⑧➂
❦➔♠♦❼✉➂→❿❫❦✌❼✉➂→❿✜➠✧❼⑧ts➧❧❦❳➩
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➠✌❬❫❵✾❵❳ts❵✾❿✳r✉⑤➤♠❞⑤➁❼✉➀➁➧✉❵✾❿✫r✉➂❫❵✾❦✾➩✠❩❭❬❫❵➦❼⑧❾❫❾❫tsq①➀❳❼⑧♠❞qsr✉➂→❦❨♠❞❬❫❵✾✐✫❼⑧⑤♦❵⑥❼⑧qs❴✶❵✺❿✳❼➇♠❲❼⑧⑤♦❵●❼✉ts❦❞r✌❾→❼✉⑤➔♠♦qs➀❳②❫t①❼⑧⑤✺➩✧✣✎❵❳✈③❦➤❼✉⑤❞❵●➠➦❵❳tst
❼❅❿❫❼⑧❾❧♠♦❵✾❿✜♠♦r✆❴✄r➇➨✉❵✳qs➂❺➀✏ts②❧♠➔♠♦❵❳⑤♦❵✾❿➪②❫❾❃❵❳➂❥➨❥q➙⑤♦r✉➂❫❴✄❵✾➂❅♠♦❦❽➠✌❬❫❵❳⑤♦❵✫♠❞❬→❵❳✐☛➀✾❼⑧➂➪r➇➨✉❵❳⑤➁➀✏r❅❴✄❵➡r❅♣→❦➔♠♦❼✉➀❳t➙❵✺❦❳➩ ✣➤❵✾✈✉✈✉❵✺❿
tsr❧➀✏r❅❴✄r⑧♠❞qsr✉➂✆❼✉t➙tsr✿➠❽❦⑥❼✳❴✄qs➂❫q➙❴✆❼✉t◗❼⑧➂→❿↕❦➔❵✾t➙❵✺➀➜♠❞qs➨✉❵❽qs➂③➨⑧❼✉❦❞q➙r❅➂✄r⑧↔❨♠❞❬❫❵⑩✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿✶♣❥✐✶❾❫t①❼✉➀✏qs➂❫✈✳♠♦❬❫❵❽↔➝❵❳❵❳♠➦qs➂↕❦❞②❫q➙♠ ▼
❼✉♣❫t➙❵✶❾◗r③❦➔q➙♠❞qsr✉➂❏❦❷qs➂✥r✉⑤➁❿❧❵❳⑤❷♠♦r☛❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳⑤♦➨✉❵✔♠♦❬❫❵✄❵❳➂❥➨❥q➙⑤♦r✉➂❫❴✄❵✾➂❅♠ ✏Ù➀❳②❫t➙♠❞qs➨➇❼➇♠♦❵✾❿✙ts❼✉➂→❿❨➟❨➞→❵✾ts❿❨➩s➩s➩ ✒✏➩✶❩❭❬→qs❦✳❦➔❬→r✉②❫t①❿
✈❅q➙➨✉❵❽⑤♦q①❦➔❵✌♠♦r✔r❅②❧♠♦❿❧r❧r✉⑤➦❼⑧❾❫❾❫tsq①➀❳❼➇♠♦q➙r❅➂→❦⑥❼✉❦⑥➨➇❼⑧⑤♦q➙r❅②→❦●❼❅❦⑥❼⑧✈❅⑤❞q①➀✏②❫t➙♠❞②→⑤❞❵❽❼✉➂→❿✶➞❏❵❳t①❿✆⑤❞r❅♣◗r⑧♠❞q①➀❳❦✾➟✉❴✄qs➂❫❵❷➀❳t➙❵✺❼⑧⑤➁❼⑧➂→➀❳❵✉➟
❵❳➭❥❾→t➙r❅⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂➤➟✺↔➝r❅⑤❞❵✺❦♥♠✸❵✏➭❧❾❫tsr✉q➙♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂✎➩✎➫✖❬❫❵✾➂✄➀✏r✉➂→❦❞q①❿❧❵❳⑤♦q➙➂→✈❷❦➔♠❞⑤♦②→➀✏♠❞②❫⑤♦❵✾❿✩❵❳➂❥➨③qs⑤♦r✉➂❫❴✄❵❳➂③♠♦❦✾➟➇ts❵❳✈❅✈✉❵✾❿✞❦➔✐❧❦➔♠❞❵❳❴✆❦✾➟
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❼✉➂→❿❺⑤❞❵✾❼❅❦❞❦❞②❫⑤♦q➙➂→✈↕❼❅❦➔❾◗❵✺➀➜♠✾➟◗♠♦❬❫❵✾❦❞❵✞⑤♦r✉♣◗r⑧♠➁❦⑩❬→❼✺➨❅❵✞❼⑧t①❦❞r✜❼⑧❾❫❾❫tsq①➀❳❼➇♠♦q➙r❅➂❺qs➂✙➺ ✿ ➏ ➺ ➐✿➏✾➑☛❁ ✿ ✌ ➺ ✿ ➏ ➟→♠❞r➇✐➪qs➂→❿❧②❏❦♥♠♦⑤❞✐
❼✉➂→❿✙❼✉❿❫➨✉❵❳⑤❞♠❞q①❦➔qs➂❫✈✕✔●❋✾➈ ✺ ✖❯➩✣✢❅❼✉❾→❼⑧➂❫❵✺❦➔❵✶➀❳r✉❴✄❾→❼⑧➂→q➙❵✺❦❷tsqs➧✉❵✳❳⑩r✉➂→❿❫❼➪❸❃r⑧♠♦r✉⑤ ✎ r ✏Ù❹➡❣❥❜♥❸✙❝ ✒✏➟✎❣❥r❅➂③✐ ✏✥✤➡❻❽❜❞❝ ✒
✔●❋❳➆❫➟✥❋ ❍✉➅ ✖✠r✉⑤✧✦✳❹✎➫➲❹⑩⑨❽❹ ✏ ❳⑩❻❽④➦➊ ✒❭❬❏❼✺➨✉❵✫♠♦❼✉➧✉❵❳➂❃❼✶t①❼⑧⑤♦✈✉❵➡♠❞❵✾➀➁❬❫➂❫r❅t➙r❅✈✉q①➀❳❼✉t❨❼✉❿❫➨➇❼⑧➂❏➀✏❵✫q➙➂➪♠❞❬❫❵✔✈✉r③❼⑧t❨r⑧↔■➀✏⑤♦❵❀▼
❼⑧♠❞qs➂❫✈✶❴✆❼✉➀➁❬❫qs➂❫❵✾❦✌➀❳❼✉❾→❼⑧♣→t➙❵➡r✉↔✠❵✾➂❅♠❞❵✾⑤❞qs➂❫✈✄❬❫r✉❴✄❵✳❼⑧➂→❿☛❼✉❦♦❦❞qs❦➔♠❞qs➂❫✈✶❾◗❵❳r✉❾❫ts❵✉➩●❩❭❬❫❵❳✐➍❵❳❴✄❾❫❬→❼❅❦➔q✬✮❳❵✫q➙➂➪❦❞r✢▼➯➀❳❼✉t➙ts❵✾❿
★ ❬③②❫❴✆❼⑧➂✄↔➝⑤❞qs❵❳➂❏❿❧t➙✐✄❿❧❵✾❦❞q➙✈❅➂✪✩❭qs➂✆r✉⑤➁❿❧❵✾⑤✸♠❞r✔✈❅❼✉q➙➂✆❼❅➀❳➀✏❵✾❾❧♠♦❼✉➂→➀✏❵✌♣③✐✞♠❞❬❫❵⑩❾❫②❫♣❫tsqs➀✉➩✸❜➯➂✶♠♦❬→❼➇♠✧❦➔❵✾➂→❦➔❵❽t➙❵✾✈❅❦●❼✉⑤❞❵✌➂❫r⑧♠
r❅➂❫t➙✐✳❼✌♠❞❵✺➀♦❬→➂❫r✉tsr✉✈❅✐❷r✉↔❫❴✄r⑧♠❞qsr✉➂✔♣→②❧♠✸❼✉ts❦❞r⑩❼❽➠✧❼✿✐❷♠♦r❷➀➁❬→❼⑧⑤♦❴❙❬❥②❫❴✆❼⑧➂✩②→❦➔❵✾⑤♦❦ ✔●❋✺➊❅➅ ✖❯➩✸❣❥r❅❴✶❵➦⑤❞❵✺❦➔❵✺❼⑧⑤➁➀♦❬✫♠❞❵✾❼✉❴✆❦
❼✉⑤❞❵❽➠✧r✉⑤♦➧③qs➂❫✈✔r✉➂↕♣❫qs❾◗❵✾❿↕⑤♦r✉♣◗r⑧♠⑥♠❞r✩✈③❼⑧qs➂✆❬❫qs➂❅♠➁❦➦q➙➂ ➌❉❁ ➾ ✌ ➺ ➒ ◗❲➑ ✿ ❁Ù➒❅➎✳➑ ✿ ➚✤➐ ➺ ◗❲➑❧➌❉❁ ✴✬❁Ù➏✾➑❧➏❆❁ ➾ ✿ ♠♦❵✾➀➁❬❫➂❫q①✇❅②→❵✾❦
❦❞②→➀➁❬❺❼✉❦✌r❅⑤➔♠♦❬❫r❅❦❞❵✾❦✾➟❫❾❫⑤♦r❅❦➔♠❞❬❫❵✺❦➔❵✺❦✌❼✉➂→❿➪❵✏➭❧r❅❦❞➧✉❵❳ts❵✏♠♦r✉➂➪❿❫❵✾❦❞q➙✈❅➂❃❼✉➂→❿➪➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t➤r❅⑤✌↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂→❼✉t✎❵❳ts❵✾➀✏♠❞⑤♦r❅❦➔♠❞qs❴✩②✲▼
t①❼➇♠♦q➙r❅➂ ✏ ✎❲❶➦❣✓✒ ✔ ❍➇➆✡✖❲♣❫②❧♠✫❼⑧t①❦➔r↕q➙➂❺②❫➂→❿❧❵✾⑤♦❦➔♠♦❼✉➂→❿❧qs➂❫✈↕❴✄❵✾➀➁❬→❼⑧➂❫q①❦❞❴✄❦⑩r⑧↔■❴✄r✉♠❞r✉⑤❷➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t✂✔●❋✧❏✹■ ✖❯➩⑩❩❭❬❫qs❦⑩ts❵✾❼❅❿❫❦
♠♦r➪♠❞❬→❵➍➀✏r✉➂→❦➔♠❞⑤♦②→➀✏♠❞qsr✉➂✥r✉↔✌❼⑧➂③♠❞❬❫⑤♦r✉❾◗r❅❴✶r❅⑤❞❾❫❬→qs➀✄❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴✄❦✔❼✉t➙tsr➇➠✌q➙➂❫✈❺❼⑧➂→❼✉t➙r❅✈✉qs❵✾❦✫❼✉➂→❿◆➀✏r❅❴✄❾→❼⑧⑤♦qs❦❞r✉➂❏❦➡➠✌q➙♠❞❬
❬❥②❫❴✆❼⑧➂➤➟❅t➙qs➧✉❵❽❛✧❜➯④ ✏➝❜ ★❷❻✌❜♥❹➵❼⑧➂→❿✜✣✎❸✙❣❇➟ ✎→⑤♦❼✉➂→➀✏❵✟✒➜➟✉➫➲❹⑩❛✧❜♥❹✱★ ✏➝➫◆❼✉❦❞❵✾❿❫❼ ▲❽➂❫qs➨✉❵❳⑤➁❦➔q➙♠♥✐✉➟✕✢③❼⑧❾→❼✉➂ ✒➜➟✕✢✉r❅❬❫➂❫➂❫qs❵
✏✼❩✖▲⑩❸ ➟✬✫➡❵✾⑤❞❴✆❼✉➂③✐✓✒ ✔❰➊✛■❧➟●➊✉➈ ✺ ➟✖❋✛❋✺➅ ✖⑩❼⑧➂→❿✤r⑧♠♦❬❫❵❳⑤➁❦✾➩ ★❽❵❳➨❅❵❳⑤➔♠♦❬❫❵❳ts❵✾❦♦❦✾➟⑥❼⑧➂③♠❞❬❫⑤♦r✉❾◗r❅❴✶r❅⑤❞❾❫❬→qs❦❞❴✰q①❦✶➂→r⑧♠✶♠♦❬❫❵
r❅➂❫t➙✐✜q①❦❞❦❞②❫❵✉➢➦❦❞r✉❴✄❵✳♣→q➙❾◗❵✺❿❫❦⑩❼⑧⑤♦❵✔❼⑧t①❦➔r↕❿❧❵✾❦❞q➙✈❅➂❫❵✾❿☛r❅➂❃❿❧q❩❲❇❵❳⑤♦❵❳➂❅♠❷❴✶r❫❿❧❵❳t①❦❳➢➦❿❫q➙➂❫r③❦❞❼✉②❫⑤✌tsqs➧✉❵ ✔●❋✧❏ ❍✝✖❯➟❏♣❫qs⑤♦❿ ▼❯t➙qs➧✉❵
✔●❋✧■☛❋➇➟✤❋✧❏③➊ ✖❯➩s➩➙➩

❛✧qs❾◗❵✾❿➵⑤♦r✉♣◗r✉♠☛❦➔➧✉❵✾t➙❵❳♠❞r❅➂➵q①❦☛➀❳ts❼❅❦❞❦❞q①➀❳❼⑧tsts✐ ❴✆❼❅❿❧❵✙r⑧↔✞❼✉t➙②→❴✶qs➂❫qs②❫❴ ✔●❋✛❋✿➅ ✖❯➟❷♣❫②❧♠➪➂→r⑧♠❃❼⑧ts➠✧❼✺✐❧❦✾➢ ❾◗r✉ts✐❥❴✄❵❳⑤➁❦
➀✾❼⑧➂☛❼⑧t①❦➔r✞♣◗❵✫②→❦➔❵✺❿❨➟❧❵❳➂→❿✜❵❳➨✉❵❳➂✜➠✧r❥r❧❿ ✔●❋✧❏✉➈✟✖❯➩■❩❭❬❫❵✳❦➔❵✾✈✉❴✄❵❳➂③♠♦❦❭❼⑧⑤♦❵❷qs➂❅♠♦❵❳⑤➁➀✏r✉➂→➂❫❵✾➀➜♠♦❵✾❿➍♣③✐↕❴✄❵✾❼✉➂→❦✧r⑧↔→⑦♥r✉qs➂❅♠➁❦
➠✌❬❫q①➀➁❬✆❼⑧⑤♦❵❭✈❅❵❳➂❫❵❳⑤➁❼⑧tsts✐✩❼✉➀➜♠♦q➙➨❅❵✉➩❲❩❭❬→❵❽➀✏r❅❴✄❾❫t➙❵❳➭❧q➣♠♥✐✩r✉↔◗♠❞❬❫❵❽❾❫⑤♦r⑧♠♦r⑧♠♥✐❥❾❏❵✺❦■➀❳❼✉➂✶➨⑧❼⑧⑤♦✐✳↔➝⑤♦r✉❴✗➨✉❵✾⑤❞✐✩tsr✿➠ ♠❞r✔❬❫q➙✈❅❬
➂❥②❫❴✩♣◗❵❳⑤❭r⑧↔❲❿❧❵❳✈❅⑤❞❵❳❵✺❦⑥r⑧↔✎↔➝⑤❞❵✾❵✾❿❧r❅❴ ✔●❋❳➆❅➆❧➟✵❋✝❍⑧➅ ✖P➩✭✫✫❵❳➂❫❵❳⑤➁❼⑧tsts✐✶♠❞❬❫❵✫❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦✧❼⑧⑤♦❵❷➀❳r✉❴✄❾◗r❅❦❞❵✾❿↕r⑧↔➤♠♥➠➦r✞ts❵❳✈③❦❳➟❧❼
♠♦⑤❞②❫➂→➧◗➟→♠♥➠➦r➍❼✉⑤❞❴✆❦⑩❼⑧➂→❿➪r❅➂❫❵✔❬❫❵✾❼❅❿❨➩☎✣➤❵✾✈❅❦⑩❼⑧⑤♦❵✔➀✏t①❼✉❦♦❦❞qs➀✾❼⑧tst➙✐✜➀✏r❅❴✄❾◗r❅❦❞❵✾❿☛r⑧↔●❦❞q➙➭➪❼✉➀✏♠❞②→❼⑧♠❞❵✾❿✶⑦♥r❅q➙➂③♠♦❦ ✏➳➞→✈❏➩●❋ ✒➜➢
♠♦❬❫⑤❞❵✾❵❽↔➝r✉⑤⑥♠❞❬→❵⑩❬❫qs❾➤➟❥r✉➂❫❵❽↔➝r❅⑤●♠♦❬❫❵❷➧❥➂❫❵❳❵❷❼✉➂→❿✄♠➯➠✧r✔↔➝r✉⑤⑥♠❞❬❫❵➡❼✉➂❫➧❥t➙❵❅➩❲❶■➭❫➀✏❵❳❾❫♠✧q➙➂✜❼✫↔➝❵✾➠✖⑤♦❵✾➀✏❵✾➂❅♠➦❾❫⑤♦r⑧♠♦r⑧♠♥✐❥❾◗❵✾❦✾➟
♠♦❬❫❵✔♠❞r❅⑤♦❦❞r✆q①❦❽②❏❦➔②→❼✉t➙ts✐☛r✉➂❫❵✩❦❞qs➂❫✈✉ts❵✔⑤♦q➙✈❅qs❿➪❾→❼⑧⑤❞♠✺➩ ✎❫❵❳➠ ⑤♦r✉♣◗r⑧♠➁❦✌❬→❼✿➨✉❵✌⑦♥r✉qs➂❅♠➁❦⑩❾❫t①❼✉➀❳❵✾❿➪♣◗❵❳♠➯➠➦❵✾❵❳➂❃♠❞r❅⑤♦❦❞r↕❼✉➂→❿
ts❵❳✈③❦✸↔➝r❅⑤●♠❞❬❫❵✾❴ ♠♦r✔♣◗❵⑩q➙➂→❿❫❵❳❾◗❵❳➂❏❿❧❵❳➂❅♠ ✔❰➊✢■❧➟❥➊✉➈ ✺ ➟☎❋✛❋✺➅ ✖❯➩✸❩❭❬❫❵⑩❴✆❼➇⑦♥r✉⑤♦q➣♠♥✐✞r⑧↔❨⑤♦r✉♣◗r✉♠♦❦●❼✉⑤❞❵❽r✉❾◗❵❳⑤➁❼➇♠♦❵✾❿✞♠♦❬❫⑤❞r❅②❫✈✉❬
❵✾t➙❵✺➀➜♠❞⑤♦q①➀✩❴✄r⑧♠♦r✉⑤➁❦⑩➠✌❬❫q①➀➁❬✥❼⑧⑤♦❵✩❵✺❼✉❦❞✐☛♠♦r☛➀❳r✉➂❅♠♦⑤♦r✉tP➩✔❩❭❬❫❵✶❴✆❼➇⑦♥r✉⑤➡❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴ q①❦❷♠❞r➪➀✏r❅➂③➨✉❵✾⑤➔♠❷♠♦❬❫❵✶⑤♦r⑧♠➁❼➇♠♦q➙r❅➂→❼⑧t

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



❱ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

✎❲qs✈✉②❫⑤♦❵✔➊❧➢●❣❥r❅❴✄❵✧⑦♥r✉qs➂❅♠➁❦✌r⑧↔✠♠❞❬→❵✔❛➦❜➯④ ⑤♦r✉♣◗r⑧♠ ✏➝❜ ★❷❻✌❜♥❹ ❼✉➂→❿✁✣✎❸➲❣ ✒

r❅②❧♠❞❾❫②❧♠❷♠♦r✜❼↕t➙qs➂❫❵✺❼⑧⑤⑩r❅➂❫❵✞❼⑧➂→❿➪♠♦❬❫qs❦❷q①❦❷❼❅➀♦❬❫qs❵❳➨✉❵✺❿➪♣③✐➪❴✄❵✾❼✉➂→❦⑩r⑧↔⑥❿❧❵✺❿❧qs➀✾❼➇♠♦❵✾❿❃❴✄❵✾➀➁❬→❼⑧➂→qs➀✾❼⑧t✎♠❞⑤➁❼⑧➂→❦❞❴✄q➣♠❞♠❞❵✾⑤♦❦
✏➝➞→✈→➩❰➊ ✒✏➩❺❩❭❬❫❵❳⑤♦❵➍❼⑧t①❦➔r❺❵✏➭❧qs❦➔♠✶❦➔✐❧❦➔♠❞❵❳❴✆❦✔②→❦❞qs➂❫✈➲❦❞②❫♣→❦➔♠❞q➙♠❞②❧♠♦❵✾❦✔↔➝r❅⑤✔♠❞❬→❵➍❬③②❫❴✆❼⑧➂✤❼✉➀✏♠❞②→❼⑧♠❞r❅⑤♦❦✾➟✠tsq➙➧✉❵✜❼⑧⑤❞♠❞q➙➞❏➀✏q①❼⑧t
❴✩②→❦♦➀✏ts❵✾❦✄➠✌❬❫q①➀➁❬ ❼⑧⑤♦❵➪➀✏r❅➂❅♠❞⑤➁❼✉➀✏♠❞qst➙❵➪❿❫❵❳➨❥qs➀❳❵✾❦✄❴✄q➙❴✄q①➀♦➧❥qs➂❫✈◆➂→❼⑧♠❞②❫⑤➁❼⑧t✌❴✩②→❦❞➀❳t➙❵✺❦✄q➙➂ ♠❞❵❳⑤♦❴✆❦✄r⑧↔✫❦♥♠♦⑤❞❵✾➂❫✈⑧♠♦❬✤♠❞r
➠➦❵✾q➙✈❅❬❅♠✧⑤➁❼➇♠♦q➙r✞❼⑧➂❏❿✆⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❦❞❵❷❦➔❾◗❵❳❵✺❿❨➟❥q➙➂→❬❫❵❳⑤♦❵❳➂❅♠♦ts✐✆➀✏r❅❴✄❾❫t➙q①❼⑧➂③♠✾➟❥♣❫②❧♠❭➠✌q➙♠❞❬☛❦➔qs✈✉➂❫q➙➞❏➀✾❼⑧➂❅♠✧➂❫r✉➂→t➙qs➂❫❵✾❼✉⑤❞q➙♠♦q➙❵✺❦⑥q➙➂
♠♦❬❫❵❳qs⑤✌♣◗❵✾❬→❼✺➨❥qsr✉⑤ ✔●❋✧❏❅➈❥➟☛■ ❍ ✖P➩
❩❭❬❫❵✳❴✆❼⑧qs➂➪➀➁❬→❼⑧⑤➁❼✉➀✏♠❞❵✾⑤❞q①❦♥♠♦qs➀❷r⑧↔✸➠✧❼⑧ts➧❥q➙➂❫✈✄⑤♦r✉♣◗r⑧♠➁❦✧q①❦❭♠❞❬→❼⑧♠✌♠❞❬❫❵❳✐☛❿❧r✄➂→r⑧♠❽❬→❼✺➨✉❵✳❼✶➞❫➭❧❵✾❿☛♣→❼✉❦❞❵✉➩■❜➯➂☛♣→q➙❾◗❵✺❿❫❼⑧t
➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈→➟✥❇ ◗❲➑❫➎ ➺ ➎ ➾ ❚✞➎✧❁ ✿✁� ✴ ➺ ➎ ☛ ❇ ❇●➾ ➐✿➏❺➑ ✿ ➚✗➚ ➾ ☛✠➌✍✴ ➺ ➎☞☛ ❇ ❇⑥➾ ➐✺➏➲➑✲✴➝➏ ➺ ➐ ✿ ➑❧➏ ➺◗➟✸➀✏r❅⑤❞⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❿❧qs➂❫✈✜♠❞r
r❅❾◗❵❳➂❫❵✾❿◆❼✉➂→❿◆➀✏tsr❅❦❞❵✾❿✥➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤➁❼➇♠❞qsr✉➂❏❦➡r⑧↔✧♠❞❬→❵✆➧❥qs➂❫❵❳❴✆❼➇♠♦qs➀↕➀♦❬→❼✉q➙➂ ➀❳r✉❴✄❾◗r❅❦❞❵✾❿✙♣③✐➲♠♦❬❫❵✆⑤♦r✉♣◗r✉♠✔❦➔➧✉❵✾t➙❵❳♠❞r❅➂➤➩
❩❭❬❫❵✾⑤❞❵❳↔➝r✉⑤♦❵✄♠❞❬❫❵➍➂③②→❴✩♣◗❵❳⑤✞r⑧↔❽❿❧❵✾✈✉⑤♦❵❳❵✾❦✳r✉↔❭↔➝⑤❞❵✾❵✾❿❧r❅❴ ➨⑧❼⑧⑤♦q➙❵✺❦➡↔➝⑤♦r✉❴✰r✉➂❫❵↕❾❫❬❏❼✉❦❞❵✆♠❞r➲❼✉➂❫r⑧♠♦❬❫❵❳⑤✺➩❃❣❥qs➂→➀❳❵✆♠♦❬❫❵
➂❥②❫❴✩♣◗❵❳⑤✧r✉↔✎❼❅➀➜♠♦q➙➨✉❵⑥⑦♥r✉qs➂❅♠➁❦➦⑤❞❵✾❴✆❼⑧qs➂→❦➦➀✏r❅➂→❦➔♠♦❼⑧➂③♠✾➟❥❼✞❦♦❼⑧❴✄❵❷❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ ➀❳❼✉➂↕♣◗❵❷②❫➂❏❿❧❵❳⑤➁❼✉➀✏♠❞②→❼⑧♠❞❵✾❿↕r✉⑤➦r➇➨✉❵❳⑤➁❼✉➀✏♠❞②✲▼
❼⑧♠❞❵✾❿❺❿❫❵❳❾◗❵❳➂→❿❫q➙➂❫✈✜r✉➂❃♠♦❬❫❵✞✈✉⑤♦r✉②❫➂→❿❃➀❳r✉➂❅♠➁❼✉➀✏♠♦❦✾➩❽❜➯➂➲⑤❞②❫➂→➂❫q➙➂→✈→➟❏♠❞❬→❵❳⑤♦❵✩❵✏➭❧qs❦➔♠➁❦⑩❾❫❬→❼✉❦❞❵✾❦⑩➠✌❬❫❵✾⑤❞❵✩➂❫r➍❾◗r❅q➙➂③♠➡❼➇♠
❼✉t➙t❨r✉↔✠♠❞❬❫❵✳⑤♦r✉♣◗r✉♠❭q①❦❭qs➂➪➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠✌➠✌q➣♠♦❬☛♠❞❬❫❵✳✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿❨➩
❳⑩❵❳⑤♦❵✉➟◗➠➦❵✩❴✆❼✿✐☛❾◗r✉qs➂❅♠➡r✉②❧♠➡❼↕❴✆❼➇⑦♥r✉⑤➡❿❧q❩❲◗❵✾⑤❞❵✾➂→➀✏❵✩♣◗❵❳♠➯➠✧❵❳❵❳➂➲⑤❞r❅♣◗r⑧♠➁❦❽❼✉➂→❿❃❬③②❫❴✆❼✉➂→❦❳➢✌❬③②❫❴✆❼⑧➂❏❦❷➀❳❼✉➂❃➠❭❼⑧ts➧
✚✢✆❯✘ ⑤♦②❫➂➤➩❷❩✠r❧❿❫❼✿✐✉➟❏⑤♦r✉♣◗r✉♠♦❦⑩❼⑧⑤♦❵✩❿❧❵✺❦➔qs✈✉➂❫❵✺❿❃❼✉➂→❿❃r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮❳❵✺❿➪↔➝r✉⑤❷❵❳q➙♠♦❬❫❵❳⑤❷➠❭❼⑧ts➧③qs➂❫✈ ✏ ✠ ⑤♦②❫➂❫➂→q➙➂❫✈❏➟◗♣❫②❧♠❷↔➝❵❳➠
❼✉⑤➔♠♦q➣➞❏➀❳qs❼✉t❏❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴ ❼⑧⑤♦❵⑩❼⑧♣❫ts❵✌♠♦r✩❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴ ♣◗r⑧♠♦❬✆♠♦❼❅❦➔➧❧❦✾➟❅❵✏➭❫➀✏❵✾❾❧♠✧❼✫↔➝❵✾➠➵❦➔❾◗❵✺➀✏q➙➞❏➀❽❾❫⑤❞r✉♠❞r✉♠➯✐❥❾◗❵✾❦ ✔●❋❳➆→➟☎❋ ❍✉➅ ✖❇r✉⑤
qs➂☛➨✉❵✾⑤❞✐➍❦❞❾◗❵✾➀✏q①❼⑧t➤➀❳r✉➂→❿❫q➣♠♦q➙r❅➂→❦❳➟❧tsqs➧✉❵✫qs➂ ✔●❋ ❍✢❱ ✖✎➠✌❬❫❵✾⑤❞❵➡♠♦❬❫❵✳⑤❞r❅♣◗r⑧♠❭q①❦❽➀✏r✉➂❏❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂❫❵✺❿➍q➙➂☛♠❞❬❫❵✔❦♦❼⑧✈❅q➣♠❞♠♦❼✉t❇❾❫t①❼⑧➂❫❵❅➩
❣❥❵✾➂→❦➔r❅⑤♦❦➡❼✉⑤❞❵✞r⑧↔➦❬❫qs✈✉❬✙qs❴✶❾◗r❅⑤➔♠➁❼⑧➂→➀❳❵✩↔➝r✉⑤➡♠❞❬❫❵✆➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t❲r✉↔⑥⑤♦r✉♣◗r✉♠♦❦✾➩✔❩❭❬❫❵❳✐➲❦➔❬❫r❅②❫t①❿❺✈❅q➙➨✉❵✶❾❫⑤❞r❅❾❫⑤❞qsr❧➀❳❵❳❾❧♠♦q➙➨✉❵
qs➂❧↔➝r✉⑤♦❴✆❼➇♠♦q➙r❅➂➍♠❞r✄♠❞❬❫❵✩➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉tst➙❵✾⑤✾➢❲❵✾➂→➀✏r❫❿❧❵❳⑤➁❦➦♠♦r✄❴✄❵✾❼❅❦➔②❫⑤♦❵➦⑦♥r❅q➙➂③♠⑩❼⑧➂❫✈❅t➙❵✺❦❳➟❧✈✉✐❥⑤♦r✉❴✄❵✏♠♦❵❳⑤➁❦❳➟❧❼✉➀❳➀❳❵❳ts❵❳⑤♦r✉❴✄❵✏♠♦❵❳⑤➁❦
r❅⑤➦qs➂→➀✏tsqs➂❫r✉❴✄❵✏♠♦❵❳⑤➁❦⑥♠❞r✞❴✄❵✺❼✉❦❞②❫⑤❞❵⑩♠❞❬❫❵✫❼⑧♣❏❦➔r❅t➙②❧♠♦❵⑩❾◗r③❦➔q➙♠♦q➙r❅➂↕r✉↔➤♠❞❬❫❵✫❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴ qs➂➍♠❞❬❫❵✫❦❞❾→❼✉➀❳❵✉➩❲❶●➭③♠♦❵❳⑤♦r❧➀✏❵✾❾❧♠❞qs➨✉❵
❦❞❵❳➂→❦❞r✉⑤➁❦⑩❼⑧⑤♦❵✩❼⑧t①❦➔r↕⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤♦❵✾❿☛♠❞r☛❼⑧tst➙r➇➠❙♠❞❬❫❵✞⑤♦r✉♣◗r✉♠❽♠❞r➍❵✾➨✉r✉ts②❧♠❞❵✩qs➂✙❼⑧➂❺②❫➂❫➧❥➂❫r➇➠✌➂❺❵❳➂❥➨③qs⑤♦r✉➂❫❴✄❵❳➂③♠✾➢❭➨❥q①❦➔qsr✉➂
➀✾❼⑧❴✄❵❳⑤➁❼✉❦✾➟✠❼✉➀❳r✉②→❦➔♠❞q①➀⑧➟✠qs➂❧↔➝⑤♦❼✉⑤❞❵✺❿◆❦➔❵✾➂→❦➔r❅⑤♦❦✾➩ ✎→r✉⑤➁➀✏❵↕❦➔❵✾➂→❦➔r❅⑤♦❦✔❦➔❬❫r❅②❫t①❿✥❾❫⑤♦r✿➨❥q①❿❧❵↕❼☛↔Ù❼✉q➙⑤♦ts✐➲✈❅r❥r❧❿✙qs➂→❿❧q①➀❳❼➇♠♦q➙r❅➂
r✉↔♥➟❲♣→❼✉❦❞qs➀✾❼⑧tst➙✐❅➟✎♠❞❬❫❵➍r❧➀❳➀❳②❫⑤❞⑤♦❵❳➂→➀❳❵✄r⑧↔❽❼❃➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠✔➠✌q➙♠❞❬ ♠❞❬❫❵➍✈✉⑤♦r✉②❫➂→❿➤➟❲❼⑧➂→❿❨➟❲❴✄r✉⑤♦❵✉➟❲r⑧↔❭♠❞❬❫❵➍➨➇❼⑧ts②❫❵✆r✉↔✧♠♦❬❫❵
❼❅❦❞❦❞r❧➀✏q①❼➇♠♦❵✾❿↕➠✌⑤♦❵❳➂❏➀♦❬➤➩
❩❭❬❫❵➦②❫t➙♠❞qs❴✄❼⑧♠❞❵➦⑤♦r✉♣◗r⑧♠❲❦➔❬❫r❅②❫t①❿✫♣◗❵✧❦➔❵✾t➣↔→❵❳➂❫❵✾⑤❞✈❅qs➀✾❼⑧tst➙✐➡❼⑧②❫♠❞r✉➂→r✉❴✄r✉②→❦✾➩➤❜❯♠❲q①❦➤↔Ù❼⑧⑤✎♠♦r⑩♣◗❵●♠♦❬❫❵✧➀❳❼❅❦➔❵❅➟✺❴✄r❅❦➔♠✠r⑧↔❧♠♦❬❫❵
❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦⑥❬→❼✿➨③qs➂❫✈✩❵❳➂❫❵✾⑤❞✈❅✐✶❦❞②❫❾❫❾❫tsqs❵✾❿✆↔➝⑤❞r❅❴ ➠✌qs⑤❞❵✺❦❳➩■❣❥r❅❴✄❵⑩r⑧↔❨♠♦❬❫❵❳❴ ➀❳❼✉⑤❞⑤♦✐✞♣→❼➇♠❞♠❞❵❳⑤♦qs❵✾❦✾➟❅tsq➙➧✉❵⑩♠❞❬❫❵ ✢③❼⑧❾❏❼⑧➂❫❵✾❦❞❵
❬❥②❫❴✆❼⑧➂❫r✉q①❿ ❳❷❻✌④ ▼♥➊☛↔➝⑤♦r✉❴ ✦✳❹✎➫➲❹❷⑨✌❹✩➟✸❼⑧♣→t➙❵✆♠♦r❺➠✧❼✉t➙➧✥❴✶r❅⑤❞❵✆♠❞❬❏❼⑧➂ r❅➂❫❵↕❬❫r❅②❫⑤✾➩ ❳➡❝✪★❷⑨✌❹ ✓ ❦✶❹❷❣❥❜♥❸✥❝
❵❳➭❥❬→q➙♣❫q➙♠♦❦☛➀✏r❅❴✶❾❏❼⑧⑤➁❼⑧♣❫ts❵❃⑤❞❵✺❦➔②→t➣♠➁❦➍❩❭❬❫❵✙❾❫⑤❞r❅✈✉⑤♦❵✾❦❞❦✆q①❦➍qs❴✶❾◗r❅⑤➔♠➁❼⑧➂③♠➍➠✌❬❫❵✾➂➵⑤❞❵✺➀❳❼✉t➙tsqs➂❫✈◆♠♦❬→❼➇♠✜♠❞❬❫❵✭❳➡❝✪★❷⑨✌❹
❾❫⑤♦❵❳➨❥qsr✉②→❦❭❾❫⑤❞r✉♠❞r✉♠➯✐❥❾◗❵➡④✧➊✞➂❫❵✾❵✾❿❧❵✺❿➪➊✉➈✞➧❥✈✄r⑧↔❲♣→❼⑧♠➔♠❞❵✾⑤❞qs❵✾❦✧♠♦r✄➠✧❼✉t➙➧✆↔➝r❅⑤ ❋✺➅✞❴✶qs➂③②❫♠❞❵✾❦ ✔❩❋✺➈ ✺ ✖P➩

➶➳➹❲➘➤➶➳➴



�✂✁☎✄✝✆☎✞✠✟☛✡✌☞✌✍✎☞✑✏✓✒✕✔✖✍ ✗☛✡✙✘✛✚✢✜✤✣✥✏✧✦★✏✝✩✪✏✝✞✫✍✬✏✝✆✭✍✠✆✯✮✱✰✲✩✳✚✢✆✴✚✝✆✵✘✑✶✷✏✹✸✙✏✢✞✬☞ ❍

✁✄✂✥✁ � ✑✂✁☎✄ ✗ ✞✝✆ ✎
➫✖❬❫❵✾➂➵➠❭❼⑧ts➧❥q➙➂❫✈❏➟❽❼ ♣❫qs❾◗❵✾❿➵q➙➂③♠❞❵❳⑤➁❼✉➀✏♠♦❦➍➠✌q➙♠❞❬➵♠❞❬❫❵✙✈✉⑤♦r✉②→➂→❿❨➟❭♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r✉⑤♦❵ ✴ ➾ ➒ ➾ ✌ ➾ ➏✧❁ ➾ ✿ ➐ ➺ ➎ ☛✍✴➝➏✺➎ ❁ ✿ ➑
➎ ➺✟✞ ☛ ➺ ✿ ➒ ➺❢➾ ❚✜➒ ➾ ✿ ➏❆❁ ✿ ☛ ➾ ☛❲➎ ➑ ✿ ➚✒➚ ❁Ù➎✺➒ ➾ ✿ ➏❆❁ ✿ ☛ ➾ ☛❲➎ ❇ ◗❲➑❫➎ ➺ ➎ ➟➦➠✌❬❫❵✾⑤❞❵☛♠♦❬❫❵❃qs❴✶❾❏❼✉➀➜♠➁❦✆❼✉⑤❞❵❃❿❧q①❦❞➀❳⑤❞❵❳♠❞❵
❵✾➨✉❵❳➂❅♠➁❦✞♠❞⑤♦qs✈✉✈✉❵✾⑤❞qs➂❫✈❺♠❞❬❫❵❃❿❧q①❦➔❾❫t①❼❅➀✏❵❳❴✄❵❳➂③♠ ✔●❋✾➈✛❱✟✖❯➩✤❩❭❬→❵❳⑤♦❵✏↔➝r✉⑤♦❵✜♣❫q➙❾◗❵✺❿✤❴✆❼✉➀➁❬❫qs➂❫❵✾❦✄❼✉⑤❞❵✜❬③✐❥♣❫⑤♦q①❿ ➂→r✉➂❫tsq➙➂→❵✾❼⑧⑤
❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦❳➩

❃✡✠✎❃✡✠✬✼ ❬ ➾ ✿ ➏✧❁ ✿ ☛ ➾ ☛❲➎✶➚ ➻ ✿ ➑✲✌ ❁Ù➒❅➎
▲⑩➂→❿❧❵❳⑤✶♠♦❬❫❵➪❼❅❦❞❦❞②❫❴✄❾❧♠❞qsr✉➂ ♠♦❬→❼➇♠✄♠❞❬❫❵➪⑤❞r❅♣❏r✉♠✄❦♥♠♦⑤❞②→➀✏♠❞②❫⑤♦❵✜q①❦✶⑤❞qs✈✉q①❿❨➟⑥➀✏r❅➂❅♠❞qs➂③②→r✉②→❦✄❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀❳❦✄➀❳❼⑧➂ ♣◗❵☛❵✏➭ ▼
❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➔❵✺❿➍②❫➂→❿❫❵❳⑤✌♠❞❬❫❵✭✣✎❼✉✈✉⑤➁❼⑧➂❫✈✉q①❼⑧➂↕↔➝r✉⑤♦❴➪➢

M(q)q̈ + N(q, q̇)q̇ + G(q) = Γ + Γext

✏ ❋ ✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵❅➢
q ∈

❜ ❻ n ❦➔♠♦❼✉➂→❿❫❦■↔➝r❅⑤●♠❞❬❫❵⑩❾→❼✉⑤♦❼✉❴✄❵✏♠❞⑤♦q✬✮✾❼➇♠♦q➙r✉➂✶➨❅❵✾➀➜♠♦r✉⑤⑥r⑧↔❇♠❞❬❫❵⑩➠✌❬→r✉ts❵❽➀❳r✉➂❧➞❏✈✉②❫⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂✄❦➔❾❏❼✉➀✏❵❽r⑧↔❇♠♦❬❫❵
⑤♦r✉♣◗r✉♠⑩➀✏r✉➂❏❦➔q①❿❧❵❳⑤♦❵✾❿➪❼❅❦✌↔➝⑤❞❵✾❵✔q➙➂❃♠❞❬❫❵ ✺ ⑨✗❦❞❾→❼❅➀✏❵☞☛☞✌

Γ = [0, τ ]T ∈
❜ ❻ n q①❦✌♠♦❬❫❵✩✈✉❵✾➂❫❵❳⑤➁❼⑧tsq✫✮✾❵✾❿☛❵❀❲❇r✉⑤❞♠⑩➨✉❵✾➀✏♠❞r✉⑤

qs➂→➀✏ts②→❿❧qs➂❫✈✔⑦♥r❅q➙➂③♠➡❼❅➀➜♠❞②❏❼➇♠❞qsr✉➂➪♠♦r✉⑤➁✇③②❫❵ ✏➝✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t➙ts✐✜♣◗r✉②❫➂❏❿❧❵✾❿ ✒✏➟
τ ∈

❜ ❻ m ✌
M

q①❦❽♠❞❬❫❵✞qs➂❫❵❳⑤❞♠❞q①❼✆❴✆❼➇♠♦⑤❞q➙➭✍✌
Nq①❦❽♠❞❬❫❵✞➀❳❵❳➂❅♠♦⑤♦q➣↔➝②❫✈③❼⑧tP➟❏✈✉✐❥⑤❞r③❦❞➀❳r✉❾❫qs➀✳❼⑧➂❏❿ ✎ r✉⑤♦qsr✉tsqs❦✌❵ ❲◗❵✺➀➜♠♦❦✎✌

G
q①❦❽♠❞❬❫❵✩✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t➙q✬✮❳❵✺❿☛✈✉⑤➁❼✺➨❥q➙♠➯✐➍↔➝r✉⑤➁➀✏❵✔➨✉❵✾➀✏♠❞r❅⑤✾➩

★⑩r⑧♠❞❵✜♠♦❬→❼➇♠✶♠♦❬❫❵➪❦❞❵✏♠
(q, q̇)

➀✏r✉➂→❦➔♠❞q➙♠♦②❧♠❞❵✺❦✩♠♦❬❫❵ ➎✾➏✾➑❫➏ ➺◆r✉↔❽♠♦❬❫❵☛⑤♦r✉♣◗r✉♠✾➟●q➙➂✤♠♦❬❫❵➪❦❞❵❳➂→❦❞❵✜r✉↔❽♠❞❬→❵✜♠❞❬❫❵✾r✉⑤♦✐◆r✉↔
❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✳❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴✆❦❳➩

Γext

❼✉⑤❞❵➡♠♦❬❫❵✫♠♦r✉⑤➁✇③②❫❵✾❦❭✈❅❵❳➂❫❵❳⑤➁❼➇♠♦❵✾❿✜♣③✐✜❵✏➭❥♠❞❵✾⑤❞➂→❼✉t❇↔➝r❅⑤♦➀❳❵✾❦❭tsq➙➧✉❵✳✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿☛➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠♦❦✾➟→❼
♠♦❬❫⑤❞②❏❦♥♠✺➩➙➩s➩●❩❭❬❫❵❳✐✜➀❳❼✉➂☛♣◗❵✫❵❳➭❥❾→⑤❞❵✺❦❞❦❞❵✾❿✜❼❅❦❳➢

Γext = C(q)T λ(q, q̇)

C(q)
qs❦✄♠❞❬❫❵ ✢③❼✉➀✏r❅♣❫q①❼⑧➂✤❴✆❼➇♠♦⑤❞q➙➭✤r⑧↔❷♠♦❬❫❵➪❾◗r❅q➙➂③♠♦❦✆r⑧↔❷♠❞❬❫❵❃⑤♦r✉♣◗r⑧♠✆r✉➂ ➠✌❬❫qs➀➁❬ ♠♦❬❫❵❃❵✏➭❥♠❞❵✾⑤❞➂❏❼⑧t✧↔➝r❅⑤♦➀❳❵✾❦✄❼✉⑤❞❵

❼✉❾❫❾❫tsq➙❵✺❿☛❼⑧➂→❿
λ(q, q̇)

➀❳r✉⑤♦⑤❞❵✺❦➔❾◗r✉➂→❿→❦⑥♠❞r✄♠❞❬❫❵✔❼✉❴✶❾→t➙q➙♠❞②→❿❫❵✾❦✌r⑧↔✠♠♦❬❫❵✾❦❞❵➡↔➝r❅⑤♦➀❳❵✾❦✾➩
❜❯↔

φ(q)
❼⑧⑤♦❵❷♠❞❬→❵✳➀❳r❥r✉⑤➁❿❧qs➂→❼➇♠♦❵✾❦✧r⑧↔✠♠♦❬❫❵✳❾◗r✉qs➂❅♠➁❦✌❦❞②❫♣❫❴✄q➙♠➔♠❞❵✺❿✜♠❞r✆❵✏➭❥♠❞❵✾⑤❞➂→❼✉t❨❵❀❲❇r✉⑤❞♠♦❦✾➟❥♠❞❬❫❵✾➂➤➢

C(q) =
∂φ(q)T

∂q

❛✧qs❾◗❵✾❿❃❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀❳❦❽q①❦⑩➀♦❬→❼✉⑤♦❼❅➀➜♠♦❵❳⑤♦q✫✮✾❵✾❿✜♣③✐✜♠❞❬❫❵✩❵✏➭❧q①❦♥♠♦❵❳➂→➀❳❵✳r✉↔■➨➇❼⑧⑤♦qs❼✉♣❫ts❵✳➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠♦❦✌⑤♦❵✾❦❞②❫t➙♠❞qs➂❫✈✄↔➝⑤♦r✉❴✒♠♦❬❫❵
qs➂❅♠♦❵❳⑤➁❼✉➀➜♠♦q➙r❅➂➲➠✌q➙♠♦❬✙♠❞❬❫❵✄✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿❨➩✣✫➡⑤♦r✉②❫➂→❿➲❵ ❲◗r❅⑤➔♠➁❦✫➀✏r❅⑤❞⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❿❃♠❞r❃❼☛❦❞❵✏♠✳r⑧↔➦↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦✫❼✉❾❫❾❫tsq➙❵✺❿➲r✉➂✥❵✾❼✉➀➁❬
❾◗r❅q➙➂③♠✌r✉↔✠♠❞❬❫❵✳⑤♦r✉♣◗r✉♠❭q➙➂❃➀✏r❅➂❅♠➁❼✉➀➜♠✌➠✌q➙♠❞❬☛♠♦❬❫❵✳✈✉⑤♦r✉②❫➂❏❿❨➩

Γext = Cn(q)T λn(q, q̇) + Ct(q)T λt(q, q̇)

❣❥②❫♣❏❦❞➀❳⑤❞qs❾❧♠♦❦
n

❼⑧➂❏❿
t

❦♥♠➁❼⑧➂→❿✜↔➝r✉⑤✌➂→r✉⑤♦❴✄❼✉t➤❼⑧➂→❿✜♠♦❼⑧➂→✈✉❵❳➂③♠❞q①❼⑧t❨♠❞r✄♠❞❬❫❵✳✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿☛➀✏r✉❴✄❾◗r❅➂❫❵❳➂③♠♦❦❭⑤♦❵✾❦❞❾◗❵✾➀✏♠❞qs➨✉❵❳ts✐✉➩
✣✠❼⑧✈✉⑤➁❼⑧➂❫✈✉❵❷❴✩②→t➣♠♦q➙❾❫tsqs❵❳⑤➁❦

λn

❼⑧➂❏❿
λt

❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➦♠♦❬❫❵✔❼⑧❴✄❾❫tsq➣♠♦②→❿❧❵✺❦❭r✉↔✠♠❞❬❫❵✳❵ ❲◗r❅⑤➔♠⑩➀✏r✉❴✄❾◗r❅➂❫❵❳➂❅♠➁❦❳➩
❹❙➀✏r✉❴✄❴✄r✉➂➍➠✧❼✺✐✄r⑧↔✎❴✄r❧❿❧❵❳tsqs➂❫✈✔♠♦❬❫r❅❦❞❵➡❦➔❾◗❵✺➀✏q➙➞❏➀❽❵❳➭❥♠❞❵❳⑤♦➂→❼✉t→↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦⑥qs❦⑥♠♦r✶➀✏r✉➂❏❦➔q①❿❧❵❳⑤⑥♠♦❬❫❵❷⑤♦r✉♣◗r✉♠✧❼✉❦➦❼✞➀➁❬→❼⑧qs➂
r✉↔❨⑤♦qs✈✉q①❿✄♣◗r❧❿❧qs❵✾❦⑥qs➂✆♠♦⑤♦❵❳❵❽↔➝r✉⑤♦❴ qs➂↕⑤♦qs✈✉q①❿✄q➙➂③♠❞❵✾⑤♦❼❅➀➜♠❞qsr❅➂✆➠✌q➣♠♦❬↕♠❞❬❫❵❷✈✉⑤♦r✉②→➂→❿✶♠❞❬❫⑤♦r✉②❫✈❅❬✆②❫➂→q➙t①❼➇♠♦❵❳⑤➁❼⑧t→tsqs➂❫➧❧❦➦❼✉➂→❿

✏ ➶①❒❽❮P➱✺Ú✒✑✎➱✿➬➜Ï❰Ú❲Û✿➬❳á♥Ø✿ê✌Ú♥❒❳❮➔Ô
ẋ
❐➁❒✿Û

ẍ
ÐÙ❮❯❐➁❒✺Û❷×ÙÚ♥ÐP➮⑧Ú♥á➯❮P✃ ð✏Ú♥Ï ✓✕✔➙➬➜×◗❮P➱✿Ú✗✖➇×ÙÐ✼❮✎❐➁❒✿Û❽ÐPÚ♥á♥➬➜❒✿Û❷➬➜×ÙÛ✿Ú♥×❨❮✼✃❰ê✌Ú✠Û✿Ú♥×Ù✃ ð➜❐♦❮✼✃ ð✏Ú➔Ð➤➬✘✔❥❮✼➱✿Ú

ð➜❐➁×Ù✃ë❐➁ò✿Ï❰Ú
x ✙

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



■ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

↔➝⑤♦qs➀✏♠❞qsr✉➂➤➩■❩❭❬→❵❷❾◗r✉qs➂③♠♦❦✧r⑧↔➤♠♦❬❫❵➡⑤❞r❅♣◗r⑧♠✧q➙➂☛➀✏r❅➂❅♠♦❼❅➀➜♠✧➠✌q➙♠❞❬➍♠♦❬❫❵➡✈✉⑤♦r✉②❫➂❏❿✆➨✉❵❳⑤♦q➙↔➝✐✆❼✞➀✏tsr❅❦❞②❫⑤♦❵⑩❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂➍r⑧↔➤♠♦❬❫❵
↔➝r❅⑤❞❴➪➢

φ(q) =

(

φn(q)
φt(q)

)

= 0
✏P➊ ✒

❩❭❬❫❵⑥❼✉❦♦❦❞②❫❴✶❾❫♠❞qsr✉➂✫r⑧↔❥➂❫r❅➂✫❾◗❵❳➂❫❵❳♠❞⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂➡⑤♦❵✾❦❞②❫t➣♠➁❦❨qs➂✫②❫➂→q➙t①❼➇♠♦❵❳⑤➁❼⑧t✉➀✏r✉➂❏❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂③♠♦❦❇➠✌❬→qs➀➁❬✫qs❴✄❾❫ts✐➡❦➔❵✾❴✄q ▼❯❾◗r❅❦❞q➣♠♦q➙➨✉❵
➂❫r❅⑤❞❴✆❼✉t✉↔➝r❅⑤♦➀❳❵✾❦❲❼⑧➂❏❿✩❼✉➀✾➀✏❵✾t➙❵✾⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂→❦✎r⑧↔→♠❞❬❫❵✌➀✏r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠❲❾◗r❅q➙➂③♠♦❦❲➠✌❬❫q①➀♦❬✶❼✉⑤❞❵➦⑤♦❵❳t①❼➇♠❞❵✺❿✔♣③✐✔❼➡➀✏r✉❴✄❾❫ts❵❳❴✄❵✾➂❅♠♦❼✉⑤❞q➙♠♥✐
➀❳r✉➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂✎➢ ✔●❋✧❱✛❏❧➟❏➊✲❋✿➊ ✖❯➢

λT
n (q, q̇)φ̈n(q) = 0, λn(q, q̇) ≥ 0, φ̈n(q) ≥ 0

❶■➭❫➀❳t➙②→❿❫q➙➂❫✈✄♠❞❬→❵✔➀❳❼✉❦❞❵➡➠✌❬→❵❳⑤♦❵❷♠♦❬❫❵✔❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴ q①❦✌❦❞tsq➙❾→❾❫q➙➂❫✈❏➟❥♠➁❼⑧➂❫✈❅❵❳➂③♠❞q①❼⑧t➤➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠♦❦✌➀❳❼✉➂✜♣◗❵✳➠✌⑤♦q➣♠❞♠❞❵❳➂❃❼✉❦✾➢

φ̈t(q) = 0

✎❲qs➂→❼⑧tst➙✐❅➟✉❦➔qs➂→➀✏❵✧♠❞❬❫❵❭❵✏➭❧q①❦♥♠♦❵❳➂→➀❳❵✧r⑧↔→↔➝⑤♦qs➀✏♠❞qsr✉➂✞qs➂→❿❧②→➀✏❵✺❦✸♣❏r❅②❫➂→❿❫❦✸r✉➂✩♠❞❬→❵➦♠➁❼⑧➂❫✈❅❵❳➂③♠❞q①❼⑧t③↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦❳➟⑧❼❷➂❫r✉➂ ▼❯❦❞t➙qs❾❫❾❫qs➂❫✈
➀❳r✉➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂☛q①❦✌❦♦❼➇♠♦q①❦♥➞→❵✺❿✜❼❅❦❭t➙r❅➂❫✈✄❼❅❦❳➢

‖λt‖ ≤ µ0λn

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵❅➢
µ0

qs❦❭♠❞❬→❵➡↔➝⑤♦q①➀➜♠❞qsr✉➂❃➀✏r❥❵✁�✆➀❳q➙❵✾➂❅♠❽❿❫❵❳❾◗❵❳➂→❿❫q➙➂❫✈✆r✉➂✜♠♦❬❫❵✳❴✆❼➇♠♦❵❳⑤♦qs❼✉ts❦✧qs➂❃➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠✾➩

❃✡✠✎❃✡✠✎❃ ✽ ✌ ❇ ➑❫➒✉➏✾➎
➫✖❬❫❵✾➂↕r❅➂❫❵❽❾◗r❅q➙➂③♠➦r⑧↔❨♠❞❬❫❵➡❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴ ❵❳➂❅♠♦❵❳⑤➁❦●qs➂➍➀❳r✉➂❅♠➁❼✉➀✏♠⑥➠✌q➙♠❞❬✆♠♦❬❫❵⑩✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿❨➟③❼✉➂✆qs❴✶❾❏❼✉➀➜♠➦r❫➀❳➀✏②→⑤♦❦●qs➂→❿❧②→➀✏qs➂❫✈
❼✶➨✉❵✾t➙r❧➀❳q➣♠♥✐➍❿❧❵✾➨③q①❼➇♠♦qsr✉➂➤➩■❩❭❬❫❵✳➨✉❵❳tsr❧➀❳q➣♠♥✐↕r⑧↔✠♠♦❬❫❵✔❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴ ♣◗❵❳↔➝r✉⑤♦❵➡qs❴✄❾→❼✉➀✏♠✾➢

q̇− ♠♦❼⑧➧✉❵✺❦✌❼✶➂❫❵❳➠❢➨⑧❼⑧ts②❫❵✉➢
q̇+

M(q)(q̇+ − q̇−) = Cn(q)T Λn(q, q̇) + Ct(q)T Λt(q, q̇)
✏ ✺ ✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵❅➢
Λ(q, q̇) = [Λn(q, q̇), Λt(q, q̇)]T

q①❦➦♠❞❬→❵➡➨✉❵✾➀✏♠❞r❅⑤➦r✉↔➤♠♦❬❫❵✫❼✉❴✄❾❫t➙q➙♠❞②❏❿❧❵✾❦✧r✉↔➤♠♦❬❫❵➡qs❴✄❾❫②❫t①❦➔qsr✉➂➍↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦❳➩
▲⑩➂→❿❧❵❳⑤✳♠❞❬❫❵↕❼✉❦♦❦➔②❫❴✄❾❧♠♦qsr✉➂➲♠❞❬❏❼➇♠✔➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠✫❾◗r❅q➙➂③♠♦❦✳❿❧r➪➂❫r❃❦❞t➙qs❾✥➂❫❵❳q➙♠❞❬→❵❳⑤✫♠➁❼⑧➧✉❵✄r✢❲✤❼⑧↔➳♠❞❵✾⑤✫qs❴✄❾→❼✉➀✏♠✳➠➦❵✆➀✾❼⑧➂
➠✌⑤♦q➣♠♦❵✉➢

φ̇n(q) = Cn(q)q̇+ = 0 and φ̇t(q) = Ct(q)q̇+ = 0

✂ ✏✝✞ ✡☎✄✝✆✵✟ ✡✳✘✝✄✝✆❯✚✢✩ ✍✬✦❀☞✟✞✓✦✙✏✝✆☎✞ ✍✠✆☎✰☛✏✝✰ ☞✱✚✝✆✵✘✪✍✠✩✷✗ ✚✛✦ ✞✬☞✡✠ ✦★✚✝✆ ✚✝✜ ☞ ✏ ✸✙✡ ✡☞☛✌✗ ✠ ✡✌☞★☞ ✡✙✘ ✍✠✆ ✞ ✡ ✠✌✩ ☞✱✏✓✒✱✚✢✆✭✡☞✌ ✰✲✍ ✆ ✚✎✍
✜❩✡ ✆☛✞✑✏ ✰☛✚✛✘ ✠ ✚✝✞✫✍❙✦✓✒ ✠ ✏✕✔ ✠ ✚✝✩ ✩ ✍✠✆✖✔ ✗ ✠ ✏✛✸ ✜❩✡ ✩✘✗✡✙✖✚✛✙✢✜ ✁

✁✄✂✤✣ ✥ ✔ ✄✧✦ ✞✩★✆✞ ✔ ✑ ✄ ✁✧✌✏☛✫✪✭✬ ✞✩★✆✞✮✦✰✯ ✞✩✬✧✗
❣③♠➁❼⑧♣❫qstsq➣♠♥✐✶❼⑧➂❏❿✶❵✾✇③②❫qst➙qs♣❫⑤♦q➙②❫❴ ❼✉⑤❞❵❭➧❅❵❳✐✞➀❳r✉➂→➀❳❵❳❾❧♠➁❦■q➙➂✆♣❫qs❾◗❵✾❿✆❦➔✐❧❦➔♠❞❵❳❴✆❦✾➟❅❦❞q➙➂→➀❳❵❭♠❞❬→❵❳✐✶❼⑧⑤♦❵✌➀❳t➙r③❦➔❵✾t➙✐✩⑤❞❵✾ts❼⑧♠❞❵✺❿✩♠❞r
♠♦❬❫❵✔⑤❞q①❦❞➧➍r⑧↔❲↔Ù❼⑧tstsq➙➂❫✈❏➩✧❩❭❬❫❵✔❦➔♠♦❼✉♣❫qst➙q➙♠➯✐☛➀❳r✉➂→➀❳❵❳❾❧♠⑩qs❦❽➠➦❵❳tst✎②❫➂→❿❧❵✾⑤♦❦➔♠❞r❧r❧❿☛❼⑧➂→❿➪➂❫qs➀❳❵❳ts✐➍↔➝r✉⑤♦❴✄❼✉t➙q✬✮❳❵✺❿➍↔➝r❅⑤❽❴✄❼✉➂③✐
➀❳ts❼❅❦❞❦❞❵✾❦✄r✉↔✳❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❦➍❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴✄❦✾➟❭❵❳➨✉❵❳➂✖➂❫r✉➂❫tsqs➂❫❵✾❼✉⑤✾➟❭❼❅❦✆❵✏➭❧❾❫t①❼⑧qs➂❫❵✾❿ qs➂➵❼⑧➂❥✐ ♠❞❵❳➭❥♠❞♣◗r❥r❅➧✤r⑧↔✳❼✉②❧♠❞r❅❴✆❼➇♠♦qs➀
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t✼➩ ❳❽r➇➠➦❵❳➨✉❵✾⑤✾➟◗♠❞❬❫❵✾❦❞❵✶❼✉❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬❫❵✺❦⑩➀❳❼✉➂❫➂❫r✉♠❷♣◗❵✄❼⑧❾❫❾→t➙qs❵✾❿❺qs➂✙❼✜❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs✈✉❬③♠➔↔➝r❅⑤❞➠✧❼⑧⑤♦❿❃➠✧❼✺✐☛♠♦r✜♣❫qs❾◗❵✾❿❫❦✾➟
❴✆❼⑧qs➂❫ts✐➡♣◗❵✺➀❳❼⑧②→❦❞❵⑥r⑧↔❧♠❞❬❫❵➦❾→❼✉⑤➔♠♦qs➀❳②❫t①❼⑧⑤✎➂→❼⑧♠❞②❫⑤♦❵●r✉↔→➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠❲➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠♦❦✾➩✌✎→②❫⑤❞♠❞❬❫❵✾⑤❞❴✄r✉⑤♦❵✉➟✾♠♦❬❫❵✧❦♥♠♦❵✾❼❅❿❧✐✫❦♥♠➁❼➇♠♦❵
➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈✳❾❫⑤♦r❧➀❳❵✾❦♦❦✸qs➂↕q➣♠➁❦➔❵✾t➣↔✎➀❳❼✉➂✆♣❏❵❷❦❞❵❳❵❳➂↕❼❅❦ ★ ❦➔♠♦❼✉♣❫t➙❵ ✩✌❵❳➨✉❵❳➂✄♠♦❬❫r✉②→✈✉❬↕❦❞r✉❴✄❵✌②❏❦➔②→❼✉t❏❦➔♠♦❼✉♣❫q➙tsq➙♠➯✐✄➀✏⑤♦q➙♠❞❵❳⑤♦q①❼✫❼✉⑤❞❵
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➂❫r✉♠✧↔➝②❫t➙➞→tst➙❵✺❿❨➩■❜❯♠✌q①❦➦♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r❅⑤❞❵➡➂❫❵✾➀❳❵✾❦♦❦❞❼✉⑤❞✐✶♠❞r✄✈✉r✞♣◗❵✾✐✉r✉➂→❿✜❼✉➂➍r❅➂❫ts✐✆qs➂❅♠❞②→q➣♠♦q➙➨✉❵✳②❫➂→❿❧❵❳⑤➁❦➔♠♦❼⑧➂❏❿❧q➙➂→✈✞r✉↔✎♠❞❬❫❵✺❦➔❵
➀❳r✉➂→➀✏❵✾❾❧♠♦❦➦❼⑧➂→❿✄♠❞r✔♠♦⑤❞✐✞♠❞r✩❵✏➭❧❬❫qs♣❫q➙♠➦❴✄r✉⑤♦❵✌↔➝r✉⑤♦❴✆❼⑧t→q①❦❞❦❞②❫❵✾❦✾➩❲❜➯➂✆♠❞❬→❼⑧♠➦➠✧❼✿✐✞➠➦❵⑩➠✌qst➙t❇❦➔❾→t➙q➙♠⑥♠❞❬❫❵❷❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂❅♠➁❼➇♠♦q➙r❅➂
qs➂ ♠♥➠➦r ❾→❼⑧⑤❞♠♦❦✾➢❃❦➔♠♦❼⑧♠❞q①➀❳❦✆❼✉➂→❿ ❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❦✾➟➦➠✌❬❫q①➀➁❬ ➠✌qstst❽♣◗r⑧♠❞❬ t①❼⑧⑤♦✈✉❵❳ts✐ ⑤♦❵❳ts✐ r✉➂ ④✸➩ ❛➡➩●➫✖qs❵❳♣◗❵❳⑤☞✓ ❦✄➠➦r❅⑤❞➧
✔❰➊✲❋✿➊③➟❏➊✲❋✺➈ ✖❯➩

❃✡✠●◆ ✠✬✼ � ➏✾➑❧➏❆❁Ù➒ ➺✟✞ ☛ ❁ ✴ ❁➝➌❲➐✝❁ ☛✍✌✪➑ ✿ ➚ ❇●➾ ➎✾➏ ☛✠➐ ➺
✣✎❵✏♠❭②→❦❭➀❳r✉❴✄❵❷♣→❼❅➀♦➧✄♠❞r✞♠♦❬❫❵✫❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❦✧❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂❅♠♦❵✾❿➍q➙➂☛❦❞❵✾➀➜♠♦qsr✉➂☛➊❫➩ ➊❫➩❩❋❅➩❲❩❭❬❫❵➡❾❏❼⑧⑤➁❼⑧❴✄❵✏♠♦⑤❞q✬✮✾❼➇♠♦qsr✉➂

q
➟❧➠✌❬❫q①➀♦❬

⑤♦❵❳❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂③♠♦❦⑩♠❞❬→❵✶⑤♦r✉♣◗r⑧♠✫➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤➁❼➇♠❞qsr❅➂❃q①❦➡qs➂➲↔Ù❼✉➀✏♠➡♠❞❬→❵✄➀❳r✉➂→➀❳❼⑧♠❞❵✾➂→❼➇♠♦q➙r❅➂❺r✉↔●♠♥➠➦r☛❵❳ts❵❳❴✄❵❳➂③♠♦❦✾➟
q1

❼⑧➂→❿
q2

➩
❩❭❬❫❵➦➨✉❵✺➀➜♠♦r✉⑤

q1

q①❦✎♠❞❬❫❵✧❾→❼⑧⑤➁❼⑧❴✄❵❳♠❞⑤♦q✫✮✺❼➇♠❞qsr✉➂✳r⑧↔❫♠❞❬❫❵✧❾◗r❅❦❞q➙♠❞qsr✉➂✩❼⑧➂❏❿✫♠♦❬❫❵➦r❅⑤❞qs❵❳➂③♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂✔r⑧↔❏❼❽✈❅q➙➨✉❵✾➂✔⑤❞r❅♣◗r⑧♠✠♣◗r❧❿❧✐
qs➂◆♠❞❬❫❵ ❱✝▼➯❿❧qs❴✶❵✾➂→❦❞q➙r❅➂◆❿❫qs❦❞❾❫t①❼✉➀✏❵✾❴✶❵✾➂❅♠✩❴✆❼⑧➂→q➣↔➝r❅ts❿❨➟✸q➣♠✞qs❦✔❵❳➭❥❾→⑤❞❵✺❦❞❦❞❵✾❿✥➠✌q➣♠♦❬ ⑤♦❵✾❦❞❾◗❵✾➀➜♠✔♠❞r➲❼☛➞→➭❥❵✺❿◆✈❅❼⑧tsqst➙❵✺❼⑧➂
↔➝⑤➁❼⑧❴✄❵✉➟❥↔➝r✉⑤❭❵✏➭❫❼✉❴✶❾→t➙❵➡✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿ ▼❯⑤❞❵✾ts❼➇♠❞❵✺❿✍✌

q2

⑤❞❵❳❾→⑤❞❵✺❦➔❵✾➂❅♠♦❦➦♠❞❬❫❵ ❁ ✿ ➏ ➺ ➐ ✿ ➑✲✴➦➒ ➾ ✿✂✁ � ☛✎➐➇➑❧➏❆❁ ➾ ✿ r✉↔✎♠❞❬❫❵✫♣❫qs❾◗❵✾❿➤➟
➠✌❬❫q①➀➁❬➍➀❳❼✉➂✆♣◗❵➡❦➔❵✾❵❳➂➍❼✉❦⑥q➣♠➁❦ ❇●➾ ➎✾➏ ☛✠➐ ➺◗➩❉▲❷❦➔②❏❼⑧tst➙✐❅➟❅q➙♠✧qs❦⑥♠❞❬❫❵➡❦❞❵✏♠➦r✉↔❨♠❞❬❫❵⑥⑦♥r✉qs➂❅♠❭➀❳r❥r✉⑤➁❿❧qs➂→❼➇♠♦❵✾❦❳➟⑧↔➝r❅⑤➦❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵
qs➂❃♠❞❬❫❵✞➀❳❼❅❦➔❵✔➠✌❬❫❵✾⑤❞❵✳♠♦❬❫❵✩⑤♦r✉♣◗r⑧♠⑩qs❦❷❼✄♠♦⑤❞❵✾❵❀▼P↔➝r✉⑤♦❴✒r❅❾◗❵❳➂❃➧❥qs➂❫❵❳❴✆❼➇♠♦qs➀✩➀♦❬❏❼⑧qs➂➤➩✌➫✖❬❫❵❳➂❺tsr❧➀✾❼⑧t✠➀✏tsr❅❦❞❵✾❿❃➀♦❬→❼✉q➙➂❏❦
✏Ùq✼➩ ❵✉➩✸➠✌❬❫q①➀♦❬↕❼✉⑤❞❵✌❵❳➭❥❾→⑤❞❵✺❦❞❦❞❵✾❿✶♣③✐✶➀❳t➙r③❦➔②→⑤❞❵❽❼⑧ts✈✉❵✾♣❫⑤♦❼✉qs➀✧❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂→❦●⑤❞❵✾❾❫⑤❞❵✺❦➔❵✾➂❅♠❞qs➂❫✈✫♠❞❬❫❵❷❼✉❦♦❦❞r❧➀✏q①❼➇♠❞❵✺❿✞♣❫qsts❼⑧♠❞❵❳⑤➁❼⑧t
❬❫r❅❴✄r✉➂❫r✉❴✄r❅②→❦✶➀✏r❅➂→❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂③♠♦❦ ✒✔❵❳➭❥q①❦➔♠✾➟

q2

q①❦✶♠❞❬❫❵❃❦❞❵✏♠✄r✉↔⑩♠❞❬❫❵➪❴✄r✉♣→q➙tsq➙♠❞qs❵✾❦✄r⑧↔⑩♠❞❬❫❵❃❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴➪➟●♠❞❬→❵☛➠❭❼✺✐ r✉↔
❾→❼✉⑤♦❼✉❴✄❵✏♠❞❵✾⑤❞q✬✮❳qs➂❫✈✩♠♦❬❫❵❳❴ ♣◗❵❳qs➂❫✈✶♠♦❬❫❵❳➂❃❿❧q❩❲◗❵✾⑤❞❵✾➂❅♠✌↔➝⑤♦r✉❴✒r✉➂❫❵✳➀✾❼✉❦❞❵❷♠♦r✆❼⑧➂❫r✉♠❞❬❫❵✾⑤✾➩
❜➯➂☛❼✞➠❭❼✺✐↕❼✉➂→❼⑧tsr✉✈❅r⑧②❏❦●♠❞r✞♠♦❬❫❵✳❦➔❾→t➙q➙♠➔♠♦q➙➂→✈✶r✉↔➤♠♦❬❫❵✳➀✏r❅➂❧➞→✈✉②→⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂➤➟③q➙♠✌➀✾❼⑧➂✜♣◗❵✫❦❞❬❫r➇➠✌➂↕♠♦❬→❼➇♠❭♠❞❬→❵✫❿❫✐③➂❏❼⑧❴✄qs➀✾❦
✏ ❋ ✒❭➀❳❼⑧➂☛♣◗❵✳⑤❞❵✾➠✌⑤❞q➙♠➔♠♦❵❳➂➪❼✉❦✾➢

{

M1(q)q̈ + N1(q, q̇)q̇ = 0 + C1(q)T λ − G1(q)
M2(q)q̈ + N2(q, q̇)q̇ = τ + C2(q)T λ − G2(q)

✏Ù➆ ✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵↕➠➦❵↕⑤❞❵✾➀✾❼⑧tst■♠❞❬→❼⑧♠
τ
q①❦✳♠❞❬❫❵✜❦➔❵❳♠✔r✉↔✌❼❅➀➜♠♦②→❼➇♠♦r✉⑤✫♠♦r✉⑤➁✇③②❫❵✾❦✾➟✠❼✉t➙t➤⑦♥r✉qs➂❅♠➁❦✔♣◗❵❳qs➂❫✈➲❼✉❦♦❦➔②→❴✶❵✺❿✥❬❫❵❳⑤♦❵✄♠♦r❃♣◗❵

❼❅➀➜♠❞②❏❼➇♠❞❵✺❿❨➩
❜❯♠➦➀✾❼⑧➂✆♣◗❵⑩❦➔❬❫r➇➠✌➂✶♠♦❬→❼➇♠●♠♦❬❫❵❽ts❵✏↔➳♠ ▼P❬❏❼⑧➂→❿✆❦❞qs❿❫❵✌r✉↔◗♠♦❬❫❵✌➞❏⑤♦❦➔♠●tsqs➂❫❵❽r⑧↔❨❵✾✇◗➩ ✏➝➆ ✒✸q①❦●❵✾✇③②❫qs➨➇❼✉t➙❵✾➂❅♠■♠♦r✳♠❞❬❫❵❷❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀
➠✌⑤♦❵❳➂→➀➁❬❺r⑧↔●♠❞❬❫❵✶❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴➪➟◗➠✌❬❫qsts❵✔♠♦❬❫❵✞⑤♦q➙✈❅❬❅♠ ▼P❬→❼✉➂→❿➪r❅➂❫❵✩q①❦⑩❵✺✇③②❫q➙➨⑧❼⑧ts❵❳➂③♠⑩♠❞r➍♠❞❬❫❵✞➠✌⑤♦❵❳➂→➀➁❬❺r⑧↔➦➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠➡❼✉➂→❿
✈❅⑤♦❼✿➨❥q➣♠♥✐✶↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦✾➩✸❩❭❬→qs❦❭❵✾✇③②→❼➇♠♦q➙r❅➂➍q①❦✧r⑧↔✎♠♦❬❫❵ ★⑩❵❳➠❭♠♦r✉➂✲▼❯❶●②❫ts❵❳⑤❭↔➝r✉⑤♦❴☛➟❥♠❞❬❫❵ ★❽❵✾➠❭♠❞r❅➂✜❾→❼⑧⑤❞♠❭♣◗❵❳qs➂❫✈✞♠❞r✶♣◗❵✫❵✏➭ ▼
❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➔❵✺❿✜❵✾❼✉❦❞qst➙✐↕qs➂☛♠❞❵✾⑤❞❴✆❦✌r✉➂☛♠❞❬❫❵✔❼❅➀❳➀❳❵❳ts❵❳⑤➁❼➇♠❞qsr✉➂✜r⑧↔❲♠❞❬❫❵ ✎ ❵❳➂❅♠♦❵❳⑤❽r⑧↔■❸❺❼✉❦♦❦ ✏ ✎ r③❸ ✒✧r✉↔✠♠❞❬→❵✳⑤❞r❅♣◗r⑧♠✺➩■❩❭❬→qs❦
❦❞❬❫r➇➠❽❦✩❼❃↔➝②❫➂→❿→❼⑧❴✄❵❳➂③♠♦❼⑧t❭qs❦♦❦➔②→❵✉➢ ➏❆◗ ➺ � ✴ ➾ ➌✸➑✲✴✔➚ ❁Ù➎ ❇ ✴Ù➑❫➒ ➺ ✌ ➺ ✿ ➏➲➑ ✿ ➚ ➾ ➐✝❁ ➺ ✿ ➏✾➑❧➏✧❁ ➾ ✿ ➾ ❚✶➏❆◗ ➺ ➐ ➾ ➌ ➾ ➏
➒❅➑ ✿ ➾ ✿ ✴ ➻ ➌ ➺ ➐ ➺ ➑✲✴✬❁☎✄ ➺ ➚ ➾❧➽ ❁ ✿✁� ➏ ➾ ➒ ➾ ✿ ➏✾➑❫➒✉➏✪❚ ➾ ➐✿➒ ➺ ➎ ➩✂✎→②❫⑤➔♠♦❬❫❵❳⑤♦❴✄r✉⑤♦❵✉➟③♠♦❬❫qs❦✌❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂✜q①❦❭➂❫❵✺➀✏❵✾❦♦❦♦❼⑧⑤♦q➙ts✐
❼❅❦❞❦❞r❧➀✏q①❼➇♠♦❵✾❿↕➠✌q➙♠❞❬❃❼✄➀➁❬→❼⑧➂→✈✉❵➡r✉↔✠♠❞❬❫❵✳❾◗r③❦♥♠♦②❫⑤♦❵✉➩■❹❽tst❨♠♦❬❫❵✾❦❞❵➡↔Ù❼❅➀➜♠♦❦❽❼⑧⑤♦❵➡r❅♣③➨❥q➙r❅②→❦✧qs➂ ✮❳❵❳⑤♦r✢▼ ✫➃➀✏r✉➂❏❿❧q➣♠♦q➙r❅➂➤➩

✣✎❵✏♠✞②→❦✩➂❫r➇➠ ❵✏➭❧❾❫t①❼⑧qs➂◆♠❞❬→❵✜➀✏r❅➂→➀✏❵✾❾❧♠✩r✉↔ ➎✾➏✾➑❧➏❆❁Ù➒ ➺ ✞ ☛ ❁✰✴✬❁➝➌❲➐✝❁ ☛✍✌ ➩➪❹ ➀✏r✉➂❫➞→✈✉②❫⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂
qeq

➀❳r✉⑤♦⑤❞❵✺❦➔❾◗r✉➂→❿❫❦
♠♦r✆❼✄❦➔♠♦❼⑧♠❞q①➀➡❵✺✇③②❫q➙tsqs♣❫⑤❞qs②❫❴✒r✉↔✠♠♦❬❫❵✔❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✒q➣↔♥➢

˙qeq = ¨qeq = 0
✌→q✼➩ ❵✉➩■♠❞❬→❵✳ts❵✏↔➳♠ ▼❯❬→❼⑧➂❏❿➪❦➔q①❿❧❵✾❦✌r⑧↔ ✏➝➆ ✒✧➨⑧❼⑧➂❫q①❦➔❬✎➩

❜❯↔➤❦❞②→➀♦❬↕❼✳➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤➁❼➇♠❞qsr❅➂✞❵✏➭❧q①❦♥♠➁❦✾➟✉q➙♠⑥q①❦●❦❞②→➀➁❬✶♠♦❬→❼➇♠✺➟③❼➇♠●♠♦❬❫qs❦⑥❾◗r✉qs➂❅♠✺➟✉♠❞❬❫❵❷❦➔❵❳♠●r✉↔❨➀❳r✉➂❅♠➁❼✉➀✏♠■↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦■❼✉➂→❿❷⑦♥r❅q➙➂③♠
❼❅➀➜♠❞②❏❼➇♠❞r❅⑤⑥♠♦r✉⑤➁✇③②❫❵✾❦✧➀❳r✉❴✄❾◗❵❳➂→❦♦❼➇♠♦❵⑩↔➝r✉⑤✧♠❞❬→❵➡✈❅⑤♦❼✿➨❥q➣♠♥✐✄❵❀❲❇❵✾➀➜♠✺➩➦❝⑩↔✠➀❳r✉②❫⑤➁❦❞❵✉➟❥❦❞②→➀➁❬✜❼✶❦❞❵✏♠✌❿❧r❧❵✾❦❞➂✧✓ ♠✌❼✉t➙➠✧❼✿✐❧❦➦❵✏➭ ▼
q①❦♥♠✺➩●➫✖❬❫❵✾➂☛♠♦❬❫❵✔➀❳r✉➂❅♠➁❼✉➀✏♠✌❾◗r❅q➙➂③♠♦❦❽❼⑧⑤♦❵✳❼⑧tst➤q➙➂❃❼✆❦♦❼⑧❴✄❵✫❬❫r❅⑤❞q✬✮❳r❅➂❅♠♦❼✉t❇❾→ts❼✉➂❫❵✉➟❫r❅➂❫t➙✐➍➂→r✉⑤♦❴✄❼✉t➤➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠✌↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦
❬→❼✿➨✉❵❭♠❞r✔♣◗❵⑩➀✏r✉➂❏❦➔q①❿❧❵❳⑤♦❵✾❿❨➩ ✎ r❅❴✄q➙➂❫✈✫♠♦❬❫❵❳➂✆♣→❼❅➀♦➧✩♠❞r✳♠❞❬❫❵❷❦♥♠➁❼➇♠❞q①➀❭➠✌⑤♦❵❳➂❏➀♦❬✆❼⑧tstsr✿➠❽❦■❵✾❼❅❦➔qst➙✐✔♠♦r✔❦❞❬❫r➇➠✤♠♦❬→❼➇♠●♠♦❬❫❵
❦➔♠♦❼⑧♠❞q①➀✌❵✾✇③②❫qst➙qs♣❫⑤♦q➙②→❴ ➀✏r✉➂→❿❫q➣♠♦q➙r❅➂✆⑤❞❵✺❿❧②→➀✏❵✺❦■♠❞r✳♠♦❬❫❵❷➀✏t①❼✉❦♦❦➔q①➀❳❼✉t❫r✉➂❫❵❅➢✎♠❞❬→❵⑩❾❫⑤❞r⑧⑦♥❵✺➀➜♠❞qsr✉➂✆r⑧↔❇♠♦❬❫❵⑩⑤❞r❅♣◗r⑧♠☞✓ ❦⑥➀✏❵❳➂③♠❞❵❳⑤
r✉↔❲❴✆❼❅❦❞❦✌♣◗❵❳tsr✉➂❫✈③❦✧♠♦r✄♠❞❬❫❵✩➀✏r❅➂③➨✉❵❳➭➍❬❥②❫t➙t✠r⑧↔■➀✏r❅➂❅♠♦❼❅➀➜♠❽❾◗r✉qs➂❅♠➁❦❳➢

xCoM ∈ D
➩➦❜➯➂➪r✉♠❞❬❫❵✾⑤❽➀✾❼✉❦❞❵✾❦✾➟❥♠➁❼⑧➂❫✈❅❵❳➂❅♠♦qs❼✉t

↔➝r❅⑤♦➀✏❵✺❦✧❬❏❼✺➨✉❵➡♠❞r✆♣◗❵➡♠➁❼⑧➧✉❵✾➂✜qs➂❅♠♦r✆❼❅➀❳➀❳r✉②❫➂③♠✾➩

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



❋✺➈ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

✣✎❵✏♠✜②→❦➍➂❫r✿➠ qs➂❅♠♦⑤❞r❧❿❫②→➀✏❵➲❼◆♠♦q➙❴✄❵➲➨⑧❼⑧⑤♦qs❼⑧♠❞qsr✉➂ r⑧↔
qeq

➩✗❩❭❬❫❵❳➂✖♠❞❬❫❵➲❾❫⑤♦❵❳➨❥qsr✉②→❦↕❵✾✇③②❫qstsq➙♣❫⑤♦qs②❫❴✪➀✏r✉➂❏❿❧q➣♠♦q➙r❅➂
♣◗❵✾➀❳r✉❴✄❵✾❦✾➢

xCoM (t) ∈ D(t) ∀t ∈ [0, T ]
✏✼➅ ✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵
T
qs❦❷♠❞❬❫❵✄➀✏r❅➂→❦➔q①❿❧❵❳⑤♦❵✾❿➪♠♦❵❳❴✄❾◗r✉⑤➁❼⑧t❲❬❫r✉⑤♦q✫✮✾r✉➂➤➩✫❹❽❴✄r✉➂❫✈➍♠♦❬❫❵✾❦❞❵✩♠❞qs❴✄❵❀▼❯➨➇❼✉⑤❞✐❥qs➂❫✈✆♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r✉⑤♦qs❵✾❦✾➟◗❦❞r✉❴✄❵

➀➁❬→❼⑧⑤➁❼✉➀✏♠❞❵❳⑤♦q✬✮❳❵⑩♠♦❬❫❵✔❦➔r✛▼❯➀✾❼⑧tst➙❵✺❿ ➎✾➏✾➑❧➏❆❁Ù➒ ➽ ➑✲✴❙❘✤❁ ✿✁� ➟❫❼✞➞→⑤➁❦➔♠❽❿❧❵✏➞❏➂❫q➣♠♦q➙r❅➂➪r⑧↔❲➠✌❬❫q①➀♦❬➪qs❦✌➂❫r➇➠❢❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫ts❵✉➢
� ☞★✞ ✚✝✞✫✍✬✦✁� ✚✢✜ ✂ ✍✎☞ ✚✄� ✚✝✜ ✂ ✞✫✍ ✁ ✡ ✁ ✚ ✦★✏✝✆☎✞ ✍✠✆☎✰☛✏✝✰ ☞ ☞❀✡ ✌❀✰☛✡ ✆✵✦✙✡ ✏✓✒ ✦✙✏✢✆✆☎✧✔✢✰ ✠ ✚✢✞ ✍✬✏✢✆ ☞✪✡ ✆ ☞✌✰ ✠✌✍✠✆✖✔ ✞❙✟ ✡ ✒❀✏ ✠✝� ✚✡✠ ✘
✗ ✠ ✏☞✔ ✠ ✡❀☞★☞★✍✬✏✢✆ ✚✝✆✵✘ ✩✳✚✢✍✠✆☛✞ ✚✝✍✠✆☛✍✠✆✖✔ ✞❙✟ ✡ ✡ ✠ ✡★✦❀✞ ✡✙✘ ✗☛✏ ☞✌✍✠✞ ✍✬✏✢✆ ✏✓✒ ✞✠✟☛✡✱☞★✄ ☞✌✞ ✡❀✩ ☞★✍✠✩ ✰✲✜ ✞ ✚✝✆❯✡★✏✝✰ ☞✌✜ ✄ ✠✳☞✌✰☛✦★✟ ✞✠✟☛✚✝✞✖✚✝✞
✡★✚✛✦★✟ ✍✠✆ ☞✌✞ ✚✝✆☎✞ ✞❙✟ ✡✱☞★✞ ✚✝✞✫✍✬✦ ✡ ✌ ✰✲✍✎✜ ✍✬✸ ✠✌✍✠✰✲✩ ✦✙✏✢✆❯✘✢✍✠✞ ✍✬✏✝✆ ✞✟✞ ✠✪✍✎☞ ☞ ✚✝✞✫✍✎☞✠☎ ✡✙✘ ➩
❝❷♣❥➨③qsr✉②❏❦➔ts✐✉➟◗♠♦❬❫❵✞♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞✐➪r⑧↔

xCoM (t)
❦➔❬❫r❅②❫t①❿❺♣◗❵✄➀✏r❅➂❅♠♦q➙➂❥②❫r✉②→❦☛✡⑧➩✞❩❭❬❫qs❦✫⑤❞❵✺✇❅②→q➙⑤♦❵✾❦⑩♠❞❬→❼⑧♠ ∫ T

0
D(t)dtq①❦✌➀❳r✉➂❫➂❫❵❳➭❨➟❧➠✌❬❫q①➀♦❬➪q➙❴✄❾❫tsqs❵✾❦❭♠❞❬→❼⑧♠✾➟❫➂❫❵✺➀✏❵✺❦❞❦♦❼⑧⑤♦q➙ts✐❅➟❥❼✄❦➔♠♦❼⑧♠❞q①➀➡➠✧❼✉t➙➧↕qs➂→➀✏ts②→❿❧❵✺❦❽❿❧r✉②❫♣→t➙❵✔❦➔②❫❾→❾◗r✉⑤❞♠❭❾→❬→❼✉❦❞❵✾❦✾➩

❹ t①❼✉❦➔♠➍❾◗r❅q➙➂③♠➍♠❞r✤♣◗❵✙❼✉❿❫❿❧⑤♦❵✾❦♦❦❞❵✾❿ qs➂✖♠❞❬❫q①❦✜❦❞❵✾➀➜♠♦qsr✉➂➵❿❧❵✾➨✉r⑧♠❞❵✺❿ ♠♦r✤❦➔♠♦❼⑧♠❞q①➀❃❵✾✇③②❫qstsq➙♣→⑤❞qs②❫❴ q①❦↕♠❞❬❫❵✙r✉➂❫❵❺r✉↔
❇⑥➾ ➎❳➏☞☛✎➐➇➑✲✴✩➒ ➾ ✿ ➏✾➐ ➾ ✴ ➩❺❩❭❬→qs❦✩❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦❞q➙r❅➂✥q①❦✩ts❼✉⑤❞✈❅❵❳ts✐➲②→❦➔❵✺❿◆qs➂ ♣→q➙r❅❴✶❵✺➀♦❬❏❼⑧➂❫q①➀❳❦✩❼⑧➂❏❿◆➂❫❵❳②→⑤❞r③❦❞➀❳q➙❵✾➂→➀✏❵↕❿❧r✛▼
❴✆❼⑧qs➂→❦✾➟●❼✉➂→❿ ❿❫❵✾❦➔❵✾⑤❞➨✉❵✺❦✩❬❫❵❳⑤♦❵↕♠♦r✙♣◗❵➍↔➝r✉⑤♦❴✆❼⑧tsq✫✮✾❵✾❿❨➩◆❻✌❵✾➀✾❼⑧tst➙qs➂❫✈❺♠♦❬→❼➇♠✳❇⑥➾ ➎✾➏ ☛✠➐ ➺✥qs❦✞➂→r➲❴✄r❅⑤❞❵↕♠♦❬→❼⑧➂ ♠♦❬❫❵
qs➂❅♠♦❵❳⑤♦➂→❼⑧t✠➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤➁❼➇♠❞qsr✉➂✎➟❫q➣♠❷q①❦⑩➀❳t➙❵✺❼⑧⑤✌♠♦❬→❼➇♠➡❼⑧➂❥✐✜➧❥q➙➂❏❿➪r⑧↔●➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t➤q①❦ ★ ❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t ✩✫q➙➂➲❦➔r❅❴✄❵✔❦❞❵❳➂→❦❞❵✉➟◗❦➔qs➂→➀❳❵
♠♦❬❫❵✜❼✉❦♦❦➔r❫➀✏q①❼➇♠❞❵✺❿✥❦❞②❫♣→❦❞❵✏♠✞r✉↔✌❾→❼⑧⑤➁❼⑧❴✄❵❳♠❞❵❳⑤➁❦✾➟

q2

➟✸q①❦✔qs➂③➨✉r❅t➙➨✉❵✺❿◆q➙➂✤❼✉t➙t✧➀❳❼❅❦➔❵✺❦✌☞ ❳⑩r➇➠➦❵❳➨✉❵❳⑤✺➟❲qs➂ r❅⑤♦❿❫❵❳⑤✳♠♦r❺♣◗❵
➀❳r✉❬❫❵❳⑤♦❵❳➂③♠●➠✌q➙♠❞❬✆♠❞❬❫❵❷➀✏r✉❴✄❴✄r✉➂✎➟❅❼✉t➣♠♦❬❫r✉②❫✈❅❬✆❦➔r❅❴✄❵✏♠❞qs❴✄❵✾❦●qs➂❅♠❞②→q➣♠♦q➙➨✉❵❅➟③②❫➂→❿❧❵✾⑤♦❦➔♠♦❼✉➂→❿❧qs➂❫✈✳r⑧↔❇♠❞❬→qs❦➦➀✏r❅➂→➀✏❵✾❾❧♠✾➟❅➠➦❵
❴✆❼✿✐✆♠❞⑤♦✐✆♠♦r✄✈❅q➙➨✉❵✳❼✄❦❞❾❏❵✺➀✏q➙➞❏➀✫❿❧❵❳➞→➂❫q➙♠❞qsr✉➂➪r⑧↔❲❾◗r③❦♥♠♦②❫⑤➁❼⑧t❨➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❇qs➂➪⑤❞r❅♣◗r⑧♠❞q①➀❳❦✾➩
✣✎❵✏♠✞②→❦✶➀✏r❅➂→❦➔q①❿❧❵✾⑤✔♠❞❬❫❵☛➀❳❼❅❦➔❵↕➠✌❬→❵❳⑤♦❵✉➟■❿❧❵✺❦➔❾❫q➙♠❞❵➍♠❞❬❫❵➍↔Ù❼✉➀✏♠✩♠♦❬→❼➇♠✞♠❞❬❫❵✜❵✾✇③②❫qstsq➙♣❫⑤♦qs②❫❴ ➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤➁❼➇♠❞qsr✉➂

qeq

qs❦
♠♦q➙❴✄❵❀▼❯➨➇❼✉⑤❞✐❥qs➂❫✈→➟➦➠➦❵❺❬→❼✺➨✉❵

D(t) = D(0) ∀t ∈ [0, T ]
➩❢❩❭❬❫❵➲❦➔❵❳♠↕r✉↔✫➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠↕❾❏r❅qs➂❅♠♦❦↕qs❦✆♠❞❬❫❵✾⑤❞❵❳↔➝r✉⑤♦❵

➞❫➭❧❵✺❿❨➩✤❹⑩❦♦❦➔②→❴✶qs➂❫✈✙♠❞❬→❼⑧♠✆❼⑧tst✧↔➝r✉⑤♦❵✾➀✏r❅❴✄q➙➂❫✈✙❴✄r⑧♠❞qsr✉➂❏❦✞➠✌qst➙t✌➂❫r⑧♠✆❼✝❲❇❵✾➀✏♠✶♠❞❬❫❵❃➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠✶↔➳r❅⑤♦➀❳❵✾❦✞qs➂ ❦➔②❏➀♦❬ ❼
➠✧❼✿✐➍♠❞❬❏❼➇♠⑩♠❞❬❫q①❦❷❦➔❵❳♠⑩♣◗❵✔❴✄r❧❿❫q➣➞→❵✺❿❨➟→♠♦❬❫❵✩❾❏r③❦♥♠♦②❫⑤♦❵✳❴✆❼✺✐✜♠❞❬❫❵✾⑤❞❵❳↔➝r✉⑤♦❵✳❵❳➨✉r❅t➙➨✉❵✳qs➂❃♠❞❬❫❵✔♠❞qs❴✄❵✩➠✌❬❫q➙ts❵✩❵❳➂→❦❞②❫⑤❞qs➂❫✈
♠♦❬→❼➇♠✫❵✺✇◗➩ ✏P➅ ✒⑩q①❦✫❦❞❼⑧♠❞q①❦♥➞❏❵✾❿❺➠✌q➙♠❞❬

D
➀✏r❅➂→❦♥♠➁❼⑧➂③♠✾➩✑❳❽r➇➠➦❵❳➨❅❵❳⑤✺➟◗↔➝r✉⑤➡♠❞❬❫q①❦➡➧❥qs➂→❿➲r✉↔⑥♣◗❵❳❬❏❼✺➨❥qsr✉⑤❷♠❞r☛♣◗❵✄❼⑧tstsr✿➠➦❵✺❿❨➟

q➙♠❷qs❦⑩➂❫❵✾➀✏❵✺❦❞❦♦❼⑧⑤♦✐↕♠❞r↕♣◗❵✞❦➔②❫⑤♦❵✳♠❞❬→❼⑧♠❽♠♦❬❫❵✞❦➔②❫♣→❴✄❼✉➂❫q➙↔➝r✉t①❿➪q➙➂❺➠✌❬❫q①➀♦❬
q
➀❳❼⑧➂❃tsq➙➨✉❵✩qs❦❽➂→r⑧♠✚✮✾❵❳⑤♦r↕❿❧qs❴✶❵✾➂→❦❞q➙r❅➂→❼⑧tP➩

❩❭❬❫q①❦✳❾◗r✉qs➂❅♠✔q①❦✫tsqs➂❫➧✉❵✾❿✙♠❞r➪♠❞❬❫❵↕➀❳r✉➂→➀❳❵❳❾❧♠✔r⑧↔ ➏✾➑❫➎✧❘❙➐ ➺ ➚✍☛ ✿ ➚❲➑ ✿ ➒ ➻ ✔ ✺ ❍ ✖❯➩↕❛✧⑤♦q➙❵❳➛→✐❅➟❨♠❞❬→❵✆♣→❼✉❦❞q①❦✫qs❦✫♠❞r❺❿❧❵❀▼
➞→➂❫❵✩❦➔r❅❴✄❵ ★ ❾❫⑤♦qsr✉⑤♦q➣♠♥✐✕✩⑩♠♦❼❅❦➔➧❧❦❭②❫➂❏❿❧❵❳⑤✌♠♦❬❫❵✫↔➝r✉⑤♦❴✒r⑧↔■❼⑧ts✈✉❵✾♣❫⑤♦❼✉qs➀❷❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂→❦✾➟❧➠✌❬❫q①➀➁❬➪❬→❼✺➨✉❵✫♠❞r✆♣◗❵✔❼✉➀➁❬❫q➙❵✾➨✉❵✾❿
➠✌❬→❼⑧♠❞❵✾➨✉❵❳⑤●♠❞❬→❵⑩❾◗r❅❦➔♠❞②→⑤❞❵❅➩ ✎ ts❵✾❼✉⑤❞ts✐✉➟③❼✫➞❏⑤♦❦➔♠➦r✉➂❫❵⑩qs❦⑥➂❫❵✾❵✾❿❧❵✺❿✄♠❞r✞❦♦❼➇♠❞q①❦➔↔➝✐✶➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠⑥❵✺✇◗➩ ✏P➅ ✒➜➟❅↔➝r✉⑤➦❵✏➭❫❼✉❴✶❾→t➙❵❅➢
xCoM (q(t))−xCoM (q(0)) = 0

➟➇➠✌❬❫q①➀♦❬✩qs❦✸➊ ▼➯❿❧q➙❴✄❵✾➂→❦➔qsr✉➂❏❼⑧tP➩❲❝⑩♠❞❬❫❵✾⑤✎r❅➂❫❵✾❦✠❿❧❵✾❾◗❵❳➂→❿✔r✉➂✳♠❞❬❫❵✧❼✉❾❫❾❫tsqs➀✾❼➇♠❞qsr✉➂✎➢
➧✉❵✾❵❳❾❫qs➂❫✈✄➀✏r✉➂❏❦♥♠➁❼⑧➂❅♠✧♠♦❬❫❵➡❬→❵❳qs✈✉❬❅♠✌r⑧↔✎♠❞❬→❵ ✎ r③❸ ➟❥❴✆❼⑧qs➂❅♠➁❼⑧qs➂❫qs➂❫✈✩♠♦❬❫❵✫❬❫❵✾❼❅❿➍r✉⑤ ✛➇❼⑧➂❏❿✄♠❞❬❫❵✳❼⑧⑤♦❴✆❦➦❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂❫ts❵✾❦♦❦❳➟
❵❳♠♦➀⑧➩s➩s➩ ❜➯➂ ❼✉➂③✐ ➀✾❼✉❦❞❵✉➟■♠❞❬❫❵✺❦➔❵☛r⑧♠♦❬❫❵❳⑤✞♠♦❼❅❦➔➧❧❦✶❦❞❬❫r✉②❫t①❿ ♣◗❵➪❼⑧tst✧✈❅❼⑧♠❞❬❫❵✾⑤❞❵✺❿ ②❫➂→❿❧❵✾⑤✞♠♦❬❫❵✜↔➝r✉⑤♦❴

f(q(t)) = 0
➟

❼❅❦❞❦❞②❫❴✄❵✾❿➍♠❞r✄♣◗❵
m
▼➯❿❧qs❴✄❵❳➂→❦❞q➙r❅➂→❼⑧tP➩

✎❲qs➂→❼⑧tst➙✐❅➟❇❼✆❾◗r❅❦➔♠❞②→⑤♦❼✉t➤❴✄r❧❿❫q➣➞❏➀✾❼➇♠♦q➙r❅➂➤➟❏②❫➂→❿❧❵✾⑤⑩♠❞❬❫❵✶➀✏r❅➂→❦♥♠♦⑤➁❼⑧qs➂❅♠⑩r⑧↔⑥❼✉➀➁❬❫qs❵❳➨❥q➙➂→✈✄♠♦❬❫❵✩❾→⑤❞qsr✉⑤♦q➣♠♥✐➍♠➁❼✉❦❞➧❥❦✾➟❏qs❦⑩qs➂✲▼
♠♦②❫q➣♠♦q➙➨✉❵✾t➙✐➲❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫ts❵✶q➣↔

2 + m < n − 6
➩✄❩❭❬❫q①❦✫❿❧❵✺❦➔qs⑤♦❵✾❿➲❴✄r❧❿❧q➙➞❏➀❳❼⑧♠❞qsr✉➂➤➟➤➠✌❬❫q①➀♦❬✥❴✆❼✺✐❺♣◗❵✶↔➝r✉⑤✫❵❳➭❧❼✉❴✄❾❫t➙❵

❼➪♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞✐✥❦➔❾◗❵✺➀✏q➙➞→❵✾❿◆qs➂✤❼⑧➂ ❼✉❾❫❾❫⑤♦r✉❾❫⑤♦qs❼⑧♠❞❵↕❦➔❾→❼❅➀✏❵❅➟❲❬→❼✉❦✳♠♦❬❫❵✜❦➔♠♦❼➇♠♦②→❦✔r✉↔❽❼❺❦❞❵✾➀✏r❅➂→❿❫❼⑧⑤♦✐❺♠♦❼❅❦➔➧❇➩❃❜❯↔❭♠♦❬❫❵
❿❧qs❴✄❵❳➂→❦❞qsr✉➂◆r✉↔✧♠♦❬❫❵➍❿❧❵✺❦➔qs⑤❞❵✺❿✥❴✄r❧❿❧q➙➞❏➀❳❼⑧♠❞qsr✉➂◆qs❦✔❵❳➭❫❼✉➀➜♠♦t➙✐

n − 6 − (m + 2)
➟✸❼✉➂→❿◆q➣↔❽❼✉t➙t●♠❞❬❫❵↕♠♦❼❅❦➔➧❧❦✔❼⑧⑤♦❵

➀❳r✉❴✄❾→❼➇♠♦q➙♣→t➙❵✳❼⑧➂→❿✜qs➂→❿❧❵✾❾◗❵❳➂→❿❧❵✾➂❅♠✺➟❧♠♦❬❫❵❳✐✜➀❳❼✉➂✜♣◗❵✫♠❞❬❫❵✾r✉⑤♦❵✏♠❞q①➀❳❼✉t➙ts✐✆❾◗❵✾⑤➔↔➝❵✺➀➜♠❞ts✐✜❼✉➀➁❬❫q➙❵✾➨✉❵✾❿❨➩✸❜❯↔❲♠❞❬❫❵✔❿❧qs❴✄❵❳➂→❦❞q➙r❅➂
r✉↔⑥♠❞❬❫❵↕❦➔❵✺➀✏r✉➂→❿→❼⑧⑤♦✐☛♠♦❼❅❦➔➧❺qs❦✫✈✉⑤♦❵✾❼⑧♠❞❵❳⑤✺➟◗♠♦❬❫❵❳➂✥q➙♠✔➀✾❼⑧➂✙♣◗❵✄❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➔❵✺❿➲❼✉❦❷♠♦❬❫❵✄✈❅⑤♦❼❅❿❧q➙❵✾➂❅♠✫r⑧↔✧❼✜↔➝②❫➂→➀➜♠♦qsr✉➂✙♠❞r
♣◗❵✶❴✄q➙➂❫qs❴✄q✫✮✾❵✾❿❨➟➤➠✌❬❫q①➀♦❬✙q①❦❷❾❫⑤♦r⑧⑦♥❵✾➀➜♠♦❵✾❿❺r❅➂❺♠❞❬❫❵✶❾→⑤❞qsr✉⑤♦q➣♠♥✐☛♠♦❼✉❦❞➧➪qs➂→➀✏ts②→❿❧qs➂❫✈➪➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠❷❵✺✇◗➩ ✏P➅ ✒ ✔●❋✺➅❅➅ ✖P➩✳❜➯➂
♠♦❬→❼➇♠✧➀✾❼✉❦❞❵✉➟✉♠♦❬❫❵❷❦❞❵✾➀✏r❅➂→❿❫❼✉⑤❞✐✔♠➁❼✉❦❞➧❧❦⑥➀❳❼✉➂✆r✉➂→t➙✐✶♣◗❵❷➀✏r❅❴✄❾❫t➙❵❳♠❞❵✺❿✆❼✉❾❫❾❫⑤♦r✺➭❧qs❴✆❼➇♠❞❵✾t➙✐❅➩❲❩❭❬❫❵❷❦❞r✢▼❯➀✾❼⑧tsts❵✾❿✶❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t✎➀✾❼⑧➂➪♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r❅⑤❞❵✔♣◗❵✔➞→➂→❼⑧tsts✐☛❿❫❵✏➞→➂❫❵✺❿❺❼✉❦⑩❼↕➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t✠❦❞➀➁❬❫❵❳❴✄❵✩➠✌❬❫q①➀♦❬❺q①❦⑩❼✉q➙❴✄❵✺❿❃❼➇♠❷❵❳➂→❦❞②❫⑤♦q➙➂→✈✄♠♦❬❫❵
❾❫❬❥✐❧❦➔q①➀❳❼✉t❇⑤♦❵✾❼✉t➙q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂✜r⑧↔✸❼✉t➙t❇♠♦❬❫❵✾❦❞❵✫♠♦❼✉❦❞➧❧❦❳➩

✍ ò✺Ø✺❮✠❒✺➬✏❒❷❒✿Ú♥á➔Ú♥Ð✼Ð❯❐➁×Ù✃❰Ï ✓⑩❮ ✑✠✃❰á♥Ú➯Ñ➳Û✿✃ ✎✉Ú♥×ÙÚ➔❒✏❮✼✃➣❐➁ò✺Ï❰Ú⑥Ú➯ð✏Ú♥× ✓ ✑✎➱✿Ú➔×✼Ú➜Ô⑧ò✉Ú♥á➔❐➁Ø✿Ð✼Ú⑥➬✘✔❫✃❰ê✌➮➇❐➁á➯❮PÐ ✙

➶➳➹❲➘➤➶➳➴



�✂✁☎✄✝✆☎✞✠✟☛✡✌☞✌✍✎☞✑✏✓✒✕✔✖✍ ✗☛✡✙✘✛✚✢✜✤✣✥✏✧✦★✏✝✩✪✏✝✞✫✍✬✏✝✆✭✍✠✆✯✮✱✰✲✩✳✚✢✆✴✚✝✆✵✘✑✶✷✏✹✸✙✏✢✞✬☞ ❋✛❋

❃✡✠●◆ ✠✎❃ � ➻ ✿ ➑✲✌ ❁Ù➒ ➺✟✞ ☛ ❁ ✴✬❁Ù➌✠➐✝❁✰☛ ✌ ➑ ✿ ➚✖➎✾➏✾➑❧➌❉❁ ✴ ❁➝➏ ➻
❩❭❬❫❵✫➀❳r✉➂→➀❳❵❳❾❧♠❭r✉↔ ➚ ➻ ✿ ➑✲✌ ❁Ù➒❅➑✲✴ ➺✟✞ ☛ ❁✰✴✬❁Ù➌✠➐✝❁ ☛✍✌ q①❦❭❼✞t➙q➙♠❞♠❞ts❵➡❴✄r❅⑤❞❵➡❿❧q �↕➀✏②❫t➙♠❭♠♦r✶❼✉❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬✆↔➝r❅⑤❞❴✆❼⑧tsts✐✉➩❲➫✥❵
➀✾❼⑧➂ ↔➝r✉⑤✆❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵❃❦❞❼✿✐ ♠❞❬→❼⑧♠↕❼◆❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ ⑤♦❵❳❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂③♠❞❵✺❿✤♣③✐ ❼✥➂❫r✉➂❫tsqs➂❫❵✾❼✉⑤✆❿❧q❩❲◗❵✾⑤❞❵✾➂❅♠♦qs❼✉t✌❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂ qs❦✆q➙➂
❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✾❼⑧t◗❵✾✇③②❫qst➙qs♣❫⑤♦q➙②❫❴ q➙↔♥➟❧❦➔♠♦❼✉⑤➔♠♦q➙➂❫✈✔↔➝⑤♦r✉❴ ✈✉qs➨✉❵❳➂➍q➙➂❫q➙♠❞q①❼⑧t❨➀✏r❅➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂→❦✾➟③q➙♠✌❦♥♠➁❼✺✐❧❦➦r✉➂✜❼✩➀❳t➙r③❦➔❵✺❿↕➀✏②→⑤❞➨✉❵❷q➙➂
♠♦❬❫❵❭❾→❬→❼✉❦❞❵❭❦❞❾→❼❅➀✏❵✉➟⑧qP➩ ❵✉➩✸❼✫➀✏tsr❅❦❞❵✧r✉⑤♦♣❫q➙♠✾➩✠➫✥❵❭➠✌qstst❫➀❳r✉❴✄❵❭♣→❼✉➀➁➧✔ts❼⑧♠❞❵✾⑤❲♠♦r➡♠❞❬❫q①❦■❾◗r✉qs➂❅♠✺➩❲❜➯➂✞♠❞❬❫❵❽➀❳❼❅❦➔❵❭r⑧↔◗♣❫qs❾◗❵✾❿
⑤♦r✉♣◗r✉♠✾➟ ✞❙✟ ✡ ✘✝✄✝✆✵✚✝✩ ✍✬✦✙✚✢✜ ✡ ✌❀✰✲✍✠✜ ✍✬✸ ✠✌✍✠✰✲✩ ✦✙✚✢✆ ✸✙✡✕✍✠✆☛✞✫✰✲✍✠✞✫✍ ✆✝✡ ✜ ✄✑✜ ✍✠✆ ✂✹✡✙✘ ✞ ✏✱✞❙✟ ✡✕✍✬✘✛✡★✚✳✏✓✒✕✚✖✗ ✏✝☞✙☞✌✍✬✸ ✜❩✡ ✩✳✏ ✆ ✡ ✩✪✡❀✆☎✞ ➩
❜➯➂✄↔Ù❼❅➀➜♠✺➟✉♠♦❬❫❵⑩❦❞✐❧❦➔♠❞❵❳❴ ➀❳❼⑧➂↕❼✉➀➁❬❫qs❵❳➨✉❵⑩❼✳❿❫❵✾❦❞q➙⑤♦❵✾❿✄❴✶r➇➨✉❵❳❴✄❵✾➂❅♠⑥q➙↔➤❼✉➂→❿✄r✉➂❫ts✐✞q➙↔❇♠♦❬❫❵❽♠❞r⑧♠➁❼⑧t→➠✌⑤♦❵❳➂❏➀♦❬✆r⑧↔❨✈✉⑤➁❼✿➨③q➙♠♥✐
❼✉➂→❿☛➀✏r❅➂❅♠♦❼❅➀➜♠❭↔➝r❅⑤♦➀❳❵✾❦✧q①❦✌❵✾✇③②→❼⑧t❇♠♦r✶♠♦❬❫❵✔❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀➡➠✌⑤❞❵✾➂→➀➁❬✜r✉↔✠♠❞❬→❵✫⑤♦r✉♣◗r✉♠✾➩
❜➯➂✞♠❞❬❫❵❽➀❳❼✉❦❞❵✧➠✌❬❫❵❳⑤♦❵❭❼⑧tst❧➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠✸❾◗r✉qs➂❅♠➁❦■❼⑧⑤♦❵➦qs➂✩♠♦❬❫❵✌❦♦❼⑧❴✄❵✧❾❫t①❼⑧➂❫❵❅➟⑧q➣♠⑥➀❳❼⑧➂✞♣◗❵✌❦❞❬❫r➇➠✌➂✩♠❞❬→❼⑧♠✸♠❞❬❫❵✾⑤❞❵❭❵✏➭❧qs❦➔♠➁❦✸❼
❾◗r❅q➙➂③♠➦q➙➂✆♠❞❬→qs❦➦❾❫ts❼✉➂❫❵❷❼⑧⑤♦r✉②❫➂→❿✄➠✌❬❫qs➀➁❬✆♠❞❬→❵⑩❬❫r✉⑤♦q✬✮❳r✉➂③♠♦❼✉t❫⑤♦r⑧♠➁❼➇♠❞qsr✉➂✆❴✶r❅❴✄❵❳➂❅♠♦②❫❴ r⑧↔➤✈✉⑤➁❼✺➨❥q➙♠➯✐✶❼⑧➂→❿↕❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀
↔➝r❅⑤♦➀✏❵✺❦✸➨⑧❼⑧➂❫q①❦➔❬→❵✾❦❳➩❲❩❭❬→qs❦●❾◗r✉qs➂❅♠⑥qs❦■➧❥➂❫r➇➠✌➂✆❼✉❦✂✁●➺ ➐ ➾ ✳➃➾ ✌ ➺ ✿ ➏☎✄ ➾ ❁ ✿ ➏ ✏✝✆❇❸❃④ ▼ ✔ ➊✉➈❅➊ ✖ ✒➜➟❅♣❫②❫♠⑥q➣♠⑥q①❦●❼⑧t①❦❞r➡➂→r
❴✄r✉⑤♦❵❷♠♦❬→❼⑧➂✜♠♦❬❫❵ ❬ ➺ ✿ ➏ ➺ ➐ ➾ ❚✞✄✫➐ ➺ ➎✾➎☞☛✠➐ ➺ ✏ ✎ r✉④ ✒➜➩❫➫✖❬❫❵✾➂➪❼❅➀❳➀✏❵✾t➙❵✾⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂→❦✧❼✉➂→❿✜➨✉❵❳tsr❧➀✏q➙♠❞qs❵✾❦✌❼⑧⑤♦❵➡❵✾✇③②→❼⑧t❇♠❞r
✮✾❵❳⑤❞r❏➟⑧♠❞❬→qs❦⑥❾◗r❅q➙➂③♠⑥q①❦⑥❦❞qs❴✶❾→t➙✐✞♠❞❬→❵❽❾→⑤❞r⑧⑦♥❵✾➀✏♠❞qsr✉➂✆r⑧↔❇♠♦❬❫❵ ✎ ❵❳➂❅♠♦❵❳⑤➦r⑧↔➤❸❺❼✉❦♦❦ ✏ ✎ r③❸ ✒✸❵✾➨✉r✉➧✉❵✺❿✶q➙➂✆♠❞❬❫❵⑩❾→⑤❞❵✾➨③qsr✉②❏❦
❦❞❵✾➀➜♠♦qsr✉➂➤➩
❳⑩r✿➠➦❵✾➨✉❵❳⑤✺➟✾♠♦❬❫qs❦✠❾◗r❅q➙➂③♠✸➀❳❼⑧➂ ✓ ♠❲♣◗❵➦②→❦➔❵✺❿✫♠♦r❷➀➁❬→❼⑧⑤➁❼✉➀➜♠♦❵❳⑤♦q✬✮❳❵✸♠♦❬❫❵✧❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀❳❼✉t❅❵✾✇③②❫qst➙qs♣❫⑤♦q➙②❫❴ ❼❅❦➤♠❞❬→❵➦❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫qst➙q➙♠♥✐
r✉↔✸❼✉➀➁❬❫qs❵❳➨❥q➙➂→✈✄❼✶❴✄r⑧♠♦qsr✉➂☛➠✌❬❫q①➀♦❬➪❴✆❼⑧qs➂❅♠➁❼⑧qs➂→❦✧♠♦❬❫❵ ✎ r❅④ qs➂→❦❞qs❿❧❵✫♠♦❬❫❵✔➀✏r❅➂③➨✉❵✏➭➍❬❥②❫tst➤r⑧↔■➀✏r❅➂❅♠♦❼❅➀➜♠✌❾◗r❅q➙➂③♠♦❦✾➟→❼✉❦
❦❞r❥r✉➂➲❼✉❦⑩♠❞❬❫❵✺❦➔❵✄➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠➡❾◗r✉qs➂❅♠♦❦✫❼⑧⑤♦❵ ✆❯✏✝✞ q➙➂❺♠♦❬❫❵✄❦❞❼✉❴✶❵✞❬❫r✉⑤♦q✬✮❳r✉➂③♠♦❼✉t✎❾→ts❼✉➂❫❵✉➩✔❣❥❾◗❵✾➀❳q➣➞❏➀✶❿❧❵❳⑤♦qs➨➇❼➇♠♦q➙r❅➂→❦❷❼⑧⑤❞❵
♠♦❬❫❵❳➂ ➂❫❵✾❵✾❿❧❵✺❿❨➩➲❸❃r❅⑤❞❵✾r✿➨✉❵✾⑤✾➟✎♠♦❼✉➂❫✈✉❵✾➂❅♠♦qs❼✉t☎✏Ù❦❞tsqs❿❧qs➂❫✈✍✒✫↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦✩❼✉⑤❞❵↕➂❫r✉♠✔♠➁❼⑧➧✉❵✾➂ qs➂❅♠❞r✙❼❅➀❳➀✏r❅②❫➂❅♠✞q➙➂✤❼✟✆❨❸❃④ ▼
♣→❼❅❦➔❵✺❿❃❼⑧❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬➤➩✌❹➃⑤♦q➙✈❅❬❅♠❷❼✉➂→❿➪✈❅❵❳➂❫❵❳⑤♦q①➀✫➠✧❼✿✐✜r✉↔●❦➔♠♦❼➇♠♦qs➂❫✈✆♠❞❬❫❵✞➽ ➑✲✴✬❘✤❁ ✿ � ➎✾➏✾➑❫➌ ❁✰✴✬❁➝➏ ➻✥q①❦⑩❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➔❵✺❿☛q➙➂
✔❰➊✲❋✿➊ ✖❧②→➂→❿❧❵❳⑤❲♠♦❬❫❵➦↔➝r✉⑤♦❴➪➢✎❼❷➂❫❵✾➀❳❵✾❦♦❦❞❼✉⑤❞✐✫➀❳r✉➂→❿❫q➣♠♦q➙r❅➂✔↔➝r✉⑤■❼⑩➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈➡❦➔✐❧❦➔♠❞❵❳❴é♠♦r❷⑤♦❵✾❼✉t➙q✬✮❳❵✧❼⑩❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂✞❦❞❾◗❵✾➀✏q➙➞→❵✺❿
♣❥✐✶❼✫♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞✐

q(t)
r✉➂↕❼✳✈✉qs➨✉❵❳➂✄♠❞qs❴✄❵❽qs➂❅♠♦❵❳⑤♦➨➇❼✉t❫q①❦■♠♦❬→❼➇♠⑥♠❞❬❫❵✾⑤❞❵⑩❵✏➭❧qs❦➔♠♦❦⑥➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠●↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦

λ(t)
❦❞②→➀➁❬✄♠❞❬→❼⑧♠

{

M1(q)q̈ + N1(q, q̇)q̇ + G1(q) = C1(q)T λ

A(λ) ≥ 0

✏ ❱ ✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵✳♠❞❬❫❵✩➨✉❵✺➀➜♠❞r❅⑤❽qs➂❫❵✾✇③②→❼⑧tsq➙♠➯✐
A(λ) ≥ 0

❿❧❵✾➂❫r⑧♠♦❵✾❦⑩❼⑧tst✠➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠♦❦✌r❅➂➪➂→r✉⑤♦❴✄❼✉t ✏➝②→➂❫q➙t①❼➇♠♦❵❳⑤➁❼⑧tsq➣♠♥✐✓✒✌❼⑧➂→❿
♠➁❼⑧➂❫✈❅❵❳➂❅♠♦qs❼✉t✂✏ ✎ r❅②❫t➙r❅❴✩♣✜↔➝⑤❞q①➀➜♠♦q➙r❅➂ ✒➦↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦✾➩
✎❲qs➂→❼⑧tst➙✐❅➟❧♠❞❬❫❵✔❴✶r✉♠❞qsr✉➂➪➀✾❼⑧➂➪❿❧❵❳➞→➂❫q➙♠❞qs➨✉❵❳ts✐➍♣◗❵✔❼❅➀♦❬❫qs❵❳➨✉❵✺❿✜q➣↔❲♠♦❬❫❵✔❼✉➀✏♠❞②→❼⑧♠❞qsr✉➂✜↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦❭❼✉⑤❞❵✳❼⑧♣→t➙❵✫♠❞r✆❴✶❵✾❵✏♠✌♠♦❬❫❵
❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✾❼⑧t❨⑤❞❵✺✇③②❫q➙⑤♦❵❳❴✄❵✾➂❅♠♦❦❭r⑧↔✠♠♦❬❫❵✔❦❞❵✾➀✏r❅➂→❿➍❵✺✇③②→❼➇♠♦q➙r❅➂✜r⑧↔✸❵✾✇◗➩ ✏Ù➆ ✒✏➩

✣✎❵✏♠✶②→❦✞➂❫r➇➠ ➀✏r❅❴✶❵➍♠❞r➲♠❞❬❫❵✜q①❿❧❵✺❼❺r⑧↔ ➎❳➏✺➑❧➌ ❁✰✴✬❁Ù➏ ➻■➩✙❶⑥✇③②❫qst➙qs♣❫⑤♦q➙②→❴ ❼✉➂→❿ ❦➔♠♦❼✉♣❫qst➙q➙♠➯✐ ❼✉⑤❞❵➍r✉♣❥➨❥q➙r❅②→❦➔ts✐✥q➙➂❏❿❧❵❀▼
❾◗❵❳➂❏❿❧❵❳➂③♠☛➀❳r✉➂→➀❳❵❳❾❧♠➁❦❳➟⑩❦➔qs➂→➀❳❵➲❼✉➂✖❵✺✇❅②→q➙tsq➙♣→⑤❞qs②❫❴✪➀✾❼⑧➂➵♣❏❵✥❦♥♠➁❼⑧♣❫ts❵ ✏✼❼✤❦➔qs❴✄❾❫t➙❵✙❾◗❵❳➂→❿❧②❫ts②❫❴ ❦➔②❫♣→❴✶q➙♠➔♠♦❵✾❿✖♠❞r
➨❥q①❦❞➀❳r✉②→❦➦↔➝⑤♦qs➀✏♠❞qsr✉➂➪❼⑧➂→❿✜✈✉⑤➁❼✿➨③q➙♠♥✐✆❼⑧♠❭⑤♦❵✾❦➔♠ ✒✧❼❅❦✧➠➦❵✾t➙t➤❼❅❦✧②❫➂❏❦♥♠➁❼⑧♣❫ts❵ ✏➳♠♦❬❫❵✔❦❞❼✉❴✶❵✫❾◗❵❳➂→❿❧②❫ts②❫❴➪➟❫♣→②❧♠❽q➙➂❥➨✉❵❳⑤❞♠❞❵✾❿ ✒➜➩
❻✌r❅②❫✈✉❬❫ts✐❅➟✉❼✉➂✶❵✺✇❅②→q➙tsqs♣❫⑤❞qs②❫❴ ➀❳❼⑧➂✄♣◗❵❽❦♦❼⑧q①❿✶❼❅❦■❦➔♠♦❼✉♣❫ts❵✡✠❭q➙↔♥➟❅➠✌❬❫❵❳➂✄➠✧❵❽➀✏r❅➂→❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂✞♠❞❬→❵❽❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴➃♠♦r✳t➙❵✺❼✺➨✉❵❭♠❞❬❫q①❦
❵✺✇❅②→q➙tsq➙♣→⑤❞qs②❫❴➪➟❏q➣♠➡➀✏r❅❴✶❵✺❦✌♣→❼❅➀♦➧➍♠♦r✆♠❞❬❫❵✩❵✾✇③②❫qstsq➙♣❫⑤♦qs②❫❴ q➙↔■➠✧❵✔⑤❞❵✾ts❼⑧➭➍♠❞❬❫❵✞➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠✾➩ ✎→r✉⑤❷❦♥♠➁❼➇♠❞q①➀✳❵✾✇③②❫qstsq➙♣✲▼
⑤♦q➙②→❴☛➟❅♠❞❬→❼⑧♠➦❴✶❵✺❼⑧➂→❦●♠❞❬→❼⑧♠➦❼ ✏✼❦➔❴✆❼✉t➙t ✒■❿❫qs❦➔♠❞②❫⑤♦♣→❼✉➂→➀✏❵❽q①❦⑥❼✉♣→❦➔r❅⑤❞♣◗❵✺❿✞♣❥✐✞♠❞❬❫❵⑩♣❫qs❾◗❵✾❿➤➟③➠✌❬❫q①➀♦❬↕➠✌q➙tst❏ts❼⑧♠❞❵✾⑤⑥❴✶r➇➨✉❵
qs➂☛❦➔②→➀➁❬☛❼✩➠✧❼✿✐✶♠♦❬→❼➇♠✧♠♦❬❫❵➡❾❫⑤♦r⑧⑦♥❵✾➀➜♠♦qsr✉➂➍r⑧↔➤♠♦❬❫❵ ✎ r③❸ ➀✏r❅❴✄❵✾❦➦♣→❼❅➀♦➧✄♠❞r✶q➣♠➁❦✧❾❫⑤♦❵❳➨❥qsr✉②→❦➦❾◗r❅❦❞q➣♠♦q➙r❅➂➤➩✸❩❭❬→qs❦❭➀✾❼⑧➂
♣◗❵➍❿❧r✉➂❫❵✆↔➳r❅⑤✩❼❃❦❞❴✄❼✉t➙t⑥❾→❼⑧⑤❞♠✔♣③✐✥❦➔r❅❴✄❵✄qs➂❅♠♦❵❳⑤♦➂→❼⑧t⑥➨③q①❦♦➀✏r❥❵✾ts❼❅❦♥♠♦qs➀❳q➣♠♦q➙❵✺❦❳➟✎♣❫②❧♠✩❴✆❼✉q➙➂❫ts✐✙②→❦➔qs➂❫✈❺❼✉➂ ❼✉❿❧❵✾✇③②→❼⑧♠❞❵
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t✎❦♦➀♦❬❫❵✾❴✶❵❅➟→↔➝r✉⑤⑩❵✏➭❫❼✉❴✶❾→t➙❵✩❼↕➀✏t①❼✉❦♦❦➔q①➀❳❼✉t❨④➦⑨➵⑦♥r❅q➙➂③♠❷➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉tP➩✙★❽❵❳➨✉❵✾⑤➔♠♦❬❫❵❳ts❵✾❦♦❦✾➟❫♠❞❬❫❵✺❦➔❵✩qs❦♦❦➔②→❵✾❦⑩❼⑧⑤♦❵✳➂❫r⑧♠
❦❞② �↕➀✏qs❵❳➂❅♠✫♠♦r➪➀♦❬❏❼⑧⑤➁❼✉➀➜♠♦❵❳⑤♦q✫✮✾❵✔♠❞❬❫❵✆❦➔♠♦❼⑧♣→q➙tsq➙♠➯✐❺r⑧↔✧❼✜♣❫qs❾❏❵✺❿❨➢➡ts❵✏♠✳②→❦✫➀❳r✉➂→❦❞qs❿❫❵❳⑤✫❼✉✈❅❼⑧qs➂❺♠❞❬❫❵✄⑤❞r❅♣◗r⑧♠✫❦➔♠♦❼✉➂→❿❧qs➂❫✈
❼⑧♠⑩❼✆❦➔♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂→❼✉⑤❞✐↕❾◗r③❦➔q➙♠❞qsr✉➂➤➟→qP➩ ❵❅➩➦❬→❼✿➨❥q➙➂→✈✄❬❫q①❦■⑦♥r✉qs➂❅♠⑩➨⑧❼⑧⑤♦qs❼✉♣❫ts❵✾❦❭⑤❞❵✾✈✉②❫t①❼➇♠♦❵✾❿☛❼⑧♠⑩❼✄✈❅q➙➨✉❵✾➂➪➨➇❼⑧ts②❫❵✔❦♦❼➇♠❞q①❦➔↔➝✐③qs➂❫✈
☛ ❐➁Ð ✓✾ê✌➮✺❮P➬➁❮✼✃❰á➔❐➁Ï❰Ï ✓⑩Ð✼❮P❐➁ò✿Ï❰Ú■✃❰❒☎✔s❐➁á♥❮ ✙ ✙ ✙

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



❋✿➊ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠ ✏P➅ ✒✏➩❷❹⑩❦➡❦❞❼✉qs❿❃❾❫⑤♦❵❳➨❥q➙r❅②→❦❞t➙✐❅➟→q➙↔●➠✧❵✞❦➔tsqs✈✉❬❅♠♦ts✐➪❿❧q①❦♥♠♦②❫⑤❞♣❃♠♦❬❫q①❦⑩❵✺✇③②❫q➙tsqs♣❫⑤❞qs②❫❴➪➟❏♠♦❬❫❵✩⑤♦r✉♣◗r✉♠❷➀❳❼✉➂❃♣◗❵
❿❧⑤♦qs➨✉❵❳➂☛♣→❼✉➀➁➧✆♠❞r✆q➣♠➁❦✌✈✉r❅❼✉t❇❾◗r❅❦❞q➣♠♦q➙r❅➂➤➟❧♣❫②❧♠❽q➙↔❲♠❞❬❫❵✔❿❧q①❦➔♠❞②❫⑤♦♣→❼⑧➂❏➀✏❵✫qs❦✌ts❼✉⑤❞✈❅❵➡❵❳➂❫r✉②→✈✉❬➤➟❥♠♦❬❫qs❦✌q①❦❭➂→r⑧♠⑩❦➔② �↕➀✏qs❵❳➂③♠
❼✉➂→❿ ♠♦❬❫❵☛⑤❞r❅♣◗r⑧♠✶➠✌q➙tst✌❼✿➨✉r✉q①❿◆♠♦r➲↔Ù❼✉t➙t❭r❅➂❫t➙✐ ♣❥✐ ❦♥♠♦❵❳❾❫❾❫qs➂❫✈✙↔➝r✉⑤♦➠✧❼✉⑤♦❿❨➟■qP➩ ❵❅➩➙➟⑥♣③✐✤➀♦❬→❼✉➂❫✈✉qs➂❫✈✙❬❫q①❦✶⑤❞❵✏↔➝❵✾⑤❞❵✾➂→➀✏❵
♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞✐ ✏Ùts❵✾❼✉❿❧qs➂❫✈✶♠♦r✆❼✶➂❫❵✾➠❙➀✏r❅➂❅♠♦❼❅➀➜♠✌❾◗r❅q➙➂③♠❽➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂ ✒➜➩
❩❭❬❫q①❦■qst➙ts②→❦➔♠❞⑤➁❼➇♠♦❵✾❦❲♠♦❬❫❵❭↔Ù❼✉➀✏♠■♠❞❬❏❼➇♠■♠♦❬❫❵❽❦➔♠♦❼✉♣❫qst➙q➙♠➯✐✞r⑧↔❇➠✧❼⑧ts➧❥q➙➂❫✈✳❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦✸❬→❼❅❦❲♠♦r✳♣◗❵✌②❫➂→❿❧❵❳⑤➁❦➔♠❞r❥r❧❿✞qs➂✆❼✫❦❞❵❳➂→❦❞❵
❿❧q❩❲❇❵❳⑤♦❵❳➂❅♠✌↔➝⑤❞r❅❴✒➀✏t①❼✉❦♦❦➔q①➀❳❼✉t❇❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❼✉t❨❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦❳➟❥♠❞❬→❵✫❴✆❼⑧qs➂☛qs❦♦❦➔②→❵➡♣◗❵❳qs➂❫✈✶♠❞r✆❼✿➨✉r✉q①❿✆↔Ù❼✉t➙tsqs➂❫✈ ✏Ùq✼➩ ❵✉➩●⑤❞❵✺❼✉➀♦❬ ▼
qs➂❫✈↕❼✄❾◗r③❦➔q➙♠❞qsr✉➂➪➠✌❬❫❵✾⑤❞❵✳r✉♠❞❬❫❵✾⑤❽❾◗r✉qs➂❅♠➁❦❭♠♦❬→❼➇♠❽♠♦❬❫❵✳↔➝❵❳❵❳♠❷❼⑧⑤♦❵✳q➙➂❺➀✏r❅➂❅♠♦❼❅➀➜♠❽➠✌q➙♠❞❬➪♠♦❬❫❵✔✈✉⑤♦r✉②→➂→❿ ✒➜➩➦❶■➭❥♠❞❵✾➂→❿❧qs➂❫✈
♠♦❬❫❵⑩q①❿❧❵✾❼✔r⑧↔➤⑤❞❵✺❿❧②❫➂→❿❫❼✉➂→➀✏✐✶q➙➂↕❾◗r③❦♥♠♦②❫⑤♦❼✉t❏➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉tP➟✉➠✧❵⑩➀✾❼⑧➂↕❦♦❼✿✐✩♠❞❬❏❼➇♠ ➏✧◗ ➺ ❇ ➐✝❁ ➾ ➐✝❁➝➏ ➻ ➏✾➑❫➎✧❘ ❚ ➾ ➐✶➑➪➐ ➾ ➌ ➾ ➏
❁✼➎⑩➏ ➾ ✌ ➑ ❁ ✿ ➏✾➑☛❁ ✿ ❁➝➏✺➎ ➺✟✞ ☛ ❁ ✴ ❁➝➌❲➐ ❁✰☛ ✌❑❁ ✿ ➏❆◗ ➺ ➎ ➺ ✿ ➎ ➺✶➾ ❚■➑✕✙ ➾ ❁✼➚ ❁ ✿ � ➏ ➾ ❚❯➑✲✴ ✴ ➟✉❼⑧tst❥♠❞❬→❵❭r✉♠❞❬❫❵✾⑤✸r❅♣❥⑦♥❵✺➀➜♠❞qs➨✉❵✾❦
✏✼❿❧❵✾❦❞q➙⑤♦❵✾❿❺➨✉❵❳tsr❧➀✏q➙♠♥✐✉➟❨❿❧q➙⑤♦❵✾➀✏♠❞qsr✉➂❺r✉↔●❴✄r✉♠❞qsr✉➂➤➟◗♠♥✐③❾◗❵✶r⑧↔■♠♦❬❫❵✶✈❅❼⑧q➙♠✾➟❇r✉♣❧⑦♥❵✾➀✏♠➡✈✉⑤➁❼✉❦❞❾❫qs➂❫✈→➟❏❵❳♠♦➀⑧➩s➩s➩ ✒➲♣◗❵❳qs➂❫✈➍♠❞r✜♣◗❵
❼❅❿❫❿❧⑤❞❵✺❦❞❦❞❵✾❿❺r❅➂❫ts✐❃➠✌❬❫❵✾➂➲♠♦❬❫❵✶➞→⑤➁❦♥♠✳r✉➂❫❵✶q①❦✫❵❳➂→❦❞②❫⑤♦❵✾❿❨➩✶❩❭❬❫❵✆❿❧q �✆➀❳②❫t➙♠➯✐➲➂❫r➇➠✗qs❦➡♠❞r➪⑤❞❵✾ts❼⑧♠❞❵✞♠❞❬❫q①❦✫qs➂❅♠♦②❫q➣♠♦q➙➨❅❵
➂❫r✉♠❞qsr✉➂◆♠♦r➲❼❅❿❧❵✾✇③②→❼⑧♠❞❵✆↔➝r❅⑤❞❴✆❼⑧t➦❼❅❦➔❾◗❵✺➀➜♠➁❦❳➩✙❝❷➂❫ts✐◆❼➪↔➝❵✾➠ ❼⑧♠➔♠♦❵❳❴✄❾❧♠♦❦✩♠❞r✙❿❧❵❳⑤♦qs➨✉❵➍❼❃✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t⑥❼⑧❾→❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬✥r✉↔
♠♦❬❫qs❦✳✇❅②→❵✾❦♥♠♦qsr✉➂✙➀❳❼✉➂➲♣◗❵✩↔➝r❅②❫➂→❿➲qs➂❺♠♦❬❫❵✶tsq➣♠♦❵❳⑤➁❼➇♠♦②❫⑤❞❵❅➩✳❩❭❬❫❵✄❿❧❵✾❵❳❾◗❵❳⑤✫❵✏➭❧qs❦➔♠♦q➙➂❫✈☛❼✉➂→❼⑧ts✐❧❦➔q①❦❷❦❞❵❳❵❳❴✆❦❷♠❞r☛♣❏❵✞♠♦❬❫❵
➫✖qs❵❳♣◗❵❳⑤☞✓ ❦❭r✉➂❫❵ ✔ ➊ ❋✾➈✟✖P➟❧♠❞r✄➠✌❬❫q①➀➁❬☛➠➦❵✫⑤❞❵❳↔➝❵❳⑤❭♠❞❬❫❵✳⑤❞❵✺❼✉❿❧❵✾⑤➦↔➝r✉⑤❽❼⑧tst❇♠❞❵✺➀♦❬❫➂→qs➀✾❼⑧t➤❼❅❦➔❾◗❵✾➀✏♠♦❦✾➩ ✣➤❵✏♠❽②→❦❲⑦♥②→❦➔♠❽✈✉qs➨✉❵✫❼
✈❅t➙qs❴✄❾→❦➔❵✫r⑧↔✠♠❞❬❫❵✳❾❫⑤♦r✉❾◗r❅❦❞❵✾❿✜❼⑧➂→❼✉t➙✐❧❦❞qs❦✾➟③➠✌❬→qs➀➁❬✜♠♦❼✉➧✉❵✾❦❭q➣♠➁❦❭r✉⑤♦qs✈✉qs➂➍qs➂✜♠❞❬❫❵✔❹❽②→♣❫q➙➂✧✓ ❦✌➨❥qs❼✉♣❫qst➙q➙♠➯✐↕♠❞❬❫❵✾r✉⑤♦✐ ✔●❋✧■✟✖❯➩
❛❭❼✉❦❞q①➀❳❼⑧tsts✐✉➟❧q➙↔■➠➦❵✩❿❧❵❳➂❫r✉♠❞❵✩❼✉❦

F
♠♦❬❫❵✩❦❞❵✏♠⑩r⑧↔✸➨⑧❼⑧ts②❫❵✾❦✌r⑧↔

q
➠✌❬❫❵❳⑤♦❵✫♠♦❬❫❵✩❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴✒q①❦❽➀❳r✉➂→❦❞q①❿❧❵❳⑤♦❵✾❿☛❼❅❦✌❬→❼✿➨③qs➂❫✈

↔Ù❼✉t➙ts❵❳➂➤➟❲➠✧❵↕➀✾❼⑧➂ ❦♦❼✿✐❺♠❞❬→❼⑧♠✞❼❃❦➔♠♦❼⑧♠❞❵
(q, q̇)

q①❦ ✙✤❁Ù➑❧➌ ✴ ➺➲q➙↔❽❼⑧➂→❿◆r✉➂❫ts✐✙q➣↔❭♠♦❬❫❵➍❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ q①❦✩❼⑧♣❫ts❵✄♠♦r❃⑤♦❵✾❼✉t➙q✬✮❳❵
↔➝⑤♦r✉❴ ♠❞❬❫q①❦✞❦♥♠➁❼➇♠♦❵➍❼➪❴✄r➇➨✉❵❳❴✄❵❳➂③♠

q(t)
➠✌❬❫q①➀♦❬ ➂❫❵❳➨✉❵✾⑤✔⑤♦❵✾❼❅➀♦❬→❵✾❦

F
➩❺❩❭❬❫❵↕②→➂❫q➙r❅➂ r⑧↔❽❼✉t➙t➦❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫ts❵✆➨❥q①❼⑧♣❫ts❵

❦➔♠♦❼⑧♠❞❵✾❦➦qs❦⑥♠♦❬❫❵❷➨❥q①❼⑧♣❫qstsq➣♠♥✐✄➧✉❵❳⑤♦➂❫❵❳tP➟③qs➂→❦➔q①❿❧❵❷➠✌❬❫q①➀♦❬➍♠❞❬❫❵❷⑤♦r✉♣◗r✉♠➦qs❦➦⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❿✶♠❞r✶❦➔♠♦❼✿✐✉➩■❹❽➂➍qs➂→❿❧q①➀❳❼⑧♠❞qsr✉➂↕r✉↔❨♠♦❬❫❵
❵ ❲◗❵✾➀✏♠❞qs➨✉❵❽❦➔♠♦❼⑧♣→q➙tsq➣♠♥✐✞➀✏r❅②❫t①❿✩♠❞❬→❵❳⑤♦❵✏↔➝r✉⑤♦❵❭♣◗❵✧♠♦r✫❴✄❵✺❼✉❦❞②❫⑤❞❵✧♠❞❬❫❵ ★ ❿❧q①❦➔♠♦❼⑧➂❏➀✏❵ ✩❭♣◗❵✏♠♥➠➦❵❳❵✾➂✞♠♦❬❫❵❽➀❳②❫⑤❞⑤♦❵❳➂③♠●❦♥♠➁❼➇♠♦❵✌❼✉➂→❿
♠♦❬❫❵✶➀✏tsr❅❦❞❵✾❦➔♠❷❦➔♠♦❼⑧♠❞❵✩qs➂

F
➩ ▲❽➂❧↔➝r❅⑤➔♠♦②❫➂→❼⑧♠❞❵❳ts✐❅➟❏♠❞❬→qs❦❷q①❦❷➀❳r✉❴✄❾❫ts❵✏♠♦❵❳ts✐☛②→➂❅♠❞⑤➁❼✉➀✏♠♦❼✉♣❫t➙❵✩qs➂❺❾→⑤♦❼❅➀➜♠❞q①➀✏❵❅➩❷❹❽t➙♠❞❬→r✉②❫✈✉❬

➂❫q①➀✏❵✾t➙✐➲q➙➂③♠❞②❫q➙♠♦q➙➨✉❵❅➟➤♠♦❬❫q①❦✳❼✉❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬✙❿❫❵✾❦❞❵❳⑤❞➨❅❵✾❦❷♠❞❬→❵❳⑤❞❵❳↔➝r✉⑤♦❵✞♠♦r➪♣◗❵✄qs❴✶❾→⑤❞r➇➨✉❵✾❿❨➩✆❹ ➠❭❼✺✐❺r✉↔✧❿❫r✉qs➂❫✈✜♠♦❬→❼➇♠✔q①❦❳➟
➞→⑤➁❦➔♠✾➟✎♠❞r❺❿❧❵❳➞→➂❫❵✆♠❞❬❫❵↕ts❼✉⑤❞✈❅❵✾❦➔♠✫qs➂③➨➇❼✉⑤❞q①❼✉➂❅♠✔❦➔❵❳♠✩❼✉❦♦❦❞r❧➀✏q①❼➇♠❞❵✺❿➲➠✌q➙♠❞❬ ❼❃➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t■ts❼✿➠✳➟✠➠✌❬❫q①➀♦❬◆q①❦✫♠♦❬❫❵↕❦❞②❫♣→❦❞❵✏♠
r✉↔➦♠♦❬❫❵✆➨❥q①❼⑧♣❫qstsq➣♠♥✐➲➧✉❵❳⑤♦➂❫❵✾t■qs➂◆➠✌❬❫q①➀♦❬ ❼☛↔Ù❼⑧tst●q①❦✳❵❀❲❇❵✾➀✏♠❞qs➨✉❵❳ts✐✙❼✿➨✉r✉q①❿❧❵✺❿❺♠♦❬→❼⑧➂→➧❥❦✫♠♦r➪♠❞❬❫❵➍➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t■t①❼✿➠✳➩➍❹❽➂
qs➂③➨⑧❼⑧⑤♦qs❼✉➂→➀✏❵✆❴✄❼✉⑤❞✈❅qs➂ ➀❳❼⑧➂◆♠♦❬❫❵❳➂ ♣◗❵✜❿❧❵✏➞→➂❫❵✺❿ ❼✉❦✳♠❞❬❫❵✜❿❧q①❦➔♠♦❼✉➂→➀✏❵↕♣◗❵❳♠➯➠➦❵✾❵❳➂ ♠❞❬❫❵✜➀❳②❫⑤❞⑤♦❵❳➂③♠✞❦♥♠➁❼➇♠❞❵✜❼⑧➂→❿✥♠♦❬❫❵
♣◗r❅②❫➂→❿❫❼⑧⑤♦✐➍r✉↔✸♠❞❬❫❵✩t①❼⑧⑤♦✈✉❵✾❦➔♠❽q➙➂❥➨➇❼⑧⑤♦qs❼✉➂❅♠⑩❦❞❵✏♠✺➩ ✎❲q➙➂❏❼⑧tst➙✐❅➟◗❼⑧➂❺❼✉❿❧❵✺✇❅②❏❼➇♠❞❵✩❦♥♠➁❼⑧♣❫qstsq➣♠♥✐✜❴✆❼✉⑤❞✈❅q➙➂❃➀❳❼✉➂➪♣◗❵✞❿❧❵✏➞→➂→❵✾❿
➠✌q➙♠❞❬❺♠❞❬→❵✞❬❫❵❳ts❾❺r✉↔⑥❼ ✣➤✐❅❼✉❾❫②❫➂❫r➇➨➍↔➝②→➂→➀➜♠♦q➙r❅➂➲❼✉➂→❿❨➟❇❵❳➨✉❵❳➂❺❴✄r❅⑤❞❵❅➟◗➀❳❼✉➂❺♣◗❵✞❼✉❾❫❾❫⑤♦r✺➭❧qs❴✄❼⑧♠❞❵✾t➙✐☛➀❳r✉❴✄❾❫②❧♠♦❵✾❿❃♣❥✐
❦❞r✉ts➨❥q➙➂❫✈✄❼✶➠➦❵✾t➙t❩▼P❾◗r③❦➔❵✺❿➍r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮✾❼➇♠♦qsr✉➂✜❾→⑤❞r❅♣❫t➙❵✾❴➪➩✸❜❯♠❽❦❞❬❫r✉②→ts❿✜♣◗❵✫➂❫r✉♠❞q①➀✏❵✺❿❨➟❧➂→❵❳➨✉❵❳⑤❞♠❞❬→❵❳ts❵✾❦❞❦✾➟❥♠❞❬→❼⑧♠❽❦❞②→➀♦❬➪❼✉➂
❼✉➂→❼⑧ts✐❧❦➔q①❦❭❿❧r❥❵✾❦❞➂✧✓ ♠❭♠➁❼⑧➧✉❵✫qs➂❅♠❞r↕❼✉➀✾➀✏r✉②→➂❅♠✌❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫ts❵✫➨➇❼⑧⑤♦qs❼⑧♠❞qsr✉➂❏❦➦q➙➂☛♠❞❬→❵✔❦♥♠➁❼➇♠❞❵✳r⑧↔✠♠❞❬→❵✔➀✏r✉➂③♠♦❼❅➀➜♠❽❦❞❵✏♠✾➩
❹ ↔➝②❫tst⑩❼✉❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬ r⑧↔➡➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈◆❦➔♠♦❼✉♣❫qst➙q➙♠♥✐ qs➂ ♠❞❬❫❵❃❴✄r❅❦➔♠✆✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t✌➀❳❼❅❦➔❵➪⑤❞❵✾❴✄❼✉q➙➂❏❦✞♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r❅⑤❞❵❃❼⑧➂ r❅❾◗❵❳➂
✇③②❫❵✺❦♥♠♦q➙r❅➂✕✔ ❍➇➈✡✖P➩

✁✄✂✁� ✥ ✑✕✁✬✔✄✂✧☛✍✎✪✞✡✎✆☎✞✝ ✄ ✯✖✔ ✞✠✟ ✆ ✞ ✄ ★ ✦ ✞✡✠☞☛✍✌ ★✡☎✂✆☛☎✬✗☞☎ ✔ ✞✠☎ ✁
❩❭❬❫❵➲✈✉r③❼⑧t❽r✉↔✫♠❞❬❫q①❦✜❦❞❵✾➀✏♠❞qsr✉➂✖q①❦↕➂❫r✉♠↕♠♦r✤❼❅➀♦❬❫qs❵❳➨✉❵➲❼⑧➂➵❵✏➭❧❬→❼⑧②→❦➔♠❞qs➨✉❵❺♣❫qs♣❫t➙qsr❅✈✉⑤➁❼⑧❾❫❬❫q①➀❳❼✉t✌⑤♦❵❳➨❥qs❵❳➠ r✉↔✳♣❫qs❾◗❵✾❿
❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂➲➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t❲❼⑧❾❫❾→⑤❞r③❼✉➀➁❬❫❵✾❦✾➟❏♣❫②❧♠➡♠❞r✜❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂③♠⑩♠♦❬❫❵✞❴✆❼✉q➙➂➲✈✉❵✾➂❫❵❳⑤➁❼⑧t✠❾❫⑤♦q➙➂→➀❳q➙❾→t➙❵✺❦❷➠✌❬❫qs➀➁❬✙❼⑧⑤♦❵ ✏➝r❅⑤➡➀❳r✉②❫t①❿
♣◗❵ ✒➤②→❦❞❵✾❿✳q➙➂✳♠♦❬❫❵➦❿❧❵✺❦➔qs✈✉➂✳r✉↔❫❦♦➀♦❬❫❵✾❴✄❵✾❦➤↔➝r✉⑤✠❦❞✐❥➂❅♠♦❬❫❵✾❦❞q✫✮✾q➙➂→✈✌♠❞❬❫❵➦❴✶r✉♠❞qsr✉➂➤➩✠❜➯➂✳↔Ù❼✉➀➜♠✺➟✺♠❞❬→❵➦❿❧q❩❲◗❵✾⑤❞❵✾➂→➀✏❵✺❦➤♣◗❵❳♠➯➠➦❵✾❵❳➂
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t✎❴✶❵❳♠❞❬❫r❫❿❫❦⑩t➙qs❵✩❴✆❼⑧qs➂❫ts✐☛q➙➂❃♠♦❬❫❵✩➠✧❼✿✐✜♠❞❬❫❵✶❿❧❵✾❦❞q➙⑤♦❵✾❿➪❴✄r⑧♠♦qsr✉➂❃r✉↔✸♠♦❬❫❵✞❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ qs❦❷❦❞❾◗❵✾➀❳q➣➞❏❵✾❿❺❼⑧➂→❿❃q➙➂
♠♦❬❫❵✩⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤♦❵✾❿➪t➙❵✾➨✉❵❳t✠r✉↔●❼❅➀❳➀✏②❫⑤➁❼✉➀❳✐➍qs➂❃♠♦❬❫❵✞❿❧❵✺❦❞➀❳⑤❞qs❾❧♠♦q➙r❅➂➤➩❽❜➯➂❃♠❞❬→❵✔↔➝r✉tstsr✿➠✌qs➂❫✈↕➠✧❵✞❿❧qs❦♦➀✏②❏❦❞❦❽♠❞❬❫❵✩♠♥➠➦r➍❴✆❼⑧qs➂
➀❳ts❼❅❦❞❦❞❵✾❦✧r✉↔✸❼⑧❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬→❵✾❦❳➟❥➠✌❬❫❵✾⑤❞❵➡♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r✉⑤♦qs❵✾❦❭❼⑧⑤♦❵✫❿❧❵✺❦➔qs✈✉➂→❵✾❿✜r✢❲❯▼Ptsqs➂❫❵✫r✉⑤✌r✉➂ ▼Ptsq➙➂→❵✫⑤❞❵✾❦❞❾◗❵✾➀✏♠❞qs➨✉❵❳ts✐✉➩
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❃✡✠❩❂✗✠✬✼ � ➎ ➺❺➾ ❚ ❇ ➐ ➺ ➚ ➺ ✁❉✿ ➺ ➚ ➏❳➐➇➑✂✁ ➺ ➒⑧➏ ➾ ➐✝❁ ➺ ➎
❩❭❬❫❵➍❴✄r③❦♥♠✞❾◗r✉❾→②❫ts❼✉⑤✞❼⑧❾❫❾→⑤❞r③❼✉➀➁❬✙↔➝r❅⑤✞♣❫q➙❾◗❵✺❿ ➀✏r❅➂❅♠♦⑤❞r❅t➦❿❧❵✾❦❞q➙✈❅➂ qs➂→➀✏ts②→❿❧❵✺❦✩♣◗r⑧♠♦❬ ♠❞❬❫❵☛❼✝▼❯❾❫⑤♦q➙r❅⑤❞q⑥❿❧❵❳➞→➂❫q➙♠❞qsr✉➂
r✉↔✌♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✺➀➜♠♦r✉⑤♦q➙❵✺❦✳♠♦r➲♠♦⑤♦❼❅➀♦➧ ❼⑧➂→❿✤❿❫❵✾❿❧q①➀❳❼⑧♠❞❵✾❿ ♠❞❵✾➀➁❬❫➂❫q①✇③②❫❵✾❦✶r⑧↔⑩r❅➂✲▼❯t➙qs➂❫❵☛❼✉❿❫❼✉❾❧♠❞qsr✉➂ ♠❞r✥➀❳r✉❾◗❵✜➠✌q➙♠❞❬ ❴✄r❧❿❧❵❳t
②❫➂→➀❳❵❳⑤❞♠♦❼✉q➙➂③♠❞qs❵✾❦✾➟③r❅♣→❦♥♠➁❼✉➀❳t➙❵✺❦➦❼⑧➂→❿➍❿❫qs❦➔♠❞②❫⑤♦♣→❼✉➂→➀✏❵✾❦➦qs➂➍r❅⑤♦❿❧❵✾⑤⑥♠❞r✞❾→⑤❞❵✾➨✉❵❳➂❅♠➦♠♦❬❫❵➡⑤♦r✉♣◗r⑧♠➦↔➝⑤❞r❅❴ ↔Ù❼⑧tstsq➙➂❫✈❏➩■❣❧❵❳➨✉❵❳⑤➁❼⑧t
❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿❫❦✶➀✾❼⑧➂ ♣◗❵✜②→❦❞❵✾❿ ♠❞r✥➀✏r✉❴✄❾❫②❫♠❞❵➍♠❞❬❫❵➪❿❧❵✾❦❞q➙⑤♦❵✾❿ ✏✼❼⑧t①❦➔r✙➀✾❼⑧tst➙❵✺❿ ✠ ✡✬✒❀✡✝✠ ✡❀✆✵✦✙✡ ✒✔♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞qs❵✾❦✾➟■❿❧❵❳➂❫r✉♠❞❵✾❿
✈❅❵❳➂❫❵❳⑤♦q①➀❳❼⑧tsts✐↕❼✉❦✧♠❞❬→❵✫❴✩②→t➣♠♦qs❿❧qs❴✄❵❳➂→❦❞qsr✉➂→❼✉t❨♠❞qs❴✶❵✫↔➝②❫➂❏➀➜♠❞qsr✉➂

qd(t)
qs➂✜♠♦❬❫❵✫↔➝r✉tst➙r➇➠✌qs➂❫✈→➩

❃✡✠❩❂✗✠✬✼ ✠✬✼ ✄ ➐➇➑✂✁ ➺ ➒⑧➏ ➾ ➐✝❁ ➺ ➎ ❁ ✿ ➏❆◗ ➺ ✁ ➾ ❁ ✿ ➏✄➎ ❇ ➑❫➒ ➺
✟➍➺ ❚ ➺ ➐ ➺ ✿ ➒ ➺ ➏✾➐➇➑✂✁ ➺ ➒⑧➏ ➾ ➐✝❁ ➺ ➎ ❼⑧⑤♦❵❷➀❳r✉❴✄❴✄r✉➂❫ts✐✆❿❧❵❳➞→➂❫❵✾❿✜q➙➂➍♠❞❬→❵➦⑦♥r✉qs➂❅♠❽❦➔❾→❼❅➀✏❵❅➩✸❻✌r✉②→✈✉❬❫ts✐✉➟③♠❞❬→❵❳✐↕➀✾❼⑧➂➍♣◗❵

❵✾q➣♠♦❬❫❵❳⑤❽❬③②❫❴✆❼⑧➂✲▼❯qs➂→❦➔❾→q➙⑤♦❵✾❿✜r✉⑤✌❾❫②❫⑤♦❵❳ts✐↕✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼⑧♠❞❵✾❿➍♣❥✐✜❼✄➀✏r❅❴✶❾❫②❫♠❞❵❳⑤❽②→❦➔qs➂❫✈✄➨⑧❼⑧⑤♦q➙r❅②→❦➦❴✄❵❳♠❞❬❫r❧❿→❦❳➩
❜➯➂✆♠♦❬❫❵❽➞→⑤➁❦➔♠➦➀✾❼✉❦❞❵✉➟③❼⑧➂↕q➙➂③♠❞②❫q➙♠❞qs➨✉❵❷qs❿❫❵✾❼✔➀❳r✉➂→❦❞q①❦♥♠➁❦●qs➂↕②→❦➔qs➂❫✈✞❿❫❼➇♠➁❼✳q①❦❞❦❞②❫❵✾❿✄↔➝⑤❞r❅❴ ❬③②❫❴✆❼✉➂↕❴✶r✉♠❞qsr✉➂➍❼⑧➂→❼⑧ts✐❧❦❞qs❦✾➢
❵✾q➣♠♦❬❫❵❳⑤✆❦➔♠♦❼✉➂→❿❫❼✉⑤♦❿❃⑦♥r❅q➙➂③♠✄❴✄r✉♠❞qsr✉➂ ❾→❼➇♠❞♠❞❵✾⑤❞➂→❦✞↔➝r❅②❫➂→❿ q➙➂ ♠❞❬❫❵➪♣❫qsr✉❴✄❵✾➀➁❬→❼✉➂❫qs➀✾❼⑧t❭t➙q➙♠❞❵✾⑤♦❼⑧♠❞②❫⑤♦❵✜r❅⑤✶❵✾❦❞❾◗❵✾➀❳qs❼✉t➙ts✐
➀✾❼⑧❾❧♠♦②❫⑤❞❵✺❿❺❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂→❦❳➟❨②❫➂❏❿❧❵❳⑤➡♠♦❬❫❵✶↔➝r✉⑤♦❴ r⑧↔⑥♠❞qs❴✶❵➡⑦♥r✉qs➂❅♠✫♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞qs❵✾❦✾➟❨➀✏✐❧➀✏tsr✉✈❅⑤♦❼⑧❴✆❦❳➟❇❾❫❬→❼✉❦❞❵✞❾◗r❅⑤➔♠♦⑤♦❼✉q➣♠➁❦✾➩➙➩s➩
❳⑩r✿➠➦❵✾➨✉❵❳⑤✺➟✸qs➂✤♣◗r✉♠❞❬ ➀❳❼❅❦➔❵✺❦❳➟✸♠❞❬❫❵➪❿❫❼⑧♠♦❼➲✈✉❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t➙ts✐◆❿❧r✉➂ ✓ ♠✞➞→♠✶❵❳➭❫❼✉➀➜♠♦t➙✐✥♠♦❬❫❵☛❼❅➀➜♠❞②❏❼⑧t✧➧❥q➙➂❫❵✾❴✆❼➇♠❞q①➀❳❦✞r✉↔✌♠♦❬❫❵
⑤♦r✉♣◗r✉♠✾➩ ✎❫②❫⑤❞♠❞❬→❵❳⑤♦❴✶r❅⑤❞❵❅➟●➠✧❵☛✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t➙ts✐◆➠❭❼⑧➂❅♠✄♠♦r✥♣◗❵❃❼✉♣❫ts❵✜♠♦r✥❾◗❵✾⑤➔↔➝r✉⑤♦❴ ❴✄r✉♠❞qsr✉➂→❦✄➠✌❬❫qs➀➁❬ ❴✆❼✺✐✤❿❧q❩❲❇❵❳⑤
↔➝⑤♦r✉❴ ♠❞❬→❵✶⑤❞❵✺➀✏r❅⑤♦❿❧❵✺❿❃r✉➂❫❵✺❦ ✏Ù➀➁❬→❼✉➂❫✈✉❵✞r✉↔⑥➨✉❵✾t➙r❧➀❳q➣♠♥✐❅➟❇r⑧↔⑥♠♥✐③❾◗❵✶r✉↔⑥➠✧❼✉t➙➧❇➟❨r⑧↔➦✈✉⑤♦r✉②❫➂→❿❺✈✉❵❳r❅❴✄❵✏♠❞⑤♦✐❅➟❏♠♦⑤♦❼✉➂→❦➔qs❵❳➂③♠
♣◗❵❳❬❏❼✺➨❥qsr✉⑤➁❦❳➩s➩s➩ ✒✏➩❙❜❯♠✜q①❦➍❼✉ts❦❞r ❿❧❵✺❦➔qs⑤♦❵✾❿ ♠❞r✤❼✿➨✉r❅qs❿ ❦➔♠❞r❅⑤❞qs➂❫✈ t①❼⑧⑤♦✈✉❵❺❿❫❼⑧♠♦❼✉♣→❼✉❦❞❵✾❦✆qs➂❅♠♦❵❳✈✉⑤➁❼➇♠♦q➙➂→✈ ❼⑧tst⑩⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❿
❵❳➭❥❾◗❵✾⑤❞qs❴✄❵❳➂❅♠➁❼⑧t❥❿❫❼⑧♠♦❼→➩✠❩❭❬❫q①❦✠q①❦✠➠✌❬❥✐✳❴✄❼✉➂③✐✳❾◗❵❳r✉❾→t➙❵❅➟➇❼✉➂→❿✔qs➂✩❾→❼✉⑤➔♠♦qs➀❳②❫t①❼⑧⑤✎↔➝⑤❞r❅❴❙♠♦❬❫❵❭➀✏r✉❴✄❾❫②❫♠❞❵❳⑤✸❼✉➂❫qs❴✄❼⑧♠❞qsr✉➂
❼✉⑤❞❵✺❼❫➟❨❬❏❼✺➨✉❵✆❿❧❵✾➨✉❵❳tsr✉❾◗❵✾❿✙❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿❫❦✔❼✉t➙tsr✿➠✌qs➂❫✈✜♠♦r❃❼✉❿→❼⑧❾❧♠✔➀✾❼⑧❾❧♠♦②❫⑤♦❵✾❿✥❿❫❼➇♠➁❼✜♠❞r➪➨⑧❼⑧⑤♦q➙r❅②→❦❷♠➯✐❥❾◗❵✾❦✔❼✉➂→❿✥❦➔q✬✮❳❵✺❦
r✉↔■❬③②❫❴✆❼✉➂→❦❷❼⑧➂→❿➪♠❞r➍❴✶r❫❿❧q➣↔➝✐☛♠❞❬❫❵✞❦❞❾◗❵✾➀❳q➣➞❏❵✾❿➪❴✄r✉♠❞qsr✉➂→❦ ✔ ■✹❱✟✖P➩⑩❩❭❬❫q①❦⑩r⑧↔➳♠♦❵❳➂❺⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❦❭♠❞r✜❼✉❿❧r❅❾❧♠❷➀❳r✉❴✄❾→❼❅➀➜♠
❾→❼✉⑤♦❼✉❴✄❵✏♠❞❵✾⑤❞q✬✮❳❵✺❿❃⑤♦❵❳❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂❅♠➁❼➇♠♦q➙r❅➂→❦❷r⑧↔✧❿❫❼⑧♠♦❼❫➢❷➠❭❼✺➨✉❵✾t➙❵❳♠✾➟➤❾◗r✉ts✐③➂→r✉❴✄qs❼✉t❲r❅⑤ ✎→r✉②❫⑤♦q➙❵✾⑤✫❼⑧❾→❾❫⑤❞r✿➭❧q➙❴✆❼⑧♠❞qsr✉➂→❦➡❼⑧⑤♦❵
♠♦❬❫❵✳❴✶r③❦♥♠❽➠✌qs❿❧❵✾t➙✐➍②❏❦➔❵✾❿➤➩
❹ ❦➔❵✺➀✏r✉➂❏❿➍➠✧❼✿✐✆r✉↔❲✈✉❵❳➂❫❵✾⑤♦❼⑧♠❞qs➂❫✈✩♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✺➀➜♠♦r✉⑤♦q➙❵✺❦❳➟❥➨➇❼✉t➙q①❿➍qs➂✜♠♦❬❫❵✳➀✾❼✉❦❞❵➡r⑧↔✸➀✏✐❧➀✏tsq①➀❷❴✄r✉♠❞qsr✉➂→❦✾➟❧qs❦✧♠♦r✄❴✄q➙❴✄q①➀❷♠♦❬❫❵
❬❥②❫❴✆❼⑧➂✄⑤♦❬③✐③♠❞❬❫❴✄q①➀✧↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂➤➟❅♠❞⑤♦✐❥q➙➂❫✈✫♠❞r✳⑤♦❵❳❾❫t①❼✉➀❳❵✧♠❞❬❫❵✌↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂✆r⑧↔❨❼ ❬ ➺ ✿ ➏❳➐➇➑✲✴ ✄❷➑❧➏❳➏ ➺ ➐ ✿✆☎ ➺ ✿ ➺ ➐➇➑❧➏ ➾ ➐
✏✼❦➔❵✾❵✔❦❞❵✾➀✏♠❞qsr✉➂ ✺ ✒➜➩❭❩❭❬❫❵✔qs❿❫❵✾❼✄q①❦✌♠❞r➍❿❧❵✾❦❞qs✈✉➂❃❦❞❵❳t➙↔✠▼Pr③❦❞➀❳q➙tst①❼➇♠❞qs➂❫✈✆❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦ ✏Ùq✼➩ ❵✉➩❭➠✌q➣♠♦❬❫r✉②❧♠❷q➙➂❫❾→②❧♠♦❦✾➟◗❼⑧t➙♠❞❬❫r❅②❫✈✉❬
♠♦❬❫❵✆❦❞❬→❼⑧❾◗❵✶r✉↔⑥♠♦❬❫❵✄r❅②❧♠❞❾❫②❫♠✳♣◗❵✶♠❞②→➂→❼⑧♣❫ts❵✶♠❞❬→⑤❞r❅②❫✈✉❬✥❦❞r✉❴✄❵✶❾→❼✉⑤♦❼✉❴✶❵❳♠❞❵✾⑤♦❦ ✒✌↔➝⑤❞r❅❴ ➠✌❬❫qs➀➁❬◆➀❳❼✉➂✙♣◗❵✆❿❧❵✾⑤❞qs➨✉❵✾❿
❦❞✐❥➂→➀♦❬→⑤❞r❅➂❫q✫✮✾❵✾❿✜❾❏❵✾⑤❞qsr❧❿❧q①➀➡❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂→❦❭r✉↔✠♠♦❬❫❵❭⑦♥r❅q➙➂③♠♦❦✾➩⑥❩❭❬→qs❦❽❼✉❾❫❾❫⑤♦r❅❼✉➀➁❬✜q①❦✌✈✉❵❳➂→❵❳⑤➁❼⑧tst➙✐↕②→❦➔❵✺❿✜↔➝r✉⑤❽✈✉❵❳➂→❵❳⑤♦❼⑧♠❞qs➂❫✈
✈③❼⑧q➙♠♦❦■↔➝r❅⑤⑥❴✩②❫t➙♠❞q❩▼❯t➙❵✾✈✉✈✉❵✺❿✄⑤♦r✉♣◗r⑧♠➁❦ ✏Ù✇③②→❼✉❿❫⑤❞②❫❾◗❵✺❿❫❦❳➟③❬❫❵✏➭❫❼⑧❾◗r❫❿❫❦ ✒✸r❅⑤➦❦❞➂→❼⑧➧✉❵ ▼Ptsq➙➧❅❵❽❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴✆❦❳➟③♣❫②❧♠❭❦➔r❅❴✶❵⑩➠➦r✉⑤♦➧❧❦
❼✉ts❦❞r✳❼❅❿❫❿❧⑤♦❵✾❦♦❦✸♣❫qs❾◗❵✾❿✆⑤❞r❅♣◗r⑧♠♦❦✾➩❲❩❭❬❫❵❽❴✄r❅❦➔♠●➧❥➂❫r➇➠✌➂✄➂❫r❅➂❫tsq➙➂❫❵✺❼⑧⑤●r❅❦♦➀✏qststs❼⑧♠❞r❅⑤✸q①❦■♠❞❬→❵✞✝●❼⑧➂↕❿❧❵✾⑤●④✸r✉t→❵✺✇③②→❼➇♠♦q➙r❅➂➤➢

ÿ + a(1 − by2)ẏ + c2y = 0
✏ ❍ ✒

↔➝⑤♦r✉❴ ➠✌❬❫q①➀➁❬✥❴✆❼⑧➂❥✐❺➨➇❼✉⑤❞q①❼➇♠♦q➙r❅➂→❦➡➀❳❼✉➂✙♣◗❵↕❿❧❵❳⑤♦q➙➨✉❵✺❿❨➩✆❣❥qs❴✄q➙t①❼✉⑤✫⑤♦❵✾❦❞②❫t➙♠♦❦✳➀❳❼✉➂✙♣◗❵✆r✉♣❧♠➁❼⑧qs➂❫❵✾❿➲↔➝⑤❞r❅❴ ❼☛❴✶r❅⑤❞❵
♣❫qsr✉tsr✉✈❅qs➀✾❼⑧tst➙✐✔qs➂→❦❞❾❫q➙⑤♦❵✾❿✄❾◗r✉qs➂❅♠⑥r⑧↔❨➨③qs❵❳➠✳➢✠♠❞❬❫❵⑩❿❫❵✾❦❞q➙✈❅➂✄r⑧↔❇➂→❵❳②❫⑤➁❼⑧t❫r③❦❞➀❳q➙tsts❼⑧♠❞r❅⑤♦❦ ✔❩❋✾➆③➊ ✖P➩✸❜➯➂✄♠❞❬→❼⑧♠➦➀❳❼✉❦❞❵✉➟❅❦❞❵✏♠➁❦■r✉↔
❼✉⑤➔♠♦q➣➞❏➀❳qs❼✉t✠➂❫❵❳②→⑤♦❼✉t✠➂❫❵❳♠➯➠➦r❅⑤❞➧❧❦⑩➠✌q➙♠❞❬✙❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫ts❵✩r✉❾◗❵✾➂✲▼Ptsr❥r❅❾❺❦➔qs➂③②❏❦➔r❅qs❿❫❼✉t✠❵✏➭❫➀❳q➣♠➁❼➇♠❞qsr❅➂ ✔ ➊ ❋ ✺ ✖■❼✉⑤❞❵✞➀✏r❅➂❫➂❫❵✾➀✏♠❞❵✺❿
♠♦r✄✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼⑧♠❞❵➡❾→ts❼✉②→❦➔qs♣❫ts❵✫➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈✄❾→❼➇♠❞♠❞❵✾⑤❞➂→❦✾➩■❜➯➂❃❦❞r✉❴✄❵✳➀✾❼✉❦❞❵✾❦❭q➣♠⑩qs❦✌❵✾➨✉❵❳➂➪❾❏r③❦❞❦❞qs♣❫ts❵❷♠♦r↕➀✏⑤♦❵✾❼➇♠♦❵✳❼✶➧❥q➙➂→❿☛r✉↔
↔➝❵❳❵✺❿❧♣→❼❅➀♦➧➍q➙➂➪r✉⑤➁❿❧❵✾⑤✧♠❞r✆➀❳r✉❾◗❵✫➠✌q➙♠❞❬➪❵❳➂❥➨❥q➙⑤♦r✉➂❫❴✄❵❳➂③♠♦❼✉t❇➨⑧❼⑧⑤♦qs❼⑧♠❞qsr✉➂→❦✧r✉⑤❭♠❞r✄qs❴✄❾❫⑤♦r✿➨✉❵✳❦♥♠➁❼⑧♣❫qstsq➣♠♥✐ ✔ ❍✉➊ ✖❯➩

❛✧❵✾❦❞q①❿❧❵✾❦❽♠♦❬❫❵✞❾→⑤❞❵✾➨③qsr✉②❏❦⑩❼✉❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬❫❵✺❦❳➟❏➠✌❬❫q①➀♦❬➲❴✄r❅⑤❞❵✩r❅⑤❷t➙❵✺❦❞❦➡❿❧qs⑤❞❵✺➀➜♠❞ts✐➪⑤♦❵❳ts✐☛r✉➂✙❼⑧➂➲r✉♣→❦❞❵❳⑤♦➨➇❼⑧♠❞qsr✉➂➪r✉↔■♠♦❬❫❵
➠✧❼✿✐✆❬❥②❫❴✆❼⑧➂➪❦❞r✉ts➨✉❵✾❦✧❬❫qs❦❭➠❭❼⑧ts➧③qs➂❫✈✶❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴➪➟❫❼✩↔➝⑤♦②❫q➣♠❞↔➝②❫t➤q①❿❧❵✾❼✄➀✏r✉➂❏❦➔q①❦♥♠➁❦✧q➙➂➪➀❳r✉➂→❦❞q①❿❧❵❳⑤♦q➙➂❫✈✄❼✞♣❫qs❾◗❵✾❿✜⑤♦r✉♣◗r✉♠
❼❅❦❽❼↕❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❼✉t➤❴✄❵✺➀♦❬→❼✉➂❫qs➀✾❼⑧t✠❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴✒♠♦r↕➠✌❬❫qs➀➁❬➪♠♦❵✾➀➁❬❫➂❫q①✇③②❫❵✾❦⑩r⑧↔■➂③②❫❴✄❵✾⑤❞q①➀❳❼✉t➤r❅❾❧♠❞qs❴✄q✬✮✾❼➇♠♦q➙r❅➂➪r❅⑤❽r⑧↔■r❅❾✲▼
♠♦q➙❴✆❼⑧t⑥➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t■➀✾❼⑧➂✥♣◗❵✆❼⑧❾→❾❫t➙qs❵✾❿➤➩✄❩❭❬❫q①❦✳➀✾❼⑧➂✥♣◗❵✄t➙qs➂❫➧✉❵✺❿➲♠❞r☛♠❞❬→❵✶↔Ù❼❅➀➜♠✫♠♦❬→❼➇♠✔q➙➂◆➂❫r✉❴✄qs➂→❼⑧t●❦➔♠❞❵✾❼❅❿❧✐➲❦♥♠➁❼➇♠♦❵

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



❋✾➆ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈→➟⑧❬③②❫❴✆❼⑧➂❏❦❲❴✄qs➂❫qs❴✶q✬✮❳❵❭♠❞❬❫❵✌⑤♦❼⑧♠❞❵✧r⑧↔◗❴✶❵❳♠♦❼✉♣◗r✉tsqs➀➦❵✾➂❫❵❳⑤♦✈✉✐✔➀❳r✉➂→❦❞②❫❴✄❾❧♠❞qsr✉➂✶♣③✐✩❿❧q①❦➔♠♦❼⑧➂❏➀✏❵✧②❫➂→q➣♠✺➩ ✎→⑤❞r❅❴
❼❃❦➔♠❞⑤♦qs➀✏♠❞ts✐➲❴✄❵✾➀➁❬→❼✉➂❫qs➀✾❼⑧t●❾◗r✉qs➂❅♠✩r✉↔❭➨③qs❵❳➠✳➟✠♠❞❬❫❵↕②❫➂❏❿❧❵❳⑤♦t➙✐❥qs➂❫✈❃qs❿❫❵✾❼➪q①❦✫♠♦r❃❵✏➭❧❾❫tsr✉q➙♠✔qs➂✥♠♦❬❫❵↕❴✄r❅❦➔♠✔❵ �↕➀✏qs❵❳➂③♠
➠✧❼✿✐↕♠♦❬❫❵✩➀✏✐❧➀✏tsqs➀✳➀❳r✉➂❥➨✉❵❳⑤➁❦➔qsr✉➂✜♣◗❵❳♠➯➠✧❵❳❵❳➂❃➧❥q➙➂→❵✏♠❞q①➀✔❼⑧➂→❿☛❾◗r✉♠❞❵❳➂③♠❞q①❼⑧t✎❵❳➂❫❵✾⑤❞✈❅q➙❵✺❦❭➠✌❬❫q①➀♦❬❃qs❦❽qs➂③➨✉r✉ts➨✉❵✾❿☛qs➂➪➠✧❼✉t➙➧❈▼
qs➂❫✈→➩❃❛❭❼⑧tst➙q①❦➔♠❞q①➀✄❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂→❦✩❼⑧➂→❿◆qs❴✶❾❏❼✉➀➜♠➁❦✔❾❫t①❼✺✐◆❼⑧➂◆qs❴✄❾◗r✉⑤❞♠♦❼✉➂❅♠✩⑤❞r❅t➙❵✆qs➂◆♠♦❬❫q①❦✳↔➝⑤➁❼⑧❴✄❵❳➠✧r✉⑤♦➧◗➩❃❝❷♣❥➨❥q➙r❅②→❦➔ts✐❅➟
❦❞❵✾❼✉⑤♦➀➁❬❫qs➂❫✈✜↔➝r❅⑤✔❦❞✐❥➂❅♠♦❬❫❵✾❦❞qs❦✳r✉↔❭r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼⑧t⑥❴✶r✉♠❞qsr✉➂◆⑤❞❵✺✇③②❫q➙⑤♦❵✾❦➡♠♦❬❫❵↕➧③➂→r✿➠✌ts❵✾❿❧✈❅❵✄r⑧↔✌❼⑧➂ ❼❅➀❳➀✏②❫⑤➁❼➇♠♦❵✄❴✶r❫❿❧❵❳t●r✉↔
♠♦❬❫❵✔❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴☛➟❫❴✆❼⑧qs➂❫t➙✐➍qs➂☛q➙♠♦❦❽❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❼✉t➤❼✉❦❞❾◗❵✾➀➜♠➁❦❳➩
✎→⑤❞r❅❴ ❼✞✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t◗❾◗r✉qs➂❅♠✌r✉↔✠➨❥q➙❵✾➠❢❼⑧➂☛r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮✾❼➇♠♦q➙r❅➂✜❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴ ➞→⑤♦❦➔♠♦t➙✐↕⑤❞❵✾t➙qs❵✾❦✧r❅➂☛❼✶➀❳r❅❦➔♠✧↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂✜♠♦r✶♣◗❵
❴✄qs➂❫q➙❴✄q✬✮❳❵✺❿❨➩■❜➯➂➪⑤❞r❅♣◗r⑧♠♦qs➀✾❦❳➟❥✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼✉t➙ts✐ ✔●❋✧■ ✺ ➟❫➆③➅ ✖❯➟→➀✏r③❦♥♠❭↔➝②❫➂❏➀➜♠❞qsr✉➂❏❦❽❼⑧⑤♦❵➡♣❫②❫qst➙♠✌↔➝⑤❞r❅❴ ♠♦❬❫❵✳♣→❼✉❦❞q①➀⑩↔➝r❅⑤❞❴

J =

∫ T

0

L(τ, q, q̇)dt
✏✬■ ✒

➠✌q➙♠❞❬➤➢
L = (1 − α) + ατ T Wτ

✏ ❏ ✒
➠✌❬❫❵✾⑤❞❵

τ
q①❦✌♠❞❬❫❵✩❦❞❵✏♠⑩r⑧↔■❼❅➀➜♠❞②❏❼➇♠❞qsr✉➂☛♠❞r❅⑤♦✇③②❫❵✺❦❳➟

W
❼✆➠➦❵❳qs✈✉❬③♠❞qs➂❫✈✆❴✆❼➇♠♦⑤❞q➙➭☛❼⑧➂❏❿

T
♠❞❬→❵✳♠❞❵❳❴✄❾◗r❅⑤♦❼✉t❨❬❫r❅⑤❞q✬✮❳r❅➂

❼✉t➙r❅➂❫✈✩➠✌❬❫q①➀♦❬➍♠❞❬❫❵➡r❅❾❧♠❞qs❴✄q✫✮✺❼➇♠♦q➙r❅➂↕q①❦✧❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴✶❵✺❿❨➩✸❩❭❬❫❵✫➀✏r❅➂→❦♥♠➁❼⑧➂③♠✧❾→❼⑧⑤➁❼⑧❴✄❵✏♠♦❵❳⑤
α ∈ [0, 1]

❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦❞❵✾❦●♠❞❬→❵
⑤♦❵❳t①❼➇♠♦q➙➨✉❵✩➠➦❵✾q➙✈❅❬❅♠➡➠✌❬❫q①➀♦❬➲q①❦❷✈❅q➙➨✉❵✾➂❃♠❞r➍♠❞❬→❵✞❴✄q➙➂→q➙❴✄q✬✮✾❼➇♠♦qsr✉➂➲r⑧↔●♠❞❬❫❵✞♠❞qs❴✄❵ ✏

α = 0
➟

T
②❫➂❫➧❥➂❫r➇➠✌➂ ✒❽➨❧❦⑩♠❞❬→❵

❴✄qs➂❫q➙❴✄q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂✜r✉↔➤♠♦r✉⑤➁✇③②❫❵✾❦ ✏
α = 1

✒➜➩■❜➯➂➍♠♦❬→❼➇♠✌t①❼✉❦➔♠✌➀❳❼✉❦❞❵✉➟❥➠✌❬❫q①➀➁❬✜➠✌qst➙t❨♣◗❵❷♠♦❬❫❵✫r✉➂❫ts✐↕➀❳r✉➂→❦❞q①❿❧❵❳⑤♦❵✾❿↕r✉➂→❵❷qs➂
♠♦❬❫❵❭↔➝r❅t➙tsr➇➠✌q➙➂→✈→➟

T
qs❦■➞❫➭❧❵✾❿❨➩❲❜❯♠➦➀✏r❅⑤❞⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❿❫❦❲♠❞r✫♠♦❬❫❵⑩❿❧②❫⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂✄r⑧↔❇❵❳q➙♠❞❬❫❵✾⑤⑥❼✳❦➔♠❞❵❳❾➤➟③❼✳❦➔♠❞⑤♦qs❿❫❵✉➟❅❼✳❿❧r❅②❫♣❫ts❵✌r✉⑤

❼✄❦❞q➙➂❫✈❅t➙❵✳❦❞②❫❾❫❾◗r✉⑤❞♠✌❾❫❬→❼❅❦➔❵✳❼✉➀✾➀✏r✉⑤➁❿❧qs➂❫✈✩♠♦r✶♠❞❬→❵✳➀❳r✉➂→❦❞qs❿❫❵❳⑤♦❵✾❿✜➀❳❼❅❦➔❵✺❦❳➩✸❜❯♠⑩❦➔❬❫r❅②❫t①❿➍♣◗❵✳❵❳❴✄❾❫❬→❼❅❦➔q✬✮❳❵✺❿➍♠❞❬→❼⑧♠❭♠♦❬❫❵
qs➂❅♠♦❵❳⑤♦❵✾❦➔♠❞qs➂❫✈➡q①❦❞❦❞②❫❵❭qs❦✾➟⑧tsqs➧✉❵✧↔➝r✉⑤■❬③②❫❴✆❼⑧➂❏❦❳➟⑧♠❞r➡➞→➂→❼✉t➙ts✐✔❴✄q➙➂→q➙❴✄q✬✮❳❵❭♠❞❬❫❵✌❵❳➂❫❵✾⑤❞✈❅✐✔➀✏r✉➂❏❦➔②❫❴✄❾❧♠♦q➙r❅➂✞➠✌q➙♠❞❬✄⑤❞❵✺❦➔❾◗❵✺➀➜♠
♠♦r☛♠❞❬→❵✆❵❳t①❼⑧❾→❦❞❵✾❿ ✘✝✍✎☞✌✞ ✚✝✆❯✦★✡ ➟✠qs➂✥r❅⑤♦❿❫❵❳⑤➡♠♦r➪qs❴✶❾→⑤❞r➇➨✉❵✞♠♦❬❫❵↕❼⑧②❫♠❞r✉➂→r✉❴✩✐❺r⑧↔✧♠❞❬❫❵✆⑤♦r✉♣◗r✉♠✾➩↕❣❥qs➂→➀✏❵✄♠♦❬❫qs❦✔qs❦✳➂❫r⑧♠
❵✺❼✉❦❞q➙ts✐➪♠❞⑤➁❼✉➀➜♠➁❼⑧♣❫ts❵✩↔➝⑤♦r✉❴ ❼☛❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❼✉t✸❾◗r✉qs➂❅♠✳r⑧↔➦➨❥qs❵❳➠✳➟➤➠✌❬❫❵❳⑤♦❵✞♠❞qs❴✄❵✄qs❦✫qs➂③➨✉r✉ts➨✉❵✾❿➤➟➤❼✜⑤➁❼➇♠❞❬→❵❳⑤❷↔➝⑤♦❵✾✇③②❫❵✾➂❅♠
❼✉❾❫❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬➍q①❦✧♠♦r✶➞❫➭✜♣◗r✉♠❞❬

T
❼⑧➂→❿➍♠♦❬❫❵✔❦♥♠♦❵❳❾➪t➙❵✾➂❫✈⑧♠♦❬➤➩

✟✜➺ ✌ ➑❧➐ ❘■➓ ✂✢✆❯✏ � ✍✠✆✖✔ ✞❙✟ ✚✢✞ ✞✠✟☛✡✭✘✛✡✝✠✌✍ ✆✝✚✝✞✫✍ ✆ ✡ ✏✓✒ ✞✠✟☛✡✭✏✡✆✝✡ ✠ ✚✢✜✠✜✕✩✪✡★✦✙✟☛✚✝✆☛✍✬✦★✚✝✜ ✡ ✆❯✡✝✠ ✔✢✄ ✏ ✒ ✚ ✒ ✠✌✍✬✦ ✞✫✍✬✏✝✆☛✜●✡✌☞★☞
☞✌✄ ☞✌✞ ✡ ✩ ✍✎☞✭✡☞✌ ✰☛✚✝✜✕✞ ✏ ✞❙✟ ✡ ✗☛✏ � ✡✝✠✭✏ ✒✴✡✕☛✹✞ ✡ ✠✌✆✵✚✝✜ ✒❀✏ ✠ ✦✙✡❀☞✭✚✝✆✵✘ ✞ ✏ ✠✕✌❀✰☛✡❀☞ ✞✪✍✠✞ ✍✎☞✭✚✝✜ ☞ ✏ ✗ ✏✝☞✙☞✌✍✬✸ ✜❩✡ ✞ ✏ ✞ ✠✌✄ ✞ ✏
✩ ✍✠✆☛✍✠✩ ✍ ✄❆✡✑✞✠✟☛✡✱✍✠✆☎✞ ✡✡✔ ✠ ✚✢✜ ✏ ✒ ✗✁�✄✂✕✜ ✄

L = τT Wq̇2

✏✓❋✾➈ ✒
✎❲qs➂→❼⑧tst➙✐❅➟✎ts❵✏♠✩②→❦✳➂❫r⑧♠♦qs➀❳❵✶♠♦❬→❼➇♠✩q➣♠✩qs❦✔❦❞r✉❴✄❵✏♠♦q➙❴✄❵✾❦✳qs➂❅♠❞❵✾⑤❞❵✺❦♥♠♦q➙➂→✈☛♠❞r❃qs➂→➀✏ts②→❿❧❵✆qs➂✥♠❞❬→❵↕➀✏r③❦♥♠✫↔➝②→➂→➀➜♠♦q➙r❅➂ ❼➪❦❞r✢▼
➀✾❼⑧tst➙❵✺❿✜➞→➂→❼✉t✠➀❳r❅❦➔♠✾➟→②→➂→❿❧❵❳⑤⑩♠❞❬❫❵✔↔➝r✉⑤♦❴

J ′ = J + f(q(T ), q̇(T ))
➩❽❩❭❬❫qs❦⑩❴✆❼✺✐➍↔➝r❅⑤⑩❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✳ts❵✾❼✿➨✉❵✔❦❞r✉❴✄❵

➛→❵❳➭❧q➙♣❫qstsq➣♠♥✐✄q➙➂➍➀❳r✉➂③♠❞qs➂③②❫q➙♠➯✐✆➀❳r✉➂→❿❧q➙♠♦q➙r❅➂→❦●r❅➂✄♠♦❬❫❵❷❦➔♠♦❼⑧♠❞❵⑩➨➇❼✉⑤❞q①❼⑧♣→t➙❵✺❦●❿❧②❫⑤♦q➙➂❫✈✞➀♦❬❏❼⑧➂❫✈❅❵❽r⑧↔➤❾❫❬→❼✉❦❞❵✾❦ ✔ ■❅➈✟✖❯➟③➠✌❬❫q①➀♦❬
q①❦❭ts❵✾❦♦❦✌➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❫q➙➂→✈✩♠♦❬→❼⑧➂☛♠❞❬❫❵✫↔➝r❅t➙tsr✿➠✌qs➂❫✈✄qs❦♦❦❞②❫❵✾❦✾➩
❩❭❬❫❵✶❴✄q➙➂→q➙❴✄q✬✮✾❼➇♠♦q➙r❅➂➲❾❫⑤♦r✉♣→t➙❵✾❴ ❬→❼❅❦❷➂❫r➇➠é♠♦r✜♣◗❵✄➀✏r❅❴✄❾❫t➙❵❳♠❞❵✾❿➲➠✌q➙♠❞❬✙q➙➂→q➣♠♦qs❼✉t ✛✿➞→➂→❼✉t✸➀✏r✉➂❏❿❧q➣♠♦q➙r❅➂→❦➡❼✉➂→❿➲➀✏r❅➂✲▼
❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❳➩✳❜➯➂❫q➙♠❞q①❼⑧t■❼✉➂→❿❃➞→➂❏❼⑧t■➀✏r❅➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂→❦✫➀✏r✉➂❏➀✏❵❳⑤♦➂❃♠♦❬❫❵✄❦➔♠♦❼⑧♠❞❵✶❼✉➂→❿➲➀✾❼⑧➂➲♣◗❵✶❴✄r✉⑤♦❵✞r✉⑤➡ts❵✾❦♦❦➡➀✏r❅❴✄❾❫t➙❵❳♠❞❵✾t➙✐
➞❫➭❧❵✺❿❨➩ ▲⑩❦❞②→❼✉t➙ts✐✉➟➤➀❳r✉➂→❿❫q➣♠♦q➙r❅➂→❦➡r✉➂✙❾◗r❅❦❞q➣♠♦qsr✉➂→❦✫❦➔❬❫r❅②❫ts❿➲❵✾➂→❦➔②→⑤❞❵✞♠❞❬❫❵✄❾◗❵❳⑤♦qsr❧❿❧q①➀✏q➙♠➯✐❺❼✉➂→❿❺♠❞❬❫❵✆❦❞✐③❴✄❴✄❵✏♠♦⑤❞✐❃r✉↔
♠♦❬❫❵✫➠✧❼⑧ts➧ ✌❥➨✉❵❳tsr❧➀✏q➙♠❞qs❵✾❦❭➀❳❼✉➂✜♣◗❵➡ts❵✏↔➳♠❭↔➝⑤♦❵❳❵➡r❅⑤❭❼✶➀✏r❅❴✩♣❫q➙➂❏❼➇♠❞qsr✉➂✜r⑧↔❲❦❞r✉❴✄❵➡r⑧↔✎♠❞❬→❵❳❴ ➞❫➭❧❵✺❿➍q➣↔✠↔➝r✉⑤❭❵❳➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵❷q➙♠
q①❦✌❿❧❵✺❦➔qs⑤♦❵✾❿➍♠❞r✄❬❏❼✺➨✉❵✳❼✄❦❞❴✶r❧r⑧♠❞❬✜↔➝r❥r✉♠✌ts❼✉➂→❿❧qs➂❫✈→➩
✎ r❅➂❅♠❞⑤➁❼⑧⑤♦✐✆♠♦r✆♠❞❬❫❵✔➞→➂→❼✉t✠➀✏r③❦♥♠⑩r✉⑤✌♠♦r↕❾❫⑤❞❵✾➨❥q➙r❅②→❦➔ts✐➍❵❳➨✉r❅➧✉❵✾❿➪➀❳r✉➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂❏❦❳➟❏➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❽❼⑧⑤♦❵✔❿❧❵✏➞→➂❫❵✺❿❃❼✉t➙r❅➂❫✈
♠♦❬❫❵❷➠✌❬❫r✉ts❵⑩r✉❾❫♠❞qs❴✶q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂↕❬❫r❅⑤❞q✬✮❳r❅➂➤➩❲❩❭❬❫❵✾✐✄❴✄❼✿✐✆➀✏r✉➂❏➀✏❵❳⑤♦➂↕❦➔♠♦❼⑧♠❞❵⑩➨⑧❼⑧⑤♦qs❼✉♣❫t➙❵✺❦●❼❅❦⑥➠➦❵❳tst❇❼✉❦➦➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t→qs➂❫❾❫②❧♠➁❦❳➩
❩❭❬❫❵✾✐➍❼✉⑤❞❵✫r⑧↔✠♠♥➠➦r✶♠♥✐❥❾◗❵✾❦✾➢

☎ ✡ ✌❀✰☛✚✢✜ ✍✠✞ ✄ ➀✏r✉➂❏❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂③♠♦❦✾➩✜❩❭❬❫❵✆➞→⑤➁❦➔♠✔r⑧↔❭♠❞❬→❵❳❴✰qs❦✔r✉↔✌➀❳r✉②❫⑤➁❦➔❵✄♠❞❬❫❵✜❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀❳❦✔q➣♠➁❦➔❵✾t➣↔ ✏Ù❵✾✇◗➩ ✏ ❋ ✒ ✒➜➟❲qs➂✲▼
➀❳t➙②→❿❫q➙➂❫✈☛r❅⑤➡➂❫r⑧♠✫qs❴✄❾→❼✉➀✏♠✫❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂→❦❷❵✺✇❏➩ ✏ ✺ ✒❷❼✉➀❳➀❳r✉⑤➁❿❧qs➂❫✈↕♠❞r✜♠❞❬❫❵✆❼✉❿❫❿❫⑤❞❵✺❦❞❦❞❵✾❿❺❾❫⑤❞r❅♣❫ts❵❳❴➪➩ ✎ tsr❅❦❞②❫⑤♦❵

➶➳➹❲➘➤➶➳➴



�✂✁☎✄✝✆☎✞✠✟☛✡✌☞✌✍✎☞✑✏✓✒✕✔✖✍ ✗☛✡✙✘✛✚✢✜✤✣✥✏✧✦★✏✝✩✪✏✝✞✫✍✬✏✝✆✭✍✠✆✯✮✱✰✲✩✳✚✢✆✴✚✝✆✵✘✑✶✷✏✹✸✙✏✢✞✬☞ ❋✺➅

❵✺✇❅②❏❼➇♠❞qsr✉➂❏❦✫r⑧↔✧♠♥✐❥❾◗❵✆❵✾✇◗➩ ✏✼➊ ✒➡❴✆❼✺✐✙❼✉ts❦❞r➪♣◗❵✆qs➂③➨✉r❅t➙➨✉❵✺❿❨➟➤↔➝r❅⑤✔❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✄qs➂ ❿❫r✉②❫♣❫ts❵↕❦❞②❫❾❫❾◗r✉⑤❞♠✔❾❫❬→❼✉❦❞❵
r❅⑤✔➠✌❬❫❵❳➂ ➀✏tsqs❴✩♣❫q➙➂→✈➲❼➪➧❥➂❫r✿➠✌➂ ❦♥♠➁❼⑧qs⑤✾➩✜④✸r❅❦❞q➣♠♦q➙r❅➂✲▼P♣❏❼✉❦❞❵✾❿✙❵✺✇❅②❏❼⑧tsq➣♠♥✐✥➀✏r✉➂❏❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂③♠♦❦✔❼⑧⑤♦❵✆❼✉ts❦❞r❺❼➪➠✧❼✿✐
r✉↔✠qs❴✄❾◗r❅❦❞qs➂❫✈✄❼✶➧❥q➙➂❏❿✜r⑧↔✸❦❞✐❥➂→➀♦❬→⑤❞r❅➂❫q✫✮✺❼➇♠♦q➙r❅➂➍♣◗❵✏♠♥➠➦❵❳❵✾➂✜♠♦❬❫❵✳❴✶r✉♠❞qsr✉➂→❦❭r✉↔✎♠♦❬❫❵✳t➙qs➂❫➧❧❦✾➟❧♣③✐✜❦❞❾◗❵✾➀❳q➣↔➝✐❥qs➂❫✈
♠♦❬❫❵✔qs➂③➨⑧❼⑧⑤♦qs❼✉➂→➀✏❵✫r✉↔●❦➔r❅❴✶❵✩➀✏r✉❴✩♣→q➙➂→❼⑧♠❞qsr✉➂→❦❽r⑧↔❇⑦♥r✉qs➂❅♠❷➨➇❼⑧⑤♦q①❼⑧♣❫ts❵✾❦✾➩ ✎ r❧r✉⑤➁❿❧q➙➂→❼⑧♠❞❵✔➀♦❬→❼✉➂❫✈✉❵✔❼⑧♠⑩ts❼✉➂→❿❧qs➂❫✈
♠♦q➙❴✄❵✳❬→❼✿➨✉❵✳❼⑧t①❦➔r✞♠♦r✄♣◗❵✳q➙➂❏➀✏ts②→❿❧❵✾❿☛qs➂✜♠♦❬❫❵✳❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴ ❦♥♠➁❼➇♠❞❵✾❴✄❵❳➂❅♠✺➩

☎ ✍✠✆✵✡☞✌ ✰☛✚✝✜ ✍✠✞✫✄ ➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠♦❦✾➩❲❩❭❬❫❵❳✐✞❼✉⑤❞❵❭✈✉❵✾➂❫❵❳⑤➁❼⑧tst➙✐✔②→❦❞❵✾❿✞♠❞r✔➀♦❬→❼✉⑤♦❼❅➀➜♠♦❵❳⑤♦q✫✮✾❵⑥↔➝❵✾❼❅❦➔qs♣❫ts❵❭❴✄r✉♠❞qsr✉➂→❦✾➩ ✎→⑤❞r❅❴
❼➍❾❫⑤➁❼✉➀✏♠❞q①➀❳❼⑧t❲❾◗r✉qs➂❅♠➡r✉↔⑥➨❥q➙❵✾➠✳➟❇q➙➂③♠❞⑤♦q➙➂❏❦➔q①➀✩tsq➙❴✄q➙♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂→❦❷❬❏❼✺➨✉❵✩♠❞r✜♣◗❵✄➀✏r❅➂→❦➔q①❿❧❵✾⑤❞❵✺❿➪qs➂✥❼⑧tst✸➀❳❼✉❦❞❵✾❦✾➟◗tsq➙➧❅❵
⑦♥r❅q➙➂③♠❭t➙qs❴✄q➣♠➁❦❭❼❅❦➦➠➦❵❳tst❨❼✉❦✧❼❅➀➜♠♦②→❼➇♠♦r✉⑤➦♣◗r❅②❫➂→❿❫❦✾➩✸④●⑤➁❼✉➀➜♠♦qs➀✾❼⑧t◗q①❦❞❦❞②❫❵✾❦✾➟❥t➙qs➧✉❵⑩↔➝r❧r⑧♠❭➀❳t➙❵✺❼⑧⑤➁❼⑧➂→➀❳❵⑩❿❫②❫⑤❞qs➂❫✈✩♠♦❬❫❵
❦❞➠✌q➙➂→✈↕❾❫❬→❼✉❦❞❵✔r✉⑤❷❼✿➨✉r✉q①❿❫❼⑧➂→➀❳❵✳r⑧↔●❼✉➂❃r✉♣→❦➔♠♦❼❅➀✏ts❵✳r⑧↔●➧③➂→r✿➠✌➂❺❦❞❬→❼⑧❾◗❵❅➟❏➀✾❼⑧➂❃♣◗❵✩❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➔❵✺❿☛②❫➂→❿❧❵✾⑤❽♠♦❬❫❵
↔➝r❅⑤❞❴ r✉↔✎q➙➂❫❵✺✇③②→❼⑧tsq➣♠♥✐✆➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦⑥r✉➂✔⑦♥r✉qs➂❅♠❭❾◗r❅❦❞q➙♠❞qsr✉➂→❦✾➩✸❹❽➂❫r✉♠❞❬❫❵✾⑤❭❦❞❵✏♠✧r✉↔➤qs➂❫❵✾✇③②→❼✉tsq➣♠♥✐✆➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦
➀✾❼⑧➂✥♣◗❵✆❿❫❵❳⑤♦q➙➨✉❵✺❿❺↔➝⑤♦r✉❴ ➀✏r❅➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂→❦✫r❅➂✥➂❫r✉⑤♦❴✆❼⑧t■❼✉➂→❿➲♠➁❼⑧➂❫✈❅❵❳➂❅♠♦qs❼✉t●➀✏r❅➂❅♠♦❼❅➀➜♠✫↔➝r❅⑤♦➀✏❵✺❦ ✏✼❦➔❵✾❵✆❦❞❵✾➀✏♠❞qsr✉➂
➊❫➩ ➊❫➩❩❋✟✒➜➢✸➂❫r✆❦❞t➙q①❿❧qs➂❫✈→➟❫➂❫r✄✈✉⑤♦r✉②❫➂❏❿➍❾◗❵❳➂❫❵❳♠❞⑤➁❼➇♠❞qsr✉➂☛r✉⑤✌➂❫r✄②❫➂❏❼⑧②❧♠♦❬❫r✉⑤♦q✫✮✾❵✾❿➍♠♦❼✉➧✉❵❀▼❯r✢❲✸➩

❝❷➂→➀❳❵✄❼⑧tst✸♠❞❬❫❵✆❵❳ts❵❳❴✄❵❳➂❅♠➁❦✫r✉↔⑥♠❞❬→❵✄r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂✙❾❫⑤♦r✉♣→t➙❵✾❴ ❬→❼✿➨✉❵✶♣◗❵✾❵❳➂◆❿❧❵✏➞→➂→❵✾❿❨➟✎q➙♠✳⑤♦❵❳❴✆❼⑧qs➂→❦❷♠❞r❃❦❞❵❳ts❵✾➀➜♠
❼☛❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿✥r⑧↔✧⑤♦❵✾❦❞r✉ts②❧♠❞qsr✉➂✎➩✜✣✎❵✏♠✔②→❦✳⑤❞❵✺➀❳❼⑧tst✸♠❞❬→❼⑧♠✫♠♦❬❫❵✆✈✉r③❼⑧t✸q①❦✫♠❞r☛➞→➂❏❿✥♣◗r⑧♠❞❬ ❼➪❦➔❵❳♠✳r✉↔✧❾→❼✉⑤♦❼✉❴✶❵❳♠❞❵❳⑤➁❦

p∗
✏✼❦➔r❅❴✶❵✔qs➂❫q➙♠❞q①❼⑧t ✛✺➞→➂→❼✉t✠➀✏r✉➂❏❿❧q➣♠♦qsr✉➂→❦✾➟❫♠♦⑤♦❼✉➂→❦➔q➙♠❞qsr✉➂➪♠❞qs❴✶❵✩♣◗❵❳♠➯➠➦❵✾❵❳➂➲❿❧r✉②❫♣→t➙❵✩❦❞②❫❾❫❾◗r❅⑤➔♠❷❼⑧➂❏❿❃❦➔➠✌qs➂❫✈↕❾❫❬→❼✉❦❞❵✾❦✾➩s➩➙➩ ✒
❼✉➂→❿↕❼⑧➂↕r❅❾◗❵❳➂✲▼❯t➙r❧r✉❾↕➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t

τ∗(t) t ∈ [0, T ]
➟③➠✌❬→qs➀➁❬↕⑤♦❵✾❦❞②❫t➙♠➦qs➂➍❼✉➂↕r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼⑧t❏♠❞qs❴✄❵⑥⑦♥r✉qs➂❅♠➦♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞✐✞♠❞r

♣◗❵✌♠❞⑤➁❼✉➀➁➧✉❵✾❿✶t①❼➇♠♦❵❳⑤✾➩✸❩✠➠➦r✳❴✆❼⑧qs➂✆❼✉❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬❫❵✺❦✸➀✾❼⑧➂✄♣◗❵⑩➀❳r✉➂→❦❞qs❿❫❵❳⑤♦❵✾❿✩↔➝r❅⑤⑥❦❞r✉ts➨❥q➙➂❫✈✫♠❞❬❫q①❦●❾→⑤❞r❅♣❫t➙❵✾❴➪➩❲❩❭❬❫❵✌➞→⑤➁❦➔♠
r❅➂❫❵⑩q①❦⑥♠♦r✶❿❧q➙⑤♦❵✾➀✏♠❞ts✐✆❼⑧❾→❾❫t➙✐✆➂③②❫❴✄❵❳⑤♦q①➀❳❼⑧t◗r✉❾❫♠❞qs❴✶q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂✜❼⑧ts✈✉r❅⑤❞q➙♠❞❬❫❴✆❦●♠❞r✩♠❞❬→❵➡❦❞❾◗❵✾➀✏q➙➞→❵✺❿↕❾❫⑤❞r❅♣❫ts❵❳❴➪➟③➠✌q➙♠❞❬☛❼✉❦
❿❧⑤➁❼✿➠✌♣→❼✉➀➁➧✜♠❞❬→❵✄❼⑧♣→❦❞❵❳➂❏➀✏❵✞r⑧↔➦✈✉②→❼✉⑤♦❼✉➂❅♠♥✐☛r⑧↔●♠♦⑤❞②→❵✞r❅❾❧♠❞qs❴✆❼⑧tsq➣♠♥✐❃r⑧↔⑥♠❞❬❫❵✄❦❞r✉ts②❧♠♦q➙r❅➂➤➩✔❩❭❬❫qs❦➡❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿➲➠✌q➙tst✸♣◗❵
②→❦❞❵✾❿◆q➙➂ ❦➔❵✺➀➜♠♦q➙r❅➂ ➊❫➩ ➆→➩❰➊❧➩↕❜➯➂ r✉⑤➁❿❧❵❳⑤✫♠♦r➪♠♦⑤♦❼✉➂→❦♥↔➝r❅⑤❞❴ ♠❞❬❫❵↕❾→⑤❞r❅♣❫t➙❵✾❴ qs➂❅♠♦r➪♠♦❬❫❵↕r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂◆r⑧↔✌❼☛➞→➂→q➣♠♦❵
✏Ù❵❳➨✉❵❳➂ ts❼✉⑤❞✈❅❵ ✒✫❦❞❵✏♠✩r✉↔✌❾→❼⑧⑤➁❼⑧❴✄❵✏♠♦❵❳⑤➁❦❳➟❲❼❺❿❧q①❦❞➀❳⑤❞❵❳♠❞q✬✮✾❼➇♠♦qsr✉➂◆❴✄❵✏♠❞❬→r❧❿◆q①❦✔⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❿❨➩➪❩❭❬❫q①❦✞➀❳❼⑧➂ ♣◗❵✜❼❃➀❳ts❼❅❦❞❦❞q❩▼
➀✾❼⑧t✠♠❞qs❴✶❵ ▼❯❿❫qs❦♦➀✏⑤♦❵✏♠♦q✫✮✺❼➇♠❞qsr✉➂❺②→❦❞q➙➂→✈✜❼✉➂❺❶●②❫ts❵❳⑤✳❦❞➀➁❬❫❵✾❴✶❵✞➠✌q➙♠❞❬➲♠❞❬❫❵✄❼✉❦♦❦➔②❫❴✄❾❧♠♦q➙r❅➂❺r⑧↔➦❼↕❾→q➙❵✺➀✏❵❳➠✌q①❦❞❵✞➀✏r❅➂→❦➔♠♦❼⑧➂③♠
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t✼➩■❹❽➂❫r✉♠❞❬❫❵✾⑤❭❾◗r❅❦♦❦❞q➙♣❫qstsq➣♠♥✐✆q①❦❳➟❧tsqs➧✉❵➡qs➂➍♠♦❬❫❵✳➀❳❼✉❦❞❵➡r⑧↔✠⑤♦❵✾➀✏r❅⑤♦❿❧❵✺❿↕❬③②❫❴✆❼⑧➂☛❴✄r⑧♠❞qsr✉➂❏❦❳➟③♠♦r✶❾→❼✉⑤♦❼✉❴✄❵✏♠❞❵✾⑤❞q✬✮❳❵
♠♦❬❫❵❷qs➂③➨✉r❅t➙➨✉❵✺❿✆➨⑧❼⑧⑤♦qs❼✉♣❫t➙❵✺❦■♠❞❬→⑤❞r❅②❫✈✉❬✆♠♦❬❫❵➡❿❫❵❳➨✉❵❳tsr✉❾→❴✶❵✾➂❅♠✧qs➂✜❦❞❵❳⑤♦q➙❵✺❦⑥r⑧↔➤↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂→❦✾➟③♠♦❬❫❵✫❼⑧❾❫❾❫⑤♦r✺➭❧qs❴✆❼➇♠♦q➙r❅➂✄♣❥✐
❾◗r❅t➙✐❥➂❫r❅❴✶q①❼⑧t①❦✾➩➙➩s➩➍qs➂◆♠❞❵✾❴✶❾◗r❅⑤♦❼✉t●r✉⑤✳↔➝⑤♦❵✾✇③②❫❵✾➂❅♠❞q①❼⑧t➦❦❞❾→❼✉➀❳❵✾❦✾➩☛❩❭❬❫❵↕➂③②❫❴✄❵❳⑤♦q①➀❳❼⑧t⑥⑤❞❵✺❦➔r❅t➙②❫♠❞qsr✉➂◆➀✾❼⑧➂◆♣◗❵✆➞→➂❏❼⑧tst➙✐
❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴✄❵✾❿✞②→❦❞q➙➂→✈➡♠❞❬→❵✌❵ �↕➀❳q➙❵✾➂❅♠⑥❼✉t➙✈❅r✉⑤♦q➣♠♦❬❫❴✆❦❲r✉↔❨❣❥❵✺✇❅②→❵❳➂❅♠♦qs❼✉t ✤❷②→❼✉❿❫⑤♦❼⑧♠❞q①➀➦④●⑤♦r✉✈❅⑤♦❼⑧❴✄❴✄qs➂❫✈➡q➙❴✄❾❫ts❵❳❴✄❵❳➂③♠❞❵✾❿
qs➂☛❵✺❼✉❦❞q➙ts✐➍❼✺➨⑧❼⑧qsts❼✉♣❫ts❵❷⑤♦r✉②❧♠♦q➙➂→❵✾❦✾➩

❹➃❦❞❵✾➀❳r✉➂→❿➪❼✉❾❫❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬➪➀✏r✉➂→❦❞q①❦♥♠➁❦✌q➙➂❃✈❅r✉qs➂❫✈✶↔➝②❫⑤❞♠❞❬→❵❳⑤⑩q➙➂➪♠♦❬❫❵✔❴✆❼➇♠♦❬❫❵❳❴✆❼⑧♠❞q①➀❳❼⑧t✠❿❧❵❳➨✉❵✾t➙r❅❾❫❴✄❵❳➂③♠❽r✉↔❲♠♦❬❫❵✔❾❫⑤♦r✉♣✲▼
ts❵❳❴➪➩●❹❽✈③❼⑧qs➂➍♠♥➠➦r✄♠❞⑤➁❼✉➀➁➧❧❦❭❼⑧⑤♦❵➡❾◗r❅❦♦❦❞q➙♣❫ts❵✉➩

☎ r❅➂❫❵✜❾◗r❅❦♦❦❞q➙♣❫qstsq➣♠♥✐◆q①❦✞♠❞r✥②→❦❞❵➍♠♦❬❫❵➪➀✏t①❼✉❦♦❦➔q①➀❳❼✉t➦➨➇❼✉⑤❞q①❼➇♠♦q➙r❅➂→❼⑧t✧➀❳❼✉ts➀❳②❫t➙r❅②→❦✾➩◆❜➯➂ ❼➲➞→⑤➁❦♥♠✆❦♥♠♦❵❳❾➤➟⑥❵✾✇③②→❼✉t➙q➙♠➯✐
➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❳➟✎✈❅❼⑧♠❞❬❫❵✾⑤❞❵✺❿➲qs➂❅♠♦r➪♠❞❬❫❵↕❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦❞q➙r❅➂

h(q, q̇, τ) = 0
➟✸❼⑧⑤♦❵✄q➙➂→➀❳t➙②❏❿❧❵✾❿◆q➙➂③♠❞r

L
♠❞❬❫⑤♦r✉②→✈✉❬

♠♦❬❫❵✔➀✏r✉➂❏❦♥♠♦q➣♠♦②❧♠❞qsr✉➂➪r⑧↔✸❼✜✣✎❼✉✈✉⑤➁❼⑧➂❫✈✉q①❼⑧➂➤➢

L′ = L + λT
1 h

✏✓❋✛❋✟✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵
λ1

qs❦✞♠❞❬❫❵➪❼⑧⑤♦⑤♦❼✿✐✙r⑧↔❷❼❅❦❞❦❞r❧➀✏q①❼➇♠♦❵✾❿ ✣✎❼✉✈✉⑤➁❼⑧➂❫✈✉❵↕❴✩②❫t➙♠❞qs❾❫tsq➙❵✾⑤♦❦✾➩ ★❽r✉♠❞❵➍♠♦❬→❼➇♠✶♠❞❬→❵✜❾❫⑤♦❵❳➨❥qsr✉②→❦❞t➙✐
❵✾➨✉r✉➧✉❵✾❿ qs➂❅♠♦⑤❞r❫❿❧②→➀➜♠♦q➙r❅➂ r✉↔✫❼✥➞→➂→❼✉t⑩➀✏r③❦♥♠↕qs➂

J
q①❦↕❼✉➂❫r⑧♠♦❬❫❵❳⑤✆➠❭❼✺✐✤r⑧↔✫qs➂→➀✏ts②→❿❧qs➂❫✈✤❦➔r❅❴✶❵❃❵✾✇③②→❼⑧tsq➙♠➯✐

➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❳➩⑥❩❭❬❫q①❦❽➀✾❼⑧➂➪♣◗❵✳❵✏➭❥♠♦❵❳➂→❿❧❵✺❿✜♠❞r❏➟❧↔➝r❅⑤❽❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✉➟→❦❞r✉❴✄❵✳q➙➂❫q➙♠❞q①❼✉t✎➀❳r✉➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂❏❦❳➟❫♣❥✐✜❼❅❿❫❿❧qs➂❫✈
♠♦r

J
♠♦❬❫❵❺❼❅❿❧❵✾✇③②→❼⑧♠❞❵☛♠♦❵❳⑤♦❴ ♠♦❬❫⑤♦r✉②❫✈✉❬✖❼✥❾◗❵✾➂→❼⑧t➙♠➯✐ ➀✏r❥❵✁�↕➀✏qs❵❳➂❅♠✺➩➵❜➯➂ ♠❞❬→❼⑧♠➍➀❳❼❅❦➔❵❃q➣♠➍qs❦➍❼✉❿❧❴✄q➙♠➔♠♦❵✾❿

♠♦❬→❼➇♠⑩❼⑧tst❇♠♦❬❫❵✾❦❞❵✳➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❭➀✾❼⑧➂❫➂❫r✉♠✌♣◗❵✳❿❧⑤♦qs➨✉❵❳➂☛❵✏➭❫❼❅➀➜♠❞ts✐✆♠❞r ✮❳❵✾⑤❞r✄❦❞qs➂→➀✏❵➡♠♦❬❫❵❳✐➍♠♦❼⑧➧✉❵✫❾❏❼⑧⑤❞♠❭♠❞r✶♠♦❬❫❵

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



❋❆❱ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

❴✄qs➂❫q➙❴✄q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂➤➩●❝❷➂→➀✏❵✧♠❞❬❫q①❦■❦➔♠❞❵✾❾✶qs❦■➀❳r✉❴✄❾❫ts❵✏♠❞❵✺❿❨➟➇♠♦❬❫❵❭➨⑧❼⑧⑤♦qs❼⑧♠❞qsr✉➂✩r⑧↔❏♠❞❬❫❵✌❵✏➭❥♠❞❵✾➂→❿❧❵✾❿✶➀❳r❅❦➔♠❲↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂➤➟
❿❧❵✾➂❫r⑧♠♦❵✾❿❃❼✉❦

J ′ ➟◗➀✾❼⑧➂➪♣◗❵✩➀❳r✉❴✄❾❫②❧♠♦❵✾❿❨➩✌❩❭❬❫q①❦❽t➙❵✺❼✉❿❫❦✌♠❞r➍❼✆❦❞❵✏♠⑩r✉↔■➀❳r✉②❫❾❫ts❵✾❿❃❿❧q❩❲❇❵❳⑤❞❵✾➂❅♠♦qs❼✉t✎❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂→❦qs➂✙♠❞❬❫❵↕❦♥♠➁❼➇♠❞❵
(q, q̇)

❼✉➂→❿❺♠♦❬❫❵ ✣✎❼✉✈✉⑤➁❼⑧➂❫✈✉❵✞❴✩②❫t➣♠♦q➙❾→t➙qs❵❳⑤➁❦
λ1

➩✄❩✠r✜♠❞❬❫❵✺❦➔❵✄❵✺✇❅②❏❼➇♠❞qsr✉➂❏❦➡❼✉⑤❞❵✄❼⑧♠➔♠♦❼❅➀♦❬→❵✾❿
qs➂❫q➙♠❞q①❼⑧t✎❼✉➂→❿✜➞→➂→❼⑧t✎➀❳r✉➂→❿❧q➙♠♦q➙r❅➂→❦❭⑤♦❵✾❦❞❾◗❵✾➀✏♠❞qs➨✉❵❳ts✐✉➩■❜❯♠⑩qs❦❭♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r❅⑤❞❵✳❼✶♠➯➠➦r✛▼P❾◗r❅q➙➂③♠✌♣◗r❅②❫➂→❿❫❼✉⑤❞✐↕❾❫⑤♦r✉♣→t➙❵✾❴
➠✌❬❫q①➀➁❬ ⑤❞❵✺✇③②❫q➙⑤♦❵✾❦✔❼⑧➂ q➙♠❞❵✾⑤♦❼⑧♠❞qs➨✉❵↕❦➔r❅t➙➨❥qs➂❫✈❃➠✌q➣♠♦❬ ❦❞②→➀✾➀✏❵✾❦♦❦➔qs➨✉❵✄↔➝r✉⑤♦➠✧❼⑧⑤➁❿✥❼✉➂→❿◆♣→❼✉➀➁➧❥➠✧❼⑧⑤➁❿✙➂③②→❴✶❵✾⑤❞q①➀❳❼✉t
qs➂❅♠♦❵❳✈✉⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂➤➩➲❛➦❵✺❦➔q①❿❧❵✺❦❳➟❲♠♦❬❫❵➍✈❅⑤♦❼❅❿❧q➙❵✾➂❅♠➁❦✔r⑧↔

J ′ ➠✌q➣♠♦❬ ⑤♦❵✾❦❞❾◗❵✾➀➜♠✩♠❞r➲r❅❾❧♠❞qs❴✄q✫✮✺❼➇♠♦q➙r❅➂ ❾→❼✉⑤♦❼✉❴✶❵❳♠❞❵✾⑤♦❦
p❼✉➂→❿✆➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t→➨➇❼✉⑤❞q①❼⑧♣❫ts❵

τ
➀❳❼⑧➂✆♣◗❵❷➀✏r✉❴✄❾❫②❫♠❞❵✾❿↕❼⑧➂→❿✄②❏❦➔❵✺❿➡⑦♥r✉qs➂❅♠♦t➙✐✶➠✌q➙♠♦❬✄♠♦❬❫❵❷❿❧q❩❲◗❵✾⑤❞❵✾➂❅♠❞q①❼⑧t❏❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂

❦❞r✉ts➨❥q➙➂❫✈✄q➙➂❃❦➔r❅❴✄❵✫❿❧❵✺❦❞➀❳❵❳➂③♠✌❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿❨➟❫tsqs➧✉❵✳➀✏r❅➂➇⑦♥②❫✈❅❼⑧♠❞❵✫✈✉⑤➁❼✉❿❫q➙❵✾➂❅♠♦❦✾➩
☎ ❼✉➂❫r⑧♠♦❬❫❵❳⑤✌❼⑧❾→❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬↕q①❦❭♣→❼✉❦❞❵✾❿➍r❅➂➍♠❞❬→❵✫❾◗r✉❾❫②→ts❼✉⑤✧④✸r✉➂③♠❞⑤♦✐❅❼⑧✈✉qs➂→❦ ✓ ❴✆❼⑧➭❧q➙❴✩②❫❴ ❾❫⑤♦q➙➂→➀❳q➙❾→t➙❵❅➟❫❿❧❵❳➨✉❵✾t➙r❅❾◗❵✾❿
qs➂✫♠♦❬❫❵■↔➝⑤➁❼⑧❴✄❵✾➠➦r✉⑤♦➧⑩r⑧↔❧r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼✉t❅➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉tP➩➤❜❯♠➁❦➤❾❫⑤♦q➙➂❏➀✏qs❾❫t➙❵⑥qs❦❨♠♦❬❫❵●↔➝r✉tst➙r➇➠✌qs➂❫✈→➢❨➠✌⑤♦q➣♠♦q➙➂❫✈✌♠♦❬❫❵⑥❿❫✐③➂❏❼⑧❴✄qs➀✾❦
②❫➂❏❿❧❵❳⑤✎♠♦❬❫❵➦➀❳ts❼❅❦❞❦❞qs➀✾❼⑧t❅❦♥♠➁❼➇♠❞❵●↔➝r✉⑤♦❴

ẋ = g(x, τ)
➟
x
❦♥♠➁❼⑧➂→❿❧qs➂❫✈❽↔➝r✉⑤

(q, q̇)
➟➇➠➦❵➦➀❳❼⑧➂✩❿❧❵✏➞❏➂❫❵➦❼⑩❦➔r✛▼❯➀❳❼✉tst➙❵✺❿

❳❷❼⑧❴✄q➙t➙♠♦r✉➂❫q①❼⑧➂➤➢
H = −L(t, x, τ) + zT g(x, τ)

✏ ❋✺➊ ✒
➠✌❬❫❵✾⑤❞❵

z
➟✸➀✾❼⑧tst➙❵✺❿◆❼❅❿✿⑦♥r✉qs➂❅♠✶❦♥♠➁❼➇♠♦❵✉➟❲❾❫t①❼✿✐❥❦✳♠♦❬❫❵↕⑤♦r✉ts❵✆r✉↔ ✣✎❼⑧✈❅⑤♦❼✉➂❫✈✉❵✄❴✩②❫t➣♠♦qs❾❫t➙qs❵❳⑤➁❦✾➩❃❩❭❬❫❵➍➂❫❵✾➀✏❵✺❦❞❦♦❼⑧⑤♦✐

r❅❾❧♠❞qs❴✆❼⑧tsq➣♠♥✐✜➀✏r✉➂❏❿❧q➣♠♦q➙r❅➂→❦✌❼⑧⑤♦❵❷♠♦❬❫❵❳➂➤➢

∀t ∈ [0, T ]



























ż∗(t) = − ∂H
∂x

T
(t, ∗)

ẋ∗(t) = ∂H
∂z

T
(t, ∗)

∂H
∂τ

(t, ∗) = 0

✏✓❋ ✺ ✒

∗
❴✄❵✾❼✉➂❫q➙➂→✈✶♠❞❬→❼⑧♠❽❼✉t➙t➤➨➇❼⑧⑤♦q①❼⑧♣❫ts❵✾❦❭❼⑧⑤♦❵❷♠❞r✆♣◗❵➡♠➁❼⑧➧✉❵✾➂☛❼⑧♠❭♠♦❬❫❵✳r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼✉t➤❦❞r✉ts②❧♠❞qsr✉➂➤➩

❩❭❬❫❵✫ts❼❅❦♥♠❭❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂➍❴✄❵✺❼⑧➂→❦➦♠❞❬❏❼➇♠✧♠♦❬❫❵✫r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼✉t❨➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t
τ∗(t)

➀❳r✉⑤♦⑤❞❵✺❦➔❾◗r✉➂→❿❫❦⑥♠❞r✄❼✞❴✆❼➇➭❧q➙❴✩②→❴ r✉↔
♠♦❬❫❵✕❳❷❼⑧❴✄qst➣♠♦r✉➂❫q①❼⑧➂✎➩✸❹⑩❦➦❾❫⑤♦❵❳➨❥q➙r❅②→❦❞t➙✐❅➟⑧♠♦❬❫❵✾❦❞❵⑩❵✺✇❅②❏❼➇♠❞qsr✉➂❏❦⑥➀✏r❅❴✄❵❽➠✌q➙♠❞❬➍qs➂❫q➣♠♦qs❼✉t ✚✢✆❯✘ ➞→➂❏❼⑧t◗➀❳r✉➂→❿❧q➙♠♦q➙r❅➂→❦
➠✌❬❫q①➀➁❬☛⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵❅➟③↔➝r❅⑤✌❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✉➟❥♠♦❬❫❵✳②→❦❞❵✫r⑧↔✸❦❞❬❫r❥r✉♠❞qs➂❫✈✶❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿❫❦❭↔➝r✉⑤❽❦❞r✉ts➨❥q➙➂→✈→➩

❩✠r❷➀✏r❅➂→➀✏ts②→❿❧❵➦r✉➂✳♠♦❬❫qs❦✸➀✏t①❼✉❦♦❦➤r✉↔❫❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿❫❦✎↔➝r✉⑤✠♠❞⑤➁❼➇⑦➯❵✺➀➜♠♦r✉⑤♦✐❷✈❅❵❳➂❫❵❳⑤➁❼➇♠♦qsr✉➂➤➟✺ts❵✏♠❲②→❦✠❴✄❵❳➂③♠❞qsr✉➂✔♠❞❬→❼⑧♠✠♠❞❬❫❵✾✐✳➀❳r✉②❫t①❿
❼✉ts❦❞r✜♣◗❵✄②❏❦➔❵✺❿❺♠♦r➪r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮❳❵✶♠❞❬→❵✄⑤♦r✉♣◗r✉♠✫❦➔♠❞⑤♦②→➀➜♠♦②❫⑤♦❵✶q➙♠♦❦❞❵❳t➙↔✧♣③✐➲q➙➂→➀❳t➙②❏❿❧q➙➂→✈➪q➙➂✙♠♦❬❫❵✄❾❏❼⑧⑤➁❼⑧❴✄❵✏♠♦❵❳⑤➁❦⑩♠❞r☛➞→➂→❿❨➟
♠♦⑤❞r❅②❫✈✉❬ ♠♦❬❫❵☛❴✄q➙➂→q➙❴✄q✬✮✾❼➇♠♦qsr✉➂✤❾❫⑤♦r❧➀❳❵✾❦♦❦❳➟●❦➔r❅❴✶❵✜❾→❬③✐❧❦➔q①➀❳❼✉t✧qs❦♦❦❞②❫❵✾❦✾➢↕tsq➙➂❫➧ ❴✄❼❅❦❞❦✶❿❧q①❦➔♠❞⑤♦q➙♣❫②❫♠❞qsr✉➂➤➟⑥t➙❵✾➂❫✈⑧♠♦❬→❦❳➟s➩s➩➙➩
❹ t①❼✉❦➔♠✫♠❞❬❫qs➂❫✈➪q①❦➡♠❞❬→❼⑧♠✳r✉♣❫♠♦❼⑧qs➂❫❵✺❿❺♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞qs❵✾❦✫❦➔❬❫r❅②❫ts❿✙➂❫r✉♠✳♣❏❵↕➀✏r✉➂→❦❞q①❿❧❵❳⑤♦❵✾❿➲q➙➂◆❾❫⑤♦❼❅➀➜♠❞q①➀✏❵✄❼❅❦❷♠♦❬❫❵✶♠♦⑤❞②→❵
r❅❾❧♠❞qs❴✆❼⑧t❲r✉➂❫❵✾❦✾➟❇❼❅❦⑩②→❦➔❵✺❿❃❴✄r❧❿❧❵✾ts❦➡❼⑧⑤♦❵✩❼✉t➙➠❭❼✺✐❧❦❽②❫➂→❾◗❵❳⑤❞↔➳❵✺➀➜♠✺➟❨❼⑧➂→❿❃♠❞❬❫❵✶ts❼⑧♠❞❵❳⑤➡q➙➂③♠❞⑤♦r❧❿❧②→➀➜♠♦qsr✉➂❺r⑧↔➦❼➍➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t
❦♦➀♦❬→❵❳❴✄❵✩❴✆❼✺✐☛⑤♦❵✾❦❞②❫t➙♠❷q➙➂✙❼✆➂→r✉➂❫r❅❾❧♠❞qs❴✆❼⑧t✠♣◗❵❳❬→❼✿➨❥qsr✉⑤✺➢⑥↔➝r❅⑤⑩❵❳➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✔q➙♠✫➀❳❼✉➂❃♣◗❵✞❴✶r❅⑤❞❵✩❵✏➭❧❾◗❵❳➂→❦❞qs➨✉❵✳♠♦r➍②→❦❞❵
❵✾➂❫❵❳⑤♦✈✉✐✫♠❞r✳❼✉➀❳➀❳②❫⑤♦❼⑧♠❞❵✾t➙✐✫♠❞⑤➁❼✉➀➁➧✳❼✉➂ ★ r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼⑧t ✩⑥♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r✉⑤♦✐➡♠♦❬→❼⑧➂✞♠❞r✫t➙❵✺❼✺➨✉❵❭❦❞r✉❴✄❵➦↔➝⑤❞❵✾❵✾❿❧r❅❴é♠♦r❷♠♦❬❫❵✌❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴☛➩

❃✡✠❩❂✗✠✬✼ ✠✎❃ ✄ ➐➇➑✂✁ ➺ ➒⑧➏ ➾ ➐✝❁ ➺ ➎ ❁ ✿ ➾ ➏✧◗ ➺ ➐➍➎ ❇ ➑❫➒ ➺ ➎
➫✖❬❫❵❳➂◆♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✆q①❦✳➂❫r❃❾❏❼⑧⑤❞♠❞q①➀✏②❫t①❼⑧⑤✳⑤♦❵✾❼❅❦➔r❅➂➲♠❞r➲❦➔❾◗❵✺➀✏q➙↔➝✐➲♠❞⑤➁❼➇⑦➯❵✺➀➜♠♦r✉⑤♦q➙❵✺❦✫q➙➂◆♠❞❬❫❵✳⑦♥r❅q➙➂③♠✞❦➔❾❏❼✉➀✏❵❅➟✎q➙♠✩q①❦✳r⑧↔➳♠♦❵❳➂

qs➂❅♠♦❵❳⑤♦❵✾❦➔♠❞qs➂❫✈➪♠♦r❺②→❦➔❵✜❼⑧➂❫r✉♠❞❬❫❵❳⑤✔♠➯✐❥❾◗❵↕r✉↔❽❦➔❾→❼❅➀✏❵✉➟✸❼⑧➂ ❵❳ts❵❳❴✄❵✾➂❅♠✞r⑧↔✌➠✌❬❫q①➀♦❬ q①❦✩❿❧❵✾➂❫r⑧♠♦❵✾❿ ❼❅❦
e(q, t)

➟✸➠✌❬❫qs➀➁❬
➀✾❼⑧➂◆♣◗❵↕❦❞❵❳❵✾➂ ❼✉❦✔❼⑧➂ ➾ ☛✎➏ ❇ ☛✠➏➲➎ ❇ ➑❫➒ ➺✙q➙➂◆♠❞❬❫❵➍❦❞❵❳➂→❦❞❵✆r⑧↔✌❼✉②❧♠❞r❅❴✄❼⑧♠❞q①➀✆➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉tP➟➤♠❞❬→❵↕❿❫✐③➂❏❼⑧❴✄qs➀✾❦✳❬→❼✿➨③qs➂❫✈
♠♦❬❫❵❳➂➍♠❞❬❫❵➡❴✄❵✾❼⑧➂→q➙➂❫✈✞r⑧↔✠❦➔♠♦❼⑧♠❞❵❷❵✾✇③②→❼⑧♠❞qsr✉➂→❦✾➩ ✎❫r❅⑤➦❵❳➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✉➟③q➙♠❭qs❦➦❵✺❼✉❦❞q➙❵✾⑤⑥♠❞r✶❦❞❾◗❵✾➀✏q➙↔➝✐✆➠✌❬→❼➇♠❭❦❞❬❫r❅②❫ts❿↕♣◗❵⑩♠♦❬❫❵
♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞✐❃r⑧↔✧❦❞r✉❴✄❵✶❾◗r✉qs➂❅♠➁❦✫r✉➂➲♠❞❬→❵✶↔➝r❥r⑧♠ ✏➝❬❫❵✾❵❳tP➟❨♠♦r❥❵✾❦ ✒⑩➠✌❬❫q①➀➁❬✥❼✉t➙tsr➇➠ ♠❞r❃❼✺➨✉r❅qs❿✙❼⑧➂✙r❅♣→❦♥♠➁❼✉➀❳t➙❵✶r✉➂➲♠♦❬❫❵
✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿✙♠♦❬→❼⑧➂ ❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦❞q➙➂❫✈➪♠♦❬❫❵✜❦♦❼⑧❴✄❵↕r❅♣❥⑦♥❵✺➀➜♠❞qs➨✉❵➍qs➂◆♠♦❬❫❵✔⑦♥r❅q➙➂③♠✶❦❞❾→❼✉➀❳❵✉➩❺❸❃r❅⑤❞❵↕✈✉❵✾➂❫❵❳⑤➁❼⑧tst➙✐❅➟❲❦❞❾◗❵✾➀❳q➣↔➝✐❥qs➂❫✈

➶➳➹❲➘➤➶➳➴



�✂✁☎✄✝✆☎✞✠✟☛✡✌☞✌✍✎☞✑✏✓✒✕✔✖✍ ✗☛✡✙✘✛✚✢✜✤✣✥✏✧✦★✏✝✩✪✏✝✞✫✍✬✏✝✆✭✍✠✆✯✮✱✰✲✩✳✚✢✆✴✚✝✆✵✘✑✶✷✏✹✸✙✏✢✞✬☞ ❋ ❍

❵❳➭❥❾→t➙q①➀✏q➙♠❞ts✐◆➠✌❬→❼⑧♠✶qs❦✞♠❞❬❫❵➪❿❧❵✾❦❞q➙⑤♦❵✾❿ ♠❞⑤➁❼✿⑦♥❵✺➀➜♠♦r✉⑤♦✐✙r✉↔✌♠♦❬❫❵ ✎ ❵✾➂❅♠♦❵❳⑤✶r⑧↔⑩④●⑤♦❵✾❦♦❦➔②→⑤❞❵➍q①❦✶❼❺➠❭❼✺✐◆r⑧↔⑩❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➔qs➂❫✈
❦❞r✉❴✄❵✫❾❫⑤♦❼❅➀➜♠♦qs➀✾❼⑧t❨❦➔♠♦❼✉♣❫qst➙q➙♠♥✐↕⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤♦❵❳❴✄❵❳➂❅♠➁❦❳➩
❸❺❼✉➂③✐✥♠♥✐❥❾❏❵✺❦✞r⑧↔⑩❵✾✇③②→❼✉t➙q➙♠♥✐✥r❅⑤✞qs➂❫❵✾✇③②→❼✉t➙q➙♠➯✐ ➀✏r✉➂❏❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂③♠♦❦✩❵❳➨✉r❅➧✉❵✾❿ ❾❫⑤♦❵❳➨❥q➙r❅②→❦❞t➙✐◆➀❳❼✉➂ ♣◗❵✜qs➂❅♠♦②❫q➣♠♦q➙➨❅❵❳ts✐ ❵✏➭ ▼
❾❫⑤♦❵✾❦♦❦➔❵✺❿❺q➙➂✙♠❞❬→❼⑧♠✫➠✧❼✿✐✉➩ ✎→r✉⑤✫❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✉➟❨➠✌❬❫❵✾➂✥❦➔❵❳♠➔♠♦q➙➂❫✈☛➨❅❵❳tsr❧➀✏q➙♠❞qs❵✾❦➡❼✉➂→❿✙❼✉➀✾➀✏❵❳ts❵❳⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂→❦⑩❵✾✇③②→❼✉t✠♠♦r✁✮❳❵❳⑤♦r→➟
➀➁❬❫r❥r❅❦❞qs➂❫✈✜❼✉❦✫❼✜➀✏r❅➂→❦♥♠♦⑤➁❼⑧qs➂❅♠❷♠❞❬❫❵✄❾◗r❅❦❞q➣♠♦q➙r❅➂➲r⑧↔●♠♦❬❫❵ ✎ r③❸ q➙➂✥❦❞②→➀➁❬✙❼✜➠✧❼✺✐➪♠❞❬→❼⑧♠✳❦➔♠♦❼➇♠♦q①➀✞❦➔♠♦❼⑧♣→q➙tsq➙♠➯✐❃q①❦➡❵❳➂✲▼
❦❞②❫⑤♦❵✾❿❨➟✎❼✉➂→❿➲➞❫➭❧q➙➂❫✈☛♠♦❬❫❵✄❾◗r③❦➔q➙♠❞qsr✉➂✥q➙➂✙♠♦❬❫❵ ✺ ⑨ ❦❞❾→❼✉➀❳❵✶r⑧↔❭❦❞r✉❴✄❵✶tsqs➂❫➧❧❦❳➟✠❼⑧tst➙r➇➠➃♠❞❬❫⑤♦r✉②❫✈❅❬➲♠❞❬❫❵✆➂③②→❴✶❵✾⑤❞q①➀❳❼✉t
r❅❾❧♠❞qs❴✄q✫✮✺❼➇♠❞qsr✉➂ ❾❫⑤♦r❧➀✏❵✺❿❧②❫⑤♦❵☛❾❫⑤♦❵❳➨❥q➙r❅②→❦❞t➙✐ ❵❳➨✉r✉➧✉❵✺❿ ♠♦r✥➞→➂→❿ ❦➔♠♦❼⑧♠❞q①➀❳❼✉t➙ts✐✤❦♥♠➁❼⑧♣❫ts❵➪❾◗r❅❦➔♠❞②→⑤❞❵✺❦ ✔ ✺ ➊❥➟ ❋ ✺✛✺ ➟ ❋✧❏✟✖❯➩
❹ ts❼❅❦♥♠✫❾◗r✉qs➂❅♠✳➠✌❬❫qs➀➁❬✥❿❧❵✺❦➔❵✾⑤❞➨✉❵✺❦⑩♠❞r☛♣◗❵✶❵✾❴✶❾→❬→❼✉❦❞q✫✮✾❵✾❿➲qs❦❷♠♦❬❫❵✶↔Ù❼✉➀➜♠✫♠❞❬→❼⑧♠✫❵✏➭❥♠♦❵❳⑤♦r❧➀✏❵✾❾❧♠❞qs➨✉❵✶❦➔❵✾➂→❦➔r❅⑤♦❦❷➠✌❬❫q①➀♦❬
❴✄❵✾❼❅❦➔②❫⑤♦❵✔t➙r❫➀❳❼⑧t✠q➙➂③♠❞❵❳⑤➁❼✉➀✏♠❞qsr✉➂❃➠✌q➙♠❞❬❃♠♦❬❫❵✞❵❳➂③➨❥qs⑤❞r❅➂❫❴✄❵❳➂❅♠ ✏➝❾→⑤❞r✿➭❧q➙❴✄q➙♠➯✐❅➟◗❿❧q①❦➔♠♦❼⑧➂❏➀✏❵✉➟❇➀✏r❅➂❅♠➁❼✉➀➜♠⑩↔➝r✉⑤➁➀✏❵✟✒✌➀✾❼⑧➂❃♣◗❵
❿❧qs⑤♦❵✾➀➜♠♦t➙✐➍②→❦❞❵✾❿✜qs➂➪❼✄❿❫❵✾❿❧q①➀❳❼⑧♠❞❵✾❿☛r✉②❧♠♦❾❫②❧♠⑩❦❞❾→❼✉➀❳❵➡➠✌q➙♠❞❬→r✉②❧♠✌↔➝②❫⑤❞♠❞❬❫❵✾⑤❽❦❞qs✈✉➂→❼✉t◗♠♦⑤♦❼✉➂→❦♥↔➝r❅⑤❞❴✆❼⑧♠❞qsr✉➂➤➩
✎→⑤❞r❅❴ ❼✳➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❫❾◗r❅q➙➂③♠⑥r✉↔❇➨❥qs❵❳➠✳➟❅q➙♠➦qs❦⑥➠➦r✉⑤❞♠❞❬✆➂❫r⑧♠♦q➙➂→✈✳♠❞❬→❼⑧♠●♠♦❬❫❵⑩❦❞❾◗❵✾➀❳q➣➞◗➀❳❼➇♠♦q➙r❅➂✄r⑧↔➤❼✫♠❞⑤➁❼✉➀➁➧❥qs➂❫✈✳r✉♣❧⑦♥❵✾➀➜♠♦q➙➨✉❵
qs➂↕❼✉➂✆r✉②❧♠♦❾❫②❧♠✧❦❞❾→❼✉➀❳❵⑩❼⑧tst➙r➇➠❽❦✸♠♦r✔②→❦❞❵✌♠♦❬❫❵❷❿❧❵✾❿❫qs➀✾❼➇♠❞❵✺❿✶♠➁❼✉❦❞➧✹▼P↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂↕❼⑧❾❫❾→⑤❞r③❼✉➀➁❬ ✔ ✺ ❍ ✖❏↔➝r❅⑤➦❿❧⑤♦q➙➨❥qs➂❫✈

e(q, t)♠♦r✕✮❳❵✾⑤❞r❏➩✙❹ ❿❧⑤➁❼✺➠✌♣→❼❅➀♦➧✥r⑧↔⑩❼✉tst⑥♠❞❬❏❼➇♠✶q①❦✔♠♦❬❫❵➍↔Ù❼✉➀✏♠✞♠❞❬→❼⑧♠✾➟●t➙qs➧✉❵↕↔➝r❅⑤✞❴✆❼⑧➂❫qs❾❫②❫t①❼➇♠♦r✉⑤➁❦❳➟■❦❞q➙➂→✈✉②❫t①❼⑧⑤♦q➣♠♦q➙❵✺❦✔❴✆❼✺✐
❼✉❾❫❾◗❵✾❼⑧⑤✺➟❫❵❳➨✉❵❳➂❃q➣↔■❵✏➭❧❾❫tsqs➀❳q➣♠⑩qs➂③➨✉❵✾⑤♦❦❞❵✫➧❥qs➂❫❵❳❴✆❼⑧♠❞q①➀❳❦✌q①❦✌➂→r⑧♠❽⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤♦❵✾❿❨➩➦❹❽➂→r⑧♠❞❬→❵❳⑤❽❾◗r❅q➙➂③♠⑩qs❦✌♠❞❬→❼⑧♠❽qs➂❫❾❫②❫♠❷❼✉➂→❿
r❅②❧♠❞❾❫②❧♠✧❿❧q➙❴✄❵✾➂→❦➔qsr✉➂❏❦■❴✆❼✺✐✶❿❧q❩❲◗❵✾⑤✾➟❅➠✌❬❫q①➀♦❬✆⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❦❲♠❞r✔❵✏➭❧❾❫tsr✉q➙♠■♠❞❬→❵❽q➙➂→❿❫②→➀✏❵✺❿✶⑤♦❵✾❿❫②❫➂→❿❫❼⑧➂❏➀✏✐❅➟✉t➙qs➧✉❵✌❵✾➨✉r✉➧✉❵✺❿
❼⑧♠❭♠❞❬❫❵✳❵✾➂→❿☛r⑧↔✸❦❞❵✾➀➜♠♦q➙r❅➂❃➊❧➩ ✺ ➩●❋✉➩

❃✡✠❩❂✗✠✬✼ ✠●◆ � ✿ ➼ ✴✬❁ ✿ ➺ ➑❫➚❲➑ ❇ ➏✾➑❧➏✧❁ ➾ ✿
❝❷➂→➀✏❵➍❼➪♠♦⑤➁❼✿⑦♥❵✺➀➜♠♦r✉⑤♦✐

qd(t)
♠❞r❃↔➝r❅t➙tsr➇➠ ❬→❼❅❦✔♣◗❵❳❵✾➂ ❿❧❵❳➞→➂❫❵✺❿❨➟✸➠✌❬→❼⑧♠❞❵✾➨✉❵❳⑤✔♠❞❬❫❵➍②→❦❞❵✾❿ ❴✄❵✏♠❞❬→r❧❿ ❼✉➂→❿✥♠♦❬❫❵

➀➁❬❫r❅❦❞❵❳➂✆➠➦r❅⑤❞➧❧❦❞❾→❼✉➀❳❵✉➟⑧q➙♠➦q①❦⑥➂❫❵✾➀❳❵✾❦♦❦❞❼✉⑤❞✐✔♠♦r✩❿❫❵✾❦➔qs✈❅➂✆❼✩➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t❏❦♦➀♦❬❫❵✾❴✄❵⑩❼✉t➙tsr✿➠✌qs➂❫✈✳♠❞r✔♠❞⑤➁❼✉➀➁➧✩♠❞❬❫❵❽♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✺➀➜♠❞r❅⑤❞✐
❼❅❦✄❼✉➀❳➀❳②❫⑤➁❼➇♠❞❵✾t➙✐ ❼✉❦✄❾❏r③❦❞❦❞qs♣❫t➙❵❅➩ ❛❭❼✉❦❞qs➀✾❼⑧tst➙✐❅➟⑥❼✙❾❫⑤♦r✉❾◗r❅⑤➔♠♦q➙r❅➂→❼⑧t ▼➯❿❧❵❳⑤❞qs➨➇❼➇♠❞qs➨✉❵➍tsr❥r✉❾ r❅➂✤♠❞❬❫❵➪♠❞⑤➁❼✉➀➁➧③qs➂❫✈✥❵❳⑤♦⑤❞r❅⑤
q①❦✫♠❞❬→❵↕➀❳r✉⑤♦❵✶r✉↔✧♠❞❬❫❵➍➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t⑥❦❞➀➁❬❫❵❳❴✄❵ ✔●❋✧❏✟✖❯➩ ❳⑩r✿➠➦❵✾➨✉❵❳⑤✺➟✠❦➔qs➂→➀❳❵✶♠♦❬❫❵↕②→❦➔❵↕r⑧↔❭❬❫q➙✈❅❬◆✈❅❼⑧qs➂→❦✫q①❦✳➂→r⑧♠✩❼✉t➙➠✧❼✿✐❧❦
❿❧❵✺❦➔qs⑤➁❼⑧♣❫ts❵✫❿❧②❫❵✳♣◗r✉♠❞❬✜♠♦r✶♠♦❬❫❵✳❾❫⑤❞❵✺❦➔❵✾➂→➀✏❵✫r⑧↔❲➂→r✉q①❦➔❵✳❼⑧➂❏❿➍♠❞r✶♠♦❬❫❵✳➂❫❵✾❵✾❿✜r✉↔✸❿❧q①❦❞➀❳⑤❞❵❳♠❞q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂➤➟❧✈✉r❥r❫❿✆♠♦⑤♦❼❅➀♦➧❥qs➂❫✈
❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴✆❼⑧➂→➀❳❵✾❦■⑤❞❵✺✇❅②→q➙⑤♦❵❭♠❞❬❫❵⑩qs➂❅♠♦❵❳✈✉⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂✄r⑧↔➤❼✉❿❫❿❧q➙♠♦q➙r❅➂→❼⑧t→q①❦❞❦❞②❫❵✾❦●qs➂✄♠❞❬→❵⑩➀❳r✉➂❅♠♦⑤♦r✉tP➩✠➫✖❬❫❵❳➂✆♠❞❬→❵⑩❿❫✐③➂❏❼⑧❴✄qs➀✾❦
r✉↔✠♠❞❬❫❵✔❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✒qs❦✌➠➦❵✾t➙t➤➧❥➂❫r➇➠✌➂➤➟❧q➙♠❽q①❦❭r✉↔➳♠❞❵✾➂☛qs➂❅♠♦❵❳⑤♦❵✾❦➔♠❞qs➂❫✈✶♠❞r✆②→❦❞❵✫q➙♠✾➟❫qs➂❃❼✄❦➔r✛▼❯➀✾❼⑧tst➙❵✺❿✜➀✏r✉❴✄❾❫②❧♠♦❵✾❿✜♠❞r❅⑤♦✇③②❫❵
❼✉❾❫❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬➤➟❥qs➂☛➠✌❬❫q①➀♦❬☛♠♦❬❫❵✔❼⑧❾❫❾❫tsqs❵✾❿☛➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t◗♠♦r✉⑤➁✇③②❫❵➡q①❦❭r✉↔✠♠❞❬❫❵✫↔➝r❅⑤❞❴ ✏➝❬❫❵✾⑤❞❵✳q➙➂☛♠❞❬❫❵❭⑦♥r❅q➙➂③♠⑩❦➔❾❏❼✉➀✏❵✟✒➜➢

Γ = M̂(q) ∗ (kp(q − qd) + kv(q̇ − q̇d)) + N̂(q, q̇)q̇ + Ĝ(q) + q̈d + ...
✏ ❋❳➆✍✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵❃♠♦❬❫❵➲❬→❼➇♠➁❦↕❴✄❵✾❼⑧➂ ♠♦❬→❼➇♠✜❴✄r✉⑤♦❵❃r❅⑤↕ts❵✾❦♦❦➍❼✉➀✾➀✏②❫⑤➁❼➇♠♦❵❃❴✄r❧❿❧❵❳t①❦➍❼⑧⑤♦❵❃②→❦❞❵✾❿ ✏➳↔➝❵❳❵✺❿❥↔➝r✉⑤♦➠✧❼⑧⑤➁❿ ➀❳r✉➂❅♠♦⑤♦r✉t ✒➜➩
❹✧♠✆ts❵✾❼❅❦♥♠✄♠❞❬❫❵❃➀❳r✉❴✄❾◗❵❳➂→❦♦❼➇♠♦q➙r❅➂✤r✉↔❷✈✉⑤➁❼✿➨❥q➣♠♥✐✥♠♦❵❳⑤♦❴

G(q)
❦➔❬→r✉②❫t①❿✤♣◗❵❃➀✏r❅➂→❦❞qs❿❧❵✾⑤❞❵✺❿❨➩ ❝❷➂→❵☛r⑧↔❷♠❞❬❫❵❃❴✶r③❦♥♠

qs❴✄❾◗r✉⑤❞♠♦❼⑧➂③♠✌❦❞r✉②❫⑤➁➀✏❵➡r⑧↔✠❵✾⑤❞⑤♦r✉⑤➁❦⑥q①❦✧♠❞❬❫❵✳❵❀❲❇❵✾➀➜♠❽r⑧↔✠↔➝⑤❞q①➀➜♠♦q➙r❅➂➤➩■❹❷❦✌❦❞r❥r✉➂☛❼✉❦❭❼✉➂✜❵❀❲❇❵✾➀✏♠❞qs➨✉❵✫❴✄r❧❿❧❵❳t❨r✉↔✎↔➝⑤♦qs➀✏♠❞qsr✉➂➤➟
qs➂➲⑦➯r❅qs➂❅♠♦❦✾➟⑥✈✉❵✾❼✉⑤♦❦✞❼✉➂→❿✤❼❅➀➜♠❞②❏❼➇♠❞r❅⑤♦❦✩q①❦✄❼✺➨⑧❼⑧qsts❼✉♣❫ts❵✉➟■q➣♠↕❦➔❬❫r❅②❫ts❿✤♣◗❵✜②❏❦➔❵✺❿❨➟●r✉↔❷➀✏r❅②❫⑤➁❦➔❵➍➠✌q➙♠❞❬ ➀✾❼⑧⑤♦❵✉➩ ❸➲❼⑧➂③✐
➨➇❼✉⑤❞q①❼⑧♠❞qsr✉➂→❦➡❼✉⑤❞r❅②❫➂→❿❺♠❞❬❫q①❦✔❦❞➀➁❬❫❵❳❴✄❵✄❵❳➭❥q①❦➔♠✾➟➤↔➝r✉⑤✳❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✶♠❞❬❫❵✆tsq➙➂❫❵✺❼⑧⑤♦q✫✮✺❼➇♠♦q➙r❅➂➲r⑧↔➦♠♦❬❫❵✆❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✾❦❳➟✎r✉⑤➡♠♦❬❫❵
②→❦❞❵✄r✉↔❭❼⑧➂◆q➙➂❥➨✉❵❳⑤❞♠❞❵✾❿✥❾◗❵❳➂→❿❧②→t➙②❫❴ ❴✄r❧❿❫❵❳tP➩ ★❽❵✾➨✉❵❳⑤❞♠❞❬❫❵✾t➙❵✺❦❞❦✾➟✎❼✉t➙♠❞❬❫r❅②❫✈✉❬✙♠❞❬❫q①❦✳➧❥qs➂→❿✙r✉↔❭➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t■➀✾❼⑧➂◆➀❳r✉❾◗❵
➠✌q➙♠❞❬◆❦➔r❅❴✄❵✞qs➂❅♠♦❵❳⑤❞➂❏❼⑧t■❿❧q①❦♥♠♦②❫⑤♦♣→❼⑧➂→➀❳❵✾❦✾➟❇q➙♠✳q①❦➡➂❫❵❳q➙♠❞❬→❵❳⑤✳❦❞② �↕➀✏qs❵❳➂③♠➡♠♦r☛❵❳➂→❦❞②❫⑤♦❵✞qs➂✙⑤♦❵✾❼✉t✠♠❞qs❴✄❵✶♠❞❬❫❵✆❦➔♠♦❼⑧♣→q➙tsq➣♠♥✐
r✉↔ � ✚✝✜ ✂✢✍✠✆ ✔ qs➂☛❼✶⑤❞r❅♣❫②→❦➔♠❭❵❳➂❫r❅②❫✈✉❬✜➠✧❼✿✐✆➂❫r❅⑤✧♠❞r✆➀✏r❅❾◗❵➡➠✌q➣♠♦❬☛❵❳➂❥➨❥q➙⑤♦r✉➂❫❴✄❵✾➂❅♠♦❼✉t❇②❫➂→➀✏❵✾⑤➔♠➁❼⑧qs➂❅♠♦q➙❵✺❦❳➩■❩❭❬❫❵✫♣→❼❅❦➔q①➀
⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✾❴✄❵❳➂❅♠⑥q①❦⑥➂❫r➇➠ ♠❞r✔➞→➂→❿➍❼✳➠✧❼✿✐✞r✉↔➤➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉tst➙qs➂❫✈✫♠♦❬❫❵⑩✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿✄➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠●↔➝r❅⑤♦➀❳❵✾❦●qs➂↕r✉⑤➁❿❧❵❳⑤●♠❞r✩♣◗❵❷❦➔②❫⑤♦❵
♠♦❬→❼➇♠✌♠❞❬❫❵✔❦➔②❫❾→❾◗r✉⑤❞♠✧↔➝r❥r✉♠ ✏Ùr✉⑤❭↔➝❵❳❵❳♠ ✒✧⑤♦❵❳❴✆❼⑧qs➂✜❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂❫ts❵✾❦♦❦✧➠✌❬❫❵❳➂☛q➙♠❽qs❦✌❦❞❾◗❵✾➀❳q➣➞❏❵✾❿☛❼⑧➂→❿✜✛➇r✉⑤❭➂❫❵❳❵✺❿❧❵✾❿✜♣❥✐✆♠♦❬❫❵
⑤♦❵✏↔➝❵❳⑤♦❵❳➂❏➀✏❵●♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞✐❅➩✎❩❭❬❫q①❦✠❴✄❵✾❼✉➂→❦✎♠❞❬→❼⑧♠✠♠♦❬❫❵✧➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❅❬→❼❅❦➤♠♦r❷❵❳➂→❦❞②❫⑤♦❵●♠❞❬❏❼➇♠❲♠❞❬❫❵✧q➙➂❫❵✺✇③②→❼⑧tsq➙♠➯✐✳➀❳r✉➂→❿❧q➙♠♦q➙r❅➂→❦
✏Ù➂❫r✩❦❞t➙q①❿❧qs➂❫✈→➟③➂❫r✳♠♦❼✉➧✉❵❀▼❯r✢❲ ✒✸➠✌❬❫q①➀➁❬✆qs➂③➨✉r✉ts➨✉❵✌♠❞❬❫❵✱✣✠❼⑧✈✉⑤➁❼⑧➂❫✈✉❵❭❴✩②→t➣♠♦q➙❾→t➙qs❵❳⑤➁❦⑥❼❅❦⑥❦♥♠➁❼➇♠♦❵✾❿✄qs➂↕❦❞❵✾➀✏♠❞qsr✉➂➍➊❧➩❰➊❧➩●❋❽❼⑧⑤♦❵
➨✉❵✾⑤❞q➙➞→❵✾❿✄❼⑧♠●❵✺❼✉➀➁❬✶♠❞qs❴✶❵❷❿❧❵✾❦❞❾❫q➙♠❞❵⑩❿❧q①❦♥♠♦②❫⑤♦♣→❼⑧➂→➀❳❵✾❦✾➩■❝⑩↔❨➀❳r✉②❫⑤➁❦➔❵❭♠❞❬❫q①❦⑥➀❳❼✉❾→❼✉➀❳q➣♠♥✐✩r✉↔❇⑤❞❵✺❼✉➀✏♠❞qsr✉➂✶➠✌qst➙t→♣◗❵❽tsqs❴✶q➙♠❞❵✺❿
♣❥✐✆♠♦❬❫❵✳♣◗r✉②→➂→❿❫❦❭➠✌❬→qs➀➁❬☛❵❳➭❧qs❦➔♠✌r✉➂✜♠♦❬❫❵✔❼✉➀✏♠❞②→❼⑧♠❞r❅⑤♦❦✾➩

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



❋❆■ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

❹ ❾◗r✉❾❫②❫t①❼⑧⑤➡➠✧❼✿✐☛r✉↔➦❼✉❿❫❿❧⑤♦❵✾❦♦❦➔qs➂❫✈↕♠❞❬❫q①❦✫✇❅②→❵✾❦➔♠❞qsr✉➂➲qs❦⑩♠♦r☛❦➔❾→t➙q➙♠❷♠♦❬❫❵✄➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t❲q➙➂③♠❞r➍♠♥➠➦r✜❾→❼✉⑤➔♠➁❦ ✔●❋ ✺ ➊③➟❉❋✺➊⑧➆✟✖❯➢
❼↕➞→⑤➁❦➔♠➡r✉➂❫❵❅➟❇➠✌❬→qs➀➁❬➲q①❦✫❿❧❵❳➨✉r✉♠❞❵✺❿❃♠❞r➍♠♦❬❫❵✞♠♦⑤♦❼❅➀♦➧❥qs➂❫✈➍r⑧↔●♠♦❬❫❵✶❾❫⑤♦❵✾❦♦➀✏⑤♦q➙♣◗❵✺❿➪♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r✉⑤♦✐❅➟◗q➙➂❥➨✉r✉ts➨❥q➙➂❫✈☛❼➍t①❼⑧⑤♦✈✉❵
❦❞②❫♣→❦❞❵✏♠✶r✉↔✌♠♦❬❫❵✞⑦♥r✉qs➂❅♠♦❦✎✌❭❼➲❦❞❵✾➀❳r✉➂→❿ r❅➂❫❵✜➠✌❬❫q①➀♦❬✤q①❦✶❿❧❵✺❿❧q①➀❳❼➇♠♦❵✾❿ ♠♦r➲♠❞❬❫❵➪➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t✧r⑧↔❽♠❞❬❫❵☛✈✉⑤♦r✉②→➂→❿◆↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦
♠♦❬❫⑤❞r❅②❫✈✉❬ ❦❞❵❳ts❵✾➀✏♠❞❵✺❿➲⑦♥r❅q➙➂③♠♦❦✾➢❃♠♦⑤❞②→➂❫➧❇➟✧r❅⑤✆❴✄r✉⑤♦❵➪r⑧↔➳♠♦❵❳➂➤➟✌❼✉➂❫➧❥t➙❵✺❦❳➩❑❜❯♠➍➀✾❼⑧➂ ♣◗❵❺❦➔❬→r✿➠✌➂ ♠❞❬→❼⑧♠➍➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t➙tsqs➂❫✈
❼✉➂❫➧❥t➙❵❽♠❞r❅⑤♦✇③②❫❵✺❦●qs❦✧❼✔➠✧❼✺✐✶r✉↔✎❼⑧❾❫❾❫⑤♦r✿➭❥qs❴✆❼➇♠♦❵❳ts✐✶➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t→✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿✄⑤♦❵✾❼✉➀✏♠❞qsr✉➂✄↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦■♠❞❬→⑤❞r❅②❫✈✉❬↕❼✉➂➍❼✉❿❧❵✾✇③②→❼⑧♠❞❵
➀❳r✉❴✄❾❫tsqs❼✉➂❅♠✸❴✶r❫❿❧❵❳tP➩❲❩❭❬❫❵❭❿❧❵✾❦❞qs✈✉➂✩r✉↔❫♠♦❬❫❵❭➀✏r❅➂❅♠♦⑤❞r❅t❥➀❳❼⑧➂✞♣◗❵❭❿❧r✉➂❫❵✧②→❦❞q➙➂→✈⑩♠❞❬→❵✧❾❫⑤♦❵❳➨❥qsr✉②→❦❞t➙✐✫❵❳➨❅r✉➧✉❵✾❿✔qs➂③➨✉❵❳⑤❞♠❞❵✺❿
❾◗❵❳➂❏❿❧②❫ts②❫❴✰❼⑧❾❫❾❫⑤♦r✿➭❧q➙❴✆❼➇♠♦q➙r❅➂➤➩✄❩❭❬❫❵✆q➙❴✄❾❫ts❵❳❴✄❵❳➂③♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂ ➀❳❼⑧➂✥②❏❦➔❵✄❴✄r❅⑤❞❵✄r✉⑤✳t➙❵✺❦❞❦✔❿❧q➙⑤♦❵✾➀✏♠❞ts✐❃↔➝r❅⑤♦➀❳❵✚✛✺♠♦r✉⑤➁✇❅②❫❵
❴✄❵✾❼❅❦➔②❫⑤♦❵✾❿➪♣❥✐➪❦❞❵❳➂❏❦➔r❅⑤♦❦❽q➙➂❃♠♦❬❫❵✶❼⑧➂❫➧❥ts❵✔r❅⑤❽♠❞❬→❵✞❦❞r✉ts❵✉➩⑩❹⑩➂❫r⑧♠♦❬❫❵❳⑤➡➠✧❼✺✐☛r✉↔●➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉tst➙qs➂❫✈✆♠❞❬❫❵✞♣→❼⑧t①❼⑧➂❏➀✏❵✔q①❦❽♠❞r
②→❦❞❵✳❼✄❿❧qs⑤♦❵✾➀➜♠✌↔➝❵❳❵✾❿❫♣→❼✉➀➁➧↕r✉↔✠♠❞❬❫❵✫♠♦r⑧♠➁❼⑧t➤❼✉➂❫✈✉②❫t①❼✉⑤✧❴✄r✉❴✄❵✾➂❅♠❞②→❴✒qs➂✜♠♦❬❫❵✔➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t❨r⑧↔✸❼✉➂❫➧❥t➙❵➡♠♦r✉⑤➁✇❅②→❵✾❦ ✔●❋✛❋❆❱✟✖P➩
❹⑩t➣♠♦❬❫r✉②❫✈❅❬ ♠♦❬❫❵✾❦❞❵✜❼✉❾❫❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬❫❵✾❦✔❬→❼✿➨✉❵✜❿❧❵❳❴✄r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼➇♠♦❵✾❿ ❦➔r❅❴✶❵➍❵✁�✆➀❳q➙❵✾➂→➀✏✐❅➟✸♠❞❬❫❵✾✐ ❦➔② ❲◗❵✾⑤✩↔➝⑤♦r✉❴ ❼❺ts❼❅➀♦➧✥r✉↔
✈❅❵❳➂❫❵❳⑤♦q①➀✏q➙♠➯✐❅➩❲❹❽➂✆qs➂❅♠❞❵✾⑤❞❵✺❦♥♠♦q➙➂→✈✳❼⑧♠➔♠♦❵❳❴✄❾❧♠●♠❞r✩❿❧❵❳⑤♦q➙➨✉❵❽❼✳❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴✄❼⑧♠❞q①➀❭➠✧❼✺✐✩r✉↔❇r✉➂❫tsq➙➂→❵❽❼✉❿❫❼✉❾❧♠❞qs➂❫✈ ✏Ù❦❞❵❳❵❽❦❞❵✾➀✏♠❞qsr✉➂
✺ ✒✩♠♦❬❫❵❃♣◗❵❳❬❏❼✺➨❥qsr✉⑤✄r✉↔❷♠♦❬❫❵❺❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴ ➀✏r✉➂❏❦➔q①❦♥♠➁❦✄qs➂ ❼❅❿❫❿❧qs➂❫✈ ❿❧❵✾✈✉⑤♦❵❳❵✾❦✄r⑧↔➡↔➝⑤❞❵✾❵✾❿❧r❅❴ ♠♦r◆♠❞❬❫❵❺❿❫❵✏➞→➂❫q➙♠❞qsr✉➂ r✉↔
♠♦❬❫❵✆♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀➜♠♦r✉⑤♦q➙❵✺❦➡♠❞r❃♠❞⑤➁❼✉➀➁➧➲♣③✐✙❾→❼✉⑤♦❼✉❴✶❵❳♠❞❵✾⑤❞q✬✮❳qs➂❫✈✜♠♦❬❫❵❳❴ ✔❰➊⑧➈✛❏❧➟❲➊ ❋✛❋ ✖P➩☛❩❭❬→❵✆❾→⑤❞qs➂→➀✏qs❾❫ts❵✆r✉↔✧♠❞❬❫❵↕❴✄❵❳♠❞❬❫r❧❿
q①❦✫♠♦❬❫❵✄↔➝r❅t➙tsr➇➠✌q➙➂❫✈❏➢✳ts❵✏♠✩②→❦✩➀✏r❅➂→❦➔q①❿❧❵✾⑤✫♠❞❬→❼⑧♠✾➟❲q➙➂◆↔Ù❼✉➀✏♠✾➟✎♠♦❬❫❵↕⑤❞❵❳↔➝❵❳⑤♦❵❳➂→➀❳❵✶♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r✉⑤♦✐➲❿❧❵✾❾◗❵❳➂→❿❫❦✳↔➝⑤♦r✉❴ ❼❃❦❞❵✏♠
r✉↔⑥♠❞qs❴✄❵❀▼❯➨➇❼⑧⑤♦✐❥q➙➂→✈↕♠♥➠✌q①➀✏❵✆❿❧q❩❲❇❵❳⑤❞❵✾➂❅♠♦qs❼✉♣❫t➙❵✄❾→❼✉⑤♦❼✉❴✄❵✏♠❞❵✾⑤♦❦

p
➢

qd = qd(p(t))
➩✶❜➯➂

p
❴✄❼✿✐➲❼⑧❾❫❾◗❵✾❼✉⑤➡➨⑧❼⑧⑤♦q➙r❅②→❦

➀➁❬→❼⑧⑤➁❼✉➀✏♠❞❵❳⑤♦q✬✮✾❼➇♠❞qsr✉➂→❦✎r✉↔❫♠♦❬❫❵➦♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✺➀➜♠❞r❅⑤❞qs❵✾❦✾➢➤❦➔♠❞❵✾❾✞t➙❵✾➂❫✈⑧♠♦❬➤➟⑧❴✆❼➇➭❧q➙❴✆❼✉t③❬❫❵✾q➙✈❅❬❅♠✸r✉↔❫♠♦❬❫❵✧❬❫❵✾❵❳t❥♠❞⑤➁❼✿⑦♥❵✺➀➜♠♦r✉⑤♦✐✉➟✿❵❳♠♦➀✉➩➙➩s➩
❵✾➨✉❵❳➂✜q➙➂❏➀✏ts②→❿❧qs➂❫✈✄❼✞❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫qstsq➣♠♥✐✆r⑧↔✎♠❞qs❴✄❵✳❦❞➀✾❼⑧tsq➙➂❫✈✞qs➂✜r❅⑤♦❿❫❵❳⑤➦♠❞r✄❦❞❾◗❵❳❵✺❿↕②→❾✜r✉⑤✌❿❧r➇➠✌➂↕♠♦❬❫❵✫❴✄r⑧♠❞qsr✉➂✎➩■❩❭❬❫❵✾❦❞❵
❾→❼✉⑤♦❼✉❴✄❵✏♠❞❵✾⑤♦❦✳❼✉⑤❞❵↕❦❞❵✏♠✔♠♦r➲❼➪➂→r✉❴✄q➙➂❏❼⑧t⑥➨➇❼✉t➙②❫❵

p∗ ➀❳r✉⑤♦⑤❞❵✺❦➔❾◗r✉➂→❿❫q➙➂❫✈☛♠♦r➪♠♦❬❫❵✜❿❧❵✾❦❞q➙⑤♦❵✾❿◆❴✶r✉♠❞qsr✉➂➤➩ ❳❽r➇➠➦❵❳➨✉❵✾⑤✾➟
❦❞q➙➂❏➀✏❵☛♠♦❬❫❵❳✐ ❼⑧⑤♦❵➪❦❞②❫❾❫❾◗r③❦➔❵✺❿ ♠♦r◆❵✾➨✉r✉ts➨✉❵➪➠✌❬❫❵❳➂ ➂❫❵❳❵✺❿❧❵✾❿❨➟❭q➣♠➍qs❦✆➂❫❵✺➀✏❵✾❦♦❦❞❼✉⑤❞✐◆♠♦r ❦❞❵✏♠✆♠♦❬❫❵❳qs⑤➍❿❧✐❥➂→❼⑧❴✄q①➀❳❦✄r✉↔
⑤♦❵✏♠♦②❫⑤❞➂✜♠❞r

p∗ ➟❥♠♦❬❫⑤♦r✉②❫✈❅❬☛❼✞tsqs➂❫❵✾❼⑧⑤❽❦➔❵✺➀✏r❅➂→❿➍r✉⑤➁❿❧❵✾⑤✧♣◗❵✾❬→❼✺➨❥qsr✉⑤ p̈d = f(p, ṗ, p∗)
➩ ★❽r➇➠✳➟❧q➙♠❽➀✾❼⑧➂✜♣◗❵✔❦➔❬❫r➇➠✌➂

♠♦❬→❼➇♠❭qs❦✧q➙♠✧❾◗r③❦❞❦❞qs♣❫t➙❵⑩♠❞r✶✈❅❼➇♠♦❬❫❵❳⑤➦♠❞❬❫❵✫❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✾❦➦q➙➂→➀❳t➙②❏❿❧q➙➂→✈✶❼✩④⑥⑨ ➀✏r❅➂❅♠♦⑤❞r❅t◗❦♦➀♦❬❫❵✾❴✄❵❷t➙qs➧✉❵❷qs➂➍❵✺✇◗➩ ✏ ❋❳➆✍✒➜➟❅♠♦❬❫❵
②❫➂❫qst①❼➇♠♦❵❳⑤➁❼⑧tsq➣♠♥✐✞r⑧↔➤➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠♦❦✾➟✉♠❞❬❫❵⑩⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤♦❵❳❴✄❵❳➂❅♠➁❦●r⑧↔❨➂❫r❅➂✲▼❯❦❞tsqs❿❫q➙➂❫✈✩❼⑧➂→❿✆➂❫r✳♠➁❼⑧➧✉❵❀▼❯r✢❲✸➟③❼⑧➂→❿✶♠♦❬❫❵⑩♣◗r✉②❫➂❏❿❫❦●r❅➂
❼❅➀➜♠❞②❏❼➇♠❞r❅⑤♦❦✾➟❏❼⑧tst❲❿❧❵✾❦♦➀✏⑤♦q➙♣◗❵✺❿➪qs➂➲❦➔❵✺➀➜♠❞qsr✉➂✙➊❧➩❰➊❧➩●❋✔❼⑧➂❏❿❃❦❞②❫❴✄❴✆❼⑧⑤♦q✫✮✾❵✾❿➪q➙➂❺❵✺✇③②→❼➇♠♦q➙r❅➂ ✏✬❱ ✒✏➟◗qs➂➲❼↕❦❞q➙➂❫✈❅t➙❵✩➨✉❵✾➀✏♠❞r✉⑤
qs➂❫❵✾✇③②→❼✉t➙q➙♠♥✐↕r✉↔✠♠❞❬❫❵✫↔➝r❅⑤❞❴➪➢

L(q, q̇, p, ṗ, p̈) ≤ 0
✏✓❋✿➅ ✒

❩❭❬❫❵✫❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴ q①❦✧➂❫r➇➠➵♠❞r✶♣◗❵✳❦➔r❅t➙➨✉❵✺❿↕♣③✐✆➞→➂→❿❧qs➂❫✈✆❼➇♠❭❵✺❼✉➀➁❬↕♠♦q➙❴✄❵➡♠❞❬→⑤❞r❅②❫✈✉❬✜❼✉➂☛❼✉❿❧❵✺✇❅②❏❼➇♠❞❵➡r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂
❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿↕♠❞❬❫❵➡❾→❼✉⑤♦❼✉❴✶❵❳♠❞❵✾⑤➦❼❅➀❳➀❳❵❳ts❵❳⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂

p̈
➠✌❬❫qs➀➁❬➍❴✄qs➂❫qs❴✄q✫✮❳❵✺❦

||p̈d − p̈||2
➠✌❬❫q➙ts❵➡❵❳➂→❦❞②❫⑤❞qs➂❫✈✩♠❞❬→❼⑧♠ ✏ ❋✺➅ ✒●qs❦

❦♦❼➇♠♦qs❦➔➞→❵✾❿➤➩✳❩❭❬❫qs❦✫❼⑧❾❫❾→⑤❞r③❼✉➀➁❬❃q①❦❳➟❇↔➝r✉⑤➡❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✉➟➤❼⑧♣❫ts❵✩♠❞r☛➀❳r✉❴✄❾◗❵❳➂→❦♦❼➇♠♦❵✔↔➝r❅⑤✫❿❧q①❦♥♠♦②❫⑤❞♣❏❼⑧➂→➀✏❵✺❦❷t➙qs➧✉❵✞❵✏➭❥♠♦❵❳⑤♦➂→❼⑧t
↔➝r❅⑤♦➀✏❵✺❦✳❼⑧❾→❾❫t➙qs❵✾❿✙♠♦r➪♠❞❬❫❵↕♣◗r❧❿❧✐❅➟✠❦❞q➙➂❏➀✏❵✄♠❞❬→❵❳✐✙⑤❞❵❳➛→❵✾➀➜♠✩❼⑧♠✳♠❞❬❫❵↕qs➂❅♠❞❵✾⑤❞➂→❼✉t⑥❦♥♠➁❼➇♠♦❵✄ts❵❳➨❅❵❳tP➟✠❼✉➂→❿◆❼⑧⑤♦❵✶♠❞❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r❅⑤❞❵
❼❅➀❳➀✏r❅②❫➂❅♠♦❵✾❿ ♠❞❬❫⑤♦r✉②→✈✉❬ ♠❞❬❫❵☛⑤♦❵✾❦❞❾◗❵✾➀➜♠✶r✉↔❽♠♦❬❫❵☛q➙➂→❵✾✇③②→❼⑧tsq➙♠➯✐ ✏✓❋✿➅ ✒✏➩◆❜❯♠✆❬→❼✉❦✞♣◗❵✾❵❳➂ ❦➔❬❫r➇➠✌➂ ✔❰➊✲❋✛❋ ✖❭♠❞❬❏❼➇♠✄q➙♠✄qs❦
❾◗r③❦❞❦❞q➙♣→t➙❵✫♠♦r✆qs➂→➀✏⑤♦❵✾❼❅❦➔❵✳♣③✐☛❼✄↔Ù❼✉➀➜♠♦r✉⑤✌♠♦❵❳➂➪♠❞❬→❵✔⑤➁❼⑧➂❫✈✉❵✳r⑧↔■❼❅➀❳➀❳❵❳❾❧♠➁❼⑧♣❫ts❵✔❿❧q①❦♥♠♦②❫⑤❞♣→❼✉➂→➀✏❵✺❦✌➠✌q➙♠❞❬➪♠♦❬❫qs❦⑩❴✶❵❳♠❞❬❫r❫❿❨➟
➀❳r✉❴✄❾→❼⑧⑤♦❵✾❿ ♠♦r ➂❫r❅➂✲▼➯❼✉❿❫❼✉❾❧♠❞qs➨✉❵❃r✉➂→❵✾❦✾➩✑✎→②❫⑤❞♠❞❬❫❵✾⑤❞❴✄r✉⑤♦❵✉➟✧♠♦❬❫❵➲②→❦❞❵❺r✉↔✳❵✏➭❥♠♦❵❳⑤♦r❧➀✏❵✾❾❧♠❞qs➨✉❵❃qs➂❧↔➝r✉⑤♦❴✆❼➇♠♦q➙r❅➂ tsq➙➧❅❵
❿❧q①❦➔♠♦❼⑧➂❏➀✏❵✉➟❧❾❫⑤♦r✺➭❧qs❴✄q➣♠♥✐✉➟❥➨❥q①❦➔qsr✉➂✜qs❦✌❼⑧tstsr✿➠✧❵✾❿➍❦❞q➙➂❏➀✏❵❷♠♦❬❫❵❳✐↕❴✆❼✿✐✆✈✉❵✾➂❫❵❳⑤➁❼➇♠♦❵➡❿❧q➙⑤♦❵✾➀✏♠❞ts✐↕❼✞❴✄r❧❿❧q➙➞❏➀✾❼➇♠❞qsr✉➂✜r⑧↔✎♠♦❬❫❵
❾→❼✉⑤♦❼✉❴✄❵✏♠❞❵✾⑤♦❦✾➟➤↔➝r✉⑤✔❵❳➭❧❼✉❴✄❾❫t➙❵✆♠❞r➲➀✏tsq➙❴✩♣ ❼❃❦➔♠➁❼⑧qs⑤✳r❅⑤✳♠❞r➲❼✺➨✉r❅qs❿◆❼➪❬❫r❅t➙❵❅➟✠❵❳➨❅❵❳➂✥♠♦❬❫r✉②❫✈❅❬✥♠❞❬→❵➍❿❧❵✏♠♦❵✾➀✏♠❞qsr✉➂ qs❦
❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴✄❵✾❿✜r✉➂❫tsq➙➂→❵✉➩

❃✡✠❩❂✗✠✎❃ �✪✿ ➼ ✴✬❁ ✿ ➺ ➎ ➻ ✿ ➏✧◗ ➺ ➎✧❁✼➎ ➾ ❚❭➏❆◗ ➺ ✌ ➾ ➏❆❁ ➾ ✿
❃✡✠❩❂✗✠✎❃✡✠✬✼ ✽❀✿ ➎ ❇ ❁Ù➐✿➑❫➏✧❁ ➾ ✿ ❚P➐ ➾ ✌ ❇ ➑❫➎✺➎✧❁ ✙ ➺➪➽ ➑✗✴❙❘✤❁ ✿ �

❳❽q①❦♥♠♦r✉⑤♦qs➀✾❼⑧tst➙✐❅➟➤❼✜➞→⑤➁❦➔♠✔❼➇♠➔♠♦❵❳❴✄❾❧♠✳♠♦r☛♠♦❼❅➀♦➧❥ts❵✞♠♦❬❫❵✆❾❫⑤❞r❅♣❫ts❵❳❴ r✉↔➦♣→q➙❾◗❵✺❿✙tsr❧➀✏r❅❴✄r⑧♠❞qsr✉➂✥❦➔✐❥➂③♠❞❬❫❵✺❦➔q①❦✫➠✧❼✉❦➡♠❞r
❵❳➭❥❾→t➙r❅q➣♠●♠❞❬→❵⑩➀❳r✉➂→➀✏❵✾❾❧♠⑥r⑧↔❨❾→❼❅❦❞❦❞q➙➨❅❵❭➠❭❼⑧ts➧③qs➂❫✈ ✔●❋❳➆❅➆❧➟❈■✛❏✟✖❯➟✉↔➝r❅t➙tsr➇➠✌q➙➂❫✈✔❵✾❼⑧⑤♦tsq➙❵✾⑤●❦➔♠❞②→❿❧qs❵✾❦⑥r✉➂✆❬❫r✉❾❫❾→q➙➂❫✈✩❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦
✔●❋ ❍✹❍✝✖❯➩✪✣➤❵❳♠❷②❏❦❷➀❳r✉➂→❦❞qs❿❫❵❳⑤⑩♠❞❬❫❵✶❦❞q➙❴✄❾❫ts❵✾❦➔♠➡❾❏r③❦❞❦❞qs♣❫ts❵✔➠✧❼✉ts➧③qs➂❫✈➍❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴➪➟❇❼➍➀❳r✉❴✄❾→❼✉❦♦❦❽➠✌q➙♠❞❬➲❾❫qs➂✲▼❯❾◗r✉qs➂❅♠❷↔➝❵❳❵❳♠

➶➳➹❲➘➤➶➳➴



�✂✁☎✄✝✆☎✞✠✟☛✡✌☞✌✍✎☞✑✏✓✒✕✔✖✍ ✗☛✡✙✘✛✚✢✜✤✣✥✏✧✦★✏✝✩✪✏✝✞✫✍✬✏✝✆✭✍✠✆✯✮✱✰✲✩✳✚✢✆✴✚✝✆✵✘✑✶✷✏✹✸✙✏✢✞✬☞ ❋✧❏

✎❲q➙✈❅②❫⑤❞❵ ✺ ➢■❹ ❦➔qs❴✄❾❫ts❵✳➀✏r❅❴✄❾→❼✉❦♦❦✧❴✄r❧❿❧❵✾t

✏➝➞→✈→➩ ✺ ✒✏➩➍❝❷➂❏➀✏❵✆➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❫❵✾❿❺♠♦r❃❦➔♠♦❼✿✐❺➠✌q➙♠❞❬❫qs➂ ❼☛➨✉❵❳⑤❞♠❞q①➀❳❼✉t✸❾→ts❼✉➂❫❵✉➟➤♠♦❬❫q①❦✔❦➔qs➂❫✈✉ts❵❀▼s⑦♥r✉qs➂❅♠✔❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ ❬→❼✉❦✔❼☛➆✢▼
❿❧qs❴✄❵❳➂→❦❞qsr✉➂✙➀✏r❅➂❧➞→✈✉②→⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂❺❦❞❾→❼✉➀❳❵✉➩ ✣➤❵❳♠➡②→❦➡➂❫r➇➠ ❾❫t①❼✉➀❳❵✞q➣♠✫r❅➂➲❼➍❾→ts❼✉➂❫❵✶❦➔tsr✉❾◗❵✞qs➂✙❦❞②→➀➁❬✙❼➍➠✧❼✺✐➪♠❞❬→❼⑧♠➡q➙♠
❴✄r➇➨✉❵✾❦⑥♣③✐✆q➣♠➁❦➔❵✾t➣↔♥➟❥➠✌q➙♠❞❬❫r❅②❧♠❭❼✉➂③✐✶↔➝②❫⑤➔♠♦❬❫❵❳⑤❭❼✉➀✏♠❞②→❼⑧♠❞qsr✉➂➤➟③tsqs➧✉❵❷❦❞r✉❴✄❵❽♠❞r➇✐❧❦❳➟❥❼✉➂→❿✆❴✆❼⑧➧✉❵❷❦❞r✉❴✄❵❷❼✉❦♦❦❞②❫❴✄❾❧♠❞qsr✉➂→❦✾➢

☎ ♠♦❬❫❵✙✈③❼⑧q➙♠☛➀❳r✉➂→❦❞q①❦♥♠➁❦➍r✉↔✳♠♥➠➦r ❦➔♠♦❼✉✈✉❵✾❦✾➢ ❼ ❦➔➠✌qs➂❫✈ ❾❫❬→❼✉❦❞❵✥❿❧②❫⑤♦q➙➂❫✈ ➠✌❬❫q①➀➁❬➵♠❞❬→❵✙⑤♦r✉♣◗r✉♠✜❬❫q➙❾❢❾❫qs➨✉r⑧♠➁❦
❼✉⑤❞r❅②❫➂→❿ ♠♦❬❫❵✥❦➔②→❾❫❾◗r✉⑤❞♠✜❾◗r✉qs➂❅♠✾➟❷❦❞②❫❾❫❾◗r③❦➔❵✾❿ ♠♦r ❦➔♠♦❼✿✐ ❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂❫t➙❵✺❦❞❦✎✌✫❼ ♠♦⑤♦❼✉➂→❦❞q➣♠♦q➙r❅➂✖❾❫❬→❼❅❦➔❵❅➟❽➠✌❬❫q①➀♦❬
r❧➀✾➀✏②❫⑤➁❦✸qs➂→❦♥♠➁❼⑧➂③♠♦❼⑧➂→❵❳r✉②→❦❞ts✐✉➟✉➠✌❬❫❵❳➂✶♠♦❬❫❵⑩❦➔➠✌qs➂❫✈✳t➙❵✾✈✫♠❞r✉②❏➀♦❬❫❵✺❦✸♠❞❬❫❵❽✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿✶❼⑧➂→❿✄❦❞qs❴✩②❫t➣♠➁❼⑧➂❫❵✾r✉②→❦❞ts✐✳♠♦❬❫❵
❾❫⑤♦❵❳➨❥qsr✉②→❦✌❦➔②❫❾→❾◗r✉⑤❞♠❭ts❵❳✈✄ts❵✾❼✿➨✉❵✾❦✧♠❞❬→❵✫✈❅⑤❞r❅②❫➂→❿✍✌

☎ ♠♦❬❫❵✳qs❴✶❾❏❼✉➀➜♠❽q①❦❽❼✉❦♦❦➔②❫❴✄❵✾❿➍♠♦r✄♣◗❵✔❦❞t➙qs❾❫ts❵✾❦♦❦❭②❫➂❫❵✾ts❼❅❦♥♠♦qs➀✉➩●❩❭❬❫q①❦❭qs❴✄❾❫tsq➙❵✺❦❭♠❞❬→❼⑧♠⑩❼➇♠✌♠❞❬❫❵✳♠❞⑤➁❼⑧➂→❦❞q➣♠♦q➙r❅➂➍♠♦❬❫❵
➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂ ⑤❞❵✾❴✄❼✉qs➂→❦✔②→➂→➀♦❬→❼✉➂❫✈✉❵✺❿❨➟■➠✌❬❫q➙ts❵☛❼⑧➂❫✈❅②❫t①❼⑧⑤✩❴✄r✉❴✄❵❳➂③♠❞②❫❴ ➀✏r❅➂→❦➔❵✾⑤❞➨⑧❼➇♠❞qsr✉➂◆ts❵✾❼❅❿❫❦✔♠❞r✥❼
❿❧q①❦♦➀✏r✉➂③♠❞qs➂③②❫r❅②→❦✌➀➁❬→❼⑧➂❫✈❅❵➡qs➂➪➨✉❵❳tsr❧➀✏q➙♠❞qs❵✾❦✾➩

✎ r❅➂→❦➔❵✺✇③②❫❵❳➂❅♠♦ts✐✉➟⑧♠❞❬❫❵❽⑤♦r✉♣◗r⑧♠●♣❏❵✾❬→❼✿➨③qsr✉⑤●➀✾❼⑧➂✄♣◗❵❭↔➝②❫tst➙✐✶❿❫❵✾❦♦➀✏⑤♦q➙♣◗❵✺❿✞♣③✐✶❼✔➊⑧⑨❑❦♥♠➁❼➇♠❞❵ ✏Ù❾◗r❅❦❞q➣♠♦q➙r❅➂✄❼✉➂→❿✶➨✉❵❳tsr❧➀✏q➙♠♥✐
r✉↔❽♠❞❬→❵☛❬❫qs❾➲⑦♥r✉qs➂❅♠ ✒✏➟●♠♦❬❫❵➪❿❫✐③➂❏❼⑧❴✄qs➀✾❦✞r✉↔⑩➠✌❬❫q①➀♦❬ q①❦✶r⑧↔⑩♠❞❬❫❵☛↔➳r❅⑤❞❴ ✏ ❋ ✒✩➠✌q➙♠❞❬ ❼✥❦➔❵✺➀✏r✉➂❏❿ ❴✶❵✾❴✩♣◗❵❳⑤✄❵✾✇③②→❼✉t
♠♦r✁✮✾❵❳⑤♦r➍↔➝r❅⑤➡♠♦❬❫❵✶➛→qs✈✉❬③♠✳❾❫❬→❼❅❦➔❵❅➟✎❼⑧➂→❿✙➠✌q➣♠♦❬◆❼⑧➂✥q➙❴✄❾→❼❅➀➜♠✳❴✄r❧❿❧❵✾t●❼✉❦✫❿❧❵✺❦❞➀❳⑤❞qs♣◗❵✾❿➲qs➂◆❦❞❵✾➀➜♠♦q➙r❅➂◆➊❧➩❰➊❧➩❰➊❧➩✶⑨❷②❫❵
♠♦r☛q➙♠♦❦✫t➙r➇➠ ❿❧q➙❴✄❵✾➂→❦➔qsr✉➂✎➟➤❼✉➂✥❼✉❿❧❵✺✇③②→❼➇♠♦❵✶❦➔♠❞②→❿❫✐❃♠❞r❥r❅t✸r⑧↔⑥♠♦❬❫qs❦✳❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ qs❦➡♠❞❬→❵✶❾→❬→❼✉❦❞❵✶❾◗r✉⑤❞♠❞⑤➁❼⑧q➙♠✾➟❨q✼➩ ❵✉➩✩♠♦❬❫❵
❵✾➨✉r✉ts②❧♠❞qsr✉➂❃r⑧↔●r✉⑤♦♣❫q➣♠➁❼⑧t➤♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r❅⑤❞qs❵✾❦

(q, q̇)
➩⑩❩❭❬❫❵✞❦♥♠➁❼⑧♣❫qst➙q➙♠♥✐☛r⑧↔✸♠♦❬❫❵✾❦❞❵✩r✉⑤♦♣❫q➙♠♦❦⑩➀❳❼✉➂❃♣◗❵✞❦♥♠♦②→❿❧qs❵✾❿➪♠❞❬→⑤❞r❅②❫✈✉❬

♠♦❬❫❵✆④✸r✉qs➂→➀❳❼✉⑤✒✑✄❴✆❼⑧❾➤➩➍❜❯♠✩➀✾❼⑧➂✙♠♦❬③②→❦✔♣◗❵↕❦❞❬❫r➇➠✌➂✙♠❞❬→❼⑧♠✾➟✎↔➝r❅⑤✔❦❞r✉❴✄❵↕❦➔❵✏♠➁❦✳r⑧↔✌❦➔tsr✉❾◗❵✺❦❳➟✎❴✆❼❅❦❞❦✳❿❫qs❦➔♠❞⑤♦q➙♣→②❧♠❞qsr✉➂→❦
❼✉➂→❿✩qs➂❫q➙♠❞q①❼⑧t→➀✏r❅➂→❿❧q➙♠❞qsr✉➂→❦✾➟➇♠❞❬❫❵❽❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴➃⑤♦❵✾❼✉➀➁❬❫❵✾❦✠↔➝⑤♦❵❳❵✾t➙✐✩❼✉➂✶❼❅❦➔✐❥❴✄❾❧♠♦r⑧♠❞q①➀❳❼✉t➙ts✐✔❦➔♠♦❼✉♣❫t➙❵❭r✉⑤♦♣❫q➙♠✾➟⑧➠✌❬→qs➀➁❬✶⑤♦❵✾❦❞②❫t➣♠➁❦
↔➝⑤♦r✉❴ ❼⑧➂↕r✉❾❧♠♦qs❴✄❼✉t❏♣→❼⑧t①❼⑧➂→➀❳❵❽r⑧↔❨♠❞❬❫❵❷❵❳➂❫❵✾⑤❞✈❅q➙❵✺❦■qs➂③➨✉r❅t➙➨✉❵✺❿✄qs➂✆♠❞❬❫❵➡❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴☛➢✠♠❞⑤➁❼⑧➂❏❦♥↔➝r❅⑤❞❴✆❼➇♠♦q➙r❅➂✶♣◗❵❳♠➯➠✧❵❳❵❳➂↕❾◗r✛▼
♠♦❵❳➂❅♠♦qs❼✉t◗❼⑧➂❏❿✄➧❥q➙➂→❵✏♠❞q①➀❽r✉➂→❵✾❦✾➟❅t➙r③❦❞❦⑥❼⑧♠⑥qs❴✄❾→❼✉➀✏♠✾➩■❩❭❬❫❵⑩r✿➨✉❵✾⑤♦❼✉t➙t❫❴✄❵✺➀♦❬→❼✉➂❫q①➀❳❼⑧t❏❵❳➂❫❵✾⑤❞✈❅✐✉➟❅➠✌❬❫qs➀➁❬↕qs❦➦➀❳r✉➂→❦➔♠♦❼✉➂❅♠✾➟③qs❦
❼✄➀➁❬→❼⑧⑤➁❼✉➀✏♠❞❵✾⑤❞q①❦♥♠♦qs➀❷r⑧↔✠♠♦❬❫❵✳r✉♣❧♠➁❼⑧qs➂❫❵✾❿✜➠❭❼⑧ts➧◗➟❫➠✌❬❫qs➀➁❬❃➀✏r✉⑤♦⑤♦❵✾❦❞❾◗r⑧➂❏❿❫❦⑥♠♦r✆❼✶➧❥qs➂→❿✜r✉↔ ★ ❵✾➂❫❵❳⑤♦✈✉❵❳♠❞q①➀❳❼✉t➙ts✐✆r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼⑧t
➀❳r✉❴✶↔➝r✉⑤❞♠✞✈③❼⑧q➙♠ ✩↕↔➝r❅⑤✞♠❞❬❫❵➪❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴➪➩ ❩❭❬→qs❦✞♠❞⑤➁❼➇⑦♥❵✾➀✏♠❞r✉⑤♦✐✥q①❦✞qs➂✤↔Ù❼✉➀➜♠✶↔➝r❅②❫➂→❿✤♣③✐◆♠❞❬→❵☛⑤❞r❅♣◗r⑧♠✞q➙♠♦❦❞❵❳t➙↔⑩♠❞❬→❼✉➂❫➧❧❦
♠♦r❃♠❞❬❫❵➍t①❼✺➠❽❦✔r⑧↔✌❴✄❵✾➀➁❬→❼✉➂❫qs➀✾❦❳➩➪❜❯♠✶➀❳❼✉➂◆♣◗❵✜❦➔❬❫r➇➠✌➂◆♠❞❬→❼⑧♠✩qs➂→➀✏⑤♦❵✾❼❅❦➔qs➂❫✈➪♠❞❬❫❵✜❦❞t➙r❅❾◗❵✆ts❵✾❼❅❿❫❦✳♠❞r❺❾❫❬❫❵✾➂❫r✉❴✄❵✾➂→❼
r✉↔✌❾◗❵❳⑤♦qsr❧❿ ❿❧r✉②→♣❫t➙qs➂❫✈ ✏➝♣❫q➙↔➝②❫⑤➁➀❳❼⑧♠❞qsr✉➂ ✒✏➟❲↔➝r❅t➙tsr✿➠✧❵✾❿◆♣❥✐◆❼➲➀♦❬→❼✉r⑧♠♦qs➀↕♣◗❵❳❬→❼✿➨❥q➙r❅⑤✩❼⑧➂❏❿✥♠♦❬❫❵❳➂✤♣③✐ ❼➪↔Ù❼✉t➙t➦q➙↔✌♠♦❬❫❵
❿❧❵✺❦❞➀❳❵❳➂❅♠❽q①❦✧♠♦r❥r✄❦➔♠❞❵✾❵❳❾➤➩
❩❭❬❫q①❦❷q①❿❧❵✾❼➍❬→❼❅❦⑩♣◗❵❳❵✾➂➲ts❼⑧♠❞❵✾⑤❷t①❼⑧⑤♦✈✉❵❳ts✐☛❵✏➭❧❾❫tsr✉q➙♠❞❵✾❿➤➟❏➞❏⑤♦❦➔♠➡♣③✐❃❼❅❿❫❿❧qs➂❫✈➍❴✄r❅⑤❞❵❽⑦♥r❅q➙➂③♠♦❦ ✏Ù➧❥➂❫❵❳❵✺❦❳➟◗♠♦⑤❞②❫➂→➧◗➟❇↔➳❵✾❵✏♠ ✒➜➟
❦❞❾❫⑤♦q➙➂❫✈③❦❳➟➇❴✆❼✉❦♦❦➔❵✺❦❳➟⑧❦♥♠♦q➙tst❧q➙➂✶❼❷❾❫②❫⑤♦❵❳ts✐✳❾→❼✉❦♦❦❞q➙➨✉❵⑥↔➝⑤➁❼⑧❴✄❵❳➠✧r✉⑤♦➧ ✔ ➆✹■✟✖❯➩❲❛✧②❧♠✸♠❞❬❫❵❭q①❿❧❵✾❼⑩♠❞r➡❵❳➭③♠♦❵❳➂→❿✩♠❞❬❫❵✌❼⑧❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬
♠♦r✄❼❅➀➜♠❞qs➨✉❵✾t➙✐➍➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉tsts❵✾❿✜❦➔✐❧❦➔♠❞❵❳❴✆❦✌❼⑧❾❫❾◗❵✺❼⑧⑤♦❵✾❿➍❼✉ts❦❞r✶❼❅❦❭❼✉➂✜qs➂❅♠♦❵❳⑤♦❵✾❦➔♠❞qs➂❫✈✞♠♦⑤♦❼❅➀♦➧ ✔●❋✺➊❧➟ ❋✺➅⑧➆✟✖❯➩●❩❭❬❫❵✫❾❫⑤♦q➙➂❏➀✏qs❾❫t➙❵
q①❦⑩♠♦r☛❿❧❵✾❦❞qs✈✉➂✙❼✜➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t❲➠✌❬❫q①➀♦❬✙❴✶qs❴✄q①➀❳❦❷♠❞❬❫❵✶♣◗❵✾❬→❼✺➨❥qsr✉⑤❷r✉↔➦❼➍❾→❼✉❦♦❦➔qs➨✉❵✞❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴➪➟❇qP➩ ❵❅➩➡♠♦❬❫❵✄➀✏r❅➂③➨✉❵❳⑤♦✈✉❵✾➂→➀✏❵
♠♦r✿➠✧❼✉⑤♦❿→❦➦❼⑧➂➍r✉❾❧♠♦q➙❴✆❼✉t❇❦➔♠♦❼⑧♣→t➙❵❷r❅⑤❞♣❫q➙♠✾➟❥❵❳➨✉❵✾➂➍q➙➂➍♠❞❬❫❵✫➀✾❼✉❦❞❵⑩r⑧↔✎➂❫r❅➂✜❿❧❵✾❦♦➀✏❵✾➂→❿❧qs➂❫✈✞❾❫t①❼⑧➂❫❵✺❦❳➩■❹❽➂❫r✉♠❞❬❫❵✾⑤❭❼✉❿❫➨➇❼⑧➂ ▼

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



➊✉➈ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

♠➁❼⑧✈✉❵➡r✉↔❲❼✶➠➦❵❳tst❩▼❯❿❧❵✺❦➔qs✈✉➂→❵✾❿✜➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t❇tsqs❵✾❦❭qs➂✜♠❞❬❫❵✳❾◗r❅❦♦❦➔qs♣❫qst➙q➙♠♥✐✆♠❞r✄❵✏➭❥♠❞❵✾➂❅♠✌♠❞❬❫❵✳♣→❼✉❦❞qs➂✜r⑧↔✸❼➇♠❞♠❞⑤➁❼✉➀➜♠♦q➙r❅➂➍r✉↔✎♠♦❬❫❵
❦➔♠♦❼✉♣❫t➙❵✩r✉⑤♦♣❫q➙♠✾➩ ★⑩❵❳➨✉❵✾⑤➔♠♦❬❫❵❳ts❵✾❦♦❦❳➟◗❿❧❵✺❦➔❾❫q➙♠❞❵✔♠♦❬❫❵❳qs⑤❷qs➂❅♠❞❵✾⑤❞❵✺❦♥♠✺➟◗❼✉t➙t✎♠♦❬❫❵✾❦❞❵✞❼⑧❾❫❾❫⑤♦r❅❼❅➀♦❬❫❵✺❦❽❼⑧⑤♦❵✔❿❧q �↕➀✏②❫t➙♠❷♠❞r✜❼⑧❾→❾❫t➙✐
♠♦r ✺ ⑨ ⑤♦❵✾❼⑧t❲❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦❷➠✌q➣♠♦❬✙❦❞❵❳➨✉❵❳⑤➁❼⑧t❲❿❧❵❳✈❅⑤❞❵✾❵✾❦⑩r⑧↔●↔➝⑤❞❵✾❵✾❿❧r❅❴☛➟❨➀✏r❅❴✄❾❫t➙❵❳➭❃✈✉⑤♦r✉②❫➂→❿❺➀✏r❅➂❅♠➁❼✉➀➜♠➡❴✄r❧❿❧❵✾ts❦✾➟◗❵❳♠♦➀✉➩➙➩s➩
❜❯♠➡❦➔❬❫r❅②❫t①❿☛❬❫r➇➠➦❵❳➨✉❵✾⑤❽♣◗❵✔➂❫r⑧♠♦qs➀❳❵✾❿☛♠❞❬→❼⑧♠❽♠♦❬❫❵✔q①❿❧❵✾❼✆r⑧↔●❦➔♠❞②→❿❧✐❥qs➂❫✈✆♠❞❬❫❵✩♣◗❵❳❬→❼✿➨❥q➙r❅⑤✌r✉↔❲♠♦❬❫❵✩❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✒♠♦❬❫⑤❞r❅②❫✈✉❬
q➙♠♦❦❽r✉⑤♦♣❫q➙♠♦❼✉t➤❦➔♠♦❼⑧♣→q➙tsq➙♠➯✐✜❬→❼✉❦❽❼✉ts❦❞r✄♣◗❵❳❵✾➂❃❦❞②→➀❳➀❳❵✾❦♦❦♥↔➝②❫tsts✐➍②→❦❞❵✾❿☛qs➂☛♠♦❬❫❵✩❿❧❵✾❦❞qs✈✉➂➪r⑧↔❲♠❞❬→❵✔➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❨r✉↔❲♠❞❬❫❵✔⑤♦r✉♣◗r✉♠
❻❽❼✉♣❫♣❫q➙♠ ✔●❋ ❍⑧➈❥➟✸➆✹❱❫➟■➊✉➈❈❍ ✖P➩ ❩❭❬❫q①❦✞❾❫t①❼⑧➂→❼✉⑤✪❍❺⑨⑩r ✎é⑤❞r❅♣◗r⑧♠✞❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂③♠♦❦✶❼⑧➂✤②❫➂→❿❫❵❳⑤➁❼✉➀➜♠♦②→❼➇♠♦q➙r❅➂ r⑧↔❷❿❧❵✾✈✉⑤♦❵❳❵ ❋❅➟
♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r✉⑤♦❵✫❼✩✮✾❵❳⑤♦r✄❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❦✾➟❥♠♦❬❫❵✔❦♥♠➁❼⑧♣❫qstsq➣♠♥✐➍r⑧↔❲➠✌❬❫q①➀♦❬❃➀❳❼✉➂☛♣❏❵✔❼❅❦❞❦❞❵✾❦♦❦➔❵✺❿↕②→❦❞qs➂❫✈✆❼✶④❲r❅q➙➂→➀✾❼⑧⑤✖✑➡❴✆❼⑧❾✎➩

❃✡✠❩❂✗✠✎❃✡✠✎❃ � ✿ ➼ ✴✬❁ ✿ ➺➪➾☎❇ ➏❆❁ ✌ ❁ ✄✉➑❧➏❆❁ ➾ ✿
❩❭❬❫❵↕②❫t➙♠❞qs❴✆❼➇♠❞❵➍➠✧❼✿✐➲♠❞r➲❼✉❿❫❼✉❾❧♠✩q➙➂ ⑤♦❵✾❼✉t ▼P♠❞qs❴✄❵✄♠❞❬❫❵➍❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂◆r⑧↔❭♠❞❬→❵↕⑤♦r✉♣◗r⑧♠✔q①❦✳♠❞r❺❵✾➨✉❵❳➂ ❼✺➨✉r❅q①❿✙②→❦❞qs➂❫✈

❼✉➂③✐✶♠♥✐❥❾◗❵❷r⑧↔✎❾❫⑤♦❵❀▼➯➀✏r❅❴✄❾❫②❧♠❞❵✺❿✄♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✺➀➜♠❞r❅⑤❞qs❵✾❦✾➩❲❹⑩❴✶r❅➂❫✈✩♠❞❬→❵➡➀✾❼⑧➂→❿❧q①❿❫❼⑧♠❞❵➡❼⑧❾→❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬❫❵✾❦■♠♦r✩♠❞❬→qs❦✧➧❥qs➂→❿↕r⑧↔✎r❅➂✲▼
tsq➙➂→❵✩❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂➲❦➔✐❥➂③♠❞❬❫❵✾❦❞q①❦❳➟❏♠♦❬❫❵✶❦➔r✛▼❯➀✾❼⑧tst➙❵✺❿ ✳➃➾ ➚ ➺ ✴✞✄✫➐ ➺ ➚ ❁Ù➒✉➏✧❁ ✙ ➺ ❬ ➾ ✿ ➏❳➐ ➾ ✴✁� ✳ ✄ ❬✄✂ ♠❞❵✾➀➁❬❫➂❫q①✇③②❫❵✾❦❷tsr❥r✉➧
➠➦❵✾t➙t❩▼➯❦➔②❫q➙♠❞❵✺❿❨➩➪❩❭❬→❵➍➀✏r✉❴✄❴✄r✉➂ ②❫➂→❿❧❵✾⑤❞ts✐❥q➙➂❫✈❺qs❿❧❵✺❼❃qs❦✳♠♦❬❫❵✆↔➝r❅t➙tsr➇➠✌q➙➂❫✈❏➩✁✣✎❵✏♠✩②❏❦✳➞→⑤♦❦➔♠♦t➙✐✥❼❅❦❞❦❞②❫❴✄❵✄♠❞❬→❼⑧♠✩➠➦❵
❬→❼✿➨✉❵✩✈✉r✉♠❷❼➍❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✾❼⑧t✠❴✄r❧❿❧❵❳t❲r⑧↔■♠♦❬❫❵✶❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴ ✈❅r❥r❧❿➪❵❳➂❫r❅②❫✈✉❬❃↔➝r✉⑤➡❦❞✐❥➂❅♠❞❬→❵✾❦❞q✫✮✾q➙➂❫✈✜❼➍➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t✠❦♦➀♦❬→❵❳❴✄❵✉➩
❩❭❬❫❵✾➂➤➟⑧♠❞❬❫❵✌❾❫⑤♦qs➂→➀✏qs❾❫ts❵❭r⑧↔❏♠❞❬❫❵✌❴✄❵✏♠♦❬❫r❧❿✶➀❳r✉➂→❦❞qs❦➔♠♦❦✸qs➂✶❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴✄q➙➂❫✈ ✚✢✞❉✡★✚✛✦★✟✳☞ ✚✢✩ ✗✵✜ ✍✠✆ ✔ ✞✫✍✠✩✳✡ ♠❞❬→❵✧↔➝r❅t➙tsr✿➠✌qs➂❫✈
r❅❾◗❵❳⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂❏❦❳➢

❋✉➩❭❴✄❵✾❼❅❦➔②→⑤❞❵❳❴✄❵✾➂❅♠✌r⑧↔✠♠♦❬❫❵✔❼✉➀✏♠❞②→❼✉t➤❦♥♠➁❼➇♠♦❵ ✌
➊❧➩✌➀❳r✉❴✄❾❫②❧♠➁❼➇♠❞qsr✉➂❃r✉↔✸♠❞❬❫❵✶➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t✎➠✌❬❫qs➀➁❬❺r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮❳❵✺❦⑩❼✆✈❅q➙➨✉❵✾➂❃❦➔♠♦❼⑧♠❞❵ ▼❯❿❧❵✾❾◗❵❳➂→❿❧❵✾➂❅♠➡➀✏r③❦♥♠ ▼✼↔➝②❫➂❏➀➜♠❞qsr✉➂❃r❅➂
❼✞➞→➂→q➣♠♦❵✳❬❫r✉⑤♦q✫✮✾r✉➂➤➟❫❦♥♠➁❼⑧⑤❞♠❞qs➂❫✈✞↔➝⑤♦r✉❴ ♠❞❬❫❵✔➀❳②❫⑤♦⑤❞❵✾➂❅♠❭♠❞qs❴✄❵ ✌

✺ ➩✌❼✉❾❫❾❫tsqs➀✾❼➇♠❞qsr✉➂☛r⑧↔✠♠♦❬❫❵✫➞→⑤➁❦♥♠❽➀❳r✉❴✄❾❫②❧♠♦❵✾❿➪➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❨q➙➂❫❾→②❧♠♦❦❽r✉➂❫ts✐ ✌
➆→➩❭⑤♦❵✏♠♦②❫⑤❞➂✜♠♦r✆❦♥♠♦❵❳❾ ❋✉➩

❳⑩qs❦➔♠❞r❅⑤❞q①➀❳❼✉t➙ts✐✉➟→♠♦❬❫q①❦➡❼⑧❾❫❾→⑤❞r③❼✉➀➁❬➪❬→❼❅❦⑩♣◗❵❳❵✾➂➲❼✉❾❫❾❫tsq➙❵✺❿➪♠❞r✜ts❼✉⑤❞✈❅❵✩❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴✄❦✾➟◗tsq➙➧✉❵✶➀♦❬→❵❳❴✄qs➀✾❼⑧t❲❾❫ts❼✉➂❅♠➁❦❳➟◗♠❞❬❫❵✶❿❫✐✹▼
➂→❼✉❴✄qs➀✾❦✫r✉↔❭➠✌❬❫qs➀➁❬◆➠✧❵❳⑤❞❵↕❦❞t➙r➇➠ ❵❳➂❫r❅②❫✈✉❬✥♠❞r❃♣◗❵↕➀❳r✉❴✄❾→❼⑧♠❞qs♣❫t➙❵✆➠✌q➙♠❞❬◆♠❞❬❫❵↕⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❿✙r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮✾❼➇♠♦q➙r❅➂✙♠♦q➙❴✄❵❅➩
❩❭❬❫❵✆❵✏➭❧❾◗r❅➂❫❵❳➂③♠❞q①❼⑧t■✈❅⑤❞r➇➠❭♠❞❬✥r⑧↔❭❼✿➨➇❼✉q➙t①❼⑧♣❫ts❵✄➀✏r❅❴✄❾❫②❧♠❞❵✾⑤✳❾◗r➇➠➦❵❳⑤✔❼⑧♠✔➀✏r❅➂→❦➔♠♦❼⑧➂③♠✔➀✏r③❦♥♠✔❴✄❼❅❿❧❵✄q➙♠✔❾◗r③❦❞❦❞q➙♣→t➙❵✶♠❞r
❾❫⑤♦r✉✈❅⑤❞❵✺❦❞❦➔qs➨✉❵❳ts✐➪❵❳➭③♠♦❵❳➂→❿✙♠❞❬→❵↕❿❧r✉❴✆❼⑧qs➂✥r⑧↔❭❼✉❾❫❾❫tsqs➀✾❼➇♠♦q➙r❅➂✙r✉↔➦♠❞❬❫❵✺❦➔❵✆❴✄❵✏♠❞❬→r❧❿❫❦✫♠❞r❃❴✶r❅⑤❞❵✄⑤➁❼⑧❾❫q①❿➲❾→⑤❞r❧➀❳❵✾❦♦❦➔❵✺❦❳➩
❩❭❬❫❵➡♣◗r⑧♠❞♠❞ts❵❳➂❫❵✺➀♦➧✆⑤❞❵✾❴✆❼⑧qs➂→❦⑥➂❫❵✾➨✉❵❳⑤❞♠❞❬❫❵✾t➙❵✺❦❞❦⑥♠❞❬→❵➡❼✿➨➇❼✉q➙t①❼⑧♣❫qstsq➣♠♥✐✶r✉↔➤♠❞❬❫❵✾r✉⑤♦❵✏♠❞q①➀❳❼✉t❏⑤♦❵✾❦❞②❫t➙♠♦❦➦r⑧↔✠❦➔♠♦❼✉♣❫q➙tsq➙♠➯✐❅➟❥➠✌❬❫q①➀♦❬
q①❦✞➂❫r➇➠ tsqs❴✶q➙♠❞❵✺❿ ♠❞r✙tsq➙➂→❵✾❼⑧⑤✄❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴✆❦✩r❅⑤✞❾→❼✉⑤➔♠♦qs➀❳②❫t①❼⑧⑤✶➀✏t①❼✉❦♦❦➔❵✺❦✩r⑧↔⑩➂❫r✉➂❫tsqs➂❫❵✾❼✉⑤✞r✉➂→❵✾❦✾➩◆❩❭❬❫❵✆☎❃➾ ✿ ✴✬❁ ✿ ➺ ➑❧➐
✳➃➾ ➚ ➺ ✴ ✄✫➐ ➺ ➚ ❁✼➒⑧➏❆❁ ✙ ➺ ❬ ➾ ✿ ➏❳➐ ➾ ✴✆� ☎ ✳ ✄ ❬✄✂ ➟✸❼❅❦❞❦❞r❧➀❳qs❼⑧♠❞❵✾❿◆➠✌q➙♠❞❬ ♠♦❬❫q①❦✞ts❼❅❦♥♠✄➀❳❼❅❦➔❵❅➟✸❬→❼❅❦✞❦❞r✉❴✄❵✜❼⑧♣→q➙tsq➣♠♥✐
♠♦r❺❬→❼✉➂→❿❧ts❵➍➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❳➟❲➠✌❬❫q①➀♦❬ ❴✆❼⑧➧✉❵✾❦✔q➙♠✞➠➦❵✾t➙t✧❦❞②❫q➙♠❞❵✾❿◆♠♦r❃♠♦❬❫❵➍❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴✰r⑧↔✌➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈❺❾→❼➇♠❞♠❞❵❳⑤♦➂ ❦❞✐❥➂✲▼
♠♦❬❫❵✾❦❞qs❦❷❼⑧➂→❿❃➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t✎r⑧↔●❼✄♣❫qs❾◗❵✾❿❃⑤❞r❅♣◗r⑧♠⑩❦❞②❫♣❧⑦♥❵✾➀➜♠⑩♠♦r↕②❫➂❫qsts❼⑧♠❞❵❳⑤➁❼⑧t✠➀✏r❅➂→❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙➂③♠♦❦✌r❅⑤⑩❿❧q①❦♥♠♦②❫⑤❞♣❏❼⑧➂→➀❳❵✾❦❽❿❫②❫❵✳♠❞r
❼✉➂➪②❫➂❏❦♥♠♦⑤❞②→➀✏♠❞②❫⑤♦❵✾❿➪❵✾➂③➨❥qs⑤❞r❅➂❫❴✄❵❳➂❅♠✺➩✌❹➃➀❳r✉❴✄❾❫ts❵✏♠♦❵✔r✿➨✉❵✾⑤❞➨❥qs❵❳➠❙❼✉♣◗r✉②❧♠❽♠♦❬❫❵❳r❅⑤❞❵❳♠❞q①➀❳❼⑧t✠❼⑧➂→❿➪❾→⑤♦❼❅➀➜♠❞q①➀❳❼✉t➤⑤♦❵✾❦❞②❫t➣♠➁❦
➀❳r✉➂→➀✏❵✾⑤❞➂→q➙➂❫✈✶♠♦❬❫❵✩❸❃④ ✎ r✉⑤✌♠❞❬→❵ ★⑩❸❃④ ✎ ➀✾❼⑧➂➪♣◗❵✫↔➝r❅②❫➂→❿➪q➙➂ ✔ ❍ ✖P➩ ❳❽r➇➠➦❵✾➨✉❵❳⑤✌q➙♠❷➀❳❼✉➂☛♣◗❵✩❦❞❵❳❵❳➂☛↔➝⑤♦r✉❴✒♠❞❬❫❵✺❦➔❵
❾→❼✉❾◗❵❳⑤➁❦❽♠❞❬→❼⑧♠❷♠❞❬❫❵✄❦♥♠♦⑤♦❼✉q➙✈❅❬❅♠❞↔➝r✉⑤♦➠✧❼⑧⑤♦❿❃❼⑧❾❫❾❫tsq①➀❳❼➇♠♦q➙r❅➂❺r⑧↔●♠❞❬❫❵✄❼⑧ts✈✉r✉⑤♦q➙♠❞❬❫❴✆❦❽q①❦❷➨✉❵❳⑤♦✐☛tsq➙❴✄q➙♠❞❵✺❿❺➠✌❬❫❵✾➂✙❿❧❵✾❼✉t➙qs➂❫✈
➠✌q➙♠❞❬◆❬→q➙✈❅❬❫t➙✐✙❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✾❼⑧t●❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴✆❦✳❦❞②→➀➁❬✥⑤♦r✉♣◗r✉♠♦❦✾➩✄❜➯➂✥↔Ù❼❅➀➜♠✾➟✠❴✄r③❦♥♠✔r⑧↔✧♠❞❬❫❵➍❼✉❦♦❦➔②❫❴✄❾❧♠♦q➙r❅➂→❦✫⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❿❺♠❞r
✈❅②→❼⑧⑤➁❼⑧➂③♠❞❵❳❵✔❦➔♠♦❼✉♣❫q➙tsq➙♠➯✐➪❼✉⑤❞❵✔➂❫r⑧♠⑩♠♦⑤♦❼❅➀➜♠♦❼✉♣❫ts❵✉➩ ✎❫②❫⑤❞♠❞❬❫❵✾⑤❞❴✄r❅⑤❞❵❅➟❫♠❞❬❫q①❦❽♠♦❵✾➀➁❬❫➂❫q①✇❅②→❵✩❬→❼✉❦⑩♣◗❵❳❵❳➂➲❿❧❵✾➨✉❵❳tsr✉❾◗❵✾❿➪qs➂➲❼
⑤♦❵✏↔➝❵❳⑤♦❵❳➂❏➀✏❵✫♠♦⑤♦❼➇⑦♥❵✺➀➜♠❞r❅⑤❞✐↕↔➝⑤➁❼⑧❴✄❵✾➠➦r✉⑤♦➧❇➩❭❣❥r❅❴✶❵✔❴✄r❧❿❫q➣➞❏➀✾❼➇♠♦q➙r❅➂→❦✌r✉↔✸♠❞❬❫❵✞❼⑧❾❫❾→⑤❞r③❼✉➀➁❬➪❼⑧⑤♦❵✫♠❞❬→❵❳⑤♦❵✏↔➝r✉⑤♦❵✳⑤♦❵✾✇③②❫qs⑤❞❵✺❿
↔➝r❅⑤✸♠♦❬❫❵❽❼✉❾❫❾❫tsqs➀✾❼➇♠♦q➙r❅➂✞♠❞r✳r✉➂✲▼❯tsq➙➂❫❵✌➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈✳❦➔✐❥➂③♠❞❬❫❵✺❦➔q①❦❳➩ ✎❫r❅t➙tsr➇➠✌q➙➂❫✈➡♠♦❬❫❵✌q①❿❧❵✺❼➡r✉↔❏♠♦❬❫❵❽❾→❼⑧⑤➁❼⑧❴✄❵✏♠♦❵❳⑤●❼✉❿❫❼✉❾❧♠♦❼✢▼
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q①❦✧q➙❴✄❾◗r❅❦❞❵✾❿➍q➙➂✜r❅⑤♦❿❧❵✾⑤⑥♠♦r✶❵❳➂→❦❞②❫⑤❞❵❷↔➝❵✾❼✉❦❞qs♣❫q➙tsq➙♠➯✐↕r⑧↔✠➠✧❼⑧ts➧❥q➙➂❫✈❏➩✸⑨❷❵✏➞→➂❫qs➂❫✈✶♠❞❬❫❵✾❦❞❵✫➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠♦❦

q①❦⑥♠❞❬❫❵❷r❅➂❫ts✐✶➠✧❼✿✐✶➠✌❬→qs➀➁❬➍qs❦➦②→❦❞❵✾❿✆♠❞r✞❵✏➭❧❾❫⑤♦❵✾❦♦❦●qs❴✄❾❫tsqs➀❳q➣♠♦t➙✐✄♠❞❬→❵➡❿❧❵✾❦❞qs⑤❞❵✺❿✄❴✄r✉♠❞qsr✉➂↕r✉↔❨♠❞❬→❵❷⑤❞r❅♣◗r⑧♠✺➩❲❹❢✇③②→❼✉t➙q❩▼
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❩❭❬③②→❦✾➟➦♠♦❬❫❵➲❩ ✎✥▼ ★⑩❸❺④ ✎ ➀❳r✉➂→❦❞q①❦♥♠➁❦✄qs➂ r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮❳qs➂❫✈→➟✧↔➝⑤❞r❅❴ ♠❞❬❫❵❺qs➂❫❾❫②❧♠➁❦ ✏Ù➀✏r❅➂❅♠♦⑤❞r❅t✼➟❭❦➔♠♦❼➇♠♦❵✉➟❭➀❳r✉➂③♠♦❼✉➀✏♠
↔➝r❅⑤♦➀✏❵✺❦❳➩s➩s➩ ✒✏➟→♠♦❬❫❵✞❼✉➂❅♠♦qs➀❳q➙❾→❼⑧♠❞❵✺❿➪↔➝②❧♠❞②❫⑤♦❵✞♣◗❵❳❬→❼✿➨❥q➙r❅⑤❽r✉↔■♠❞❬❫❵✶❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴☛➟❇❦❞②❫♣❧⑦♥❵✾➀➜♠♦❵✾❿❃♠❞r✜➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❳➟❏②→❦❞qs➂❫✈➍❼✉➂
qs➂❅♠♦❵❳⑤♦➂→❼⑧t●❴✄r❧❿❧❵❳t●r➇➨✉❵❳⑤✔❼☛➞→➂❫q➙♠❞❵➍❦➔tsqs❿❫q➙➂❫✈➪♠❞qs❴✄❵✆❬❫r❅⑤❞q✬✮❳r❅➂➤➩↕❩❭❬❫❵↕❩ ✎ ▼ ★❷❸❃④ ✎ qs❦✫➞→➂❏❼⑧tst➙✐❺♠♦❵❳⑤♦❴✶❵✺❿✥❼❅❦➡♠♦❬❫❵
↔➝r❅t➙tsr✿➠✌qs➂❫✈✞r❅❾◗❵❳➂✜t➙r❧r✉❾✜➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❫❵✾❿↕r✉❾❧♠♦q➙❴✄q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂✜❾❫⑤❞r❅♣❫ts❵❳❴ ♠❞❬→❼⑧♠❭q①❦❭❦❞r✉ts➨✉❵✾❿➍❼⑧♠❭❵✾❼✉➀➁❬✜❦♦❼⑧❴✄❾❫tsqs➂❫✈✩♠♦q➙❴✄❵❅➢

min
u

Nc

k

J(xk, uNc

k ) = Φ(xNc|k) +
∑Nc−1

i=0
L(xi|k, ui|k)❦➔②❫♣❧⑦♥❵✾➀✏♠✌♠❞r❏➢

xl+1|k = f(xl|k, ul|k)
x0|k = xk

g(xl|k) ≤ 0
ul|k ∈ U, l ∈ [0, Nc − 1]
xl|k ∈ X, l ∈ [0, Nc]➠✌q➙♠❞❬➤➢
U := {uk ∈

❜ ❻ m | umin ≤ uk ≤ umax}
X := {xk ∈

❜ ❻ n | xmin ≤ xk ≤ xmax}

✏✓❋✧❱ ✒

➠✌❬❫❵✾⑤❞❵❅➢
☎ si|k

qs❦⑩❼✄➂❫r⑧♠➁❼➇♠❞qsr❅➂☛❴✄❵✾❼⑧➂→q➙➂❫✈✄♠♦❬→❼➇♠❽♠❞❬❫❵✔➨➇❼✉⑤❞q①❼⑧♣→t➙❵
s
q①❦✌❾→⑤❞❵✺❿❧qs➀✏♠❞❵✺❿➪❼➇♠✌♠♦❬❫❵✩➀✏②❫⑤♦⑤❞❵✾➂❅♠✌♠❞qs❴✄❵

k
➩➦❩❭❬❫❵

qs➂→❿❧❵❳➭
i
qs➂→❿❧q①➀❳❼➇♠♦❵✾❦❭♠❞❬❫❵✳❾❫⑤♦❵✾❿❫qs➀✏♠❞qsr✉➂✜♠❞qs❴✄❵✔➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉tst➙❵✾⑤✌❦♥♠➁❼⑧⑤❞♠❞qs➂❫✈✞↔➝⑤♦r✉❴

k
➟

☎ uk

❼✉➂→❿
xk

❼✉⑤❞❵✫⑤❞❵✺❦➔❾◗❵✾➀✏♠❞qs➨✉❵❳ts✐✆♠❞❬❫❵✳qs➂❫❾❫②❧♠❷❼⑧➂→❿➍♠♦❬❫❵✔❦➔♠♦❼➇♠♦❵✫r⑧↔✠♠♦❬❫❵✔❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴➪➟
☎ xi|k+1 = f(xi|k, ui|k)

qs❦❭♠❞❬→❵✳➂❫r✉➂❫tsqs➂❫❵✾❼⑧⑤❽❿❧✐❥➂→❼✉❴✶q①➀❳❦❭❴✄r❧❿❫❵❳tP➟

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ
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☎ J
q①❦⑩♠♦❬❫❵✶r✉♣❧⑦♥❵✾➀➜♠♦q➙➨❅❵✩↔➝②❫➂→➀➜♠♦qsr✉➂➲♠❞r☛❴✶qs➂❫qs❴✄q✫✮✾❵✶➀❳r✉❴✄❾◗r❅❦❞❵✾❿❃r✉↔➦❼✜➀✏r❅❦➔♠❷↔➝②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂

L
❿❧❵❳❾◗❵✾➂→❿❧qs➂❫✈✜r❅➂

❦➔♠♦❼⑧♠❞❵
x
❼✉➂→❿✜qs➂❫❾❫②❧♠

u
➟

☎ Φ
q①❦❭❼✩➠➦❵❳qs✈✉❬③♠❞❵✺❿✆↔Ù❼✉➀✏♠❞r✉⑤❭❿❧❵✾❾◗❵❳➂→❿❧qs➂❫✈✶r✉➂↕♠♦❬❫❵❷♠♦❵❳⑤♦❴✶qs➂→❼✉t❇❦♥♠➁❼➇♠♦❵❷r➇➨✉❵❳⑤⑥♠♦❬❫❵➡❬❫r❅⑤❞q✬✮❳r❅➂↕q➙➂③♠❞⑤♦r❧❿❧②→➀❳❵✾❿✆♠❞r

✈❅②→❼⑧⑤➁❼⑧➂③♠❞❵❳❵✫❦➔♠♦❼⑧♣→q➙tsq➣♠♥✐ ✔ ❍❥➟✤❋✾➆ ✺ ✖P➟
☎

U
q①❦❽❼✄❦➔❵❳♠✌r✉↔❲q➙➂❫❾→②❧♠⑩➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❳➟

☎
X
❼✄❦❞❵✏♠✌r✉↔✸❦➔♠♦❼➇♠♦❵✳➀✏r❅➂→❦♥♠♦⑤➁❼⑧qs➂❅♠♦❦✾➟

☎ g(xl|k) ≤ 0
❿❧❵✏➞❏➂❫❵✆♠♦❬❫❵✜❦➔❵❳♠✩r✉↔❭qs➂❫❵✺✇❅②❏❼⑧tsq➣♠♦q➙❵✺❦✩➀♦❬❏❼⑧⑤➁❼✉➀➜♠♦❵❳⑤♦q✫✮✾q➙➂→✈✜♠♦❬❫❵➍❾❫❬③✐❧❦❞qs➀✾❼⑧t⑥➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈❃❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂

➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦❳➩
❩❭❬❫❵✥❦❞r✉ts②❧♠❞qsr✉➂➵r⑧↔✔♠❞❬❫❵✙r❅❾❧♠❞qs❴✄q✫✮✺❼➇♠♦q➙r❅➂➵❼✉t➙✈❅r✉⑤♦q➣♠♦❬❫❴ qs❦☛❼✤❦❞❵✾✇③②❫❵❳➂❏➀✏❵➲r⑧↔

Nc

➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❷q➙➂→❾❫②❧♠♦❦☛r✿➨❅❵❳⑤↕♠♦❬❫❵
❾❫⑤♦❵✾❿❧q①➀➜♠♦qsr✉➂✶❬❫r✉⑤♦q✫✮✾r✉➂

Np

➩●❝❷➂❫ts✐✳♠❞❬❫❵❭➞→⑤➁❦➔♠■q➙➂❫❾→②❧♠●q①❦■❼⑧❾→❾❫t➙qs❵✾❿✩♠♦r➡♠❞❬→❵✌❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ ❼⑧➂→❿✩♠❞❬→❵❭❾→⑤❞r❧➀❳❵✾❿❧②❫⑤♦❵❭❦♥♠➁❼⑧⑤❞♠♦❦
❼✉✈❅❼⑧qs➂➤➩✠❜❯♠✧❦❞❬❫r✉②→ts❿✄♣◗❵⑩➂❫r⑧♠♦❵✾❿✄♠❞❬→❼⑧♠⑥♠❞❬❫❵❽↔➝❵✾❵✾❿❧♣→❼❅➀♦➧✶❵❀❲❇❵✾➀✏♠➦➠✌❬❫q①➀♦❬➍❦❞❬❫r✉②→ts❿✄♣◗❵⑩qs➂→➀✏ts②→❿❧❵✾❿✆qs➂➍❼⑧➂❥✐✞⑤♦❵✾❼⑧t❩▼P♠❞qs❴✶❵
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t⑥❼⑧❾❫❾◗❵✾❼✉⑤♦❦✫♠❞❬❫⑤♦r✉②❫✈❅❬✥♠❞❬❫❵↕②❏❦➔❵↕r⑧↔ ✚✛✦ ✞ ✰☛✚✢✜ ➀✏②→⑤❞⑤♦❵❳➂❅♠✩➨➇❼⑧ts②❫❵✺❦✳r⑧↔✧♠♦❬❫❵➍❦➔♠♦❼⑧♠❞❵↕q➙➂◆♠♦❬❫❵↕r❅❾❧♠❞qs❴✄q✫✮✺❼➇♠❞qsr✉➂✎➩
✎→②❫⑤➔♠♦❬❫❵❳⑤♦❴✄r✉⑤♦❵✉➟❨♠❞❬❫❵↕❼❅❿❫❼⑧❾❧♠➁❼➇♠♦q➙r❅➂✙r⑧↔➦♠❞❬❫❵✆❴✄r⑧♠♦q➙r❅➂✥q➙➂◆r✉⑤➁❿❧❵❳⑤➡♠♦r➪⑤❞❵✺❼✉➀➜♠✫♠❞r➪②❫➂→❵✏➭❧❾◗❵✾➀✏♠❞❵✾❿✥❵❳➨✉❵✾➂❅♠♦❦✔➀❳❼✉➂✙♣◗❵
❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴✄❵✾❿✜♣③✐➍❴✄r❧❿❧q➙↔➝✐③qs➂❫✈✄r❅➂☛t➙qs➂❫❵✫♠❞❬→❵✳❦❞❵✏♠❽r⑧↔❲❵✺✇③②→❼⑧tsq➣♠♥✐➍❼✉➂→❿✜qs➂❫❵✾✇③②→❼✉t➙q➙♠♥✐➍➀✏r❅➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦ ✏➳➞→✈❏➩ ➆ ✒➜➩

obstacleX0|k

U0|k U1|k

X1|k

UNc=[U0|k ,U1|k… UNc|k]Tk

XNc=[X0|k ,X1|k… XNc|k]Tk

time
k      k+1    k+2                                                                        k+Nc

sliding horizon

✎❲q➙✈❅②❫⑤♦❵➡➆❏➢ ★⑩❸❺④ ✎ ❾❫⑤♦q➙➂❏➀✏qs❾❫t➙❵✺❦

� ✭ ✑✂✁ ✚☛✑✄✡✌☞ ✟✄✯☛★✪✛✩☎✄✁ ✛✔✢✆☎✞✝ ✛✪✓➇✯☛☎✜✦⑥✝✠✍✏✑✔☎☛✛✔✢✤✚✜✡✌☞✠✦ ✞ ✍➜✘✜✝✠✍✏✑✔☎

❻✌❵✾✈✉②❫t①❼➇♠♦q➙r❅➂✶r⑧↔◗❬❥②❫❴✆❼⑧➂✄➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈✳❦➔❬→r✉②❫t①❿✞♣◗❵❽❼✉➂✶❵❳➭❧➀❳❵❳tst➙❵✾➂❅♠●❵❳➭❧❼✉❴✄❾❫t➙❵❭↔➝r✉⑤●⑤❞r❅♣◗r⑧♠❞q①➀❳❦■❦❞q➙➂→➀❳❵✌❬③②❫❴✆❼⑧➂✆➀❳r✉②❫t①❿
♣◗❵✫➀❳r✉➂→❦❞qs❿❫❵❳⑤❞❵✺❿↕❼❅❦⑥♠♦❬❫❵ ★ ②❫t➙♠❞qs❴✄❼⑧♠❞❵➡⑤♦r✉♣◗r✉♠✠✟➇➩❲❜❯♠❭q①❦✧❵✾❦❞❾◗❵✾➀✏q①❼⑧tsts✐✄qs❴✶❾◗r❅⑤➔♠➁❼⑧➂③♠➦♠❞r✶ts❵✾❼✉⑤❞➂✜❼⑧♣◗r❅②❧♠❭❦❞r✉❴✄❵❷r✉↔➤♠♦❬❫❵
↔➝❵✾❼⑧♠❞②❫⑤♦❵✾❦✔➠✌❬❫qs➀➁❬ ❴✆❼⑧➧✉❵✆❬③②❫❴✆❼✉➂ ❿❫qs❦❞❾❫t①❼✉➀✏❵✾❴✶❵✾➂❅♠➁❦✔❦❞②→➀♦❬ ❵ �↕➀❳q➙❵✾➂❅♠✾➟■❼⑧②❧♠♦r✉❴✆❼➇♠♦❵✾❿✥✐✉❵✏♠✩❬❫qs✈✉❬❫ts✐✥❼✉❿❫❼✉❾❧♠♦❼✉♣❫t➙❵
✔ ❍➇➈✟✖❯➩

➫✙❵✜➠✌qst➙t✧➂→r⑧♠✄❿❧❵✾❦♦➀✏⑤♦q➙♣◗❵➍❬❫❵✾⑤❞❵➍➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈✙❦♥♠♦⑤❞②→➀✏♠❞②❫⑤♦❵✜❦➔qs➂→➀❳❵➍❴✆❼⑧➂❥✐✥➠➦r❅⑤❞➧❧❦✔❵❳➭❧qs❦➔♠✞r❅➂ ♠❞❬❫❵➍♠♦r✉❾❫q①➀⑧➟✸♠♦❬❫❵
⑤♦❵✾❼❅❿❧❵❳⑤✔q①❦✔⑤♦❵✏↔➝❵❳⑤♦⑤♦❵✾❿✙♠❞r❏➢ ✔ ❱❫➟✎➆③➈❧➟ ■❅➊❥➟ ❋❆■❅➊❥➟❲➊✉➈✉➈❧➟✸➊⑧➈✛■❧➟✸➊✲❋✿➅③➟✸➊✉➊ ❋ ✖❯➩❃➫✥❵↕➠✌qstst●↔➝r❫➀✏②→❦✔r❅②❫⑤✞❼➇♠❞♠❞❵❳➂③♠❞qsr✉➂ r❅➂
♠♦❬❫❵✔❼⑧⑤➁➀♦❬→q➣♠♦❵✾➀➜♠♦②❫⑤♦❵➡r⑧↔❲♠❞❬❫❵✔➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t➙ts❵❳⑤✌❼✉➂→❿➍♠♦❬❫❵✳❴✄❵✾➀➁❬→❼⑧➂❫q①❦➔❴✆❦✌q➙➂❥➨✉r✉ts➨✉❵✾❿✜qs➂✜♠♦❬❫❵✔❼✉➀➁❬❫qs❵❳➨✉❵❳❴✄❵✾➂❅♠✌r✉↔❲♣❫qs❾◗❵✾❿
❿❧q①❦❞❾❫ts❼❅➀✏❵❳❴✄❵✾➂❅♠♦❦✾➩

➶➳➹❲➘➤➶➳➴



�✂✁☎✄✝✆☎✞✠✟☛✡✌☞✌✍✎☞✑✏✓✒✕✔✖✍ ✗☛✡✙✘✛✚✢✜✤✣✥✏✧✦★✏✝✩✪✏✝✞✫✍✬✏✝✆✭✍✠✆✯✮✱✰✲✩✳✚✢✆✴✚✝✆✵✘✑✶✷✏✹✸✙✏✢✞✬☞ ➊ ✺

❝❷➂✥♠❞❬→❵↕❾→❼✉❦➔♠✞❿❧❵✾➀✾❼✉❿❧❵✺❦❳➟✠❵❳➭❧❾◗❵❳⑤♦q➙❴✄❵❳➂③♠♦❼✉t⑥❦➔♠❞②→❿❧qs❵✾❦✩r✉➂◆❬❥②❫❴✆❼⑧➂ tsr❧➀✏r✉❴✄r✉♠❞qsr✉➂✥➠➦❵✾⑤❞❵✆❴✆❼✉q➙➂❫ts✐➲↔➝r❧➀❳②→❦➔❵✺❿
r❅➂ ♠❞❬→❵☛❵❀❲❇❵✾➀✏♠❞r❅⑤♦❦✾➟●q✼➩ ❵✉➩ ♠❞❬→❵☛tsq➙❴✩♣→❦✄ts❵✾❦♦❦✞r❅➂ ♠❞❬→❵☛❴✩②❫t➙♠❞q❩▼s⑦♥r✉qs➂❅♠↕❼⑧➂→❿ ❦❞❵❳✈❅❴✶❵✾➂❅♠♦❼✉t❭❦➔♠❞⑤➁❼➇♠♦❵❳✈✉qs❵✾❦✾➩ ✎ ❵❳➂❅♠♦⑤♦❼✉t
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t➙ts❵❳⑤✺➟●q✼➩ ❵✉➩ ♠❞❬❫❵❃♣❫⑤♦❼✉q➙➂✎➟⑥❬→❼✉❦✄➀❳ts❼❅❦❞❦❞q①➀❳❼⑧tsts✐◆♣◗❵❳❵✾➂ qs➂③➨✉❵✺❦♥♠♦q➙✈③❼➇♠❞❵✺❿ qs➂ ❼⑧➂❫qs❴✆❼⑧t❽❦♥♠♦②→❿❧qs❵✾❦ ✏➳↔➝r❅⑤✄⑤♦❵❳➨❥qs❵❳➠✳➟
❦❞❵❳❵ ✔ ❱❈❍ ✖ ✒✔❼⑧➂→❿◆qs➂ ❬③②❫❴✆❼⑧➂❏❦✔➠✌q➙♠❞❬✤➀✏tsqs➂❫qs➀✾❼⑧t➦❦➔♠❞②❏❿❧q➙❵✺❦❳➩❺❩❭❬❥②→❦❳➟✸r✉➂→t➙✐✥q➙➂→❿❫q➙⑤♦❵✾➀➜♠✞r✉♣❏❦➔❵❳⑤♦➨➇❼⑧♠❞qsr✉➂→❦✫qs➂ ❬③②❫❴✆❼⑧➂
❾→❼⑧♠❞❬❫r❅t➙r❅✈✉qs❵✾❦❽➠➦❵❳⑤♦❵✞❼✺➨⑧❼⑧qsts❼✉♣❫ts❵✔❼❅❦⑩⑤❞❵✾✈❅❼⑧⑤➁❿❫❦✌♠❞❬❫❵✶➀✏❵✾➂❅♠♦⑤♦❼✉t❲❦♥♠♦⑤❞②→➀✏♠❞②❫⑤♦❵✾❦⑩⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❦❞qs♣❫t➙❵✔↔➳r❅⑤❷❬③②→❴✄❼✉➂❺tsr❧➀❳r✉❴✄r✢▼
♠♦q➙r❅➂➤➩■❻❽❵✾➀✏❵✾➂❅♠❞ts✐❅➟❥♠❞❬→❵✫♣❫⑤♦❼✉qs➂➍➠✧❼❅❦✧qs➂③➨✉❵✾❦➔♠❞qs✈❅❼⑧♠❞❵✺❿➍❿❫②❫⑤❞qs➂❫✈✶tsr❧➀✏r❅❴✄r⑧♠❞qsr✉➂➍qs➂☛❬❫❵✾❼✉t➣♠♦❬③✐➍❦❞②❫♣❧⑦➯❵✺➀➜♠➁❦❭➠✌q➙♠❞❬➪❩✌❸➲❣
✏✼❩✎⑤➁❼⑧➂→❦♦➀✏r❅⑤➔♠♦qs➀✾❼⑧t→❸❺❼✉✈✉➂❫❵❳♠❞q①➀❷❣③♠❞qs❴✩②❫t①❼➇♠❞qsr✉➂ ✒ ✔ ✺ ■❧➟ ✺ ❏❧➟❯❋❆❱✛■✟✖P➩■❸❃r❅⑤❞❵✾r✿➨✉❵✾⑤✾➟❅❼⑧➂→➧③ts❵❷❿❧r✉⑤➁❦❞q➣➛→❵❳➭❧q➙r❅➂✆❼❅❦⑥❼✉➂✆↔Ù❸❺❻✌❜
✏ ✎❫②❫➂→➀✏♠❞qsr✉➂→❼✉t❽❸❺❼⑧✈❅➂❫❵✏♠♦qs➀☛❻❽❵✾❦➔r❅➂→❼⑧➂❏➀✏❵✜❜➯❴✆❼⑧✈❅qs➂❫✈ ✒✩❾→❼⑧⑤➁❼✉❿❧qs✈✉❴✆❦✩♠♦r◆❼✉❦♦❦♦❼✺✐◆❴✄r⑧♠♦r✉⑤✆➀✏r❅➂❅♠♦⑤❞r❅t➦↔➝r✉⑤✆➠✧❼⑧ts➧❥q➙➂❫✈
❼❅❦✫♣◗❵❳❵✾➂◆❾❫⑤♦r✉❾◗r❅❦❞❵✾❿ ✔ ❱☛❋ ✖P➩➍➫◆❼⑧ts➧❥qs➂❫✈➪q①❦✳➂❫r✉♠✳↔➝❵✾❼✉❦❞qs♣❫t➙❵↕❿❧②→⑤❞qs➂❫✈➪↔Ù❸❺❻✌❜➡♣→②❧♠✩❬→❼✉❦✳♣◗❵❳❵✾➂◆❾◗❵❳⑤❞↔➝r✉⑤♦❴✶❵✺❿✥❿❧②❫⑤ ▼
qs➂❫✈☛➂❫❵✺❼⑧⑤ ▼Pqs➂❧↔➝⑤➁❼⑧⑤❞❵✺❿❺❦❞❾◗❵✾➀➜♠♦⑤❞r③❦❞➀❳r✉❾❥✐ ✏✰★❽❜♥❻⑩❣ ✒ ✔❩❋✿➅ ✺ ➟ ❋✺➅❅➊ ✖❯➟❨➛→②❫r❅⑤❞r❫❿❧❵❳r✿➭❧✐③✈✉ts②→➀✏r❅❦➔❵✞④●❶⑥❩ ✔ ❱❅➈✟✖P➟✠❼⑧➂→❿✥❦➔qs➂❫✈✉ts❵
❾❫❬❫r✉♠❞r❅➂☛❵❳❴✄q①❦❞❦❞q➙r❅➂➪➀✏r✉❴✄❾❫②❫♠❞❵❳⑤♦q✬✮❳❵✾❿➍♠♦r✉❴✄r✉✈❅⑤♦❼✉❾❫❬③✐ ✔ ■ ❋ ✖❯➩⑥❩❭❬❫qs❦✌❬❫qs❵❳⑤➁❼⑧⑤➁➀➁❬③✐✆qs➂☛♠❞❬❫❵✔q➙➂③♠❞❵❳⑤♦❵✾❦➔♠✌♠♦❼⑧➧✉❵✾➂☛qs➂✜♠♦❬❫❵
➨➇❼✉⑤❞qsr❅②→❦⑥➀✏r❅❴✶❾◗r❅➂❫❵❳➂③♠♦❦➦r⑧↔✎♣❫qs❾◗❵✾❿❫❼✉t◗tsr❧➀✏r❅❴✄r⑧♠❞qsr✉➂✆♠❞❬→❼⑧♠✧➠➦❵➡➠✌q➙tst❇❼✉➂→❼⑧ts✐ ✮❳❵⑩♣◗❵❳tsr➇➠✖⑤❞❵✺❦➔②→t➣♠➁❦⑥qs➂✜➀❳r✉⑤♦⑤❞❵✺❦➔❾◗r✉➂→❿ ▼
qs➂❫✈➲❿❧q �↕➀✏②❫t➙♠❞qs❵✾❦✩↔➝r✉⑤✩❵✏➭❧❾◗❵✾⑤❞qs❴✄❵❳➂❅♠➁❼⑧t➦❼✉❾❫❾❫⑤❞r③❼✉➀➁❬❫❵✾❦✾➩☛❜➯➂→❿❧❵❳❵✺❿❨➟✸q➙↔❽❼✉➂→❼⑧ts✐ ✮❳qs➂❫✈❺❼✉➀✏♠❞qs➨③q➙♠♥✐✙r✉↔❭♠❞❬❫❵➍❵ ❲◗❵✺➀➜♠❞r❅⑤♦❦✾➟
♠♦❬❫❵➡➧❥q➙➂❫❵✾❴✆❼➇♠❞q①➀❳❦❭❼⑧➂→❿↕♠❞❬❫❵✫❿❧✐❥➂→❼✉❴✄qs➀✾❦➦r⑧↔✎❴✄r➇➨✉❵❳❴✄❵❳➂③♠♦❦✧❬→❼✺➨❅❵⑩♣◗❵✾❵❳➂➍↔Ù❼✉➀❳q➙tsq➣♠➁❼➇♠♦❵✾❿↕♠❞❬→❼✉➂❫➧❧❦⑥♠❞r✶➨➇❼✉⑤❞qsr✉②→❦⑥➂❫❵✾➠
❼✉➂→❿✶❵ �↕➀✏qs❵❳➂③♠■♠♦r❥r❅ts❦●❦➔②→➀➁❬✆❼❅❦✸❵✾t➙❵✺➀➜♠♦⑤❞r❅❴✩✐✉r✉✈✉⑤♦❼⑧❾❫❬❥✐✉➟➇↔➝r✉⑤➁➀✏❵❀▼❯❾❫t①❼➇♠♦❵✾❦■❼⑧➂→❿✶r❅❾❧♠❞q①➀✌▼❯❵❳ts❵✾➀✏♠❞⑤♦r✉➂❫q①➀❭❼⑧➂→❼✉t➙✐ ✮✾❵❳⑤➁❦❲➠✌q➙♠❞❬
tsr✿➠ ➀❳r✉➂→❦➔♠❞⑤➁❼⑧qs➂❅♠➁❦✩↔➝r✉⑤✄♠❞❬❫❵❺❦➔②❫♣❧⑦♥❵✾➀✏♠♦❦✾➩ ❩❭❬❫❵➪❴✶r➇➨❥q➙➂→✈✙♣→⑤♦❼✉q➙➂ q①❦✄❦➔♠❞qstst✌➂❫r⑧♠↕➀✏r❅❴✄❾→❼➇♠♦q➙♣❫ts❵☛➠✌q➙♠♦❬ q➙❴✆❼⑧✈❅q➙➂→✈
❴✄❵✾❼❅❦➔②❫⑤♦❵❳❴✄❵✾➂❅♠♦❦✾➩⑥❝❷➂❫ts✐↕qs➂→❿❧qs⑤❞❵✺➀➜♠❽r✉♣→❦❞❵❳⑤♦➨➇❼➇♠♦q➙r❅➂→❦➦qs➂☛❬❥②❫❴✄❼✉➂☛❾→❼⑧♠❞❬❫r❅t➙r❅✈✉qs❵✾❦❭❼⑧⑤♦❵✫❼✿➨➇❼✉q➙t①❼⑧♣❫ts❵➡②❫❾✜♠♦r✄➂❫r➇➠❙❼✉❦
⑤♦❵❳✈③❼⑧⑤♦❿→❦⑥♠❞❬❫❵✔➀❳❵❳➂❅♠♦⑤♦❼✉t➤❦➔♠❞⑤♦②→➀➜♠♦②❫⑤❞❵✺❦✧⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❦❞qs♣❫ts❵❷↔➝r✉⑤✌❬③②→❴✄❼✉➂☛tsr❧➀✏r❅❴✄r⑧♠❞qsr❅➂➤➩

❝❷②❫⑤✔❼➇♠❞♠❞❵✾❴✶❾❫♠✔qs➂✥♠❞❬❫q①❦✔❾→❼⑧❾◗❵❳⑤✔qs❦✫♠♦r❃⑤♦❼✉qs❦❞❵✞♠♦❬❫❵✆❴✆❼⑧qs➂✥↔➝❵✾❼➇♠♦②❫⑤♦❵✾❦✳❼✿➨➇❼✉q➙t①❼⑧♣→t➙❵✶qs➂✥♠❞❬→❵✆tsq➣♠♦❵❳⑤➁❼➇♠❞②→⑤❞❵✆❼✉➂→❿
⑤♦❵✾❦❞②❫t➙♠❞qs➂❫✈✔↔➝⑤♦r✉❴ r✉②→⑤➦r➇➠✌➂↕➠➦r❅⑤❞➧❧❦➦➀✏r✉➂❏➀✏❵❳⑤♦➂❫qs➂❫✈✩❬③②❫❴✆❼⑧➂➍♣◗❵✾❬→❼✺➨❥qsr✉⑤✧❼⑧➂❏❿✄♠♦r✩❵❳➭❧❾❫⑤❞❵✺❦❞❦●♠♦❬❫❵❳❴ ↔➝⑤♦r✉❴ ❼✔↔➝②❫➂→➀❀▼
♠♦q➙r❅➂→❼⑧t❽❾◗r❅q➙➂③♠↕r✉↔✫➨❥q➙❵✾➠ ❼✉❦✆♣→❼✉❦❞q①➀☛❾→⑤❞qs➂→➀✏qs❾❫ts❵✾❦✆➠✌❬→qs➀➁❬✖❦❞❬❫r❅②❫ts❿ ♣◗❵✾➂❫❵✏➞→♠↕♠❞r◆↔➝②❫♠❞②❫⑤♦❵➲❼⑧➂③♠❞❬❫⑤♦r✉❾◗r❅qs❿ ⑤♦r✉♣◗r✉♠
➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t➙ts❵❳⑤✩❿❧❵✺❦➔qs✈✉➂➤➩➪➫✥❵➍②→❦➔❵➍r✉➂ ❾❫②❫⑤♦❾◗r❅❦❞❵✆➨✉r❧➀✾❼⑧♣❫②❫t①❼⑧⑤♦✐❃↔➝⑤♦r✉❴ ❼⑧②❧♠♦r✉❴✆❼➇♠♦qs➀↕➀✏r❅➂❅♠❞⑤♦r✉t➦❼⑧➂→❿◆⑤♦r✉♣◗r✉♠❞q①➀❳❦✫♠❞r
❿❧❵✺❦❞➀❳⑤❞qs♣◗❵➡♠❞❬❫❵✾❴☛➩

✣✄✂✆☎ � ✯ ✞ ✁ ✆ ✞ ✠✑★ ☛✍✎ ☎✞✝ ✔✄✂✓☛ ✠ ☎✬✎✕✔ ✬ ✯ ✄ ★ ✆☛☎ ✁ ✔ ✯✄☎ ★
◆ ✠✬✼ ✠✬✼ ✄ ➾ ➎❳➏☞☛✎➐➇➑✲✴ ➾ ➐✝❁ ➺ ✿ ➏✾➑❧➏❆❁ ➾ ✿ ➑ ✿ ➚ ❇⑥➾ ➎✾➏ ☛✠➐➇➑✲✴✧➎✾➏✾➑❧➌❉❁ ✴ ❁ ✄✉➑❫➏✧❁ ➾ ✿

✄ ➾ ➎❳➏☞☛✎➐ ➺✙q①❦✩②→❦❞②→❼⑧tst➙✐◆❿❧❵✏➞❏➂❫❵✾❿ ❼❅❦✳♠♦❬❫❵➍⑤♦❵❳t①❼➇♠♦q➙➨✉❵↕❾◗r❅❦❞q➣♠♦qsr✉➂ r⑧↔✌♠❞❬❫❵✜➨➇❼⑧⑤♦qsr✉②→❦✳❾→❼✉⑤➔♠➁❦✔r⑧↔✌♠❞❬❫❵✜♣◗r❧❿❧✐✥➠✌q➙♠❞❬
⑤♦❵✾❦❞❾◗❵✾➀➜♠✶♠❞r✙r❅➂❫❵☛❼✉➂❫r⑧♠♦❬❫❵❳⑤✄❼⑧➂❏❿ ♠❞r✙♠❞❬❫❵➪❵❳➂③➨❥qs⑤❞r❅➂❫❴✄❵❳➂③♠✾➩ ❛✧②❧♠✄❾◗r③❦♥♠♦②❫⑤❞❵✜q①❦✄❼⑧♣◗r✿➨❅❵✜❼⑧tst✌❼⑧➂ ❼✉➀✏♠❞qs➨✉❵☛➀✏r❅➂✲▼
♠♦⑤❞r❅t✧❼✉❦✩q➙♠✶qs❦✞➂❫❵✾➀❳❵✾❦♦❦❞❼✉⑤❞qsts✐✙r✉♣❧♠➁❼⑧qs➂❫❵✾❿ ♣③✐ ❼❺❴✩②→❦❞➀❳②❫t①❼⑧⑤✶❼✉➀✏♠❞qs➨❥q➣♠♥✐✙♠♦r❺➞→✈❅❬❅♠✄❼⑧✈③❼⑧qs➂→❦➔♠✩✈✉⑤➁❼✺➨❥q➙♠➯✐❅➩❺➫✥❵✜➠✌q➙tst
❿❧❵❳➞→➂❫❵✜♠♦❬❫❵☛❾◗r❅❦➔♠❞②→⑤❞❵➍♠❞❬❫⑤♦r✉②→✈✉❬ ♠➯➠✧r✥➀✏r❅❴✄❾◗r✉➂❫❵✾➂❅♠♦❦✾➢➍r✉⑤♦q➙❵✾➂❅♠➁❼➇♠❞qsr✉➂ ❼⑧➂→❿✤❦➔♠♦❼✉♣❫qst➙q✬✮✾❼⑧♠❞qsr✉➂➤➩ ❩❭❬❫❵☛❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t
➾ ➐✝❁ ➺ ✿ ➏✺➑❧➏✧❁ ➾ ✿ ✏➝r❅⑤✆➀✏r✉➂❫➞→✈✉②❫⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂ ✒✔r⑧↔⑩♠♦❬❫❵➪♣◗r❧❿❧✐ ❾❏❼⑧⑤❞♠♦❦✄➀✏r❅⑤❞⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❿❫❦✩♠❞r✙♠♦❬❫❵➪r✉⑤♦✈❅❼⑧➂→q✫✮✺❼➇♠❞qsr✉➂ r⑧↔⑩♠♦❬❫❵
♣◗r❧❿❧✐☛❦❞❵❳✈❅❴✄❵❳➂❅♠➁❦✌➠✌q➙♠❞❬❺⑤❞❵✺❦➔❾◗❵✺➀➜♠❽r❅➂❫❵✳♠❞r➍❼⑧➂❫r✉♠❞❬❫❵✾⑤❽♣❫②❧♠➡❼⑧t①❦❞r✄➠✌q➙♠❞❬❺⑤❞❵✺❦➔❾◗❵✺➀➜♠✌♠♦r➍❼⑧➂❃❵✏➭❥♠❞❵✾⑤❞➂→❼✉t➤⑤♦❵✏↔➝❵❳⑤♦❵❳➂③♠❞q①❼⑧t
✏
§
➩ ✺ ➩❩❋❅➩ ✺ ✒➜➩❲❻✌❵✺❿❧②❫➂→❿→❼⑧➂→➀✏✐✞❾❫t①❼✺✐❧❦■❼✉➂✶qs❴✶❾◗r❅⑤➔♠➁❼⑧➂③♠■⑤♦r✉ts❵❭❼❅❦❲♠♦❬❫❵❳⑤♦❵❭❵❳➭❥q①❦➔♠♦❦●❦➔❵✾➨✉❵❳⑤➁❼⑧t❧➀❳r✉➂❧➞❏✈✉②❫⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂→❦✠♠❞r✳⑤❞❵✺❼✉➀➁❬

❼➍❦♦❼⑧❴✄❵✔r❅♣❥⑦♥❵✺➀➜♠❞qs➨✉❵❅➩❷❩❭❬❫❵✩❾◗r③❦♥♠♦②❫⑤♦❼✉t ➎✾➏✾➑❧➌❉❁ ✴ ❁ ✄✉➑❫➏✧❁ ➾ ✿ ✏Ùr✉⑤❷♣→❼✉ts❼✉➂→➀✏❵ ✒✌r✉↔✸♠♦❬❫❵✶➀✏r❅➂❧➞→✈✉②❫⑤➁❼➇♠♦qsr✉➂❃➀✏r❅➂→❦➔q①❦➔♠♦❦⑩q➙➂
❴✆❼⑧qs➂❅♠➁❼⑧qs➂❫qs➂❫✈✄❼✉➀➜♠♦q➙➨✉❵✾t➙✐✆♣❥✐✆❴✩②❏❦❞➀✏ts❵✫➀❳r✉➂③♠❞⑤➁❼✉➀➜♠♦q➙r❅➂→❦✧❼⑧➂→❿➍❵❳ts❵❳❴✄❵✾➂❅♠♦❦❭r✉↔✎❴✄r➇➨✉❵❳❴✄❵❳➂③♠✧♠❞❬→❵✫➀➁❬❫r❅❦❞❵❳➂✜❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t
➀❳r✉➂❧➞→✈❅②❫⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂✥❼✉✈❅❼⑧qs➂→❦➔♠✳❵✏➭❥♠❞❵✾⑤❞➂→❼✉t■r❅⑤✳qs➂❅♠♦❵❳⑤♦➂→❼⑧t⑥❿❧q①❦♥♠♦②❫⑤♦♣→❼⑧➂→➀❳❵✾❦✳r✉⑤✫♠♦❬❫❵↕q➙➂❏❼✉➀❳➀❳②❫⑤♦❼❅➀✏✐❺r⑧↔❭♣❫qsr✉tsr✉✈❅qs➀✾❼⑧t●❦➔qs✈✢▼
➂→❼✉ts❦●❼✉➂→❿✄➀❳r✉❴✄❴✆❼⑧➂→❿❫❦✾➩❲❻✌❵✺❿❧②❫➂→❿❫❼✉➂❅♠✧❼⑧➂→❿✄➀❳r✉❴✄❾❫ts❵❳❴✄❵❳➂③♠♦❼⑧⑤♦✐✞❦➔❵✾➂→❦➔r❅⑤❞✐✩q➙➂❧↔➝r❅⑤❞❴✆❼⑧♠❞qsr✉➂✶qs➂❧↔➝r❅⑤❞❴✗♠❞❬→❵⑩❦➔✐❧❦➔♠❞❵❳❴
❼✉♣◗r✉②❧♠⑩❵❳⑤♦⑤♦r✉⑤♦❦✌❼✉➂→❿❃❿❧⑤♦q➣↔➳♠➁❦⑩r⑧↔✸♠❞❬❫❵✞❼❅➀➜♠❞②❏❼⑧t✎❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤♦❵✳qs➂➲➀✏r✉❴✄❾→❼✉⑤❞q①❦❞r✉➂☛➠✌q➙♠❞❬❃♠❞❬❫❵✞❿❧❵✺❦➔qs⑤❞❵✺❿☛r❅➂❫❵✉➩❭❜➯➂➲❦❞➀❳②❫♣→❼
❿❧qs➨❥q➙➂→✈✆r✉⑤❽qs➂❃❴✄qs➀❳⑤❞r❅✈✉⑤➁❼✺➨❥q➣♠♥✐✉➟❫➠✌q➣♠♦❬❫r✉②❧♠➡❼⑧➂❥✐➍➨✉r❅t➙②→➂❅♠♦❼✉⑤❞✐➍❴✄r✿➨❅❵❳❴✄❵❳➂❅♠✺➟→r❅➂❫ts✐➍r❅⑤❞qs❵❳➂③♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂➪➀❳r✉❴✄❾◗r✉➂❫❵✾➂❅♠⑩qs❦
❾❫⑤♦❵✾❦❞❵❳➂③♠❽❼⑧➂→❿➍♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✫q①❦❭➂→r✄❵✏➭❥♠❞❵✾⑤❞➂❏❼⑧t❇↔➝r✉⑤➁➀✏❵➡♠❞r✆❿❫qs❦➔♠❞②❫⑤♦♣✜♠♦❬❫❵✳❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤♦❵✉➩
❹✌➀➜♠♦②→❼⑧tst➙✐❅➟⑧♠♦❬❫❵✌❾◗r❅❦➔♠❞②→⑤♦❼✉t❧➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t❫❦➔✐❧❦➔♠❞❵✾❴➃q①❦■q➙➂❥➨✉r✉ts➨✉❵✾❿✞qs➂✶♠❞❬❫❵⑩➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❧r⑧↔◗♠❞❬→❵✾❦➔❵❭♠♥➠➦r✳♣◗❵❳❬→❼✿➨❥q➙r❅⑤♦❼✉t❥✈✉r❅❼✉ts❦✾➟

➘✠➘ ❒✢❪→ã➁Ý✏ã➜Þ



➊⑧➆ �✂✁ �☎✄✧✡✝✆✝✡✙✘✹✏✟✞❉✔ ✁ �✷✩✪✸ ✜❩✚✡✠ ✘✡✞ �☛✁✌☞ ☞✫✗❯✍✬✚✢✰✍✞ �✂✁ � ☞★☞ ✚✝✍✬✚✢✆☛✞ ✡

♣◗r✉♠❞❬➲➂→❵✾➀✏❵✺❦❞❦♦❼⑧⑤♦✐✜♠❞r☛❾❫⑤❞r➇➨❥qs❿❫❵✞❼✜❦➔♠♦❼✉♣❫t➙❵✶♣❏r❫❿❧✐➪❾→ts❼⑧♠➔↔➝r✉⑤♦❴ ↔➝r❅⑤❷♠❞❬→❵✶❵ �↕➀✏qs❵❳➂③♠✫❵✏➭❧❵✾➀❳②❧♠❞qsr✉➂➲r✉↔⑥❴✶r➇➨✉❵❳❴✄❵✾➂❅♠♦❦
✔●❋✾➈✉➆❧➟✖❋✺➅✛■❥➟ ❏✡✖❯➩✖❝❷⑤❞qs❵❳➂③♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂ ❼⑧➂❏❿ ❦♥♠➁❼⑧♣❫qstsq✫✮✺❼➇♠❞qsr❅➂ ❼⑧⑤♦❵✜❾❫⑤♦r✉♣→❼✉♣❫ts✐ ➀❳r✉➂❅♠♦⑤❞r❅t➙ts❵✾❿ qs➂→❿❧❵✾❾◗❵❳➂→❿❧❵✾➂❅♠♦t➙✐ ✔ ❏✡✖✌♣❥✐
❿❧q①❦➔♠❞qs➂→➀➜♠✧❴✄❵✾➀➁❬→❼⑧➂❫q①❦❞❴✆❦⑥❼❅❦●⑤♦❵❳✈③❼⑧⑤➁❿❫❦✸♠❞❬❫❵❷qs❴✶❾→t➙qs❵✾❿↕➂❫❵❳②→⑤♦❼✉t→➂❫❵❳♠➯➠✧r✉⑤♦➧❥❦ ✔●❋✧❱✹❱✟✖❇❼⑧➂❏❿✄♠❞❬❫❵⑩↔➝⑤❞❵✺✇③②❫❵❳➂→➀❳✐✄❿❧r✉❴✆❼⑧qs➂
r✉↔❲②→❦➔❵✺❿☛❦❞❵❳➂→❦❞r✉⑤♦✐✆❵❳⑤♦⑤❞r❅⑤❭❦❞q➙✈❅➂→❼⑧t①❦ ✔ ❏❫➟ ■✡✖❯➩

◆ ✠✬✼ ✠✎❃ ✄ ➾ ➎❳➏☞☛✎➐➇➑✲✴❭➑ ✿ ➚✏✴ ➾ ➒ ➾ ✌ ➾ ➏ ➾ ➐ ➺✟✞ ☛ ❁ ✴✬❁Ù➌❲➐ ❁✰☛ ✌
❹✗❴✄❼➇⑦♥r❅⑤⑩❾❫⑤♦r✉♣❫ts❵❳❴ ↔➝r❅⑤⑩❬③②→❴✄❼✉➂➲❦➔♠♦❼⑧➂❏❿❧q➙➂→✈↕❾◗r❅❦➔♠❞②→⑤❞❵✔q①❦❷❼↕❬❫q➙✈❅❬❺➀❳❵❳➂③♠❞❵❳⑤❷r✉↔■❴✆❼❅❦❞❦ ✏ ❬ ➾ ✳ ✒❭❴✆❼✉q➙➂③♠♦❼⑧qs➂❫❵✺❿
r➇➨✉❵❳⑤✄❼✙⑤❞❵✾ts❼⑧♠❞qs➨✉❵❳ts✐ ❦❞❴✆❼⑧tst❭♣→❼✉❦❞❵✜r✉↔❷❦❞②❫❾❫❾◗r❅⑤➔♠✺➩✤❩❭❬❫❵☛♣◗r❫❿❧✐ ❬→❼✉❦✞♠♦❬❫❵❳⑤♦❵✏↔➝r❅⑤❞❵☛❼✙❬❫qs✈✉❬ ❾◗r⑧♠♦❵❳➂③♠❞q①❼⑧t❭❵✾➂❫❵❳⑤♦✈✉✐
ts❵✾❼❅❿❧q➙➂→✈✞♠♦r✄❾❫⑤♦q➙r❅⑤❞q➙♠♥✐✆r✉↔❲❵✾✇③②❫qst➙qs♣❫⑤♦q➙②❫❴ ➀❳r✉➂❅♠♦⑤♦r✉t❨❿❫②❫⑤❞qs➂❫✈✆❼⑧tst❨❴✄r✉♠❞r✉⑤❭♠♦❼❅❦➔➧❧❦✾➩
❄ ➑✲✴Ù➑ ✿ ➒ ➺❺q①❦✳➂❫r✉♠✩❼⑧➂✥q①❦❞r✉t①❼➇♠❞❵✺❿➲↔➝②❫➂→➀➜♠♦q➙r❅➂ ❼✉➂→❿✙q➙♠✩➀✾❼⑧➂❫➂❫r✉♠✳♣◗❵↕❦❞❵❳❾→❼✉⑤♦❼⑧♠❞❵✺❿❺↔➝⑤❞r❅❴ ♠❞❬❫❵➍❼✉➀➜♠♦qsr✉➂✥r⑧↔❭➠✌❬❫q①➀♦❬
q➙♠❷q①❦❷❼✉➂❺q➙➂③♠❞❵❳✈❅⑤♦❼✉t✠➀✏r❅❴✄❾◗r✉➂❫❵✾➂❅♠✾➟◗r❅⑤❽↔➝⑤♦r✉❴ ♠♦❬❫❵✞❵❳➂③➨❥qs⑤❞r❅➂❫❴✄❵❳➂❅♠❷qs➂❺➠✌❬❫q①➀➁❬❺q➙♠❷q①❦⑩❾◗❵✾⑤➔↔➝r❅⑤❞❴✄❵✾❿ ✔❩❋✺➈❈❍ ✖P➩⑩❜❯♠➡⑤♦❵❀▼
✇③②❫qs⑤❞❵✺❦■➀✏r✉➂③♠❞⑤♦r✉t❧r⑧↔◗♣◗r✉♠❞❬✄✈✉⑤➁❼✺➨❥q➙♠♦❼⑧♠❞qsr✉➂→❼⑧t❧❼⑧➂→❿✶❼❅➀❳➀❳❵❳ts❵❳⑤➁❼➇♠❞qsr✉➂✩↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦✾➟⑧qs➂✶r❅⑤♦❿❧❵✾⑤❲♠❞r✳❴✆❼⑧qs➂❅♠♦❼✉qs➂✶⑤❞❵✺❦➔❾◗❵✺➀➜♠❞qs➨✉❵❳ts✐
❾◗r③❦♥♠♦②❫⑤❞❵✞❼✉➂→❿❺❵✾✇③②❫qst➙qs♣❫⑤♦q➙②❫❴➪➩✫❹✌➀❳➀❳❵❳ts❵❳⑤➁❼➇♠♦q➙r❅➂➪↔➝r❅⑤♦➀✏❵✺❦⑩❴✆❼✺✐➪♣◗❵✞✈❅❵❳➂❫❵✾⑤♦❼⑧♠❞❵✾❿❃➠✌q➣♠♦❬❫qs➂❺♠❞❬→❵✞♣◗r❧❿❧✐➪➨✉r❅t➙②→➂❅♠♦❼✉⑤❞✐
❴✄r➇➨✉❵❳❴✄❵❳➂③♠✌r✉⑤❭↔➝⑤♦r✉❴✒❼✉➂☛r✉②❧♠➁❦➔q①❿❧❵✳❿❫qs❦➔♠❞②❫⑤♦♣→❼✉➂→➀✏❵✉➟→❦➔②→➀➁❬➪❼❅❦✌❼✶❾❫②→❦❞❬➤➩
❛❭❼⑧t①❼⑧➂❏➀✏❵✫➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉t➤➀✏r❅➂→❦➔q①❦➔♠♦❦❭qs➂➪❴✄❼✉q➙➂③♠♦❼✉q➙➂❫qs➂❫✈✄♠❞❬❫❵✔♣❏r❫❿❧✐✜➀✏❵❳➂③♠❞❵✾⑤✌r✉↔❲❴✆❼✉❦♦❦ ✏ ✎ r❅❸ ✒✧➠✌q➙♠❞❬❫qs➂❃❴✄❼✉➂→❼⑧✈❅❵✾❼✉♣❫t➙❵
tsq➙❴✄q➙♠♦❦✞r⑧↔✌♠♦❬❫❵✜♣→❼✉❦❞❵↕r✉↔⑩❦➔②❫❾❫❾◗r❅⑤➔♠✺➟■❼✉❦✩qs➂✤❦➔♠♦❼⑧➂❏❿❧q➙➂→✈→➟✸r❅⑤✩qs➂✤❿❧❵✏➞❏➂❫q➙➂→✈✙❼❺➂❫❵❳➠ ♣→❼❅❦➔❵➍r⑧↔⑩❦❞②❫❾❫❾◗r✉⑤❞♠✾➟●❼✉❦✩q➙➂
➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈✶r❅⑤❭⑤♦②❫➂❫➂❫qs➂❫✈❏➩
④✸r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t➤❵✺✇❅②→q➙tsq➙♣→⑤❞qs②❫❴ ✏Ùq✼➩ ❵✉➩✧♣→❼✉ts❼✉➂→➀✏❵❅➟❫qP➩ ❵❅➩✧❦➔♠♦❼✉♣❫qst➙q➙♠➯✐✓✒❭q①❦❽❼↕❦♥♠➁❼➇♠♦❵✳qs➂➪➠✌❬→qs➀➁❬❺❼⑧tst❨♠♦❬❫❵✳↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦✌❼❅➀➜♠♦q➙➂❫✈✆r❅➂
♠♦❬❫❵⑩♣◗r❧❿❫✐✄❼⑧⑤♦❵❽➀❳r✉➂③♠❞⑤♦r✉tst➙❵✺❿❨➟③❦➔r✔♠❞❬→❼⑧♠⑥♠♦❬❫❵⑩♣◗r❧❿❫✐✶⑤❞❵✺❦♥♠➁❦●qs➂➍❼⑧➂↕q➙➂③♠❞❵✾➂→❿❧❵✾❿↕❾◗r❅❦❞q➙♠❞qsr✉➂✆r❅⑤⑥qs❦✧❼⑧♣❫ts❵✌♠♦r✩❾❫⑤♦r✉✈✉⑤♦❵✾❦♦❦
♠♦❬❫⑤❞r❅②❫✈✉❬↕❼✉➂✆qs➂❅♠♦❵❳➂→❿❧❵✺❿✆❴✄r➇➨✉❵❳❴✄❵❳➂③♠➦➠✌q➙♠❞❬❫r❅②❧♠➦tsr❅❦❞qs➂❫✈✔♣→❼⑧t①❼⑧➂❏➀✏❵✉➩❲❜➯➂➍✇③②❫qs❵✏♠❭❦♥♠➁❼⑧➂→❿❧qs➂❫✈❏➟❅❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t→♣❏❼⑧t①❼⑧➂→➀❳❵✉➟
➀❳ts❼❅❦❞❦❞qs➀✾❼⑧tst➙✐✆➀❳❼✉t➙ts❵✾❿ ➎✾➏✾➑❫➏✧❁Ù➒ ➺✟✞ ☛ ❁ ✴ ❁➝➌❲➐✝❁ ☛✍✌ ➟③➀✏r❅⑤❞⑤♦❵✾❦❞❾◗r✉➂→❿❫❦●♠❞❬→❵❳⑤♦❵✏↔➝r✉⑤♦❵⑩♠❞r✞♠❞❬→❵✫❿❧❵✏➞❏➂❫q➣♠♦qsr✉➂✜r✉↔✎❴✄❵✾➀➁❬→❼⑧➂❫q①➀❳❼✉t
❵✺✇❅②→q➙tsq➙♣→⑤❞qs②❫❴➪➢➦♠❞❬❫❵✞❦❞✐❧❦♥♠♦❵❳❴ qs❦⑩qs➂❺❼↕❦➔♠♦❼⑧♠❞❵✩➠✌❬❫❵❳⑤♦❵✳♠❞❬❫❵✞❦❞②❫❴ r✉↔✸♠❞❬❫❵✔↔➝r❅⑤♦➀❳❵✾❦⑩❼⑧➂→❿☛♠♦r✉⑤➁✇③②❫❵✾❦⑩❼⑧❾❫❾❫tsqs❵✾❿☛♠♦r↕q➙♠
q①❦❷❵✾✇③②→❼✉t✎♠❞r✡✮✾❵❳⑤♦r→➩➡❛❭❼⑧t①❼⑧➂→➀❳❵✔qs➂➲➠✧❼✉t➙➧❥qs➂❫✈✜❿❧r❥❵✾❦❷➂❫r⑧♠✫➀❳r✉❾◗❵✩➠✌q➙♠❞❬➲♠❞❬❫q①❦➡❿❫❵✏➞→➂❫q➙♠❞qsr✉➂✎➟❨❦❞q➙➂→➀❳❵✩♠❞❬❫❵✄➀✏❵❳➂③♠❞❵✾⑤❷r✉↔
❴✆❼✉❦♦❦✳qs❦✳ts✐❥qs➂❫✈➪r❅②❧♠♦❦❞q①❿❧❵✄♠❞❬❫❵↕♣→❼❅❦➔❵✆r⑧↔✌❦❞②❫❾❫❾◗r✉⑤❞♠✳↔➝r✉⑤

80%
r✉↔✧♠❞❬❫❵↕✈❅❼✉q➣♠✩➀✏✐❧➀✏ts❵✉➩➍❜❯♠✩qs❦✩❼⑧♣❫②→❦❞qs➨✉❵❳ts✐➲➀✾❼⑧tst➙❵✺❿

➚ ➻ ✿ ➑✗✌ ❁Ù➒ ➺✟✞ ☛ ❁ ✴✬❁Ù➌✠➐✝❁✰☛ ✌ ➟❏❼✉➂→❿➪♠❞❬❫❵✾⑤❞❵✩q①❦⑩➂→r✜❦♥♠♦⑤❞q①➀➜♠➡❿❧❵❳➞→➂❫q➙♠❞qsr✉➂❺♠❞r➍❵❳➭❧❾❫⑤❞❵✺❦❞❦✌♠♦❬❫❵✩↔Ù❼✉➀✏♠⑩♠❞❬❏❼➇♠❷♠❞❬❫❵✞♣◗r❧❿❧✐
❴✄r➇➨✉❵✾❦❭➠✌q➣♠♦❬❫r✉②❫♠❭↔Ù❼✉t➙tsqs➂❫✈→➩
❶⑥✇③②❫qstsq➙♣❫⑤♦qs②❫❴ ➀✏r❅➂❅♠♦⑤❞r❅t❫⑤❞❵✾ts❼⑧♠❞❵✺❦✸♠❞r✔❴✆❼⑧qs➂❅♠➁❼⑧qs➂❫qs➂❫✈✔q➙➂③♠❞❵❳⑤➁❦❞❵❳✈✉❴✄❵❳➂③♠♦❼✉t→❦➔♠♦❼⑧♣→q➙tsq➙♠➯✐✶r⑧↔❇♠❞❬❫❵⑩♣◗r❧❿❧✐✶❼✉➂→❿✄q➣♠➁❦●❾❏❼⑧⑤❞♠♦❦
❿❧❵✺❦➔❾❫q➙♠♦❵➡♠❞❬❫❵✫↔➝r✉⑤➁➀✏❵✺❦❭❼✉➀✏♠❞qs➂❫✈✶r❅➂✜q➙♠✾➩ ✎❫r❅⑤♦➀❳❵✾❦✧q➙➂❏❿❧②→➀✏❵✺❿✜♣❥✐↕tsqs➂❫❵✾❼⑧⑤❽❼⑧➂→❿ ✛✿r✉⑤✌❼⑧➂❫✈❅②❫t①❼⑧⑤❭❼❅➀❳➀❳❵❳ts❵❳⑤➁❼➇♠❞qsr✉➂❏❦➦❼✢❲◗❵✺➀➜♠
♠♦❬❫❵✆⑤♦❵❳t①❼➇♠❞qsr✉➂❏❦➔❬❫qs❾✙♣◗❵❳♠➯➠➦❵✾❵❳➂◆♣◗r❧❿❧✐➲❾→❼✉⑤➔♠➁❦❳➩ ✎❫r❅⑤✳❵✏➭❫❼⑧❴✄❾❫ts❵✉➟➤♠♦❬❫❵↕❼⑧➂❫✈❅②❫t①❼⑧⑤✳❼✉➀✾➀✏❵✾t➙❵✾⑤♦❼⑧♠❞qsr✉➂✙❼❅➀➜♠❞qs➂❫✈❃❼⑧♠✫♠♦❬❫❵
❦❞❬❫r✉②❫t①❿❧❵✾⑤❽➠✌❬❫❵✾➂❃⑤➁❼⑧q①❦❞q➙➂❫✈↕❼⑧➂❺❼✉⑤❞❴ ➀❳⑤❞❵✺❼➇♠❞❵✺❦✌⑤♦❵✾❼✉➀✏♠❞qs➨✉❵✳❴✄r✉❴✄❵❳➂③♠♦❦⑩r✉➂➪♠❞❬→❵✳♠♦⑤❞②→➂❫➧☛➠✌❬❫qs➀➁❬❃❴✩②❏❦♥♠❷♣◗❵✞➀✏r✉②→➂✲▼
♠♦❵❳⑤♦❵✾❿✜♣③✐➍r❅❾❫❾◗r❅❦❞q➙➂→✈✶❾◗r❅❦➔♠❞②❫⑤➁❼⑧t❨❴✶r❅❴✄❵❳➂❅♠➁❦❭♣◗❵❳↔➝r✉⑤♦❵✳❼⑧➂→❿☛❿❧②❫⑤♦qs➂❫✈✶♠❞❬❫❵✳❴✄r➇➨✉❵❳❴✄❵❳➂③♠ ✔ ❍ ✺ ✖P➩
❣❥qs❴✄q➙t①❼⑧⑤♦ts✐✉➟❏❬→r✉⑤♦q✫✮✾r✉➂❅♠➁❼⑧t✠❼✉➀✾➀✏❵❳ts❵❳⑤➁❼➇♠♦qsr✉➂☛↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦⑩r❧➀❳➀❳②❫⑤❷❼➇♠⑩♠♦❬❫❵✞❬❫qs❾➲❿❧②❫⑤♦qs➂❫✈↕➠❭❼⑧ts➧③qs➂❫✈❏➩❽❛✧❵✺➀❳❼⑧②❏❦➔❵✳♠❞❬→❵❳✐❃❼✉➀✏♠
❼⑧♠✫❦➔r❅❴✄❵✞❿❫qs❦➔♠♦❼✉➂→➀✏❵✩↔➝⑤♦r✉❴ ♠❞❬❫❵✄➀❳❵❳➂❅♠♦❵❳⑤✫r⑧↔⑥❴✆❼✉❦♦❦❳➟◗♠♦❬❫❵❳✐❺➀✾❼⑧②→❦❞❵✞②❫➂③♣→❼✉ts❼✉➂→➀✏qs➂❫✈✜❴✶r❅❴✄❵❳➂❅♠➁❦❷♠❞❬→❼⑧♠➡➠✧r✉②❫t①❿❨➟❨q➣↔
②❫➂❫r❅❾❫❾◗r❅❦❞❵✾❿➤➟→➀❳❼✉②→❦➔❵✫➛→❵❳➭❥qsr✉➂➪r✉↔❲♠❞⑤♦②❫➂❫➧☛❼➇♠❽qs➂❫q➙♠❞q①❼⑧t✠➀✏r❅➂❅♠➁❼✉➀➜♠⑩❼✉➂→❿☛❵✏➭❥♠♦❵❳➂→❦❞q➙r❅➂➪❿❫②❫⑤❞qs➂❫✈✆❾❫②❏❦➔❬✲▼❯r✢❲ ✔ ➊ ❋✧❱✟✖P➩➦❜➯➂
r❅⑤♦❿❧❵✾⑤●♠❞r✞❾❫⑤❞❵✾➨✉❵❳➂③♠⑥♠❞❬→qs❦✾➟③♠❞❬❫❵❷♣→❼✉ts❼✉➂→➀✏❵❷❦❞✐❥❦➔♠❞❵✾❴ ❾→⑤❞r❧❿❫②→➀✏❵✾❦➦❼✉t➙❴✄r❅❦➔♠➦❵✾✇③②→❼⑧t❇❼⑧➂→❿✆r❅❾❫❾◗r❅❦❞q➣♠♦❵⑩❬❫q➙❾➍❴✄r✉❴✄❵✾➂❅♠♦❦✾➟
⑤♦❵✾❿❧②→➀❳q➙➂→✈✄❼✉➂❅♠♦❵❳⑤♦r✢▼P❾◗r③❦♥♠♦❵❳⑤❞qsr✉⑤✧❴✶r➇➨✉❵❳❴✄❵✾➂❅♠✌r✉↔✠♠❞❬❫❵✫♠♦⑤❞②→➂❫➧❇➩
❩❭❬❫❵✫❼✉➀✏♠❞qs➨③q➙♠♥✐✄②❫➂→❿❫❵❳⑤➔♠➁❼⑧➧✉❵✾➂➍❿❧❵❳♠❞❵✾⑤❞❴✄qs➂❫❵✾❦⑥♠♦❬❫❵➡❴✆❼⑧✈✉➂→q➣♠♦②→❿❧❵✉➟❧❿❧qs⑤♦❵✾➀➜♠♦q➙r❅➂➍❼✉➂→❿➍➀✏r❅❴✩♣❫qs➂→❼➇♠♦q➙r❅➂↕r⑧↔➤♠♦❬❫❵❷↔➝r✉⑤➁➀✏❵✾❦
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«[^qx��[�`X�¡ts�u|dv@`9kGmd[^`&kdy^�^�Qru|dmdqs�^v1k y^|d£Ù�u�X`��u�¡��£Ù�u�Xq¥tsq¢m���mo`�`9wzy^qstsq¥p^|oqsy^_ ��r@�@md|orutP³WbUm\qsk"ru�^tsi�kdqs�¡��`�mo[^`
�uvu`�r�£"md[¡|d`9`�iu`9��|�k¬md[¡��m.mo[^`Xi�pQ`9�Xru_�`¤��p^ts`�mdr>«"�ut¥±·ru� �Á�¡��|o|or:« k y¡| £Ù�@��`uª	�¡��_�`Xtsi·«q¥md[Nmd[^`9q¥|
£¨`X`Xmq¥��£¨|oru�zm\ru�^`¬r�£W���¡r�md[¡`X| �GF5� �U³G��k"|o`Xvz��|��^kGmd[^`.���^v@y^tx��|"k mo�up^qst¥q')9��mdqsru��r�£	pQrl�li¤kd`Xv@_1`9�@m�kXªzmo[^`
�Q`Xts²jqxkknm���p^qstsq&)5��mdqsru��qs�Ákd�¡�u�X`&�u�^�Q`9��|�k°£¨|dr@_ md[¡`¬©¡|�k m\«"`X`X±�r�£3��ylmoru�^r@_�ruy¡k"«"�ut¥±jqs�^v����J���Xt¥`5��|ot¥i
�^|o`9�X`9�l`5k�md[¡r@kd`�r�£�mo[^`>kd[^ruy^tx�l`9| �¸mn«°rN_�r@�@md[¡k¤��£¸mo`X|�md[^`>pQ`Xv@q¥�^�¡q¥�^vNr�£&��y^mdru�¡ru_�ruy¡k1«"�ut¥±jqs�^v �
�u�¡� r�£mo[^`�[^`9�@�YªI«[^qx�o[ �lrj`9k$�¡r�m��̀�¤��qs`X�@mot¥i ���^�Q`5��|$pQ`X£¨ru|o`¤�·iu`5��|�k$�ly^|oq¥�^v·v@|dr@y^�¡�Ntsrl�Xru_�r�M
moq¥r@� �ZFAVlª�F H �U³ Z\[^`�`5��|ot¥i �Q`Xts²jqsk�knm���p^qst¥q')9��mdqsru��qs� k �¡�@��`�qsk��^|d`5k y¡_��up^tsi �uq¥_�`5� ��m�_�qs�^q¥_�q')Xqs�^v
mo[^`$ts��md`X|���t�_1r�²u`X_�`9�@mok�r�£3md[¡`$�X`X�zmd`X|�r�£I_��ukok����¡�>�:²uruqx�lqs�^v�£Ù��tst�ru£3md[^`$[^qs�>mdr�«"��|��^k\mo[^`�k «qs�^v
ts`XvJªW���J��md[¡qsk�knmo|o��md`9vui·kd`X`9_�k&mor>pQ`��>�^|d`9|d`5wzy^qskdq¥md`�£¨ru|���ylmoru�^r@_1r@y¡k&«\��ts±jq¥�^v>qs�Nmdrl�^�^t¥`9|ok9³��"m
mo[¡��mmoq¥_�`uª¡tsrl��r@_�r�mdr@|"p¡�uts�u�¡��`.�Xru�@mo|dr@tYqskru|ov@�u�^q')X`9�¤md`9_1�Qr@|o�ut¥tsi¤q¥�>�u�Á�uko��`9�¡�lqs�^v�£Ù�@k [¡q¥r@�®ªj£¨|oru_
[^qs� mdr�[^`5�u�Y³N�>r@|d`9r:²u`9|9ª3�u�����zmdqx��qs�¡��moru|oiN�u�§moqs²zq¥mni ��m�md[^`�[^q¥� t¥`9²u`Xt"«q¥md[�|o`9kd�Q`9��m$mdr·md[¡`�£¨`X`Xm
_�r�²u`X_�`X�zmok�kdy^vuv@`9k mok��[^qs�-M¶��`X�zmd`9|d`9�Áru|ov@���^q')9��moq¥r@��}�@kd�X`X�¡�^q¥�^v �¨pQr�mdmdr@_ MPy^� �"£¨|oru_ [^qs��mor�[^`9�@�
�u�¡�·�l`9ko��`X�J�lq¥�¡v��¨mdr@�-MU�lr�«� �£¨|oru_ [^q¥�·mdr�£¨rjrum �ZFAVlª F�H �U³ �^|oru_ mo[^`1�uvu`$ru£ H�ru�j«"��|��^k9ªQ��[^qsts�^|d`9�
pQ`9�Xru_�`���p^ts`�mdrÁ�^|dr@vu|o`9kdkdq¥²u`XtsiÁ�@�lru�^m&�u�¡�·_��uk md`9|�mo[^`�knmo|o��md`Xv@iÁr�£°[^`5�u��knm���p^qstsq&)5��mdqsru��q¥�Nk �¡�@��`
�u|dr@y^�¡�Ámd[^`�md[^|o`X`�_��uq¥����µj`5k�qs�·|d`5k �Qr@�¡kd`.mor����·q¥�¡�X|d`5�ukd`�qs��mo[^`�ts`X²@`XtWr�£°�lij�¡�u_�qs�$`9wzy^qstsq¥p¡|dqsy^_
�lq �¤��y^t¥mni1kdy¡��[��ukI«"�ut¥±jqs�^v.r:²u`9|G�.knmo|���qsvu[@mGt¥qs�^`�ru|Gru���&�J��|o|dr�«�pQ`9�u_ �GF"V��U³ ���uk mdtsi$qs���@�ly^t¥md[^rjr^�Yª
mo[^`$[^`5�u�>k mo�up^qst¥q')9��mdqsru�>q¥�·kd�¡�u�X`�qxk��Xru_�_�ru�^tsiÁ�u�lru�^md`9�>p^ylm&k �Q`5��q¥©J�X�ut¥tsi�qs�z²ur@t¥²u`5kmd[^`�|dr@t¥t	�Xru_ M
�Qr@�^`X�@m5ªW�^|o`9kdy^_���p^tsi�£¨r@|�`9�Xru�^r@_$i����¡� mdr��^|or�md`5�§m���v@�uq¥�Jknm�²zqxkdy¡��tGqs�¡k mo�up^q¥tsq¥m¶iN���¡� k y^pJk `5w@y¡`X�@m
²jqxk y¡�ut®p^tsy^|d|oqs�^v��^y^`.mdr�md[^`�`9iu`�� ktsq¥_�q¥md`9����p^qstsq¢mni�mdr¤|dr@t¥tYmor¤��r@_��Q`X�¡ko��moq¥�^v�£¨ru|�[¡`9�u�Ár@ko��qst¥tx��moq¥r@�¡k
� J F �U³3Z\[^qxkGk md|���mo`Xvui�qxk3md[^`9��kdijk mo`X_���moqs�9��tst¥i$�@kdkdrl��qx��mo`9�$«q¢mo[��&�^y^|o` À » �9� » : À < : � ¿ � � � : < �@�l�"< ¿ :
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c�y^|���m mo`X_��lm�q¥��md[¡qsk��¡���Q`9|«"�uk"mor��¡|dr@�Qr@kd`&��k ij�zmd[^`5k qxk\ru£	mo[^`.�^|orup^ts`X_�r�£I��ru�zmd|orutst¥qs�^v1p¡q¥�Q`5�^��t
tsrl��r@_�r�mdqsru��qs��[jy^_����¡k����¡��|orupQrumok9³
� _���qs� �lqZWQ`9|d`9�¡��`�pQ`Xm¶«"`X`X� p^qs�Q`9��|dr@pQr�m�k����¡� [zy¡_��u��qxk$mo[^`�|d`5�ly^�¡�^�u�¡��i@³ �`Xvz��|��lq¥�¡v�pQrl�li
k md|oy¡�§moy^|o`����¡�¤�u��mdy¡��mdqsru�®ª@|orupQrumok}��|o`�y¡k yJ��tst¥i1�^|or:²jqx�l`9��«q¥md[¤md[^`�_1qs�^qs_$y^_ �jy^_$pQ`X|"r�£®`Xts`X_�`X�@m�k
«[^qx��[·�u|d`�md[^`9ru|o`�mdqx�X�utst¥i�|d`5wzy^q¥|o`9�Ámdr�`X�¡kdy^|o`$k m����¡�lqs�^v��u�¡�>«"�ut¥±jqs�^v¡³�X�y^_����¡k¬�u|d`$[^qsvu[^tsiÁ_1r@|d`
�Xru_��^ts`�µ.md[¡�u�1���zi.`Xµjqxk mdqs�^v�|orupQrum9Ymd[^|o`X`"[jy^�¡�l|o`9���l`9vu|o`X`9k	r�£¡£¨|o`X`9�lr@_ q¥�Jk y^|o`°|o`9�ly¡�¡�^���J��i.q¥�$mo[^`
��[^ruqx��`$r�£G�Jrzkdkdqsp^ts`��Jrzknmoy^|o`9k£¨ru|¬�¤ko��_�`.m��ukd±B³�a\�ukdqx�&tsrl��r@_�r�moq¥r@�>�X����pQ`��u��[^q¥`9²u`9��mo[^|dr@y^vu[Ámo[^`
©^£¸mo`X`X�>�l`Xv@|d`9`9k"r�£�£¨|o`X`9�^ru_Áªl«[^qs��[Á��|o`uªl��mpQ`9k m9ª¡�5²���qsts�up^t¥`�qs��p^qs�Q`9��|dr@pQr�m�k��GF"I�V��U³IZ\[¡`&�:²��uq¥tx��p^ts`
_���|ovuqs�¡k�mdr�|d`5��tsq&)9`$ru�^`$m��ukd±>���¡�>mdr�`�µl`9�Xylmd`1kd`X²u`9|o�ut	_1r�²u`X_�`9�@mok&��m�mo[^`�kd�u_1`$mdqs_�`���|o`�md[^`9|d` M
£¨r@|d`.tsq¥_�q¥md`9�®³"a"ylm�|o`9�ly¡�¡�^���J��i�qxk��utskdr����¡|dr@�Q`X|dm¶i�r�£3[jy^_�����k `9�¡k r@|ok9Iqs�l£¨ru|o_���mdqsru�Á`X�¡�Xrl�l`9��pji
`5�u��[>k `9�¡k r@|qxk�y^�^qxwzy^`uªQ�u�¡��`5�u��[>��tx�ukokr�£I|d`5��`X�^mdru|�ru�Q`9|o��md`5k\ru�lmoq¥_��ut¥tsi�«q¢mo[^qs���¤k �Q`9�Xq¢©Q�&|����¡vu`
ru£�£¨|o`9wzy^`9�¡��i����¡� ��_��^tsq¥mdy¡�l`Áru£�pQr^�li _�r�moq¥r@�®ª°��tst¥r�«qs�^v·£¨ru|�kdruts²zqs�^v �u_$p^q¥v@y^q¥mdqs`9k �GFX�@���U³ Z\[^`
�u�@mdqx��qs�¡��mdqsru�·��p^qstsq¢mniÁqsk�[^qsvu[^tsiÁt¥qs�^±u`9�>mdr�md[^`1kd`X�Jk r@|ok��^|oru�Q`X|dmoq¥`5k�r�£G_�`9�@k y¡|dqs�^v¤|����^qx�Á²���|oqs��mdqsru�¡k
�7�l`X|oq¥²���moq¥²u`5k ��³
bU£.p¡|o�uq¥�¹�X���¡�^r�m�pQ`·�lqs|o`9�§mot¥i ��ru_��¡�u|d`5��mor�� ��ru_��^y^md`X|5ª"mo[^`Xi pQrumd[��^tx�:i�md[^`·|oruts`>r�£�� |d`5��tZM
moq¥_�`&�Xru�@mo|orutst¥`9|9³3glru_�`¬�Xru�¡�X`X�lm�k°tsqs±u`�[^qs`X|���|���[^qs�9��tQ���J���l`5��`X�zmd|���tsq&)9`9����|���[^q¢mo`9��mdy^|o`9k9ªz_$y^t¥mdqZM7m��ukd±Qª
_$y^t¥mdqZM¶��tsrl�o±BªJ�¡��|���tst¥`9t¥qxkd_Áª^_$y^t¥mdqZMUkd`X�¡kdru|�£¨y¡k qsr@���X���>pQ`$�Xru_�_�ru�Ár@�^`9kmor¤`�µl�^tsruq¥m�q¥��pQr�mo[>�^`Xy^|or�M
ko��qs`X�¡�X`.���¡��|orupQrumdqx�Xk9³
X�y^_����·�u|d`$kdy^pl~n`9�§mo`9�>mdr��Xru�¡k md|���qs�@m�k�k qs_�q¥tx��|�mdr¤mo[^r@kd`�ru£G_��@�o[¡q¥�^`5kX"mo|o�u�¡k _�qxkdkdqsru�>�l`9ts�:ilk9ªJy^�-M
�Q`X|d£¨`9��m�_�`5�ukdy^|d`9_�`X�@m�kXª"�Xru_��^ylm���mdqsru� �Qr�«°`9|�tsq¥_�q¥mo��mdqsru�®³s³s³�bU£&�^`Xtx�5iu`5��r@|�qs�¡�Xru_��^ts`�md`�kd`X�¡kdru|oi
qs�l£¨ru|o_���moq¥r@��qsk�l`�mo|dqs_�`X�zmo��tB£¨ru|\_�r@k m\|orupQrumdqx��k ilk md`X_�k9ªl���¡q¥_���tB_�rumdru|\pQ`X[¡�:²jq¥r@|\�X����pQ`&kdy^|o�^|oqsk M
qs�^vutsi��@�X�Xy^|o��md`&�ly^|oqs�^v�k qs_�q¥tx��|���r@�¡�lq¥mdqsru�¡k9³
� r@�¡k qx�l`X|oqs�^v�md[^`1��r@_��^t¥`Xµlq¢mni�ru£Imd[^`�pQrl�liÁ�u�¡�Ámd[¡`�moq¥_�`1�l`9ts�:ilk�qs_��Qr@kd`9�Ámdr�[jy^_���� � #�gBªQq¥m¬qsk
r@pz²jq¥r@y¡k°md[¡��m"mo[^`&p^|���qs��_���±u`9k\kdru_�`&�ukokdy^_��lmdqsru�¡k"r@��md[^`.kdilknmo`X_�knm���mo`¬y¡kdq¥�¡v�k qs_��^tsq¢©J`9��_�rl�l`Xt
�u�¡�Á��r@�¡��`X�zmd|���moq¥�^v�ru��md[^`$�Xru�zmd|orutYru£I��|d`5�ly¡��`5���zy^_$pQ`9|�r�£3²��u|dqx��p^ts`9k �GF"I�J��U³"�`9kd`9��|���[^`9k\qs��mo[^`
©¡`9ts��ru£}�^iz�J��_�qs�$_�rl�l`9t¥qs�^v�ru£G_�`9��[¡�u�^qs�9��t3k ilk md`X_�k¬k y¡p^_�q¢mdmd`9��mor��Xru�zmo�u��mok¬���¡��q¥_��¡�@�§m�k¬��tst¥r�«
mor·kdq¥_$y¡ts��md`�_1r@|d`����J�N_�ru|o`¤�^|d`5��qxk `9t¥i·mo[^`�|orupQr�m�kX³>Z\[¡`��Xru_��^ts`�µlq¥m¶i r�£md[^`5k `�_�rl�l`9tsk$qsk$²u`X|oi
moq¥_�`&��r@�¡kdy^_1qs�^v�qs���$|o`9�ut MPmdqs_�`�|o`9kdrutsylmdqsru�¤rupl~n`9��mdqs²u`u³I�G_$pQ`9�^�l`5��_�rl�^`Xtxk°[¡�5²u`�mor1��tstsr:«¹�$v@rjrl�
`5knmoq¥_���moq¥r@��r�£	md[¡`&|o`9��tsq¥m¶i�mo��±jqs�^v1qs�@mdr��@�X�Xruy^�zm\ru�^tsi�md[¡`&`9kok `9�@moqs�utY�ukd�Q`9��mok"r@|dqs`X�zmd`5�¤mdr1md[¡`&vurz��tPª
qs��r@|o�^`X|"mdr�t¥qs_�q¢m�md[^`��Xru_��^ylm���mdqsru�Á�l`9ts�:ilkX³
�r@pQr�moqs�9k\�^|or�²zqx�l`5k�1md[^`9ru|o`�moqs�9��tY£¸|���_�`9«°ru|o±�mdr�£¨r@|d_��ut¥q')X`&md[^`��^|orup^ts`X_�ru£3p^qs�Q`9�>��ru�zmd|orutP³ � r@�-M
�X`X�lmok�t¥qs±u`��Qr@k mdy^|���tG��r@�@mo|dr@tI�9��� pQ`�`Xµl�^|d`5kdkd`9��q¥�zmdr���_���md[^`9_���mdqx�X�utG�l`X©¡�^q¥mdqsru� �7k `5�§mdqsru� � �&��tZM
tsr:«qs�^v1md[^`9|d`X£¨ru|o`�mor�«°ru|o±¤q¥�>�1�^|o`9��qxkd`&��r@�@mo`�µjmqs�¡k md`9�@��r�£3�u��q¥�zmdy^q¥mdqs²u`.r@�^`u³
´ `"pQ`Xtsq¥`9²u`}md[¡��m3p^|oq¥�^v@q¥�¡v�mdr@vu`Xmd[^`X|W|orupQr�moqx�Xk	���J���^`Xy^|or@ko��qs`X�J��`°��|oruy¡�¡�&md[^`"�¡|dr@p^t¥`9_���mdqx�Gru£¡p^qs�Q`9�
kdilknmo`X_��Xru�zmd|orut®��ruy^tx��pQ`.r�£WpQ`X�¡`�©^m£¨r@|pQr�mo[Á�lqxkd�Xq¥�¡t¥qs�^`9k9³
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� �@�
����³ � �u�^�Qr�) )Xr¡³ &&�uq¢m����¡�utsijkdqxk"_1`Xmd[^r^�lrutsruv@iu³ ) +-$%���(' � � 
 $%
;��� �U�'
;�0!�
 ª 5 Î�4H��l���^ªUFAJ�Iu�¡³
� ��F ���$³ �.³ � ��|o|dqs`X|5ª�#�³ � ³�X�`Xv@t¥y^�J�Yª��u�¡� !�³ ��³Y�}�u|dtxk9³ �G�u|dqx��p¡t¥`�v@`9�u|dqs�^v��ly^|oq¥�^vÁt¥rl�Xru_�r�moq¥r@�·q¥�

md[^`.[jy^_�����_$yJkd�Xy^t¥rzk ±u`9t¥`Xmo�utYkdilknmo`X_Á³ �0! �'
 �U!#
 ªQ��V@�^ Vz�-F � V@� 5 ªUFAJ�J��J³

Â¸ÃWÄ®Â¸Å



���������	��
������������ ��
�������� �"!#��$%���&�'���(�	�*),+-$.���/���0��12�43����'� � 5

� �z��� &1³ �$³ � �:²���v@�¡�^ªu{3³��¡|o�u�-)X`Xm moq7ªj�u�¡�¤Z&³ �¡y¡��[^qs_1rumdrJ³®Z\[^`�_�`9��[¡���^qx�Xk}ru£®«"��ts±jq¥�¡v�q¥���o[¡q¥tx�l|o`X�®³

 � � �-� �#�'��� ª 5 � 5  5 � 5 � 5�5 J^ªUF"J4I 5 ³

� � 5 � &1³ �$³ � �5²���vu�J�^ªAX$³:Z\[jilkXª����¡�$��³ �B�u_$pQru�^qP³zZ\[^`"kdruy^|���`5k®r�£¡`�µjmo`X|o�¡��t@«°r@|d±&q¥�$ts`X²u`9tz«"��ts±jq¥�^v
���¡��|oy^�^�^qs�^vJ³ 
 � � � � ��'��� ªB��Vz�l V 5 J��CV@�4HjªUFAJCH�V̂ ³

� �u� � &1³ �$³ � �:²���v@�¡�^ªj{3³ �$³¡´�q¥tst¥`9_�kXª¡� ³ �$³��®`9vu|���_����¡�^q7ªl�u�¡��#�³ � ³�X�`9vutsy^�¡�Y³I{3`X�¡�ly¡ts�u|`9�^`X|ovui
md|����¡ko�ly¡��mdqsru��«q¢mo[^q¥��mo[^`�k md`X�Áq¥�Á[zy¡_��u��«"�ut¥±jqs�^v¡³ 
 � � �;� � � �'��� �xªB���z�l 5 ��F 5 � 5 �z�u�jª^���@�@�l³

� �z���$gB³ � [^`9kok �¤�u�¡��&1³�a"`5kdkdru�^�¡`�m9³ � �0� �	$%���������U��$ �'!;� ��� � ��� �� 	 ���	�U
#�(' +-� �&�'3��A��� ��� �� 
;$ � �
� �4�U� �'!#���&�'��� � �.� � � 
��4��� � ��� ���	� �*�U� �� 
 $ �U�����S� 
;�#��� ³�b¶�G�G�fb¶�@mo`X|o�¡��moq¥r@�¡��t � ru�l£¨`X|o`X�J��`�r@�
�rupQrumdqx�Xk � ��ylmoru_���moq¥r@�®ª¡�u�u� F@³

� �4V
� � ³ � [^`X²���tst¥`9|d`5��y®ª��¡³ ´ ³ &¬|oq&) )Xts`uªQ���J� � ³ X�³Q�>rlruv¡³�#�ru�^tsq¥�¡`9��|��Xru�@mo|dr@t�r�£I_�`9��[¡�u�^qs�9��t	kdilk�M
md`X_�k�«q¥md[�ru�^`$�l`9vu|o`X`.ru£I�@�§moy¡��moq¥r@�®³"b¶� � ����� � ��� 
�	�U��� �'���U��� � ���"�;
�	 
;�0!�
%��� 12��3#���&�'!� �
��+-� ��$.��� �'��� ª-#�`X« c�|ots`9���JkXª-L¬gl��ªJ���^|oqst��u�u�u�¡³

� � H � &1³ � t'�X_�`X�zm9ª ��³ gB³ &¬y^|d©¡�^±u`9t7ª��°³-�®`5knmoq¥`9�^�^`uª^� ³ b§³!�®qs�¡kd[^q¥mok9ªl�u�¡� !�³ ��³j{3ru�Qr�²B³	��^���^mo��moq¥r@�
r�£W�Qr@k mdy¡|o�utY��r@�@mo|dr@tQmor�«°`Xqsvu[zmdts`9kok �¡`9kokX³ � �;� 
 	�	$%
 ��� ���0� 	 ���	� 12
;�;
#�
	 !#� ªQ�CHj V F�� H��lªUFAJ�Iu�¡³

� �4I
�$gB³ X$³ � r@t¥tsqs�¡kXªG� ³W´�qxkok `@ªG���¡� �$³3�y^qs�¡�¡³ � md[^|o`X` MU�lqs_�`X�¡kdqsru�¡�ut}�¡�@kdkdq¥²@`��lij�¡��_�qx�¤«"�ut¥±CM
q¥�^vÁ|orupQr�m&«q¥md[�mn«°rÁts`Xv@k.���¡��±j�^`X`5kX³ �U��
 � ��� 
 	�0���&�'���U��� 
 ��+ 	�0��� ���,12��3#���&�'!��12
� 
�� 	 !�� ª
��� � H �� V@�CH�� V F9�lª^���u��Fu³

� �4J
�.{3³ � |d`9�^�¡� ���J� � ³ �^|oq¥v@r¡³ �G²jqx�l`X�¡�X`·ru£.�^[J�ukd`;MU�^`X�Q`X�¡�^`X�@m��¡rl��qx��`9�lmdqs²u`�|o`�¦¡`Xµl`9k��ly^|oqs�^v
t¥rl�Xru_�r�moqsru��q¥�Á_��u�®³ � �;� � 
 + 	 ��� ª Iz���P� �� 545 V�� 5 �z�lªUFAJ�Iu�¡³

�Î���
�.{3³ � |d`9�^�¡�^ª � ³
�^|oqsvur¡ª �J³:���ukok qsr@�®ª:�u�¡�$��³:{W`5�lr�mdmdqP³ �^ru|o«"�u|o�.�u�¡��p¡�u��±z«\��|��.��µlqx��tzkdij�^`X|ovuqs`9k
q¥�Á_����®³ � �;� � � 	 ���	� 12
� �sª�Vz�lÎ� 5 I��l���4Ilª0F"J4ICHl³

�Î�-F � �¡³ � |drzk p^qs`uª¡�.³ �G�u��[¡�uts��md[^q¥mdqPª¡�u�¡�Á�.³Qgj_�q¢mo[®³°{I��mdmd`X|o�¡k�r�£Ik �¡q¥�¡�ut®_�r�moq¥r@�Á�^y^|dqs�^v�«"�ut¥±jqs�^v¡³
� ���	�����0� � � �� + 	 
 ªJ�l V��0F5�lªUFAJ�JCHl³

�Î�u�����$³@��` �@�u`Xvu`9|9ª�{3³ ��³u´�qstst¥`9_�k9ª@�u�¡�$#$³ � ³�X�`Xv@t¥y^�J�Y³JZ\[^``X�^`9|dv@i��Xr@k mIr�£Q«"�ut¥±jqs�^v&q¥���o[¡q¥tx�l|o`X�®³
��. + �4
�	#�2��	 !#� �sª¡�u��FuÎ� 5 I��j��� 5 ªl�u�u� F@³

�Î� 5 ��� ³G��`5k _$y^|ovu`Xm����¡� gY³(&¬|���£¸moru�®³ �^r@|d«\��|�� _�rl�l`Xtstsq¥�^vN�ut¥tsr:«�k�£¨`X`9�lpJ�u��± �Xru�@mo|dr@t°£¨ru|1£Ù�@knm
|d`5�u��[^q¥�¡v1_1r�²u`X_�`9�@mok9³ ��	 
 �U��� �	� � �������	�&� � 
 �0! �'
;�0!�
 ª^� ��F�F��§ �z� 5 �z� 5 Fuªl�u�u�u�¡³

�Î��� � �°³ �J³3��qs`9�l|oqs��[ �u�¡� ´ ³ X�³I´ �u|d|o`X� �@|9³N´�[zi��o[¡�u�^vu`�v@�uq¢m�ko¯ �lij�¡�u_�qs�9k�r�£�md[¡`�«"��ts±CMP|oy^�
md|����¡kdq¥mdqsru�®³ 
 � � �;� � � ���!#� ��� � ) +-$ � ��
�	 !�
 �0� � ��
�	S� � 	$ �xªB�-F@ZFAI 5 �l���@�lªUFAJ�Jz�l³

�Î�u��� �$³	��qs`�m�)u³�b¶�zmd`X|��u��mdqsru� pQ`�mn«°`9`X� �X`X�@mo|o�utI�^|oruv@|o��_�k&���J� ��WQ`9|d`9�@m�q¥�¡�^ylm$qs� md[^`���r@�@md|orutIru£
�Qr@k mdy^|o`&�u�¡��tsrl��r@_1rumdqsru��³ 
 ��+ 	�U��� � �2� �'��$%
�!#� �����'!;� ªY��J � H �� Iu��F�� I��u�¡ª0F"J�J4V̂ ³

�Î��V
� �$³&��qs`�m�)@³ ��rf[zy^_��u��p^qs�Q`9�^k�y¡kd` wzy¡�@�l|oy^�Q`9�^�ut���rlru|��lq¥�J��mdqsru�Q¯ � 	 
 �U��� � 
;+ 	 ���;! � �sª
�u��� J �� �CV@���z�4V4Hjª^���u�z�l³

Ä	Ä Ì�]¡ã�Ý�ã§Þ



�@� ��� ���"
���
��4���D� � �2$%3 �Z�
	 �
� ���� �&�U�'��+�� ��� � �#� ���'����� 


�Î�4H � �$³5��qs`�m�)u³@gj�¡q¥�¡�ut@��r@|o�¬�¡��m md`9|d�.vu`9�^`X|���moru|okQ£¨ru|�t¥r^��ru_�rumdqsru�®³ � � �	� � � 
 + 	 ��� �-� ��'��� �xª F�FX�JZF 5 H J��
F 5 I4J^ª^���@� 5 ³

�Î��I
� �$³"��qs`�m�)uª"!�³ �^r@y¡�u�Yª����¡� � ³ � ³°a\�uk mdqx�u�u�¡kd`u³ #�`9y^|oru�¡�ut���rjr@|o�^q¥�¡��mdqsru� r�£���|o_ ���¡� ts`Xv
_1r�²u`X_�`9�@mok��ly^|oq¥�¡v�[zy^_����Át¥r^��ru_�rumdqsru�®³�� + 	 � 
 � � 
 + 	 � � ! � �sª FX� � F�F��§GF"Ju��V��UF"J FX�^ª^���@� Fu³

�Î��J
��� ³ ��³®��q¥_�q¥md|oq ~n`X²jqs�uª���³ &¬`X|��ukdq¥_�`9�^±ur¡ª®���¡� � ³ � ³Y{}q¥�zmd`X|5³1�}²zqx�l`9�¡��`1£¨r@|.�Ák �^qs�¡�utI�X`X�@mo|o�ut
�¡��mdmd`X|o��vu`9�^`X|���moru|"qs�Á[zy^_����¡k9³ ����� � � ��� � �2!#��� � � ! � �sª�I4Vu�^ 5 Vu��� 5 H V^ª0F"J4J�Î ³
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� H��
� �¡³���y^ilk `9�¡k9ª X$³ ´ ³ ��³ ��³ �G�u�S�^` � |dr@_�_1`9| m5ª¬a¬³ � ³ � ³�gj_�q¥mok MP�G�¡vu`Xtxkd_��u�¡��ª.���¡� �"³ � ³ Z&³
�G�����l`9| X�`Xts_Á³f� «"��ts±jq¥�^vN|orupQrum¤�X��tsts`9� [zy^_������ts`9kok r@�¡k1mdr pQ`�t¥`5��|o�^`9��£¨|oru_ �^`9y^|o�ut
��ru�zmd|orutYr�£Wtsrl��r@_�r�mdqsru��³ 
 ��+ 	�U��� � �2� �'��$%
�!#�������'!;� ª 5 �^ �@� H��@�z� 5 ªl�u�u�z�l³

� H F � �¡³ � ³l�°�X��ts`9k9³ �U��
�+-�0��
�	#�� ���U���	��� � � �S� 
 3 	 ���	� ³}��� &¬|��5« M X�qstst7ª-#�`X« �Gr@|d±Bª F"J H�Hj³

Â¸ÃWÄ®Â¸Å



���������	��
������������ ��
�������� �"!#��$%���&�'���(�	�*),+-$.���/���0��12�43����'� �z�

� H���� &1³��}�¡�lr¡ª �J³	�>r@|dqs_�r�mdrJª �¡³ #���±����^qxk [^qPª3���¡� &1³ � [^`X�^vJ³Á��� `9_1�^qs|oqs�9��t}`�µl�^tsru|���moq¥r@� r�£��
�^`Xy^|���t®��r@�@mo|dr@tBr@ko��qst¥tx��mdru|°£¨r@|p^q¥�Q`5��tsrl�Xru_�r�moq¥r@����r@�@md|orutP³Wb¶� � ����� � ��� 
�	�U��� �'���U��� � ���"�;
�	��

;�0!�
 ���*12�43���� �'!;� � ��+-� ��$%���&�'��� ª^�¡��v@`9k 5 � 5 V�� 5 ���z�lª!#�`X«�c�|dts`9�u�¡k9ª L¬gl��ªJ���¡|dqst	���u�u�¡³

� H 5 � �¡³ �¡³��G�^v¡ªz�$³ ��³u´�qs�@mo`X|5ª � ³ ��³u�·�u� !&qs�^�^r@�®ªu��³ ��³u{3��mdtx�^ª@�u�¡�$#�³ubnk [^qx�^�¡³ 12���Z
 ��� �	��
2� � 	�;+�

�#� ��3 �	� ��� 
�	%�	� � ���� + 	 ��� !������ 	 ��� ��+ 	�	��� 	 �#�U�'� ����� +-��� � 	� �
	$ $.� � 
 $.
 ���'� ³�´ rjr@t¥tx�u�Xr�m m�� ³
���¡�*X�ru|���± �"³�Ù�}�^k �§ª¡ru|o`Xv@ru�®DL��¡q¥²u`9|okdq¢mni¤ru£Gc�|o`Xvur@�®ª0F"J�Jz�l³

� H:� ��a¬³u�}kd�^qs�uy¤���¡� �"³%&%�X�^rum9³ � 
;� 	 �43���� �2$%�
	 !#� 
 + 	#� 3;� ������
;� ³ ���.|dr@pQr�mdqxwzy^`_�rup^qst¥`�M X�`X|o_�`9k9ª
���u�z�l³

� H�����a¬³"�}k �¡qs�uyf���¡�¹{3³�gl��|��^�uq¥�®³ Z\[^`N���@mo[^|oru�Qru_�r@|d�^[^qx�>p^qs�Q`9�¹|orupQrum�p^qs�J���u�@�^³�b¶� � �����
� ��� 
�	�U��� �'���U��� � ���"�;
�	 
;�0!�
���� 12��3#���&�'!� ���0�,��+-� ��$.��� �'��� � � � 1��(	 ª@�¡��v@`9k 5 J�J H��z�@���@�lªzgl�u�
�^|����¡�Xqsko��rJª-L�gl�$ª¡���^|dqst	���@�u�^³

� H�V
�.{3³ � ³�Wq¢mdmok9³1Z\[^`1qs�l£¨ru|o_���moq¥r@���X�u�¡�u��q¥mniÁru£}md[^`�[jy^_�����_�r�moru|.k ilk md`9_ q¥�N��r@�@md|orutstsq¥�¡v¤mo[^`
��_��^tsq¢moy¡�l`.r�£W_�r�²u`X_�`X�zm9³ 
 � � �� � � ���!#� ��� �sªJ�-H � V �§ 5 I F�� J-Fuª0F"J@���¡³

� H�H � �¡³ �.³ �Wtx���¡�uv@�u�·���J�·�$³ � ³B´�qs�^vJ³�Z\[^`1|oruts`�r�£°q¥�zmd`9|d�¡�ut3_�rl�l`Xtxk¬q¥� _1rumdqsru���^tx���^�¡q¥�^vÁ�u�¡�
��ru�zmd|orutP`X²jqs�^`X�¡��`$£¨|oru_ v@|dqs�>£¨ru|���`��@�:~ny¡k md_�`X�zmok&�ly^|oq¥�¡v�_�r:²u`9_�`X�@m�k�r�£}[¡���¡�-MP[^`9ts��tsr@�u�¡kX³

 � � 
;+ 	 � � ! � �sª F H��̈ � ��ZF:�-F"J��UF9�u��Î ªUFAJ�J Hj³
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