N
N

N

HAL

open science

Analyse et représentation de signaux transitoires:

application a la compression, au débruitage et a la

détection de ruptures
Michel Fliess, Cédric Join, Mamadou Mboup, Hebertt Sira-Ramirez

» To cite this version:

Michel Fliess, Cédric Join, Mamadou Mboup, Hebertt Sira-Ramirez. Analyse et représentation de
signaux transitoires: application a la compression, au débruitage et a la détection de ruptures. XXe
Colloque GRETSI Traitement du Signal & des Images, GRETSI 2005, Sep 2005, Louvain-la-Neuve,
Belgique. inria-00001115

HAL 1d: inria-00001115
https://inria.hal.science/inria-00001115
Submitted on 15 Feb 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00001115
https://hal.archives-ouvertes.fr

Analyse et représentation de signaux transitoires : application a la
compression, au débruitage et a la détection de ruptures

Michel FLIESS!, Cédric JOIN2, Mamadou MBOUP?, Hebertt SIRA-RAMIREZ*

1Equipe ALIEN, INRIA Futurs & Equipe MAX, LIX (CNRS, UMR 7161)
Ecole polytechnique, 91128 Palaiseau, France

2]’Equipe ALIEN, INRIA Futurs & CRAN (CNRS, UMR 7039)
Université Henri Poincaré (Nancy I), BP 239, 54506 Vandceuvre-1és-Nancy

3Equipe ALIEN, INRIA Futurs & UFR de Mathématiques et Informatique
Université René-Descartes, 45 rue des Saints-Péres, 75270 Paris cedex 06, France

4Departamento de Ingenieria Eléctrica, Seccion de Mecatrénica
Cinvestav-IPN, Avenida IPN No. 2508, Colonia San Pedro Zacatenco, AP 14740, 07300 México, D.F., Mexique

Michel.Fliess@polytechnique.fr, Cedric.Join@cran.uhp-nancy.fr
Mamadou . Moouplmath—info.univ—paris5.fr, hsira@mail.cinvestav.mx

Résumé — Nous abordons le débruitage, la détection de ruptures et la compression par une approche inhabituelle de I’analyse et de la
représentation des signaux. Algebre différentielle, algebre non commutative et calcul opérationnel conduisent a des méthodes simples et ef-
ficaces d’identification paramétrique de signaux et systémes, qu’ils soient stationnaires ou non. Les estimateurs proposés, valables pour le calcul
des dérivées, présentent une excellente robustesse a une large variété de bruits, sans néessité de connaitre leurs propriétés statistiques. Ils reposent
sur des formules explicites, d’ou des calculs tres rapides.

Abstract — Noise removal, detection of abrupt changes and compression are studied via an unusual approach of signal analysis and representa-
tion. Differential algebra, noncommutative algebra and operational calculus lead to quite efficient and simple identification methods for signals

and systems, which may be stationary or not. We thus obtain real time estimators, which

e yield excellent approximations of the signal derivatives,

e are robust with respect to a large variety of noises without any necessity of knowing their statistical properties,

e depend on explicit algebraic formulae.

1 Introduction

La compression des signaux, le débruitage et la détection de
ruptures sont des sujets d’actualité que nous abordons par une
approche inhabituelle [6, 7] de I’analyse et de la représentation
des signaux. L’analyse de Fourier, dont I’hégémonie est in-
discutable lorsqu’il s’agit de représenter des signaux station-
naires, montre ses limites en présence de phénomenes transi-
toires. Dans ces situations, les représentations a base d’atomes
temps-fréquence, qui, de Gabor a Meyer [13], ont aujourd’hui
culminé avec les ondelettes, semblent étre les plus appropriées.
Cette dualité temps-fréquence qui, corrige bien des imperfec-
tions des transformations de Fourier, se heurte néanmoins au
principe d’incertitude de Heisenberg-Gabor!. Pour illustrer ce

propos, on peut citer 1’échec, souligné en [11], de 1a représentation

par paquets d’ondelettes, ou de cosinus locaux, d’un signal
comprenant des structures a haute énergie avec des étalements
temps-fréquence différents. Ce méme exemple de signal est
analysé ici, a la lumiére de I’approche que nous proposons.
L’idée directrice de cette approche n’est pas nouvelle : elle

IRenvoyons a [4] pour ce sujet et, plus généralement, pour I’approche
fréquentielle.

repose sur une représentation locale, ¢’est-a-dire par morceaux,
du signal, par des atomes temporels, ici des polyndmes. L’es-
timation des ces polyndmes, en revanche, releve d’une nou-
velle théorie de I’identification de signaux et systémes, batie
autour de I’algebre différentielle, de 1’algébre non commuta-
tive, et du calcul opérationnel. Elle apporte une solution au
probléme de I’estimation des dérivées d’un signal bruité, qui,
a notre connaissance, est encore ouvert. Cette solution est a la
base de notre démarche pour le débruitage. Elle conduit aussi a
une méthode de segmentation, utilisée dans une phase de com-
pression.

Les bases mathématiques de cette théorie sont bri¢vement
présentées dans la section suivante. La méthode d’estimation
des dérivées est décrite dans la section 3. Enfin, dans la section
4, les estimateurs proposés sont appliqués a trois problémes :
i) I’estimation des dérivées d’un signal transitoire bruité, i7) la
détection des discontinuités, le débruitage et la reconstruction
d’un signal polynomial par morceaux contaminé par un bruit et
iii) la compression d’un signal audio.

La généralisation aux images et vidéos, c’est-a-dire aux si-
gnaux multidimensionnels, est abordée en [5].



2 Cadre mathématique

2.1 Identifiabilité linéaire

Un corps différentiel [2, 10] R est, ici, de caractéristique
nulle et ordinaire, ¢’ est-a-dire muni d’une seule dérivation, notée
%. Une constante est un élément ¢ € K de dérivée nulle. L’en-
semble des constantes de K est un sous-corps, dit sous-corps
des constantes. Un corps de constantes est un corps différentiel
qui ne contient que des constantes. Soit kg C k C k(s) C K
une tour de corps® différentiels, ot le corps de constantes k =
ko(©®), est engendré par un ensemble fini, éventuellement vide,
® = (04,...,0,) de parametres (constants), supposés trans-
cendants par rapport au corps de constantes kg. Tout élément
x € K estun signal.

de (2) par A € Anny, (RSY), ot Anny, (RSY) C ko(s)[ L] est
I’idéal 2 gauche des annihilateurs des coefficients de RS, on
obtient, si det(AP) # 0, I’estimateur

01

AP = AQ + AR™! 3)

0

L’estimateur est dit propre (resp. strictement propre, polynémial

en s~1) si, et seulement si, tout coefficient de AP et AQ est
somme d’une fraction rationnelle propre (resp. strictement propre,
polynomiale en s~ 1) et de termes de la forme wy, ot y €
yetw € ko(s )[ ~] est propre (resp. strictement propre, po-
lyndmiale en 5*1) il est dit minimal si, et seulement si, A est

un générateur monogéne de I’idéal principal agauche Anny,, (RST).

Exemple 1 Le corps de Mikusifiski M, engendré par les opérateursProposition 1 7] existe un estimateur (3) que I’on peut choisir

de Mikusiriski [14, 15], est un corps différentiel par rapport a
la dérivation algébrique %, qui, rappelons-le, correspond a la
multiplication par —t. Son sous-corps de constantes est C.

L’ensemble des opérateurs différentiels linéaires ) © _a f; ,
aq € ko(s), est un anneau non commutatif, principal a gauche
et a droite [12], noté ko(s)[d%], qui contient I’algébre de Weyl
[12] ko[s][£]. Un opérateur différentiel est dit propre (resp.
strictement propre) si, et seulement si, les a,, le sont (rappelons
qu’une fraction rationnelle est dite (strictement) propre si, et
seulement si, le degré du numérateur est (strictement) inférieur
a celui du dénominateur). Il est dit polyndmial en % si, et seule-
ment si, Gy € ko[%].

Les parameétres © sont dits linéairement identifiables (cf. [7,
8]) parrapporta x € K si, et seulement si, © vérifie I’équation
matricielle :

61

Pl =@ ey

ot les coefficients des matrices P, carrée r X r, et (), colonne
rx 1, appartiennentéspanko(s)[di](l,x), et det(P) # 0.

2.2 Estimateurs

Soit N/ko(s) une extension de corps différentiels, telle que
K et N soient linéairement disjoints sur ko(s). Tout élément de
N est appelé bruit, ou perturbation. Un bruit n est dit structuré
si, et seulement si, il est annihilé par 7 € ko(s) [dis], n & ko(s):
nn = 0. Sinon, le bruit est dit non structuré. Soit Q(K @y, ()
N) le corps de fractions, qui est un corps différentiel, de I’an-

neau différentiel intégre K @y, (5 N. Introduisons le capteur,

ou la mesure, bruité y € Q(K ®p, sy N),y = x + nSU 4 NSt

ot nSU et nMSt sont des bruits structurés ou non. Alors, (1) de-
vient

01

0

ol y remplace = dans P et Q, les coefficients de RSt (resp.
R"Y matrice colonne 7 x 1, appartiennent a span,, o | (nSt)
k(s)[ 4]

(resp. spank(s)[di](nmtr)). En multipliant les deux membres

2Voir, par exemple, [2] pour toutes les notions courantes d’algébre commu-
tative.

minimal et/ou propre (resp. strictement propre, polynomial en

s71).

3 Estimation des dérivées temporelles

A la série convergente x(t) = ano an%, an € C, corres-
pond la série opérationnelle convergente [14]

x:Z eM

n>0

appelée signal analytique, ou, pour éviter toute confusion avec

une terminologie habituelle depuis Gabor et Ville (¢f. [3]), si-

gnal analytique en temps. Avec le développement de Taylor
< N ) s

tronqué zn (t) = Y, _ an 57, I’équation différentielle

dN—H

avrr ey =0

correspond dans le domaine opérationnel a

N+1 N 1$N(0)

sV lyn — sV (0) — acg\],v)(O):()

sont ainsi ob-

e a1y ; A g
Les dérivées a I’origine a:%) (0) = ftsz(t)‘
tenues a partir du systeme d’équations linéaires

dm B
v {a;§§v>(0)+x§§ 1)(O)s+...+xN(O)SN}:

ds™
s {s"tlan)t @)
ds™
m=20,...,N,v > N + 1. Ce systeme étant triangulaire avec
des €léments diagonaux non nuls, les parametres xg\i,) (0),i =
0,...,N, et par conséquent les coefficients ag,...,an sont

linéairement identifiables. Remplacons x n par x dans (4) : on
obtient ainsi I’ estimée opérationnelle [x(V (0)].,, de 2()(0).
Pour le passage au numérique, il suffit, selon les régles usuelles
du calcul opérationnel (voir, par exemple, [14, 15]), de rempla-
ceren (4)
- S%,oz>1 cE(C,parcg—_ll),,t>O'

- S% Te+ par I'intégrale itérée d’ordre o

IV

m/o(t—ﬂa T"a(r)dr ()

)dta 1 dtldT =



Notons, [()(0)]., (t) I'estimée numérique ainsi obtenue de
2@ (0), pour un temps d’estimation ¢. Le résultat suivant est
essentiel pour la mise en ceuvre pratique, qui repose sur un
compromis entre ¢ et IV :

Proposition 2 1] existe un voisinage ouvertV de 0 tel que, pour
t €V, [29(0)]ey (t) soit définie. Alors,

lgg;[x“) ()ex (1) = lim [2D(0)]ey (1) =2(0)  (6)

Remarque 1

— Les itérations des intégrales produisent une moyennisa-
tion, donc un filtrage passe-bas, qui permet d’atténuer
Ueffet des perturbations non structurées, c’est-a-dire de
ce qui est appelé usuellement bruits (voir [7, 8]).

— La fenétre temporelle d’estimation peut étre choisie trés
petite, ce qui permet une implémentation en temps réel.

4 Exemples

4.1 Dérivées d’un signal académique bruité

Soit z(t) = Re(f(t)) + n™t, ol Re(e) désigne la partie
réelle, et
flit)y= \/—g (t “0) exp (i&ot) + (t “1) exp (i&ot)
+ \/—g ) exp (i&1t) + rg ) exp (i&1t)
@)

Ky = 04326, K; = —1.6656, Ko = 0.1253, K3 = 0.2877,
60 = 27‘1’73, 51 = 27T].23, SQ = ]..5, Sl = 3, Uy = 2,
up = 4; g(t) = 0.54 + 0.46 cos(27t) est une fenétre de Ham-
ming. Cet exemple, emprunté a [11], parag. 9.4.3, et, en rai-
son de son étalement temps-fréquence, délicat a analyser par
ondelettes, a le mérite de permettre la validation des simula-
tions numériques. Nous avons choisi, ici, un bruit n™ centré
et gaussien, d’intensité forte. L’excellence de nos estimations
est attestée par le zoom de la figure 1.

. . . .
24 245 25 255 26 265 27
Time (Te) <10°

FIG. 1 — Estimation de % (-), £ (--)

4.2 Détection de ruptures en présence de bruit

Nous considérons ici le probléme d’estimation de signaux
réguliers par morceaux, pour lequel les limitations des estima-
teurs sont largement évoquées dans la littérature [11]. La figure
2 montre un exemple de signal polyndmial de degré N = 3 par
morceaux, contaminé par un bruit blanc gaussien. Le niveau

du bruit, SNR = 21.9 dB, est celui de ’exemple traité dans [11,
p.439]. La taille du signal est L = 4096, comme dans [11].

FIG. 2 - Signal polynomial par morceaux, et avec bruit SN R = 21.9 dB.

Pour chaque fenétre d’estimation Ia (¢t) = [t,¢ + A], on ob-
tient les estimées numériques [(*) (0)]., (t),7 = 0,..., N.La
localisation des discontinuités étant inconnue, on s’intéresse
dans un premier temps 2 la variation des coefficients a;(t),
1= 0, , N du signal polyndmial ainsi identifié sur chaque
fenétre I (t). Le coefficient a3, normalisé puis seuillé a 0.1,
est représenté, avec des zooms, sur la figure 3, pour de petites
fenétres glissantes, larges de 50 échantillons.

a3

1000 2000 3000 4000 5000 ) 200 400 600

a_3

058

06 0.4

04 0.2

0.2

0.0 o.

0.2

o4 02
06 -0.4

71800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3

0 4000 4200 4400 4600 4800 5000

FIG. 3 — Variations des coefficients

Notons que toutes les discontinuités, exceptéle sautat = 0.8
(échantillon 4000) qui est complétement noyé dans le bruit,
sont localisées avec une bonne précision, comme le montre les
zooms. Les points de ruptures étant identifiés, une seconde esti-
mation, réalisée sur des fenétres de longueur A correspondant
aux différents morceaux, permet d’obtenir le signal débruité
[2(9)(0)]., (t) représenté sur la figure 4.



FIG. 4 - Signal débruité, SNR=27.74 dB

On peut noter que la rupture qui avait été noyée dans le bruit
est ici bien restituée. Enfin, si 1’on utilise le signal débruité
[2(9)(0)]e, (t) pour ré-estimer comme précédemment les coef-
ficients des polyndmes, on obtient le resultat de la figure 5, qui
montre une reconstruction quasi-parfaite du signal original.

1

FIG. 5 -Signal reconstruit, SNR=39,58 dB

Notons aussi que la simplicité de notre traitement est a com-
parer avec la démarche utilisant les ondelettes présentée dans

[1].

4.3 Compression d’un signal musical

Nous estimons les dérivées d’ordres 1 et 2 d’un signal musi-
cal, qui présente aussi un fort étalement temps-fréquence. Pour
la compression, nous utilisons

— des splines polyndmiaux de degré 2 que nous calculons
par moindres carrés ;

— des fenétres temporelles dont les longueurs variables sont
spécifiées par un seuil sur la variation de la dérivée se-
conde ;

— des méthodes standard de quantification.

La figure 6 illustre les calculs qui, soulignons-le, sont rapides

pour le codage et, encore plus, pour le décodage. Le taux de
(3+1) xnombre de polyndmes
nombre de points du signal d’origine’

aux 3 coefficients d’un polynéme de degrE 2, vaut 0, 2. Il est
égal a 0, 33 sans quantification. Alors, le son reconstitué est
impossible a distinguer de 1’original. La qualité reste bonne en
dépit du bruit de quantification, qui serait réduit avec des tech-
niques plus avancées de quantification [9], améliorant de méme
le taux de compression.

compression ot 3 correspond

. . . . .
7.02 7.025 7.03 7.035 7.04 7.045 7.05
Time (Te) c10*

FIG. 4 — Signal d’origine (-), reconstruit (- -), indicateurs d’intervalles (A)
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