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Introduction to Tensorial Algebra

Abstract: This document is an introduction to tensorial algebra for non mathematicians.
It was first written in the context of computer vision and a few examples come from this
field and from projective geometry as well. It contains an intuitive approach and a more
formal introduction of basic notions: covariance and contravariance, tensorial product, bases
and transformations between bases, contraction and invariants, case of Euclidean spaces.
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Algébre tensorielle 3

ES TENSEURS sont des entités trés fréquentes en mathématiques, physique, ou mécanique.

Presqu’aussi fréquentes que les espaces vectoriels eux-mémes, aux dires des mathéma-

ticiens. Pourtant, ils sont peu enseignés, peu connus, et on ne trouve guére d’introductions
générales simples sur le sujet (on pourra par exemple voir [Sal&6, [Gui85]).

En vision par ordinateur, domaine d’application privilégiée de nombreuses techniques
géométriques, dont la géométrie projective, I’emploi des tenseurs n’est encore que margi-
nale. On introduit généralement la géométrie épipolaire sans parler de tenseurs, et seules
les contraintes tri et quadrilinéaires nécessitent leur emploi explicite. Cet emploi pourrait
toutefois se généraliser, et il a paru intéressant de rédiger une introduction au sujet, d’abord
intuitive pour permettre de comprendre de quoi il s’agit sans s’encombrer de trop de for-
malisme, puis un peu plus formelle pour pouvoir manipuler les tenseurs de maniére efficace.
Les exemples donnés seront tirés de la vision quand cela est possible.

Cette introduction a pour but de permettre au chercheurs, ingénieurs et étudiants en
vision de se familiariser avec ce sujet et de pouvoir en utiliser les outils sans trop se perdre
dans des ouvrages spécialisés dont le niveau est parfois un peu hors de portée.

1 Approche intuitive

1.1 Introduction des tenseurs

Dans un espace vectoriel IK™, ou IK représente IR ou C, les notions de base sont celles
de vecteurs, qu’on peut aussi appeler points, de contrainte linéaire et de sous espaces, dont
font partie les hyperplans. Vecteurs et hyperplans peuvent étre représentés par des n-uplets
de coordonnées ou composantes dans une base et peuvent, par ce biais, étre manipulés de
maniére semblable.

Il en va de méme en géométrie projective. Dans I’espace projectif IP™, les entités les plus
simples qu’on puisse introduire sont les points, les hyperplans, et les contraintes linéaires. En
effet, dans IP™, qu’on peut assimiler & IR"11* / oc ou C"*1* / o, les points sont les éléments de
IP™, qu’on peut représenter par de simples vecteurs de coordonnées homogénes dans IK"™+!.

L’introduction de la notion d’indépendance linéaire méne & celle d’hyperplan, et au fait
que les hyperplans peuvent étre aussi caractérisés par des vecteurs de coordonnées homogénes
dans IK™t!. De 1a vient le principe de dualité : les hyperplans forment un espace projectif
isomorphe (c’est & dire de méme structure) que celui des points, et ce qui s’applique aux
points peut donc étre transposé aux hyperplans. Ces deux espaces sont dits duaux.

On dispose donc de deux notions qui se manipulent et se représentent de maniére simi-
laire : les vecteurs ou les points, et les hyperplans. On peut alors introduire des contraintes
linéaires sur ces entités. En voici quelques exemples dans le plan (qui seront repris dans la
suite) :

1. le fait qu’un point appartienne & une droite donnée fournit une contrainte linéaire sur

ce point ;

2. la fait qu’une droite passe par un point donné fournit une contrainte linéaire sur cette

droite ;

RT n "~ 0238



4 P. Gros

3. si ’on considére le point et la droite comme variables, le fait que le point appartienne
A la droite fournit une contrainte bilinéaire sur le point et la droite, c’est & dire une
contrainte qui est linéaire vis & vis du point, et linéaire vis & vis de la droite;

4. la contrainte épipolaire que ’on introduit en vision pour décrire un systéme de deux
cameéras, fournit une relation bilinéaire entre deux points qui sont les projetés d’un
méme point 3D dans deux images;

5. & partir de trois ou quatre images, on peut aussi introduire des contraintes tri ou
quadrilinéaires entre les projetés d’un méme point.

Toutes ces contraintes peuvent s’exprimer 4 I’aide de tenseurs. Un tenseur est une fonction
qui, & un ensemble de points et d’hyperplans, associe un réel, ceci de facon multilinéaire, c’est
4 dire de maniére linéaire par rapport & chacun de ces points et hyperplans. Les coefficients
de cette fonction peuvent se mettre sous forme d’un tableau indicé & 1, 2, 3 ou n dimensions.

La notion de tenseur en recouvre beaucoup d’autres. Ainsi, dans ’exemple [Il, les coef-
ficients de la droite auquel le point doit appartenir sont aussi les coefficients du tenseur
utilisé. Selon un processus d’assimilation courant en algébre, on peut dire que les droites
(ou hyperplans dans le cas général) sont des tenseurs particuliers. Il en va de méme dans
I’exemple Bl et on peut aussi conclure que les points sont des tenseurs particuliers. Dans
ces deux premiers cas, les tenseurs sont des applications linéaires de IP™ dans IK, et leurs
coefficients sont des vecteurs.

Dans I’exemple I, on a affaire & une relation bilinéaire, et les coefficients du tenseur sont
exprimés sous forme d’une matrice. La notion de tenseur englobe donc celle de matrice. Dans
Iexemple Bl il faut construire des tenseurs & trois ou quatre dimensions. Cela devient moins
intuitif, car il est difficile d’écrire un tableau de nombres & trois dimensions sur une feuille
qui n’en a que deux. Mais cela ressemble tout & fait & une matrice.

On voit donc que la notion de tenseur recouvre toutes les notions qui peuvent s’exprimer
sous forme d’un tableau de nombres, vecteurs et matrices en particulier. Rien de compliqué
donc.

Dans ’approche mathématique, on part de la notion générale d’espace vectoriel. On in-
troduit d’abord la notion d’espace dual, qui fournit 1’équivalent des hyperplans. Cela est fait
dans le paragraphel Les tenseurs sont alors introduit comme étant les formes multilinéaires
sur les éléments de ’espace vectoriel et de son dual. On rappelle qu’on appelle forme une
application d’un espace vectoriel vers son corps de base.

1.2 Covariance et contravariance

Une question trés naturelle se pose alors: qu’advient-il des coefficients de ces formes
linéaires lorsqu’on change de base dans ’espace vectoriel? On peut facilement se convaincre
qu’il y a deux types de transformations différentes.

Supposons que ’espace vectoriel dans lequel on travaille est muni de deux bases, et
notons M la matrice de changement de base. Soient P un point, de vecteurs de coordonnées
x et x’ dans les deux bases, et A un hyperplan de vecteurs de coordonnées 1 et I'. On a:
x = Mx/, soit X’ = M~!x. Si le point P appartient & ’hyperplan A, on souhaite que cela

INRIA



Algébre tensorielle 5

soit indépendant de la base, c’est & dire que tl.z = 0 et 1.2’

M~ 'x =0et {1 = t’M~'. On en conclue: I’ = *Ml.

Dans le cas du point, le vecteur de composantes a été transformé par x’ = M 'x,
et, dans le cas de I’hyperplan, par ' = *MI. Les entités subissant le changement comme
les composantes des points sont dites contravariantes, les autres sont dites covariantes.
Un tenseur d’ordre supérieur ou égal & deux, et qui a donc plusieurs arguments, peut étre
contravariant pour certains de ses arguments et covariant pour les autres, suivant que ces
arguments sont des éléments de ’espace vectoriel ou de son dual.

Dans le cas général, il va donc falloir distinguer les dimensions covariantes et les dimen-
sions contravariantes des tenseurs. Cela se fait couramment en placant les indices correspon-
dant aux dimensions contravariantes en exposant, et ceux correspondant aux dimensions
covariantes en indice. Ainsi, un tenseur d’ordre trois, avec un argument contravariant, un
argument covariant et un argument contravariant, peut étre noté (Ti jk).

Ces concepts de covariance et contravariance, qui peuvent dérouter de prime abord, cor-
respondent donc simplement & une marque qui signale ce qu’il faut faire en cas de changement
de base. Cette distinction disparait si ’on se limite & des changements de bases orthonor-
meées. Dans ce cas, la matrice de changement de base est orthogonale, et *M = M. Il n’y
a alors plus qu’une seule sorte de changement, et la distinction entre covariance et contrava-
riance n’a plus lieu d’étre. Il faut bien remarquer que cela ne se passe que lorsqu’on travaille
uniquement dans des bases orthonormées.

= 0. Cela impose donc:

1.3 Invariants d’un tenseur

Une autre question d’intérét est de savoir quelles sont les caractéristiques d’un tenseur
qui sont invariantes par changement de base. D’une maniére plus précise, puisque les coeffi-
cients d’un tenseur varient lors d’un changement de base, on peut se demander si certaines
expressions polynomiales de ces coefficients sont invariantes elles. Cela améne & s’intéresser
bien sir au déterminant ou & la trace des tenseurs d’ordre deux. Ces notions peuvent étre
étendues aux tenseurs d’ordre supérieur en utilisant ’opération de contraction.

Pour finir, revenons au cas de la géométrie projective. La différence majeure qu’on y
trouve par rapport aux espaces vectoriels classiques est que tous les vecteurs y sont définis
a un facteur multiplicatif non nul prés. Cela est vrai pour les points, les hyperplans, mais
aussi les matrices. Et cela ’est donc aussi pour les tenseurs. Mais un tenseur, qui est une
application & valeurs dans IK, défini & un scalaire prés ne peut donc prendre que deux
valeurs, 0 ou 1, tous les autres scalaires pouvant étre assimilés & 1. Cela explique que toutes
les contraintes rencontrées en vision et en géométrie projective, et donc tous les tenseurs,
sont des contraintes de nullité ou de non nullité d’une expression.

RT n~° 0238
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2 Dualité

Ce petit paragraphe contient un rappel sur la notion de dualité pour des espaces vectoriels
généraux, notion qui est utilisée dans la suite pour les tenseurs. Dans un but de simplification,
on se limitera au cas d’espaces de dimension finie.

2.1 Espaces dual et bidual

La notion de dualité, naturelle en géométrie projective, peut étre aussi facilement définie
dans le cas des espaces vectoriels. Dans le cadre de cet ouvrage, on se limitera & quelques
rappels dans le cas d’un espace de dimension finie £ = IK".

Définition 1

A un tel espace, on associe un espace dual E*, qui est ’espace des formes linéaires, c’est
a dire des applications linéaires de E dans IK. 1l est facile de voir que E* est un espace
vectoriel.

Etant donné une base de E, soit B = (e;...e,), on peut construire des éléments de E*,
notés e*l... e*", tels que, par définition :

n
VWweE v= E e*(v)e;
i=1
A un vecteur v, e*? associe donc sa i€ composante dans la base B. Si ’on considére un élément
u* de E*, on a:

u*(v) =u* <Z e*i(v)ei> = Zu* (e;)e*(v)

On a donc u* = Y7 | u*(e;)e*.

A partir de cela, on peut se convaincre facilement, moyennant quelques calculs supplé-
mentaires, que B* = (e*!...e*") est une base de E*, dite base duale de B. Cela montre au
passage que E* et E ont la méme dimension. On peut alors définir diverses notations utiles :

— le crochet de dualité est ’application bilinéaire de E* X E dans IK qui & un couple

(u*,v) associe le scalaire < u*,v >=u*(v);

— u* € E* et v € E sont dits orthogonaux si < u*,v >=0;

— on peut aussi définir une notion de transposition.

On peut aussi introduire la notion de bidual. E*, a titre d’espace vectoriel, admet lui-
méme un dual, noté E** et appelé bidual de E. On peut construire un isomorphisme
canonique entre F et E**:

E — E**
v v telque YVu*e€e E*¥ <vuf >=<u’,v>

Identifier E et E** par le biais de cet isomorphisme revient & rendre le crochet de dualité
commutatif.

INRIA
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2.2 Changement de base

Supposons que 'on munisse F d’une deuxiéme base B’ = (e]...e},). La base duale de
cette derniére est notée B'* = (e'*!...e’*"). La matrice de changement de base entre B et
B’ est une matrice M = (m;;), dont la i€ colonne est formée des composantes du vecteur e}
dans la base B. Par ailleurs, pour un vecteur v € E de composantes x = (2*) dans B et de
composantes x’ = (z'%) dans B/, on a x = Mx’ et x' = M~ x.

Cherchons les formules de changement de base correspondantes dans E*. Considérons un
vecteur u* de E*. On note y = (y;) ses composantes dans B* et y' = (y}) ses composantes
dans B'*.

n n
<u',v>=u" <Z xiei) = Z u*(e;)e*(v)
=1 =1
n n
=u* <Z x'ie;> = Z u® (eg)e'*i(v)
=1 i=1

On peut conclure de ce calcul que, d’une part, y; = u*(e;), et, d’autre part, y; = u*(e}). En
utilisant la relation e/, = Z?:l m;je;, on obtient :

i
n n
Yyp=u mjie; | = m;iY;
=1 =1

La formule de changement de base dans ’espace dual est donc y' = *My. Cette formule
montre donc une différence de comportement nette entre I’espace E et son dual.

3 Approche mathématique

Dans cette partie, on se limitera & une présentation simple du formalisme des tenseurs,
sans souci excessif de rigueur ou de généralité. Ainsi, on n’introduira pas la notion de produit
tensoriel d’espaces vectoriels. On suit le plan indiqué plus haut : on introduit les tenseurs et
Popération de base qu’est le produit tensoriel, on introduit alors les bases pour décomposer
les tenseurs dans ces bases. On s’intéresse alors aux changements de base et aux invariants.
On conclue par le cas des changements entre bases orthonormeées.

3.1 Deéfinition des tenseurs
Commengons par donner la définition des tenseurs.

Définition 2

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps IK, et soit E* son dual. On appelle
tenseur p fois contravariant et q fois covariant toute forme multilinéaire définie sur (E*)P X
E1 (application multilinéaire de (E*)P? x EY dans IK). p + q est I'ordre du tenseur. p et q
étant ses variances.

RT n~° 0238
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L’ordre des arguments doit étre défini, mais peut étre quelconque. Si on note u** p

vecteurs de E* et v; ¢ vecteurs de E, le tenseur 7 associe & ces vecteurs le scalaire
T (u*'..u*? vy...v,). Le théoréme suivant est immédiat.

Théoréme 1
L’ensemble des tenseurs de variances données et d’ordre des arguments identiques est un
espace vectoriel.

Voici quelques exemples.
Tenseur contravariant du 1€T ordre. Un tel tenseur est donc une forme linéaire sur E*,
qui est donc un élément du bidual de E, et peut par conséquent s’assimiler & un vecteur
de E.

Vu* € E* T(u") =<v,u" >

Les tenseurs 1 contravariants sont les vecteurs de E.

Tenseur covariant du 1€r ordre. Un tel tenseur est une forme linéaire sur E, donc un
élément de E*.

VWweE T(v)=<u'v>

Les tenseurs 1 covariants sont les éléments de E*.

Tenseur covariant du 2€ordre. Un tel tenseur est une forme bilinéaire sur £ x E. Les
produits scalaires, les tenseurs de déformation en mécanique des milieux continus ou
la géomeétrie épipolaire sont des exemples de tenseurs de ce type. Ces tenseurs peuvent
étre symétriques, antisymétriques, définis, non dégénérés, positifs ou négatifs... Tout
le vocabulaire classique des formes bilinéaires s’applique.

Tenseur contravariant du 2€ ordre. C’est une forme bilinéaire sur E* x E*, auquel le
vocabulaire précédent peut aussi s’appliquer. Les tenseurs de contrainte en mécanique
sont de tels tenseurs.

Tenseur contravariant et covariant du 2€ ordre. C’est une forme bilinéaire sur E* x
E:u*v = T(u*,v). A tout vecteur de ce type on peut associer de maniére unique
une application linéaire de E dans E (endomorphisme de E) ¢, par la formule:

Yu* € E* WEE T(u*,v)=<u"¢v)>

La linéarité de ¢ est assurée par la bilinéarité de 7.
Pour se convaincre de I’unicité de ¢, on peut utiliser la base de E*: T (e*!,v) est la
i€ composante de ¢(v) qui est donc unique.

Réciproquement, & tout endomorphisme de E, on peut associer un tenseur 1 contra-
variant et 1 covariant.

INRIA



Algébre tensorielle 9

Cette bijection entre tenseurs de ce type et endomorphisme est méme un isomorphisme
entre espaces vectoriels. Soient 7 et 7' deux tenseurs associés respectivement a ¢ et

¢

Y(a,0) € R*? Yu* € E* VYveEE
aT (u*,v) 4+ BT (0" v) = a <u*,¢(v) > +3 <u*,¢'(v) >
=< u*(ap+ B¢")(v) >

On peut donc assimiler les tenseurs de ce type avec les endomorphismes. Si on ne le
fait pas en général, c’est que la sémantique de ces entités est jugée différente. On peut,
par contre, transposer le vocabulaire des endomorphismes 4 ces tenseurs, et définir le
tenseur 7! inverse d’un tenseur 7 comme étant le tenseur associé & ’endomorphisme
¢! inverse de I'endomorphisme ¢ associé & 7.

3.2 Produit tensoriel

Une fois défini les tenseurs, on définit le produit tensoriel, qui est I'opération de base
sur les tenseurs. La définition en est trés simple: il suffit de concaténer les arguments, et le
résultat est le produit des deux tenseurs.

Définition 3
Soient deux tenseurs :

T (B*)P x B! — K
T (B x BY — K
Le produit tensoriel de T' et T" est un tenseur T, noté aussi T' ® T", tel que:

T a? vy v, u™ P VLY
=T (' a? vy v) T (d* P vy V)

On remarquera bien Pordre des arguments. Cette opération est distributive (a droite et

a gauche) par rapport a I’addition et est associative. Elle n’est pas commutative, méme dans
le cas de tenseurs de méme type, ceci & cause de 'ordre des arguments.

Exemples
— Le produit tensoriel de deux vecteurs de E est une forme bilinéaire sur (E*)2.

Vu*',v* € E* (a®b)(u",v')=<au*>.<byv">

— De méme, le produit tensoriel de deux vecteurs de E* est une forme bilinéaire sur E2.

RT n~° 0238
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— Le produit tensoriel d’'un vecteur de E par un vecteur de £* est un tenseur 1 contra-
variant et 1 covariant.

Yu* € E* VveE (a®@b*)(u',v)=<au*>.<b*v>
L’application linéaire ¢ correspondant & ce tenseur peut étre calculée explicitement :
(a®@b*)(u*,v) =<u*,<b*v>a>

et donc ¢(v) =< b*,v > a.

Le produit tensoriel permet d’introduire la notion de tenseur décomposable, c’est & dire
de tenseur qui est le produit tensoriel de vecteurs de E et de E*. La propriété qui suit ouvre
la suite: si tout tenseur est la somme de tenseurs décomposables, on va chercher une base
de I’espace des tenseurs sous forme d’une famille de vecteurs décomposables.

Définition 4
Un tenseur p fois contravariant et q fois covariant est décomposable s’il peut étre écrit
sous forme d’un produit tensoriel de p vecteurs de E et de q vecteurs de E*.

Théoréme 2
Tout tenseur peut s’écrire sous la forme d’une somme finie de tenseurs décomposables.

3.3 Décomposition d’un tenseur sur une base

On munit E d’une base. On cherche alors & munir ’espace des tenseurs de variances
données d’une base associée et & décomposer tout tenseur dans cette base. Comme signalé
précédemment, on va chercher cette base sous forme d’une famille de tenseurs décompo-
sables. Cela permet alors d’introduire les coefficients des tenseurs, et donc de calculer plus
efficacement avec des tenseurs.

3.3.1 Recherche d’une base

Munissons E d’une base (ex) et E* de la base duale (e**). On peut alors décomposer

tout vecteur v de E ou u* de E* selon ces bases. On note:

v =0, et u*=uge**

en utilisant la convention dite des indices muets ou répétés: il y a sommation par rapport
aux indices se trouvant une fois en haut et une fois en bas. Ainsi v*e; représente en fait
> v¥ey et ure*® représente Y, upe**.

Ayant introduit des bases, on va essayer de décomposer un tenseur 7 quelconque sur
ces bases. Restreignons nous, par exemple, au cas des tenseurs 1 covariant, 1 contravariant
et 1 covariant (ce qui suit pouvant étre généralisé sans probléme & tous les autres types de
tenseurs).

INRIA



Algébre tensorielle 11

Commengons par considérer un tenseur décomposable tel e*! ® e; ® e**; on a alors:
Vaow e E VW'eEE" e"®e;® e (u,v*,w) = u’vjwk
onsidérons maintenant un tenseur quelconque de mémes variances 7. On note:
Consid t tun t quelconque d 7.0 t
Viajak T(eiae*Jaek) = Tijk
On a alors, en utilisant la trilinéarité de ce tenseur:
Vuw € E V' € B* T(u,v*,w) = u'vjw® T(ee" ex)
iy ok g
=u'vjw” Ty,

toujours en utilisant la méme convention sur la sommation pour les indices répétés. On peut
en conclure:

T = lek e*i ® €; ® e*k et Tz]k = T(eiae*jaek)

Les formules ci-dessus donnent la décomposition du tenseur 7 sur la famille des n®
tenseurs e*! ® e; ® e**. Cela montre que cette famille est génératrice. Pour qu’elle forme une
base, il faut aussi que les tenseurs qui la compose soient indépendants. On peut se convaincre
de cela en constatant tout d’abord que:

(" ® e;® et (e,e*™e,) = 6}.5;”.57’2

ou % est le symbole de KRONECKER : 65 = 1si i = j et 0 dans le cas inverse. Si on suppose
qu’une combinaison linéaire de ces tenseurs est toujours nulle:

j i k
Tre" Qe @e™ =0
on obtient alors successivement les propriétés suivantes qui prouvent ’indépendance :

Vimn TP e ® e ® e (e e e,) =0
Vimn Ty, 6[.6]".65 =0

Vimmn T;™,=
On peut alors résumer tout cela sous forme d’un théoréme.

Théoréme 3
Les n? tenseurs e** ® e ® e** constitue une base de I’espace des tenseurs de variances
considérées. Les coefficients T;?}, sont les composantes ou coordonnées du tenseur T dans

cette base, et on a:
* j i k
T (u,v*,w) = Ty, v'vjw

On peut donc noter I’ensemble des tenseurs considérés E* @ E ® E*.

RT n~° 0238
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3.3.2 Exemples

Tllustrons ce qui précéde sur deux cas particuliers.
Tenseurs mixte du 2€ordre. A tout tenseur de ce type est associé une application
linéaire. On cherche donc & comparer les coefficients d’un tenseur avec les coefficients de la

matrice de ’application linéaire associée. Pas de surprise, ce sont les mémes.
Soit T € E® E* et ¢ ’application linéaire qui lui est associée :

T(u",v) =<u*,¢(v) >

On suppose que E est muni d’une base (e) et E* de la base duale. On note alors ® = (¢;)
la matrice de ¢, ou ¢ est I'indice de ligne et j l'indice de colonne. On note d’autre part T¢;
les composantes de T dans la base (e; ® €*?). On a alors:

T'; = T(e*,e;) =< e*,p(e;) >=¢';

Les coefficients de 7 dans (e; ® e*/) sont donc les coefficients de la matrice de ¢ dans (e).

On peut aussi introduire un tenseur transposé, dont les coefficients sont, sans surprise
non plus, les transposés des coefficients du tenseur de départ. On définit 7 comme étant
I’élément de E* ® E tel que:

Yu* € E* YWweE 'T(u*v)=T(vu")

On adonc T = (!T)7 e ®@e; et (*T);7 =T7;, ce qui était annonce.

Tenseurs 2 contravariants ou 2 covariants. On peut définir, pour ces variances, des
tenseurs particuliers: tenseurs symétriques et antisymétriques. On peut alors décomposer
tout tenseur sous la forme de la somme d’un tenseur symétrique et d’un tenseur antisymé-
trique.

En se placant dans le cas d’un tenseur 7 € E* ® E*, T est symétrique si:

Yuv eE T(uyv)=T(v,u)
On a donc, dans ce cas, T;; = Tj;. T est antisymétrique si:

VuveE T(uv)=-T(v,u)
On a donc, dans ce cas, T;; = =T};.

Tout tenseur 7 peut donc s’écrire sous la forme 7 = T, + T, avec T, symétrique et T,
antisymeétrique.

Vuy € B To(uy) = 5(T(wv) + T(vu)

To(wv) = S(T(wv) - T(v.u)

INRIA
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3.3.3 Composantes d’un produit tensoriel

Prenons par exemple deux tenseurs 7' € EQ E*®@ E et T"” € E ® E* tels que:

T = Tijk e;® e ® e
7—// — Tlm e ® e*m

Le produit tensoriel 7 de 7' et 7" est alors:
T= Tijklm e; ® e>:<j ® er ® e ® e*m

avec Tijklm = Tijk T',.. Dans le cas d’un tenseur décomposable 7T =a®b* @ c®d ® e*,
on obtient, si T¢;*,, = a'b; ¥ d' eyy,.

3.4 Changements de base

Ayant introduit la décomposition d’un tenseur selon une base, il est naturel (ou, tout du
moins, il devrait 1’étre) de se demander comment varient les coefficients introduits en cas
de changement de base. Cette question est ’objet de ce paragraphe. Puisque les coefficients
changent, on peut se demander alors si des combinaisons de ces coefficients ne restent pas
invariantes. Cela est I’objet du paragraphe suivant.

Introduisons donc une nouvelle paire de bases de E et E*, soient (e}) et (e/**). On
introduit alors les coefficients qui permettent de passer d’une base a 'autre :

e, =ale; et e =fre

C’est la matrice A des ot, qui donne les coefficients des vecteurs de la deuxiéme base dans
la premiére, qui est appelée traditionnellement matrice de changement de base. Son inverse
est la matrice B des 65. Un vecteur v de F qui a pour composantes un vecteur x dans la
base (e;) a pour composantes Bx dans la base (e},).

Au niveau des espaces duaux, on a:

e/*k — ﬁl{se*z et e*l = a}ce/*k

Un vecteur u* de E* de composantes y dans la base (e*!) a pour composantes Ay dans la
base (e'**).
Reprenons le tenseur 7 d’ordre trois du paragraphe précédent. Ses nouvelles coordonnées
sont :
1y _ /NN
Tijk = T(eiae Jaek)

_ P ! PRES r o/

=T(ok e,,3) e ay e.)

_ P naj.r 1 I !

= /BZ Qp T(ep’e q7er)

— P37 AT q
=a; By ap Tpy

RT n~° 0238



14 P. Gros

et inversement :
J — RP I AT 4
Tw = 05; arﬁkTp r

Pour les formules directes, on peut remarquer que chaque dimension contravariante, notée
avec un indice supérieur, introduit un facteur 3, alors que chaque dimension covariante, notée
avec un indice inférieur, introduit un facteur a. C’est cette différence de comportement qui
oblige & distinguer entre ce qui est covariant et ce qui est contravariant.

On peut donc retenir qu’est covariant (ce qui signifie qui varie avec) ce qui introduit un
facteur a et varie donc donc comme les vecteurs de base e}c = afcei, et qu’est contravariant
ce qui varie en sens opposé et introduit donc un facteur (.

3.5 Contraction et invariants

Ayant défini les coefficients d’un tenseur dans une base et vu comment ces coefficients
évoluent par changement de base, on peut maintenant se demander s’il existe des invariants,
c’est & dire des fonctions (polynomiales) de ces coefficients, fonctions qui resteraient donc
invariantes par changement de base.

On peut se convaincre facilement de l'existence de telles fonctions. Si on considére un
tenseur de F ® E*, ses coefficients sont ceux de la matrice de ’endomorphisme qui lui est
associé, et le déterminant et la trace sont des invariants. Dans le cas général, pour calculer
des invariants, on utilise ’opération de contraction.

3.5.1 Contraction d’un tenseur

Donnons la définition sur un exemple.

Définition 5
Soit, par exemple, T un tenseur de E* ® E ® E ® E*, et soit (e;) une base de E avec (&'*?)
comme base duale. Alors :

Yu* € E* VveEE T.(u*,v)=T(e,u" e v)

est indépendant de la base (e;), et T. est un tenseur, dit tenseur contracté de T sur les
indices 1 et 3.

En effet, si (e},) est une autre base de E, on a:

T(efue"**,v)

aiﬁfT(th*ﬁ*j ,V)
= 5;T(ei,u*,e*j V)

= T(ei,u*,e*i,v)

T. est donc défini de maniére intrinséque et est bien une forme bilinéaire sur E* x E, donc
un tenseur. On a: T, ;7 = T*,.J.

INRIA
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Il faut remarquer que la contraction ne peut se faire que sur des indices ’'un contravariant,
P’autre covariant. D’autre part, il faut toujours préciser quels sont les indices utilisés.

A partir de cette premiére définition, on peut définir le produit contracté de deux ten-
seurs, qui est le résultat du produit tensoriel de deux tenseurs, suivi par une contraction
sur un indice du premier tenseur et un indice de ’autre tenseur. On le note T = 7' © T".
Dans le cas général, cette notation est incompléte, puisqu’elle ne précise pas les indices sur
lesquels la contraction est faite.

On note de méme 7 = 7’7" un produit doublement contracté. On peut enfin définir,
lorsque cela est possible, un produit totalement contracté, qui donne alors un scalaire.

3.5.2 Invariants

La contraction est indépendante de la base. Tout scalaire, obtenu par contraction com-
pléte d’un tenseur, ou d’un produit de tenseur, fournit donc un nombre indépendant de la
base, c’est & dire un invariant.

Prenons le cas d’un tenseur 1 contravariant et 1 covariant. De maniére classique, on sait
que les coefficients du polyndéme caractéristique det[Tij — A(S;] sont des invariants, dont le
déterminant det[Tij] et la trace T; sont des cas particuliers. Remarquons d’ailleurs que la
trace correspond & la contraction du tenseur. On peut obtenir une autre famille d’invariants
par contraction :

Il = tI‘(T) = Tzz
1

1 o
12 = 51}1‘(7’@ T) = §sz T"i

1 1 . .
I3 = gtl‘(T@T@T) = gTz] Tjk Tkz'

1

n

1 S
I, = Etr(TQ"'QT) szTJk...Tpi

3.6 Tenseurs dans un espace euclidien

La distinction entre covariance et contravariance vient de la différence de comportement

des indices correspondants en cas de changement de base. Certains introduisent un facteur
: I
a, d’autres un facteur (. Rappelons: T}y = a; (] o Tp?.

Si FE est un espace euclidien, et est muni d’une base orthonormeée, et si I’on se limite & des
changements entre bases orthonormeées, cette distinction disparait. Dans ce cas en effet, les
matrices de changement de base sont orthogonales, et leur inverse est donc leur transposée :
ol = ﬂz

i = Py

La deuxiéme particularité d’un espace euclidien est ’existence d’un produit scalaire, qui

est une forme bilinéaire particuliére (symétrique, définie et positive). Notons la G. On peut
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noter :
Vuve E G(u,v)=u®GoOv=uv

G est aussi un tenseur appelé tenseur métrique. Ce tenseur permet de définir un isomor-
phisme entre F et E* par:

Vu,v € E u.v=<~(u),v>

soit y(u) = G ® u en contractant sur les indices 2 et 3. Cet isomorphisme a pour matrice la
matrice de G, soit G = (gi;)-

Cette application v permet d’identifier E et E*. Si v € E a pour composantes v? dans
une base, on note v; les composantes de y(v) dans la base duale de E*, et on a: v; = g;;v7.
Les composantes v; sont appelées composantes covariantes de v. On a alors: u.v =
u,"l)i = u"vi.

On obtient de méme une relation entre indices covariants et contravariants:

T:T”ei@)ej:Tﬂe’®e]’:Tz~je’®eJ:T’jeie’

avec, par exemple: T/ = g TH. '

Dans une base orthonormée, on a g;; = 47, et & ce moment 13, v; = v’. On peut alors
assimiler les indices contravariants et les indices covariants: Tp9%; = Tyl = T%%,.... Seul
I’ordre du tenseur intervient alors, et pour distinguer vecteurs, matrice et tenseurs d’ordre
supérieur, on peut noter: v, M, T...
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