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FORMULATION VARTIATIONNELLE, APPROXIMATION ET IMPLEMENTATION
DE PROBLEMES DE BARRES ET DE POUTRES BI- ET TRI-DIMENSIONNELLES

"PARTIE B : BARRES ET POUTRES BIDIMENSIONNELLES
Michel BERNADOU, INRIA Rocquencourt

Résumé : Dans un rapport précédent, nous avons donné une formulation
variationnelle assez générale des problémes de barres et de poutres
tridimensionnelles pour des modéles prenant en compte, ou ne prenant
pas en compte, les effets de cisaillement transverse. Nous avions
également détaillé quelques méthodes classiques d'approximations
conformes par éléments finis, précisé les résultats d'estimations
d’erreur sans, ou avec, prise en compte de l'intégration numérique et,

enfin, décrit 1'implémentation de ces méthodes.

Dans ce rapport, nous reprenons succintement les résultats
précédents dans le contexte bidimensionnel. Cette approche est
naturellement plus simple que celle du cas tridimensionnel et elle
est, de ce fait, trés intéressante sur le plan pédagogique.' Pour
chacun des cas considérés, nous avons donné des exemples tests qui
pourront s'avérer wutiles dans la mise au point des méthodes.
L'implémentation des méthodes proposées. a été réalisée dans 1la
bibliothéque MODULEF pour 1le modéle sans prise en compte du
cisaillement  transverse ; une brochure décrivant la méthodologie et

les résultats est disponible.

VARTATIONAL FORMULATION, APPROXIMATION AND IM?LEMENTATION
OF BI- AND TRI-DIMENSIONAL

PARTIE B : BIDIMENSIONAL BARS AND BEAMS

Summary : In a previous report, we have given a variational
formulation of tridimensional bar and beam problems for models taking
into account, or not, the effect of transverse shear. Likewise, we
have detailed some classical methods of conforming approximations by
finite elements, specified the corresponding error estimate results
without, or with, use of numerical integration techniques; and,

finally, described the implementation of these methods.

In this report, we briefly reconsider the previous results in
the bidimensional context. Of course, this approach is more simple
than the tridimensional one, and so, it is very interesting for
pedagogical purposes. For each of the considered cases, we have given
bench marks which could be useful for -the adjustment of the methods.
The implementation of these methods has been realized into the MODULEF
library and a report containing methodology and results is available.
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1 - INTRODUCTION

Nous allons reprendre ici les formulations de la partie A (voir
BERNADOU [1987]) dans le cas d'une poutre plane chargée dans son plan.
Cette situation est illustrée par la Figure 1.1. .

Vx

Figure 1.1 : Les diverses charges appliquées & la poutre 2D

Les efforts appliqués & la poutre sont de deux types

-
1) Traction ou compression : P.e,

Les formulations correspondantes sont connues sous le nom
d’équations de barre ;

- -
2) flexion : pe +me
—_— Yy Z Z
Les formulations correspondantes sont connues sous le nom

d’équations de poutre en flexion ;

On se place ici dans le cadre de la théorie linéaire : dés
lors, la déformation associée & une combinaison de ces trois efforts
élémentaires "est égale & la combinaison des trois déformations

élémentaires.

2 - FORMULATIONS VARIATIONNELLES

Orientation : Pour chaque type d’effort appliqué a la poutre 2D, i.e.,

- traction ou tompression ;
- flexion, avec ou sans prise en compte du cisaillement,

nous rappelons 1'expression de la fonctionnelle donnant 1'énergie
potentielle de 1la poutre, puis nous en déduisons la formulation

variationnelle correspondante.




2.1. Poutre 2D soumise 3 des efforts de traction ou de compression
(i.e. barre)

Avec les notations de (A, § 2.1.), 1’ énergie potentielle de la
poutre associée 4 un champ de déplacement Vo e des particules situées
sur la ligne moyenne vaut :

B vy 2 fB
Jl(vx) =Jp 3 Ee (75;) dx - A PVx dx - PX(B)VX(B) (2.1.1)
ou
E = module de Youﬁg (2.1.2)
e = épaisseur de la poutre au point courant x (2.1.3)

Formulation variationnelle correspondante

Etant donnés ux(A) € 1R, PX(B) € IR, P, e'Lz[A,B], trouver
(uX - uX(A)) € V, tel que

f du dv J.B :
Ee 7£;~E§-dx =Ja vax dx + PX(B)VX(B)
(2.1.4)
Vv. € V ,
X
avec
V= (v eHn[a,B] , va) - 0 . (2.1.5)
Théoréme 2.1.1 : Le probléme (2.1.4) admet une solution unique.
(m]
Calcul du vecteur déplacement dans 1'’épaisseur
On a dans ce cas
U(x,y) = u(x) = ue, (2.1.6)
soit
U =u
b 4 X
(2.1.7)
U =0

-



Calcul des contraintes

=1

* *
-On notera e et o les tenseurs 2D de déformation et de

contraintes. Il vient

* '
€. =u
XX b3
(2.1.8)

*. * *

i

i
m

I
o

€ €
Xy yx Yy

En supposant la barre élastique, homogéne, isotrope, il vient
dans le cas de contraintes planes (au sens 0z)

* E * L%, _ _E ,
Ixx 1.2 [€yx Veyy] - 1.2 Ux
* E 1-v * E
axy = 1-V2 5 exy = 2(1+0) 0=0 (2.1.9)
* E * * EV
g = [ve + e ] = u’
yy 1-u2 XX yy 1_V2 X
- On peut en déduire les résultantes o et les moments M de
contraintes sur la ligne moyenne
o= Ie/z a* dy = Ee u’
XX -e/2 "xx 1-u2 X
- fe/z ¥ gy -0 2.1.10
axy -e/2 axy y = (2.1.10)
Eev ,
o ="
yy l-u2 X

Ie/2 *
Mxx - -e/2 Y %xx dy = 0

Mxy =0 . - (2.1.11)

M =0
* yy

Exemple 2.1.1 : Le but de cet exemple est simplement de servir de test
pour les calculs & venir.

Z A B ) e
— =
Z BB =P v

.
A



On suppose que la poutre est encastrée en A et soumise a

1'action de la force Px(B) = PB. A 1l'aide de la formulation (2.1.4),

il vient immédiatement

IB d2uX duX x=B
N Ee 2 Yy dx + [Ee ax vx]x___A = PBVX(B)
dx (2.1.12)
Vv €V
X
=
d2uX
=0
dx2
dux
ux(A) =0 , Ee -a;-(B) = PB
soit
PB
ux(x) = Fe (x) (on suppose que X, = 0) (2.1.13)

Remarque 2.1.1 : La solution (2.1.13) est affine. Il s’ensuit que pour
une approximation de type Pl’ la solution approchée sera égale a la

solution exacte.
a

Exemple 2.1.2

To
To
Y

-+ 2 4 5 > > > F > 2 F >

A B

AN

On suppose cette fois-ci que la poutre est encastrée en A et
soumise & un champ de tractions distribué sur toute la ligne moyenne :
.

P, =a+t px + 7x2

PB=0- :‘

Alors (2.1.4) permet d'obtenir

2
B d"u du - B
-fEe Xy dx+Ee[~——xv]XB=fpv dx
A 2 'x dx x'x=A A x'x
dx (2.1.14)
Vv. €V
X

d'ou



dzux
Ee dx2 = Py
. dux
u (a) =0 , —J(B) =0

soit encore

~

X 2 2 3.3
ux(x) = 12Ee [6a(22-x) + 2B(347-x") + v(427-x7)]
Remarque 2.1.2 : Cette fois-ci la solution appartient a P3 lorsque
v =0 ; la solution approchée ne sera identique & la solution exacte

que si 1l'espace V est construit a 1l'aide de polynémes de degré 3 au
moins (cf. partie A, Figure 3.1.3 ou 3.1.4).
m]

2.2. Poutre soumise A des efforts de flexion
(avec cisaillement)

h— ..

Figure 2.2.1 : Hypothéses de déformation de la poutre

Avec les notations de la Figure 2.2.1, on a les résultats
suivants :



Energie potentielle : 1'énergie potentielle de la poutre 2D associée a

. 2 g r 3 s
i) un champ de déplacement vyey des particules situées sur la
ligne moyenne ;

-
ii) un champ de rotation Gzez des sections normales a 1la
poutre,

est donnée par
dv

B dé B
1 : z .2 k y 2
J2(vy,az) =3 f; EIz ( ax dx + 3 IA Ge ax ﬁz) dx
IB (2.2.1)
- Ja (pyvy + mZBZ) dx - Py(B)vy(B) - MZ(B)BZ(B)
ou
E = module de Young (2.2.2)

IZ = moment d’'inertie par rapport a4 0z de la section normale
a4 la ligne moyenne au point d’abcisse x, i.e.,

2 , .

Iz = fsection y~ dydz (2.2.3)

k = % = facteur de correction de cisaillement (2.2.4)
G = module de cisaillement (2.2.5)

Formulation variationnelle correspondante

Etant donnés uy(A) €ER , ﬂz(A) eR , Py(B) eR , Mz(B) eR ,

py € L2[A,B] et m € L2[A,B], trouver (uy-uy(A)) evVv, (ﬂz -ﬂz(A)) (=AY

tels que
B dg_ ds B du v,
zZ z y y
IA EIz dx TEZ'dx +k J.A Ge ( dx -~ ﬂz)( dx = 02) dx -
J.B
A (pyvy + mzoz) dx + Py(B)vy(B) + MZ(B)oz(B) (2.2.6)

V(v._,0 ) € VxV .
y' 'z
ou V désigne 1'espace défini en (2.1.5).

Théoréme 2.2.1 : Le probléme (2.2.6) admet une solution unique.
O

[



- 0 .
z

Calcul du vecteur déplacement dans 1l'’épaisseur

-
- Avec les notations de la Figure 2.2.1, le déplacement U d'une
particule occupant la position M avant déformation est donné par :

PH = y(cosﬁzey - sinﬂzex)

d'ou

U - MH = PP + PH - PH ‘ (2.2.7)
soit

U - uyZ + y(cosﬂzgy - sinﬂzzx)—ygy

U= -y §inﬂzgx + lug - (1-cosﬂz)yigy . : (2.2.8)

En particulier, si ﬂz est petit alors

-+ ' -+ - )
U = -y,Bzex + uyey ‘ (2.2.9)

Ce faisant, nous supposons en (2.2.8) que |[PH = hﬂd =y .

Calcul des contraintes

Avec les notations de la section 2.1, il vient :

* au_
‘xx T ox -YBz
au
e* = 1 'EEL-+ Iy _ 1 (-B_ + u'))(soit pas de déformation de
Xy 2 "3y  ox’ 2 z P : °
cisaillement si 8 = u')
au z y
*
e - —ta .
yy 8y
=
* E * * E
o = [€ +ve ] = - yB!
XX 1_u2 XX yy 1_VZ z
* E * E ,
Txy T 2(1+) Sxy T Gty Pty
* Ev
o = - ’
vy 2 yA,

/ d'ou les résultantes
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g =0
XX

‘ Ee . ,
%%y T 4(1+v) (-8, + uy>

o =0
yy
3
Ee
M =-—2__ g
XX 12(1-4%)
M =0
Xy
3
M o= - __Ezg_i_ B
¥y 12(1-v%)

2.3. Poutre soumise & des efforts de flexion
(sans prise en compte du cisaillement)

Nous supposons maintenant que toute section de la poutre
orthogonale & la ligne moyenne avant déformation reste rectiligne et
orthogonale & 1la ligne moyenne déformée. Cette hypothése de type
Euler-Bernouilli, revient & ne pas tenir compte du cisaillement.

En se reportant a4 la Figure 2.2.1 cela revient 4 supposer que
1l’angle 7, est nul, i.e.,

B, = —— . (2.3.1)
Ces considérations sont illustrées par la Figure 2.3.1.

duy o
K o —
" ﬂz dx

=|

|

/

ey M
P |

e P
X I

Figure 2.3.1 : Hypothéses de déformation de la poutre

(m
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Energie potentielle : l'énergie potentielle de la poutre correspondant
4 un champ de déplacement v e des particules situées sur 1la
ligne moyenne, s'’écrit maintenant grace a la relation (2.3.1)
1 (B dzvy 2 5 Ny
J2(vy) = —ZJ.A EIz ( 2 ) dx - fA (pyvy + m, K) dx
dx
dv (2.3.2)

y
- Py(B)Vy(B) - M_(B) f&; (B)

Formulation variationnelle correspondante

Posons

~ 2

U = (v € H°[A,B]) , (2.3.3)
V=(ve H2[A,B] , V(A) =0 , v'(A) =0) , (2.3.4)

d’'ol la formulation :

Etant donnés uy(A) eR , u}',(A) eR , ‘Py(B) eR , MZ(B) eR ,

2 2 o]
€ L' [A,B] et m € L"[A,B], trouver (u_ - u (A) - (x-x,)u’(A)) € V ,
Py [A,B] , [A,B] (uy - u (8) - (x-x,)u(A))
tel que '

IB d uy d vy dvy
EI — dx = IB Vv +m —) dx
A Tz dx2 dx2 A (py Y z dx )
dv

y
f Py(B)vy(B) + MZ(B) ey (B) ' (2.3.5)

Vv € G .
y

Théoréme 2.3.1 : Le probléme (2.3.5) admet une solution unique.
O

Calcul du vecteur déplacement dans 1l'épaisseur

Les expressions (2.2.8) et (2.2.9) restent valables ici, avec

du
P A .
cette fois-ci ﬁz ax d’ou
duy .
= o = -
U(x,y) Y ax ex t uge, (2.3.6)



Calcul des contraintes

Avec les notations de la section 2.1, il vient

d2u
* y
€ = -y
XX dx2
N 1 duy duy
)y "2 C @t ) T O
*
€ =0
yy
soit :

d2u
o* _ _ _E y y
XX 1_,,2 dx2
*
axy‘ =0

d2u
o o . _Ev_ y y
Yy 102 7 ax?

D’ou les résultantes de contraintes et les moments résultants

sur la ligne moyenne :

2

d u

Ee3 y

T%x "~ 0 Mxx - 2 2
12(1-v7) dx

o =0 ' M_ =0 (2.3.9)

Xy Xy 2
3 d u

Ee v y

o =0 M = - 5 2
yy yy 12(1-v%) dx

Considérons maintenant les quatre exemples de base :

Exemple 2.3.1 : Poutre encastrée en A ; effort tranchant Py(B) en B

APy(B) : E,Iz=ctes
e
=a
= B e
=
= v, (0)=v; (0)=0
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Grace & (2.3.5), il vient ,
3  du dv

o 4y g y Ty x4
IO EIz u""v" dx - EIz [ 3V ]x=0 + EIz [——7; —E;-]x=o
y y dx y dx
=P (B)v(B) , Vv €V
S (B, (B) yev
soit
u"" = 0 0<x=<12
y
; 1
"(g) = - =— P (B 0) =0 2.3.10
WD = - g R u (0) ( )
u" (L) =0 u’(0) =0
y() y()
d’'ou
1 3 2 2 1
uy(x) = [- 6 Py(B) x~ + 2 Py(B) X EIZ
qul s’écrit encore
P_(B) ) .
uy(x) = - 6EIZ' [32-x] x (2.3.11)

Par la suite on approchera u_ dans un espace de

Remarque 2.3.1
fonctions approchées polynomiales P3 par morceaux. Dans ce cas il doit

y avoir identité entre solutions approchées et exacte.

O

Poutre encastrée en A ; moment de flexion MZ(B) en B

Exemple 2.3.2

Z M_(B)
= - .
Z4 £ v_(0)=v! (0)=0
= B y y
=
=
0] 2
Toujours a partir de (2.3.5), il vient formellement :
3 2
. ¥ d uy <=0 d uy dvy %=1
f EI_u""v_ dx - EI_ [—5 v ] + EI —_—
0 7z 'y 'y z dx3 y'x=0 z dx2 dx “x=0

dvy
= MZ(B) ax (B) , Vvy eV
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soit

" = 0 0<x=<14

y

u"(2) =0 0) =0

y() | uy()

1" __1_ ’ —

uy (2) = EIZ MZ(B) uy(O) 0
d’'ou

MZ(B) 2
uy(x) = 2EIZ X , .0 <=x=<2 (2.3.12)

Remarque 2.3.2 : La remarque 2.3.1 reste valable ici.

0

Exemple 2.3.3 : Poutre encastrée en A ; effort tranchant réparti sur
la totalité de la ligne movenne

A
B Tt N | u_(0)=u’ (0)=0
/THHTTTTT | y Oy
A B &
E,I_=c %
z
0 2
py(x) =a + Bx + 1x2 (c'est un exemple !) (2.3.13)
Gréace a (2.3.5), il vient
3 2
IB o ; . [d u ]x=£ o [d uy dvy ]x=£
u""v x - E —v + — =Tl
0 7z 'y 'y z dx3 y x=0 z dx2 dx "x=0
f; y
= d , Vv €V
0 Py'y = y
soit
unn=ip
y EL 7y

g;’(!) = u;(ﬂ) = u&(O) = uy(O) =0
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d’ou
2 .
w (%) - = (15a[x2-40x+602] + 3p[x°-10x02+207]
z _ (2.3.11)
+ 7[x4-20£3x+4524]}
Remarque 2.3.3 : Cette solution exacte ne pourra pas étre approchée

exactement & 1l'aide d’espaces d‘éléments finis associés a des éléments
finis de type P3-Hermite.
0

Exemple 2.3.4 : Poutre encastrée en A ; moment de flexion réparti sur

la totalité de la ligne moyenne

0)=u’ (0)=0

Z Uy( ) uy( )
= N 5)7 A}, ‘3 AN AN N
= P4 7 7
pan
.g A B X E,I =ctes
= z
-

0 2

'mz(x) =a + BX + 7x2 (c'est un exemple !) (2;3.15)

Grace a (2.3.5), il vient

I£ Nyt 1yt x=4 f£ '
- Jg EIZ uy vy dx + EIz [uyvy]x=o =Jo mzvy dx ,
Vv. € G ;

y

d’'ou il vient

u o= - g
y EL "y
u§(0) =0
uy(O) =0

, u;(ﬂ) =0

dont 1la solution est :
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2

X

u () = T208T, [20a(3£-x)+58(62%-x2)+27(102>-x>) ] (2.3.16)

‘Remarque 2.3.4 : Cette solution sera approchée exactement dans le cas

d’'une distribution constante de moments, i.e., pour B=v=0,

]
3 - TMPLEMENTATION DE LA METHODE CONFORME DANS LE CAS OU
LE CISAILLEMENT N'EST PAS PRIS EN COMPTE
Orientation : Nous avons détaillé précédemment les formulations dans

le cas tridimensionnel. Le cas bidimensionnel pouvant étre considéré
comme un cas particulier du cas tridimensionnel, nous nous limitons
ici & 1'énoncé de la formulation du probléme discret lorsque les
‘effets de cisaillement transverse ne sont pas pris en compte, puis,
nous donnons assez briévement les principales étapes a observer dans
la réalisation des modules correspondants.

3.1. Formulation du probléme discret

(sans prise en compte du cisaillement)

En utilisant des éléments finis de type Pm-Lagrange (n=1,2,3)
et Pé-Hermite (voir BERNADOU [1987, Figures 3.1.1 a 3.1.4]) il est

possible de construire des sous-espaces Vh et Vh des espaces V et V,
respectivement définis en (2.1.5) et (2.3.4), i.e.,

VeV o VocV. _ (3.1.1)

Dés lors, en regroupant les formulations (2.1.4) et (2.3.5), il
est loisible de définir le probléme discret comme suit, ceci dans le
cas ou les effets de cisaillement ne sont pas pris en compte.

Probléme 3.1.1

Etant donnés uX(A) €eR , uy(A) €ER , u}',(A) eER , Px(B) €eR ,
Py(B) e R , MZ(B) eR , P py , . m, suffisamment réguliers, trouver
(uhx - ux(A)) € Vh ) (uhy - uy(A) - (x-xa)u§(A)) € V tels que

- - - ~
a[uh,vh] = f[vh] , Vvhx € Vh , vay S Vh , (3.1.2)

ou
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B d d d2uh d2V
v,
y hy
ald,v] = fA (Ee —;55 —525 + B, — = ) dx (3.1.3)
' X X
IB dvhy
f[ ] =J, (vahx + pyvhy +m _3;—) dx
‘ dvh (3.1.4)

| y
+ P BV, (B) + B (B)vy (B) + M (B) —3= (B)

Théoréme 3.1.1 : Le probléme 3.1. 1 a une solutzon unique (uhx uhy

De plus, si m désigne l’ordre des polynomes utilisés pour construire

L (m=1,2,3), si % e ™A, 8] x @™ 3(a8))?, si Py + Py
et m sont suffisamment réguliers, alors

[5Sell1, ,2 # Chml'F"Hn”x(Hn”)z T Lh. 61.9)

l’espace V

3.2. Modules "fonctionnelles d’énergie” et "second membre"

dans le cas ou les effets de cisaillement sont népligés

On s'intéresse ici au cas d’'une approximation utilisant
1'¢élément fini de type Pl Lagrange pour construire 1’ espace Vh et
1'élément fini de type P3 -Hermite pour construire 1l'’espace Vh.

Avec les notations de la partie A de ce travail, les relations
(3.1.3) et (3.1.4) s’'écrivent : '

alt, v, ] = Z f i tUh [B,] V, dx (3.2.1)
M .

FC I I o AP Yt |

- i-1 (3.2.2)

Gla; IVy(a; 1) + G(a WV, (ay )]

avec

Uh = [uhx uhy uﬁx uﬂy uﬁy] v (3.2.3)
tF = [Px py O‘mz 0] (324)
te - '

[P, B, 0 M, 0] | (3.2.5)
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
BIJ =10 0 Ee 0 0 (3.2.6)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 EI
] z-

On notera que dans la relation (3.2.2) nous avons introduit la
possibilité de charges concentrées aux extrémités de chaque élément
fini.

Avec les relations [A, (4.1.2) et (4.1.6)] d’'une part, [A,
(4.1.13) (4.1.15) et (4.1.17)] d'autre part, il vient

tUh = [DL, ()15, [LAMBD ], (3.2.7)
avec
(DL )16 = DLy ) Dlyg ()] 3.2.8)
et 4
Al 0 d A 0 0
[LAMBD, ] . = 1 (3.2.9)
0 AH 0 d M d_ A

Pour assembler les diverses matrices de figidité élémentaires,
il sera commode d’utiliser en (3.2.7) et (3.2.8) des degrés de liberté
globaux. Avec [A, (4.1.19) et (4.1.20)], il vient

- -
L () 1y = (D6 (4D 1156 [D516xe (3.2.10)
ou la matrice diagonale [Di] est donnée par

Dilge =111 1 1 2, -2 ] (3.2.11)
et

(DG, (@) 1q, = [DLyy () DGz (upy) ] (3.2.12)
avec ‘ '

Plys () = [y (@590 Upy (8]

DGHi(uhy) = [uhy(ai-l) uhy(ai) uﬁy(ai-l) uﬁy(ai)]

(3.2.13)
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Dés lors, on peut écrire

. M
- - . -+ t -+
aly.wl = 121 [DG; (41156 [Kilgwe (D63 (V ) T6ye (3.2.14)
avec
. . a,
. i
[K; Texe = [Dilgxe Ia. [LAMBD; 1o s - :
i-1 (3.2.15)
t t
[Brylsxs ~[LAMBD;Is ¢ dx "[D;]
Toﬁs calculs faits
— E_e-. —
£,
1
_Ee Ee
£ £
1 1
12E1, Sym.
0 0
23
1
(K; Toue = 12E1_ 12E1 (3.2.16)
. 0 0 - .
23 23
1 1
6EI_ 6EL, 4EL,
0 0 —z - -2
22 22 o1
1 ) 1
6EI 6EI 2EI LEI
0 0 YA - Z Z YA
2 2 £, 2
£ A2 i i
i i

Second membre

I1 reste & expliciter la relation (3.2.2) en terme des degrés
de liberté. Les relations (3.2.7) et (3.2.10) entrainent
(3.2.17)

vV, = t[LAMBDi]

t -
h s5x6 (Pilexe [PG;(vp)lgoq

Grace a [A, (4.1.4) (4.1.6) (4.1.14) (4.1.16) (4.1.18)] 1a
relation (3.2.9) entralne



T]. 0 - i} 0 0
i
0 0 j}- 0 0
i
0 1 -0 o0 - i%
: Y
[LAMBD ], (2, ;) = i (3.2.18)
0 0 o o 2
. 2
(i.e. 2=0) 2
o 0 0 0 %; - f%
i 8
1
0 0 0 0 i%
o]
o 0 --%— 0 0 |
i
1 0 j%- 0 0
i
0 0 0 0 J%
22
[LAMBD ] . (a,) = A ‘i (3.2.19)
| 0 1 o o -%
(i.e. A=1) A
0 0 0 0 i%
5|
0 0 0 - i% - f%
i 2
L i

Les relations (3.2.5) (3.2.17) & (3.2.19) entrainent alors

t
Claz.p) Vplay ) -
(3.2.20)
t e
(P (ag 1) O B (a; 1) 0 M (a; 1) 0] [5G, ()

t
G(ai) Vh(ai) =
(3.2.21)
[0 By (a) 0B (a) OM (a)] “[D6,(¥)]
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FV, = [p, b, 0 m, 0] t[LAMBDi] [D, ] t[DGiI(;;h)] o (3.2.22)

soit avec [A, (4.1.4) (4.1.6) (4.1.14) (4.1.16) (4.1.18)]

' . m
t ' Z
FVh = [(1w\)px Apx (1-)){(1-))(1+2A)py-6) z; }

2

1

MAG-20p ¢ 6(1-2) m) (1-,\)(,\(1Q,\)py21+(1-3x)mz}

. . R
- A{A(l-A_)py£i+(2-3'\)mz}]1><6 [DGi(Vh)]

d’ou en reportant (3.2.20) (3.2.21) et l’expression précédente dans
(3.2.2) ‘

. M a'i : m
f(vh) = Z { .[a. [(l-A)px Apx (1-A){(1-A)(1+2A)py'-6,\ 7 }
i=1 i-1 1
) _ 6(1-)) . ) _
A{X(3 2A)py+ 7 mz) (1-2) {1 A)py£i+(1 3A)mz}

i _ . (3.2.23)
- A(A(l-x)py£i+(2-3x)mz}] dx '

+ [P (a; ) P (ap) Py(ai-l) Py(ai) M (a; 1) M (a)])
t -
(DG, ()]
D’une maniére générale, on pourrait utiliser des techniques

d'intégration numérique pour calculer (3.2.23). Un cas particulier
intéressant correspond au cas ou P, py et m, sont constants. Alors :

. M 2.4
B = L (L, 3P
-1 - | 2 2
o, 2 25 25
O S T | .
2 Py, Py, T2Py TPy

(3.2.24)
+[P(a; ) Po(ap) Bo(a; 1) Bo(a)

t hed
M (a; 1) M (a;)]) "[DG,(v)]
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