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LES ELEMENTS THERMOELASTIQUES:
AXISYMETRIQUES DE LA BIBLIOTHEQUE
’ MODULEF ‘

Paul Louis GEORGE

Résumé _
Ce papiér présente les 4'é1éments'thermoélastiques axisymétriques
de la bibliothéque MODULEE. |
Aprés avoir rappelé le systéme de 1'élasticité tridimensionnelle,
nous montrons sa forme particuli&re dans le cas axisymétrique.
La méthode des Elémeéents Finis nous permet d'introduire les matrices
et second membre &lémentaires que nous écrivons d'une maniére formelle
bien adaptée aux calculs.sur ordinateur.
Une description compléte de chaque &l&ment fini est donnée en précisant,

en particulier, les quadratures utilisées,

Abstract
The four axisymmetric elements included in the MODULEF library, for

elasticity problem with thermal effect are described in this paper.

We write the partiéﬁlar case of axisymmetry in tridimensional
elasticity problems. ,

Using Finite Element method we introduce elementary matrices and
right hand sides. A formal written, convenient for computer, is shown.

Furthermore full description of each element is given and

quadrature formulaes are detailled.
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1. ELASTICITE TRIDIMENSIONNELLE ET AXISYMETRIE
1.1. Modélisation en équations aux dérivées partielles

Nous considérons le probléme de 1'élasticité lindaire tridimensionnelle
formulé en "déplacements" sur un domaine . Le milieu continu est fixé
sur uné.partie FO ‘de sa frontidre, il. est soumis 3 une distribution
de forces de surface sur Fl lg complément de la frontiére, de plus une

distribution de forces volumiques est appliquée.

Sous l'action du champ des

forces extérieures, de volume

?Q et de surface ?P, le milieu
continu - - se déforme.

Le probléme est de déterminer le
champ des déplaceménts u en
tout point M. de £, ainsi que le

. . >
champ des contraintes O.

Figure 1

si u. (X,¥,2):_ dénote le champ des déplacements au point
i 1=1,3 > > >
. M(x,y,z) dans le repére (0,X,Y,2), on peut modéliser le probléme par le
systéme suivant :

2

gy >0
(1.1 0 —5 (X,¥,2> 0,. () = £, dans §
. . 1],] -1
. ot
. _1'1 . .
(1.2) (P) - oijnj T fi sur T]

(1.3) u, = T, | sur T, .




Les indices varient de 1 3 3 et la convention d'Einstein sur 1'indice

j . est prise.

D'autre part t désigne le temps et nj les composantes de la normale.

Dans le cas statique, le .terme 82/8t2 de (l.1) disparait.

Le tenseur des contraintes i3 est relié au tenseur des déformations

eij par la loZ de cbmportement suivante :

‘ >y : > _ 6 o
(1.4) 935 (u) = Eijkh[akh(u) €gnd * O35

-
o0 i ey =gy ey

e?j désigne le tenseur des déformations thermiques

o . )
aij coefficient de couplage thermique
) 1a‘température

8y la température de ré&férence
ogj(ﬁ) ‘désigne le tenseur des contraintes initiales

E. enfin est le tensemr des coefficients d'élasticité qui peut

ijkh
dépendre de X,y,z,...

La relation (1.4) qui exprime la loi de comportement dans le cas
d'un probléme thermoélastique avec contraintes initiales se simplifie en

conséquence dans les cas plus simples.

Dans le cas €lastique pur avec un matériau homogéne isotrope, on a :

Eiskn = 2 855 Spn * M85 8 * 858510

ol A et u sont les coefficients de Lamé, reliés au module de Young E



et au coefficient de Poisson V par les relations :

X:_—@y_;—-
~(1+v) (1-2v)
- _E _
L TET=))
et inversement :
N, S
2(0+)

1 Myp
E  up@GAt+2u)

1.2. Le cas axisymétrique

Nous considérons que le domaine §, les caractéristiques des matériaux
et les efforts appliqués sont invariants. pour toute rotation autour de 1'axe
0Z, ainsi le probléme de 1'élasticité tridimensionnelle se simplifie

en un probléme bidimensionnel.

Tout point M est défini par le triplet (x,y,2) dans le

) ) 5> > >
“repére (0,X,Y,Z).

Z/\
z [T~
l
|
y Y
I
/
[y
______ \/
X
Figure 2

© On définit r,06 et z tel que :




Z/N
¥ M
I
I -
0 } >y ' avec r > 0
I
r
X R
Figure 3

L'axe OR est ainsi introduit.

~ > - . . )
Les déplacements u, = (ux,uy,uz) du point M s'expriment en fonction

de 1,0 et z par :
u, = u cosf

u_ sind

.(1'5) u

Nous schématisons cette expression sur les figures 4.

Z /\
C—— — —— ——..—-—1 ﬁ(II)

u
V4

]
|
|
{
1

Figufes 4



Par hypothése, les efforts appliqués fﬂ et -EP s'écrivent comme

en (1.5) ,. c'est-a-dire :

fQ = fQ cose . f-r = fr éose
X T X T
fSz = fQ sinf et fr = fr sind
y  °r . y r .
£ el

z z

I1 est donc facile d'exprimer (1.1) (1.2) (1.3) avec ces nouvelles

variables en remarquant que :

or | ' or

a—x- = cosB R k5l = sinb
98 _ _ sinf 96 _ cosf

X r ? 9y T

. + 3 + -~
et en exprimant oij (u) puils Oij j(u)_ dans ce systéme.
’

1.3. Cas homogéne isotrope .(sans couplage ni contraint_e initiale)

(1.1) _(1..2) (1.3) deviennent :

32“r é ‘ - ; du. Q
P2 T A Fi3 A(ur,uz) - p(Aur YTt T2 ur) - fr
ot ‘ r
(1.6)
o'u . ou
2 _ 33 - 1 2y & '
o) 3t2 A 2z A(ur,uz) u(Auz + < P fz dans §
ol
: Bur 1 suz
A(ur’uz) = or + T ur + Dz

et ' est 1'ouvert de ]lg déduit de Q par axisymétrie.




du du

_ r _r _ T '
A A(ur,uz) + u(7ﬁ?'nr + P nz) = fr sur Fl
(1.7)
. Buz Suz T
MAGu) G R gy ) =

ol n_ et n_ désignent les composantes de la normale.

(1.8)

de méme Fé et T; se déduisent de FO et Tl par axisymétrie,

1.4. Cas général

La programmation prend en compte- le cas général ou Eijkh est

quelconque et oli il y a couplage thermique et contraintes initiales.

IT. DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES AUX QUANTITES ELEMENTAIRES

Nous renvoyons 3 [!] pour la définition précise d'une formulation

variationnelle de ce probléme.

Rappelons simplement que si on définit le probléme suivant :

¢ . -
Trouver, & chaque instant, les déplacements u = (ur,uz) ol

u,u €V= {v[jz et Y € LZ(Q'), Dv_ et Dv ¢ LZ(Q)
VT o YT

rw{zlrl = u}

solution de :




5 € (e @)} o @) }rdrdz

| 2
or [ p H{¥) 2 (U)rdrdz + 2 |
Qv ot :

Q'

= 2T f' t{3}{?ﬂ}rdrdz + 2w [

L2 brar
Q |

1
)

pour tout veV ,

avec
> - : ur(r,Z) >
u = u(r,z) = u peut aussi dépendre de t
u (r,z)
et
8(3) ={3Vz . EZE.. Zﬁ.-~3§£.+ Ezi }
oz > 9r > r ’ 0z or

-> >
o(v) = Eijkh e(v)

Alors, sous certaines conditions de régularité, la solution de (")

est solution de (P) et réciproquemeht}

Appliquant la méthode des éléments finis, on obtient facilement les

éléments discrets correspondants :

soit QE; la triangulation dont 1'élément gémnérique est noté T :

la matrice de masse provient de

L[ @,v)dr
: u,v .
’Tqug T

la matrice de rigidité provient de :

'fﬁ%i IT ey (Y By (e, DY ar
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le second membre provient de :

DT ey, [ M

Te%’h T T,

o Xp =0 si T n'est pas frontalier et 1 sinon.

Notre probléme est donc de calculer les quantités &lémentaires

ainsi introduites :
- la matrice de masse &lémentaire
~ la matrice de rigidité élémentaire

- le second membre &lé&mentaire

ainsi que :

- les contraintes élémentaires (en un sens que l'on précisera par la
P

suite).

Ces calculs constituent l'objet des paragraphes suivants.

IIT. POINT DE VUE ELEMENTAIRE

Le but de ce paragraphe est d'exprimer formellement sous une forme

adaptée aux calculs les différentes intégrales de 2.

Nous présentons le cas du quadrangle & 4 noeuds. On définit FT

-~

la transformation permettant le passage de 1'élément de ré&férence T a

1'élément courant T :

N

=

©
J

Figure 5
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est de la forme :

ok

Fl(r,z)
FT'= -
Fz(r,Z)

F1 et F, s'expriment en fonction des 4 polyndmes de base de 1'élément

(notés par P; > i=1a 4)

4 .
Fl(r,z) = 'Z T pi(r,z)
, i=1 '
_ 4
Fz(r,Z)‘F izl z; py(r,2z)

Dans notre cas, on a :
Pl(r,z) = (1-r) (1-z)
: Pz(r,z).= r(l;z)
py(r,2) = rz
P%(r,z) = (I-r)z .

On désigne par [DF] 1la quantité':

£

. or or
[DF] =
oz 0z

et A son jacobien :

A = |det(DF)]
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En utilisant la notation condensée :

- [P1 = {p, py Py p,}

et en introduisant :

or oy

- 3r """ or
[DP] =

9z """ 2z~

et
o} = Huy (1)) ) u, (1) eu, (4))
- Ay, .oy U, seet, .
Les déplacements é€lémentaires avec
u, (§) = ui(rj,zj)

le i-2me déplacement au point M = (r.,zj) (i=1 , u;p =u 3y i=2 , u, = uz).

] r
On peut exprimer le tenseur Elémentaire des déformations en fonction de
t
u
{u}
t _t
{ET} {ez €rr €o0 Erz}
du
avec E__ =
zz dz
CoL o
rr ar
Yy
[ B e
66 r
du du
T z
g = .

rz oz MErTS
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11 est ainsi facile d'exprimer {ET} en fonction de t{uT}. En

. effet si Du . et Du, représentent respectivement

ou_ - ou
_r —z
or -t or

et ‘ ,
du_- - du
I 2
oz \ dz

on peut écrire, sous forme matricielle :

u

r
{ET} =[@} Dur
- Du
. z
ol
-0 o 0 o0 I
[£Zﬁ 10 1 0 0 O
1/r 0 0 0 O
0 0 1 1 .0
est la matrice des déformations.
Plus précisément :
P 0
{eg) =@1]|oe 0| fug} .
0 DP

Ainsi {ET} ‘est exprimé en fonction des quantités élémentaires P et

DP et des déplacements élémentaires.

I1 reste a écrire la forme de {OT} i partir de ces résultats. On a :




14

{gT} ='E{sT} ol E désigne le tenseur d'élasticité.

Rappelons que, trés généralement, E est représenté paf la matrice

4x4 symétrique suivante :

E, E E E

. By Es By
Eg Eg

sym. : E]0

(expression se simplifiant dans le cas isotrope).

AAOh en déduit (d'aprés (1.4))

. P 0 Ui
{og} = [E] 2 |op o
0 DP Uy

(1.9)

- [E] {a} [P1 {(0-8)y} * {00} .

On reconnait ici le terme classique puis le couplage thermique et enfin

les contraintes initiales.

IV. LES TABLEAUX ELEMENTAIRES

Ces tableaux correspondent aux intégrales &crites en 2.

4.1. Masse élémentaire -

*

Sur 1'élément T elle s'écrit matriciellement par :

ft[P 0] D[P 0] .
T o 0o P |
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4.2. Rigidité élémentaire

Elle provient du premier terme de (1.9) et s'écrit :.

tre o . s o0
[ o o “t@hrE1rE |pp o0 dT
T 0 DP 0 DP

4.3, Second membre élémentaire

. . T
I1 comprend 3 termes : la contribution de ?Q et de- f (terme
classique) et la contribution thermique (le second.terme de (1.9)
reporté au second membre) ainsi que 1'incidence des contraintes initiales

‘(le troisiéme terme de (1.9) reporté au second membre).

L'8criture matricielle corréspondante est domc :

e o _ trp 0o
/ [ ] Fhar + | [ ] 27} drar
T {0 P | ™T, o rJ

. TP 0 : '
C+ [ for o Fr@l1rE1 {a) [P {(8-8) ) dT
T o bprp| - '
trp o _
S I P L oh {o,g}' aT
T 0 DP
» avec
, o
{a} = g
0

le terme de couplage thermique.




16

4.4, Les contraintes élémentaires

Les contraintes correspondent au calcul formel suivant :

P 0
{ogl* = {(E1 (€01 |DP O | ; -[E] {a} [P] ; (0} } .
0 DP T

Les trois termes sont calculables avant méme de connaitre la solution {uT}
et seront utiles pour calculer les contraintes réelles par '"remontée"

avec {uT} et {(G-GO)T}‘ aprés résolution du probléme.

Les contraintes réelles (1.9) seront calculées en certains points de

1'élément T comme précisé plus loin.

V. INTEGRATION NUMERIQUE

Les tableaux &lémentaires introduits. précédemment font apparaitre
deux types d'intégrations : celle portant sur T et celle portant sur

la frontiére de T.

-~
Etant donné une formule d'intégration numérique sur T et une aréte

de T, nous &valuerons schématiquement les termes par :

ooz

. s+ = quadrature
T T -

etc.

5.1. Intégration numérique de surface
Le calcul & effectuer est de la forme : IT g(r,z)dT ol g(.,.) est
1'une des formes recontrées plus haut; on passe d'abord sur 1'élément de

référence sur lequel on intégre numériquement
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[ g(r,z)dT = [_ 8(2,2) A(2,2)dT
T T

oi A est le jacobien de la transformation Fp .

[ &(r,z)dT = [. 21 §(2,2)A(F,2)r did2
T T :
= [. 2 8(£,2)A(8,2)F, (2)dEdE
T
npi . . .
S E ZﬂAg(bQ)A(bz)Fl(bz)wz

La quadrature est définie par les mnpi poids Wy et points B; = (fz,ﬁz)

(F,(.) est la premiére composante de F ).
1 T

5.2. Intégration de bord

De la méme fagon, pour calculer anF g(r,z)dT, on passe sur
v _ 1 ‘

1'élément de référence (aréte 10,1[) sur lequel on intégre numériquement :

[ g(r,2)dInl’| = [. . 8(£,2) 6§ (f,2)alnl

oii Gk(f,ﬁ) désigne la longueur de l'aréte considérée.

Si éT = {Gi’GZ} est la transformation permettant 1'envoi de
1'aréte de référence 10,1[ sur l'aréte k de 1'élément courante traitée,

on a :
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k+1

Figure 6

-rk’zk’rk+l’zk+l désignent

les coordonnées des extrémités

de l'aréte k de 1l'élément T.

La longueur de 1l'aréte k s'exprime par :

o o S22
§, = dG1 + dG2

k

Ainsi :

I

g(r,Z)dTnI‘1
Tnl

Tnl"1

=fA

Tnl’

npia

~

5
=1

ol do désigne 1'élément d'intégration

courante et la quadrature a pour paramétre

5.2.1. Intégration de degré 1

Pour les éléments quadrangulaires

loff e |

.

12
GT avec

€,

G, ()

et

21 £(3) §, (0)rd5

21 §(3) 6,(3) 6, 3)d6

2m 8B, (B)6, (By)

sur 10,1[,

npia,

G la variable

by

(1)2,

et triangulaires de degré 1, on a :

=‘rk(l— c) + Tral

zk(l— g) + Zp e
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dG, = - r, + Tral

_de - k+1

Ainsi

'sk(a)'=://;;k+l-rk)2 * (zk+1"zk)2

et ne dépend pas de g .
: , npia : .
/ g(r,z)dTnl| = 3 2m g(8,)8, G, (By) w,

TnFl_ 2=1

5.2.2. Interpolation de degré 2

Pour les &léments correspondants, on a :
Gl(q) = (1-0) (1-20)r; + o(20-l)rk+] + Ac(l—c)rk+n

et Gz(a) a 1la méme forme en remplagant 'r par =z.
k+l

0 1/2 1
'oa . 3 n .
L'aréte k considérée a pour sommet (rk,zk) et (rk+l’zk+l)’

son milieu est T T
( k+n’ k+n

Dans ce cas :

Sk(é) = dG2 + dG2 avec

1 2

) ol n=4 (triangle P2) ou n=5 (quadrangle . Q2).
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dGl = (40—3)rk + (4o0-1)r + (4—80)1‘k+n

k+l

idem pour dG2 avec z remplégant r.

Ainsi 6k(8) dépend effectivement de o et

npia . .
.~.. & G (b
/ g(r,z)dTnT, Ioo2m 8(b)S (b)) G (b)) wy

TnI‘l 2=1
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VI. DESCRIPTION DES 4 ELEMENTS

6.1. Le tfjangTe a 3 noeuds

Interpolation Pl pour le
déplacement radial et le

déplacement axial.

3 noeuds :-les 3 sommets.

i P
1 l-r-2z
2 r
3 z

Tableau !

Remarque : sur le bord, [P] se réduit 3 {l-o;0}

Formule de Gauss 3 2 points :

- npia = 2 oW Tw, T 1/2
1
(],l=’;2-"‘L 3 a2=_;_+__1_.
2/3 2/3
ul. o,
' et

Remarque : cf. 5.2.1 pour G.,, et ¢




I1 est fondamental de choisir une formule dont les points'

d'intégration soient internes.

Nous prenons

1 -
=5 3 bl = {1/3 , 1/3}

Le barycentre de chaque &lément.-
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6.2. Le quadrangle & 4 noeuds

Interpolation Ql pour le
Adéplacement radial et le
déplacement axial.

4 noeuds : les 4 sommets.

&

[P] SOntv:

Les 4 polynOmes de base
i 17
1 (I-r)(1-2)
2 f(l—z)
3 rz
4. (l1-v)z

Tableau 2

Remarque :

Remarque : cf. 5.2.1 pour G

sur le bord, [P] se réduit & {l-o;o}

e
1

N
|
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Y - - - ——

Formule de Gauss # 4 points.:

npi = 4 . ; wy = 1/4 (& = 1,4)

) . - .
4 3 | by = ((@g,0))5@y5a))5(0y505)5(@),0,))
» X

1 2

Points de calcul des cohtraintes

Les 4 points de Gauss précédents.



6.3, Le triangle 3 6 noeuds

Les 6 polyndmes de base [P] sont :

Py

.

(l—r-z)(l-Zr-Zz)v

r(2r-1)"
z(22-1)

4r(l-r-z)

~4rz

4z (1-r-2)

Tableau .3

lInterpolation' P2 pour le
déplacement radial et le

déplacement axial.

6 noeuds : les 3 sommets et
les 3 milieux des

arétes.

Rémarqué : sur le bord, [P] se réduit a {(1-0)(1-20);0{20~1);40(1-0)}

Formule de Gauss 2 3 points.

~mpia =3 3

Remarque : cf. 5;2.2 pour GT

et

'5/18 =

8/18 =
5/18 -

1-/375
2

1/2

1+/375
2

0,2777...
0,444...

= 0,1127016

= 0,887298



ol

Formule & 7 points

9/80 = 0,1125

npi = 7 ;o owp s
wr1=3§%£%%§ = 0,06296959
_ 155+/15 _
wIII = —2_466— = 0,06619707
_ 6=V1I5 _
@, = 7= = 0,101287
_ 6+/15 '
oy = = 0,470142
- 9=2/15 _ :
oy = =57 = 0,05971587
_ 9+2/T5 _
‘(14.— -——ZT— = 0,797427
Wy = %y
Wy = Wg =W, = Wy
Ws = W = Y7 = 11
Tableau_des points_d'intégration
2 b,
1|1/3 1/3
2 az az
3 “2 a3
41 o a,
5 ul 0y
6 OLI 01'4
7 o o

(0ys05) 3 (@y,0,)3 (d3 0.,
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' 6.4. Le quadrangle & 8 noeuds

Les 8 polynbmes de base [P] sont :

i | p(d)

1 | (1-r) (1~-z) (1-2r-2z)
2 | r(1-z) (2r-2z-1)

3 | —rz(3-2r-22)

4 | (1-r)z(-2r+2z-1)

5 | 4r(l-r) (1-z)

6 | 4r(l-z)z

7 | 4r(l-r)z

8 4(1-r) (1-2z)z

Tableau 4

Remarque : sur le bord, [P] se ré&duit i :

{(1-0) (1-20) ;0(20-1) ;40(1-0) }

Formule de Gauss a 3 points. Cf. 6.3.

Remarque : cf. 5.2.2 pour G,, et §

T k*

Interpqlation Qé ﬁour le
déplacement radial et le

déplacehent axial.

8 noeuds : les 4 sommets et
‘ les 4 milieux des

arétes.
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Formule de Gauss

i 9 points.

Soient o
N
)
f ; .
> 7 8 9 oy
i ; |
Ot2 - .‘ ‘ « ,L
4 5 6 Wy
—at - o \
% .. . 7 »
% %) Gy 3

De 050,504 OR déduit les 9 points d'intégration

- la-3

-1
z
- Laezd
= 5/18
= 8/18
= wl .

(cf. figure).

Des poids WyWy,Wy OM déduit les 9 poids par la formule :
W,., = W: W,
1] ]

—— o e = - - e e O Sn e WD e W W M = e S S e

Ce sont les 4 points suivants :

1es‘points 1,3,7 et 9 de Gauss.
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VII. PROBLEMES MODELES

Afin de valider ces 4 &l&ments, nous allons calculer les déplacements

et les contraintes pour les trois problémes-test suivants :

7.1. Tube en traction B

¥ S T T T 2
”
Base B1 bloquée en =z
r, et r, les rayons intérieurs
50 . 80 et extérieurs
T 1la traction (en z)
100 R
& ?
A v <
ey 4

Les résultats théoriques sont les suivants :

Y 5 A &
Uy E ’ z E
Grr = 099 Grz = (0 et O'zz =T.

On prendra : E = 21000
v = .3
T=3.

7.2. Tube sous pression intérieure

B . Bases B1 et B2 bloquées en
2 .
A sr 7 - P 1la pression sur la face
interne.
—
P

A\ 7

/7'/'//

¥4
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Les résultats théoriques sont les suivants :

2
. r
(X™-1) :
u =0
z
Te
avec K= —
r.
i
.
1- (?e)2
o__ = P( )
rr K2__1
r
1+ D?
Oan = P( )
66 Kz_l
o =0
rz .
Opz = Z;P *
K*-1

Les mémes valeurs numériques sont prises avec P = +5.

7.3. Tube sous force volumique radiale

»ﬂ\ ‘ Bases' B, et B2 bloquées en z

F la force volumique radiale .

B

q
AV 7

\%

77T, '
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Les résultats théoriques sont les suivants :

CF (1+v) (1-2v) L 2ey
Uy T3~ 1 [@2~v) ar + 1255
avec
r2 + r.r + r?
o = e 1 e 1
Yr.+r
1 e
et
2 2
ri re
B = r.+r
1l e
u =90
Z
- _F (2=-v _ B
rr 3 '‘T-v (o 2] r}
r
_F 2=y B,  I+v
999 = 3 iy [0+ ;’2‘3 = ©?
_F v _ _
O, =3 = {2(2-v)a - 3r]
fo] =0 .
rz

Les mémes valeurs. numériques

sont prises avec F = 6 .

1

gl

r

- rz]
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.‘-o axisyoeirie

NOWIRE DX POINTS 117
NOWSAE DX NOTUDS 117
NORBRE DE TRIAMGLES «i8@

NORBRE DE TROUS 9

CADRE DE :$0.600 0.600
A ' 160.600 90.000
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teot axisgootric

| momesZ DX POIHTS (31t 08

WONIRE DI WOTUSS =347
WORIAE DI GUASRANOLEY= B2
NORIET DUGRITES BB
nOMSAZ BX TROUS .

CABRG 2T ‘80 090 6.000
A+ 103.000 §9.690

- /..

Wt l;!upﬂﬂo

NORIRZ §C POINTS =
noneng 02 WoEIRE  S117
WOMORZ DI TRIANSLES 48
NONCRE B’ ARCTES *8a
NORSRE BT TROUO w0

CADRE 32 $0.400 ©.089
A+ 100.600 80.03¢

‘est l;qu.\ﬂo

NONSRE §F POINTS -8
NORBAE 53 NOTURS *52
NORBRE D2 QRMLAANGLES- B4
VW D/ as3TES -850
NONDRE B2 TROUS 0

CADRE BE /80.600  ©.0¢0
o 189,000 $8.000

Maillage en
quadrangles

( Interpolation .Ql )

96 Eléments
117 noeuds

Maillage en
triangles

( Interpolation P2 ) .-

48 &léments
- 117 noeuds

Maillage en
quadrangles

( Interpolation Q'2 )

24 @léments
93 noeuds
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Tube sous pression intérieure

Pl : 0.27E-03 0.11E-03

Ql : 0.43E-03 0.39E-~10 Les déplacements ( comparaison )
P2 : O0.37E-04 0.10E-04 '
Q2 : 0.88E-05 - | 0.11E-10

Tube en traction

Pl : 0.10E-09 0.19E-09
Ql : 0.10E-09 . 0.19E-09
P2 : 0.72E-09 . 0.12E-08
Q2 : 0.90E-09 - 0.14E~08

Tube sous force radiale

Pl : 0.14E-01 - 0.63E-02
Ql : 0.12E-01 0.12E-08
P2 : 0.18E-02 0.51E-03
Q2 : 0.43E-03 -0.35E-09
d.1. 1 d.1. 2

Comparaisoﬁ des erreurs absolues ( en norme L2 ) pour les 2 degrés de liberté
et pour les 3 cas test .

Remarques :
i) 1les 4 &léments peuvent etre class@s dans l'ordre suivant :
TRIANGLE P1 QUADRANGLE Ql TRIANGLE P2 QUADRANGLE Q2

ii) la géometrie du domaine etant quadrangulaire , les résultats des quadrangles
sont meilleurs que ceux des triangles .

iii) la solution exacte pour le d.l. 2 est nulle , tandis que celle du d.1. 1
est significative : cecli peut se remarquersur les erreurs obtenues .
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/’ N
h g ~
/ LI ~

00.00 / r 3 "-":.P' \

) ’ ./: L TN
/ o K ~. A

- 7 :V \-‘- .
] ’ 1/ *\~

o0 .4 / £ RN

. / f N

4 .\
. D

e J J
e

o.00 oty —— ———r——r—
30.00 8.5 7.00 s7.80 106.00
. P
[ o4 0N

A A A NI | ¢
- o e s e O

POROE RADIALE 1.0.0.1.0, GALYEL s3-08-04

Force radiale :
contraintes sigma-zz

comparaison des 4 &léments

contraintes sigma-rr
comparaison des 4 éEléments
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SURRDJTINE ESAPIX(NBPOLY/NPI,POIDS,P13,N013,NOTFLY,NOTFLF,
SURFA“:NOPYlOoTETA;@UQFAF;SIGH:QRFTEF'

R RsZsRDSDE,NOREF,NNS¥,3E)"
Q0§4+‘+0‘*ﬁ‘*+4444‘*+0‘§+05§#+"f'0‘0f¢000054‘04**‘0‘0’0#0‘040*"‘
BUT : CALCUL OF5 SFCONDS MEMRRES DE L FLFMENT TIA AD1H
=== TRIANGLF P1 AXISYMETRIAUE THERMO-ELASTIGUE

VOIR FSAP1D
04‘+‘*****“§+*‘§**‘*+§f‘*"+¢""‘0§4‘§++0+0§*“*‘§""9”0“#""
PROGRAMMEUR ¢ PL, GFORGE INRYR 1984
DOUBLE PRECISTON SURFAMC%),ALF,TETA(NDSY,%),P13(3,%),0P13(2,3,+),

BE(NDSM,#),SURFAFINDSM,2,%) , ARFTEF(NDSH,?, %),
"DI1sRR,FI1,F2,DFM1,PNIDEL,D2PI,PNIDSAC2), XA(2),
Aor1'f’rrL'ﬂPlFLlﬁoD:POIDS(*)'Q":ZD'AHYI'
SIGNDIMDSY,4,%)
D]HE”S!OV.MOYEL“(*);NOTFLF(')oNOREF(*)oQ(*):Z(*)
COMMON/THELAN/ TNDICV,INDICS,INDICA,INDICP,D2PL,
& IPCE)SFI(4Y,F20L) o DFMI(LL4) o DP(2,3,3),FLASCIN),
& POIDELCR) »ACL) »GY(6) »G7(6) »G4(5,3),NX7(84)
DATA NPTIA,POTINSA,XA/2, D.500,0.590N,
N.211324R85404DN, 0, 7R8675134503p0/

QP EO®

CALCUL DF F1,F2,FF¥1,0P

- 41 e o 2 > o 0 A e e

IFCINDICS) 2,1,
1 CALL ETAPID(NRPOLY,MPT,POIDS,P13,DP13,R,7)
INITIALISATIAN DF BF
2 CALL AZERID(MDSM,6,1,3E)

CONTRTIBUTION DES FFFORTS SURFACTAUES

IF ( NOTELF(1) _NE. ?) ) GO TO 6
b0 5 L=1,NP]

0 LN . Le sous-programme ESAPIX : calcul du
20 MUY second membre &lémentaire -
NCOMP = 2

LONG = NDSM + NCOWR
CALL SPFEFOD(NDSHDF,RD,ZDsMsLONG,NCOAYP, SURFBF(1,1,L))

S CONTINUFE
6 CONTINUE
00 10 I=1,NBPOLY
00 9 J=1,2
I1T = IPCY 4+ NRPALY * (J=-1)) -~
DO B N, NDSH ( Bibliothéque MODULEF : ELA2 )
D1 ="0,.n0
DO 7 L = t.NPT
D1 = D1 + POTYDELCL) » PI3(T,L) *SUPFAF(N,J,L)
7 - CONTINYE .
BF(N,I1) = RE(NLTT) + D1
8 CONTINUE
9 CONTINUF

10 CONTINUE

CONTRIBUTINNS DFS FFFNARTS SUR LES ARETES
DO 16 K=1,7
IF ( NOREF(K) ) 11,16,11
11 K1=K+1
IF(KI, E0.4) K1=1
D = R(K1)=R(X)
BY1s Z4K1)=-2(K)

D1= DP2PI+*NSQART(D*D+N12DT)

IF ( NOTELFC1) ,NE. ?0) RO T 12

00 121 L=7,NPIA
RR = R(K) * (1-XA(L)) + R(K1) * Xa(L)
LY = L4XKPYAX(K-1)

NOSD = NOPFF(K)
RN = Qo

ID = Z(K) % (1=YACL)) 4 7(K1) * XA(L)

NCOWP = ?

N =0

LONG = NRSH « MLOYP :

CALL SPEFOF(NOSD,RD,ZD,N,LONG,NCOMP,ARETEF(1,1,L1))
121 CONTINUE .
12 CONTINUF -
DO 15 L=1,MPIA
RR = R(K) * (1=YA(L)) + (K1) * XA(L)
L1 = LENPTA®(¥=1)
DO 14 J4=1,2
CISIP(K4(J=1)*ANBONOLY)
I1=21P(K14CJ=1) «NBPOLY)
PO 13 M=1,NPSH
D = RR * DT * POIDSACL) % APFTEF(N,J,L1)
BE(M,I) = RE(N,T) + Dx(1-Xa(L))
BFE(N,TT1) & RF(N,TT) + DwXA(L)
13 CONT IMUE
14 CONTINUE
15 CONTINUE
16 CONTINUE

CONTRIBUTIONNS DES COMTRAINTFS JNITIALFS
IF ¢ NOPTTIO FO. N ) RETURN

If ( NOPTIO .EN, ? ) 20 TN 22

IF ¢ NOTFLF(1) NE, 2% ) GO TD 18

00 17 L=1.,NP7

RD = F1(L)
44.] = F2(L)
N =0n
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NCOWD =4
LONG . = NDS¥ « NCOMP . )

CALL SPSIGY(NDSOE,?D,2DsNsLONGSNCOVP, STEN(1,1,1))

© 17 CONTINUF
C

[Nz B2l

(e NalRel

4
C
¢

18 CONTINUE
DO 21 L=21,NPT
1 = POIDEL(L)

OO

B = b1 / FACLY
DO 20 NmT,NOSY . - _
AC1) = SIGNEN.3, 1) « b
A(2) = SIRD(N,2,L) * p1
AC3) = SIGN(N,4,L) * D1
ACLY B SIGNIN,1,L) » Bt
TB % AC1) + TOP + A2 ET 3).=> G1C1,6)
CALL TABOD (NHBOLY, 1,1, PTS 0Tt sACTIS615
CALL TABID(NRPOLY,2,1.0P01,%,L),A02)/61)"
TOP * AC3 EY 4) '
CALL TABOD(NBRPOLY,2,1,0P 1,100, AC3),61€4))
DO 19 Is1,6 . :
I X33 N
: RECM,J) = RE(N,J) -~ 61(I)
19 CONT INUE : . - .
20 ‘CONTINUF o
"3 ConTINUF

CONTRIBUTIONS DFS CONTRAINTES THERMIRUES

CALCUL DPANS TOUS LFS CAS DE LA MATRICFE n ELASTICITE EC17
CONTINUF

IF ( NOPTION .€Q, 4 ) RETURN

If C INDICA NE, 0 ) 50 70 25

APPEL DU SP SPFLAS MOIDIFTANT SURFA™

IF ¢ 1ABSC NOTFLM(1) ). _NE, 20 ) GO TH 2%
N =0 ‘

RD = F1 (N

70 = F2(1)

NCOMP = 1

LONG = 2

IF ( NOTEL™(?1)

.50,

20) LONG = 10

24

2%

CALL SPELAS(NDSODF,RD,7D,NoLNONG,NCOMP,SHRFAM(T))

CALL E7?kXV(NOTFL”(i)aSUQFﬂ‘rELAS)
INDICS = 1

CONTINUF

IFCINDICP (ME,

N) 60 TO 2?27

ALF = SURFAM(1T)
IF ¢ IARS( NOTFL%(1) )
RD = F1(1)
0 = F2(1)

LNE. 20 ) G0 TR 27

N =0

LONG

= 1

CALL SPOTLACNDSDE,RD,ZD,N,LONG,LONG, ALF)

27 CONTIN

INDICP

1§F

1

29

CONTINUF

AL

A2
ACS)
AC4)

=
=
=

»
ALFXELAS(4)
ALF*ELAS(?)
ALF+ELAS(?7)

+
+
+
+

ALF*FLAS(S)
ALF*FELAS(R)
ALFXELAS(R)
ALF*ELAS(?)

ALF¥ELAS(5)
ALF*ELAS(5)
ALF*ELAS(?)
ALF*ELAS(4)

30

31

ALF*FLAS (1)

CALL AZEROD(4,6,1,64)
b0 32 L=1,NPT
D = POINFLI(L)
D0 31 I=7.,4 )
G1(1)Y =
CONTIMUE
0 = D/F1(L)
G1C1) = o » A(1)

D o« ACT)

TP % G1C1) + TDP * (G1(2),61(3))

CALL TABOD(NBPOLYL1,1,P13C1,L)+G1(1),G2)
CALL TABID(NRPOLY,2,1,DP(1,1,L),61(?),62)

TO® * (G1(2),61(4))

CALL TAROD(NRPOLY,2,1,0P(101,L),G1(3),»62(4))

62 * ° . _
CALL ARTD(5,1,NBPOLY,G2,P13(1,L),64)
32 CONTINUE
TETA * G4 => RE = RE + G4(IP)
50 35 1=1,6 T m———
L = IPCY)
D0 34 N=1,MDS*
o = n.00
DN 33 J=1,NRPOLY
D = D + YETA(N,J) * G4(I,d)
33 CONTINUE
. BFE(N,L) = PE(N,LY + P
34 CONTINUF
35 CONTINUE

END
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"VIIT. IMPLEMENTATION DANS LA BIBLIOTHEQUE MODULEF

8.1. Récapitulation

Triangle Quadrangle & Triangle 3 : Quadraﬁgle a
a 3 noeuds | 4 noeuds 6 noeuds 8 noeuds
TRIA APID | QUAD AQIC TRIA AP2C QUAD AQ2C
POBA 2P13 | POBA 2Q13 POBA. 2P26 POBA 2Q25
Bafycentre 4 points de 7 points 9 points de

2points de
Gauss

Barycentre

Gauss
2 points de

Gauss

4 points de
Gauss '

3-pdints de

Gauss

3 points

Gauss

3 points de
Gauss

4 points

Dans ce tableau nous avons mentionné, pour chaque &lément

(polyndmes de base aux points d’intégration numérique...) cf. [14] et [95]

Tableau récapitulatif

le nom de 1'élément .

le nom du tableau du fichier POBA contenant les valeurs utiles

~ les points de la formule d'intégration de surface

- les points de calcul des contraintes.

les points de la formule d'intégration de bord
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8.2. Utilisation de ces é]éments

La documentation [14] décrit en détails la maniére d'appeler ces
€léments pour calculer les tableaux &lémentaires (masse, rigidité, second

‘membre, contrainte).

Résumons ici les points principaux :
i - les tableaux é€lémentaires sont. calculés par le module THELAS ou ELASCT.
ii - pour ELASCT, ies données (p,E,fQ,fr,...)vsont constantes par €lément
et sont des arguments du modulé '
iii - pour THELAS, les données peuvent &tre fournies de différentes manidres :
. par tableau(x) '
- par sous-programme (FORCE et MILIEU)

. par sous-programme utilisateur (SPROTC,...,SPEF00,...).

La description de la maniére,don; on fournira les données est contenue
dans les S.D MILI et FORC que 1'on créeraen exécutant les modules COMILI
et COFORC. Lors de 1'exécution du module THELAS on fournira donc le(s)

tableau(x) et le(s) sous—programme(s) selon ces spécifications.

Pour savoir exactement quelles sont les données (nombres et nature)

on se reportera aux fiches techniques de chaque €lément (cf. ci-aprés).



-1- , TRiIA AP1D

'3

ELASTICITE AXISYMETRIQUE
ELAS TRIA AP 1D : TRIANGLE & 3 noeuds
{ FL GEGREE) thermoélastique

Espace R?
Inconnues : déplacement radial et axial:u, et u,

LCode 200039
Code geumetn que :
Interpolation : P 1 L&grange pour les deux deplacements
Un type de noeud : les 3 sommets _
2 degres de liberte par noeud : la valeur des
- déplacements { mnémonique 'YN *)
Element de reférence : le triangle unité
FPoints et noeuds coincident partout
Les points sont définis par leur coordonnées
Pas de tableau associé
Blocage : déplacement { radial et/ou axial ) = valeur 3D BOCL
Le fichier POBA est nécessaire ( tableau 2P13) '

DONNEES : ( en doutie précisien)

Matrice de MASSE : ( partie MILI , & ) _
p densité constante par élement

Matrice de RIGIDITE : { partie MiL1 , 7 )
cas isotrope : { notel > 0)

E rnodule d'Young

v coefficient de Paisson

et 8 zeros

cas anisotrope : ( notel <0 )

Eij les 10 termes de la matrice

d'élasticité

couplage thermique : @ coefficient de dilatation

{ c'estla 11-iéme valeur )




- TRIA AP1D

Tableau des CONTRAINTES : déja fournies ou comme
. pour la rigidité

SECOND MEMBRE : { partie FORC ) NDSM cas de charge _
termes de surface : { .5 ) _
F{i,j,k) :1les i cas de charges ( i=1,NDSM)
les j composantes { j=1,2)
les k points d'intégration
{ le barycentre )

termes de bord : { £ /
f{i,j,k): les i cas de charges
les j composantes
les k points d'intégration { k=1,2 )
{ 2 points de Gauss }

couplage thermique : déja fournies dans la rigidité

contraintes initiales : ( &/ ( 4 la suite de F(i,j.k))
¢{i,j,k) : les i cas de charges
les j composantes { j=1,4)
les k points d'intégration
{ le barycentre )

Femarques :
1 :Les fonctions utilisateur sont possibles -
i notel = 20 { isotrope ) ou -20 { anisotrope) )
p par SFROTC , E'v ou Ejj par SPELAS , « par SPDILA
F par SPEFOO , f par SPEFOF , 6 par SPSIGM {cf -14-)

2 :le tableau 2P 13 du fichier POBA contient {dans l'ordre)
' nbpely : nombre de polynomes de base {2 )
npi : hombre de points d'intégration { 1)
poids(l) : npi poids de la quedrature
pol{i,1) : valeur du polynome i au point 1
dpolii,j 1) : valeur du polynome i dérivé per rapport 8 la
variable j au point 1 .
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ELASTICITE 'A){ISVMETHIQUE
ELAS QUAD AQ1C : QUADRANGLE & 4 noeuds
{ o ERHEL) thermoélastique

Espace R?
Inconnues : deplacement radlal et axial : ur et u;

Code . 200040
Code geometrl que : 4
Interpolation : @1 Lagrange pour les deux deplacements
Un type de noeud . les 4 sommets
2 degres de liberte par noeud : la valeur des
déplacements { mnémonique 'VN )
Element de reférence : le quadrangle unité
Points et noeuds coincident partout
Les points sont définis par leur coordonnées
Pas de tableau associé
Blocage : déplacement ( radial et/ou axial ) = valeur 5D BDCL
Le fichier PDOBA est nécessaire ( tableau 2Q13)

DOMNEES : { &4 Jauvhie précisian)

~ Matrice de MASSE : { partie MILI , 5 )
P densité constante par element

Matrice de RIGIDITE : ( partie MILI , &)
cas isotrope : ( notel > 0 )
E maodule d'¥Young
v coefficient de Foisson
et 8 zéros '
cas anisotrope : { notel <0)
Ejj les 10 termes de la matrice

- d'élasticite

couplage thermique : o coefficient de dilatation
e ( c'est la 11-iéme valeur )
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Tableau des CONTRAINTES : déja fournies ou comme
pour la rigidité

SECOND MEMBRE : { partie FORC ) NDSM cas de charge
termes de surface : { 5 )
F(i,j,k) :1les i cas de charges { i=1,NDSM )
les j composantes { j=1,2)
les k points d'intégration
{ 4 points de Gauss )

~termesdebord: (¢ /
1{i,j,k) : les i cas de charges
les j composantes
les k points d'intégretion ( k=1,2)
{ 2 points de Gauss )

couplage thefmique : déja fournies dans la rigidité

contraintes initisles : ( &/ ( 8 1a suite de F(i,j,k))
6(i,j.,k) : les i cas de charges
les j composantes ( j=1,4)
les k points d'intégration
{ 4 points de Gauss )

Remarques :
1 : Les fonctions utilisateur sont possibles
{ notel = 20 ( isotrope ) ou -20 { anisotrope) )
p par SPROTC ,E v ou Ejj par SPELAS , a par SPDILA
F par SPEFOO , f par SPEFOF , ¢ pear SPSIGM {(cf -14-)

2 :le tebleau 2Q13 du fichier POBA contient {dans 1'ordre) :
nbpoly : nombre de polynomes de base {( 4)
npi : nombre de points d'intégration{ 4 )
poids(l) : npi poids de la quadrature
pol{i,1) : valeur du polynome i au point 1
dpol(i,j,1) : valeur du polynome i dérivé par rappert & la
variable j au point 1
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ELASTICITE AXISYMETRIQUE
ELAS TRIA AP2C : TRIANGLE 4 6 noeuds
{ FL GEORGF) thermoélastique

Espace R*
inconnues : déplacement radial et axial : Uy et u,

Code L 200045

Code géometrique : 3

Interpolation : P2 Lagrange pour les deux déplacements

Un type de noeud : les 3 soramets et les 3 milieux des aretes
: - - 2 degres de liberte par noeud : la valeur des

- déplacements ( mnérmonique VN *)

Element de reférence : le triangle unité

Points et noeuds coincident partout

Les points sont définis par leur coordonnées

Pas de tableau associé |

Blocage : déplacement ( radial et/ou axial ) = valeur 3D BDCL

Le fichier POBA est nécessaire ( tableau 2P26 )

DONNEES : { an double arécisian)

Matrice de M&SSE : { partie MILl |, & )
p densité constante par élément

Matrice de RIGIDITE : { partie MILI 5»)
' cas isotrope © ( notel > 0)
E module d'Young
v coefficient de Foisson
et § zéros '
cas anisotrope : { notel <0)
Ejj les 10 termes de la matrice

d'2lasticité

couplage fhermzque a toefficient de dilatation
{ c'ast la 11-iéme valeur)
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Tableau des CONTRAINTES déja fournies ou comme
pour la rigidité

SECOND MEMBRE : { partie FORC ) NDSM cas de charge -
termes de surface : {( 5 )
~ F(i,j,k) :les i cas de charges { i=1,NDSM )
les j composantes ( j=1,2)
les k points d'intégration
{ ? points de Gauss )

termes de bord : { £ /
f(i,j,k) : les i cas de charges
les j composantes
les k points d'intégretion ( k=1,2)
{ 3 points de Gauss )

couplage thermique : déja fournies dans la rigidité

contrainies initiales : { &/ { 4 la suite de F{i,j k) )
¢(i,j,k) : les i cas de charges
les j composantes ( j=1,4)
les k points d'intégration
{ 3 des 7 points de Gauss (53 et 7))

Remarques :
1: Les fonctions utilisateuwr sont possibles
{ notel = 20 { isotrope ) cu -20 { anisotrope) )
p par SPROTC , E v ou Ejj par SPELAS , o par SPDILA
F par SPEFQO , f par SPEFOF , ¢ par SF'qIGM {cf-14- )

2 :le tableau 2P2& du fichier POBA contient (dens l'ordre) :
nbpoly : nombre depolynomes de base (6)
npi . :nombre de points d'intégration {( 7 )
poids{l) : npi poids de la quadrsature
pol{i 1} : valeur du polynome i au point 1
dpol(i,j.1) : valeur du polynome i dérivé par rapport 3 la
variable j au point 1
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ELASTI-CITE AXISYMETRIQUE 8
_ELAS QUAD AQ2C : QUADRANGLE & 8 noeuds

( FL é“é'{?x?ﬁf_) thermoélastique y

Espace R?
inconnues : deplacement radial et axial : up et u,

Code 1 200046

Code géometrique : 4

Interpolation : @°2 Lagrange pour les deux déplacements

Un type de noeud : les 4 sommets et les 4 milieux des aretes

2 degres de liberte par noeud : 1a valeur des

‘ ‘déplacements ( mnémonique 'VYN )

" Element de reférence : le quadrangle unité

‘Points et noeuds coincident partout

Les points sont définis par leur coordonnées

Pas de tableau associé

Blocage : déplacement ( radial et/ou axial ) = valeur SD BDCL

Le fichier POBA est nécessaire ( tableau 2425 )

DONNEES : ( en doubie [récision)

Matrzce de MASSE : ( partie MILI , &)
p densité constante par élément

Matrice de RIGIDITE : ( Dame MILl , &)
cas isotrope : { notel > 0)
E module d'Young
v coefficient de F‘msqon
_ et 8 zéros
cas anisotrope : { notel < Q)
Eij les 10 termes de la matrice

- d'élasticité

couplage thermique : o coefficient de dilatation
( c’est la 11-iéme valeur )
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Tableau des CONTRAINTES déjo fournies ou comme
pour la rig.idité

SECOND MEMBRE : { partie FORC ) NDSM cas de charge
termes de surface : ( & )
F(i,j,k) :1les i cas de charges {i=1,NDSM )
les j composantes { j=1,2)
les k points d'intégretion
{ 9 points de Gauss )

termes de bord : { £ /
f(i,j,k) : les i cas de charges
les j composantes
les k points d'intégration ( k=1,2)
{ 3 points de Gauss )

chplage thei’mique : déja fournies dans la rigidité

contraintes initiales : { 5/ ( 8 1a suite de F(!,] K))
6{i,j,k) : les i cas de charges
les j composantes { j=1,4)
les k points d'intégration
{ 4 des 9 points de Gauss (13 7et 9))

Remarques :
1:Les fonctions utilisateur sont possibles
{ notel = 20 { isotrope ) ou -20 { anisotrope) )
p par SPROTC , E v ou Ejj par SPELAS , a par SPDILA
F par SPEFOO, f par SPEFOF , ¢ par SPSIGM (cf -14-)

2 :le tableau 2025 du fichier POBA contient {dans l'ordre) -
nbpoly : nombre de polynomes de base ( 6)
npi : nombre de points d'intégration ( g9)
poids(l) : npi poids de la quadrature
- pol(i,1) : valeur du polynome i au point 1
UDOI(] j,1) : valeur du polynome i dérivé par rappnrt ala
variable j au point 1
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