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o�»�v�³±v�~�oq��~no�gML�gFN¶mqklmpoqdrc ~;�;�nd���� �;v�z}mpd�³M¬ �:d�dFdr�O«lz©�qvy��c3d��Oor¸ `�a�d��:d�¬ vy�qdyÁ�oqa�d�z{���;~nop³±v�~no:��~no
�:d�x}�¥o:z{vy�;mqa�z{��v�¬�mp~w��a��3mqklmpoqdrc �r����twd�»Q�:z½oqoqdr���ym

[

y1

y2

]

=

[

g11 g12

g21 g22

][

s1

s2

] ¯/PO²

»Qa;d��:d
gij

��vy�q�:drmq�Sv��;��m9oqv�oqa�d3v¥«yd�����x©x6�:drmq�wvy�;mpduv�¬¼oqa�d
i
oqaµv�~no:��~nohoqv�oqa�d

j
oqaÃmpvy~�����d�¸���d��;v�oqd

ki = E[|si|4]/E[|si|2]
�ym�oqa�d���vy�qc8��x{zIV�dV��El~��qoqvymqz}m¼v�¬

si

¸ N��;d��r����dr�ympz©x{k3ºw�;��oqa�d"��vympo¼¬ ~��w�/oqz©v��
J
�����F��x©mqvutSd�d�Àn���:drm:mqdr��z©��oqdr�qc8mQv�¬

ki

���;�
gij

�ym

J = k1|g11|4 + k2|g12|4 + 4|g11|2|g12|2 + k1|g21|4

+k2|g22|4 + 4|g21|2|g22|2 − 2|g11|2 − 2|g12|2

−2|g21|2 − 2|g22|2 + α(|g11|2|g21|2 + |g12|2|g22|2

+g11g
∗
12g

∗
21g22 + g∗11g12g21g

∗
22) + 2.

¯\��²
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`.�(Elz©���ªo:a�d�º;��m�oI�ndr�qz©«¥�¥o:z{«yd¼v�¬.¯M�y²
»�¸ �V¸ oV¸
g11
Á
g12
Á
g21
���;�

g22
klz{drx©�;m6o:a�d�¬ v�x©x©v¥»Qz{���hdr|O~;��oqz©v��;m

∂J

∂g11

= g
∗
11(2k1|g11|

2 + 4|g12|
2 − 2 + α|g21|

2) + αg
∗
12g

∗
21g22

∂J

∂g12

= g
∗
12(2k2|g12|

2 + 4|g11|
2 − 2 + α|g22|

2) + αg
∗
11g21g

∗
22

∂J

∂g21

= g
∗
21(2k1|g21|

2 + 4|g22|
2 − 2 + α|g11|

2) + αg
∗
11g12g

∗
22

∂J

∂g22

= g
∗
22(2k2|g22|

2 + 4|g21|
2 − 2 + α|g12|

2) + αg11g
∗
12g

∗
21. �����

N�tl«lz{vy~;mqx{kyÁw��x©xÍo:a�dumpo:��oqz©v��;���qk �wvyz{�Oo:m�v�¬�o:a�d3°Q°·³p°�g[� ���qd�o:a�d"�:vlv�o:mªv�¬�oqa;du��tSv¥«�d�dV|O~;�¥o:z{vy�;m�¸
`�a;drmqdª��vy��x{z©��dV����dr|O~;�¥o:z{vy�;m���v��Oo���z©� c�~;x½o:z{��x©d�mpvyx{~no:z{vy�;m¼»Qa�z©��a������ tSdh��x©�ymqmqz½ºwdr�8z©�Ooqv3mpz{À8���:v�~��;m
G �KJ±¸�¾�kFz{�l«ydrmpoqz©�y�¥o:z{�;��oqa;drmqdu�y�qvy~��;m��qdVmp�Sdr��oqz©«�d�x©k�Á6°��ym�o:dr�nv �$
Z�(� ¸u��x©��z{c3dV�Foqa;d8°Q°·³p°�g[�¿��x©��v�³
�:z{oqa�c'»Qz©x{xltSd·��x©v�tw��x©x{k���vy�O«yd��:��dr�yoÍz{¬

ki < 2
mpz©�;��d¼v���x©khoqa�d�mpvyx{~�oqz©v��;m
z{�"oqa�d����:v�~��"��v��:�qdVmp�Sv��w�nz{�;�

o:vs��drmqz{�:dr��mqd��w�����¥oqz©v������qdhx©vl�r��xSc3z{��z©c8��¸Iel~;��a�����v��;��x{~wmpz©v���z}m���v�o�oq�:~�d�mpz©�;��d�vy��d��y�qvy~���v�¬Íoqa�d
~;�;�ndrmqz©�qdV�_m�o��¥oqz©v��w���:k[�wvyz{�Oo�m������ ��x}mpvFtSd x©vn����xIc3z{��z©c8�Fz{¬Qoqa�dr�qd�z}m"�;v¨��vy�;m�o:�:��z{�Oo"vy�

α
¸[`�a�d

��v��;��d��:��dr�µ�y�qvy~��Ãz©m�� �!���A��� z©� G ��J\¸ML´�Ão:a�z©mu���ympdyÁ
-·�y��a_v�~no:��~no�v�¬�oqa�d�mpdr�;�����¥o:v���d�Àloq������o:m"�
x©z©��dr���u��vyc�t�z©�;��oqz©v��Ãv�¬9tSv�o:a­mpvy~�����drmrÁ6z\¸ d�¸©Á�oqa�d ¬ v�~��

gij

���:d �nz�
Ad��:d��Oo�¬ �:v�c V�dr�qvw¸�`
v[d�Àn��c3z{��d
»Qa;d�oqa;d��9o:a�drmqd�~;�;�ndrmqz©�qdV�[m�o��¥o:z{vy�;���:k �Sv�z©�Oo:mh���:d�x{vn����x
c3z©��z©c3� v�����v�oVÁwvy��d"��drdr��mªoqv���a�dr� E�oqa�d
�Svymqz{oqz©«�d��;drm:m¼v�¬
o:a�d�¬ v�x©x©v¥»Qz{���sd�Àlo:d��;�ndV�XT9drm:mqz©����g[��oq�:z½À

HGJ =

[

∂2J
∂gij∂g∗

kl

|2i,j,k,l=1
∂2J

∂gij∂gkl
|2i,j,k,l=1

∂2J
∂g∗

ij
∂g∗

kl

|2i,j,k,l=1
∂2J

∂g∗

ij
∂gkl
|2i,j,k,l=1

]

.
¯\��²

�;�qvyc=¯ä�O²/Á�»�d
EO�;v¥» oqaw�¥o

∂2J

∂g11∂g∗11
= 2k1|g11|2 − α

g11g
∗
12g

∗
21g22

|g11|2
∂2J

∂g12∂g∗12
= 2k2|g12|2 − α

g∗11g12g21g
∗
22

|g11|2
.

¯ä�y²

enz{�;��d ∂2J
∂g11∂g∗

11

���;� ∂2J
∂g12∂g∗

12

cu~;m�oQtSd��qdV��x\Án»¼d�a;�Î«yd

g11g
∗
12g

∗
21g22 = g∗11g12g21g

∗
22 = ±|g11||g12||g21||g22|.

¯ �y²
L±oªmqa�vy~�x©��tSd���v�o:dr��oqa;��oQv���x©k�o:a�d��wvOmpz{oqz©«�d"�r��mqd�v�¬�¯ �y²�z}mQ��v��wmpz}�nd��:dr� tlk G �KJ\¸

L±¬
g11g

∗
12g

∗
21g22 = g∗11g12g21g

∗
22 = |g11||g12||g21||g22|

Álz{o��r����tSd�dV��mqz{x©ku¬ v�~��;��oqa;��o·o:a�dh��d�oqdr�p³
c3z©�;���OoQv�¬.oqa;d"mpdV��v��w� ~��;�wdr�Qx{d�¬íoªc8�¥oq�:z{À v�¬�¯\��²¼o��(Eydrm�oqa;d�¬ vyx{x©v¥»Qz©���s¬ v��:c

∆2 = det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2J

∂g11∂g∗11

∂2J

∂g11∂g∗12
∂2J

∂g12∂g∗11

∂2J

∂g12∂g∗12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 4|g11|2|g12|2(k1k2 − 4)− 2α|g11||g12||g21||g22|(k1
|g11|2
|g12|2

+ k2
|g12|2
|g11|2

+ 2).
¯ HV�y²

ð��
	Íðíö
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/.0�#�213154�17698:� ���;�%, �$
�� 	��3	<, ���=�����?>����$�;�����@��4-�(� )��A>�����B$� �$� �

°¼x©dr���qx©k�Á
∆2
z©�_oqa;z©ms���ympd8»Qz©x{x�tSd ��dr�y�¥o:z{«yd8z½¬

k1 < 2
���;�

k2 < 2
¸ Tªd��;��d�Á

HGJ
»Qz©x{x���v�ostwd

¯Mmpdrc3z}²��wvOmpz{oqz©«�d��¥oQo:a�d"mpo:�¥o:z{vy�;���:k8�Sv�z©�yo�m�»Qa�z}��a�c8��E�d
g11g

∗
12g

∗
21g22

�Svymqz½o:z{«yd�¸
L±¬�»�d"��v��wmpz}�nd��9oqa�d"�;d��y��oqz©«�d����ympd�v�¬�¯ �y²�Á�oqa;d��nd�o:d��:c3z{�;���Oo9v�¬�oqa�dumpdV��v��w��~;���wdr�9x©d�¬ío�c8��oq�:z½À

�r����twd�vytno:��z{�;dr����m�¬ v�x©x©v¥»9m

∆2 = 4|g11|2|g12|2(k1k2 − 4) + 2α|g11||g12||g21||g22|(k1
|g11|2
|g12|2

+ k2
|g12|2
|g11|2

+ 2).
¯ H�HV²

¹ a;d��
k1 < 2

���w�
k2 < 2

Á�o:a�d�º;��mpo9oqdr�qc v�¬9¯ H�HV²�»Qz©x©x6tSd"��d��O�¥o:z{«yd�¸3T9v¥»�d�«�dr�rÁlo:a�d"«¥��x©~�d"v�¬
∆2z©�Ãoqa;z©mu����mqd3z©m�~��;��d��qo:��z©�_mpz©�;��d3oqa�d mqdr��v��;��o:d��:c�v�¬�¯-H�HV²�»Qz{x©x¼��x{»��Îknm�tSd��Svymqz½o:z{«yd�¸�gFv��:d�v¥«yd��VÁ

vy��d��r���Fº;�w��oqa�dsmpz©���¨v�¬Iv�o:a�d������:z{�;��z{�w��x.csz©��vy�:mªv�¬ª¯\��²ª�r���F��v�o�tSdu�nd�oqd��:c3z{�;dr�Fdrz½o:a�d���¬ v���oqa�d
�r��mqd

g11g
∗
12g

∗
21g22 = g∗11g12g21g

∗
22 = −|g11||g12||g21||g22|

¸·`�a�dr�qd�¬ v��:d�ÁOoqa;d"�wvOmpz{oqz©«�dr��drm:m�v�¬
HGJz©��o:a�z}m¼�r��mqd���������v�o�tSdh��d�oqdr�qc3z©��dr� ���;�3o:a�d���v��w�nz½o:z{vy�

k1 < 2
���;�

k2 < 2
���qd9�;v�oQmp~&����z{dr�yo¼oqv

dr�;mq~��qdho:a;�¥oh°Q°·³p°�g[� z©m9��x©v�t;��x{x©k���vy�O«yd��:��dr�yoV¸
'��¥oq~;�:��x{x©k�ÁVv���d�»����Oo�mSoqv�º;�;���������;��d.¬ v��

α
»Qa�z}��ahc8��E�drm�¯M�y²Aaw�Î«�d��qvlv�o:m(m:�¥oqz}mp¬ kOz©���

g11g
∗
12g

∗
21g22 =

g∗11g12g21g
∗
22 = −|g11||g12||g21||g22|

���;�
HGJ

»Qz{x©x���v�o�tSdF¯ämqd�c3zí²´�Svymqz½o:z{«yd3��o�o:a�drmqd3�qvlv�o:mr¸�`6v
ºw�;�soqa�d�mpdrx{dV�/oqz©v������qz{oqdr�qz©v��sv��

α
ÁO»¼dQdrcs�;x{v¥kuoqa�dªcsd�oqa�vn�8�ndr«�drx{vy�wdV��¬ vy�¼mqv�x©«lz{����mqd�c3z{³±��x{�yd�t�����z}�

mqd�o�m�¸��ªmhc3d��Oo:z{vy��dr�Fz©�µendr�/o:z{vy� L/ÁA��mqd�c3z{³±��x{�yd�t�����z}��mqd�oh��v��;mqz}m�o�mªv�¬·�wvyx{kl��vyc3z©��x6dr|O~;��oqz©v��;mh���w�
z©��dV|y~w��x©z½o:z{dVm�¸h°¼x©dr���qx©k�Áwz{�¨v�~��ª�r��mqd�Áwoqa�dudr|O~;��oqz©v��;mªv��:z{�yz{�;��oqd�¬ �:v�c ∂J

∂g11
= 0
Á ∂J

∂g12
= 0
Á ∂J
∂g21

= 0���;� ∂J
∂g22

= 0
�:drmq�Sdr�/o:z{«yd�x©k�¸­`�a;d�dV|y~w�¥oqz©v��wmuz©� o:a�dF��x©��drt��:��z©��mpd�o������Ätwd�¬ ~��qoqa;d��3»Q�qz{opo:d��D��m

¬ vyx{x©v¥»9m�tlk c�~;x½o:z{��x©klz{�;�
gij

tOk ∂J
∂gij

�:drmq�wdV�/oqz©«�drx{k

|g11|(2k1|g11|
2 + 4|g12|

2 − 2α|g21|
2) − α|g12||g21||g22| = 0

|g12|(2k2|g12|
2 + 4|g11|

2 − 2α|g22|
2) − α|g11||g21||g22| = 0

|g21|(2k1|g21|
2 + 4|g22|

2 − 2α|g11|
2) − α|g11||g12||g22| = 0

|g22|(2k2|g22|
2 + 4|g21|

2 − 2α|g12|
2) − α|g11||g12||g21| = 0. ����� �

gFv��:d�v¥«yd��VÁy»�d�a;�Î«�dho:a�d�¬ v�x©x{v¥»Qz©���sz{�;dr|O~;��x©z{oqz©drm

0 < k1 < 2, 0 < k1 < 2, α > 0

|g11| > 0, |g12| > 0, |g21| > 0, |g22| > 0.
¯ HV�y²

N�~;�
���:v�t;x{drc�z©m.o:vªº;�w�"o:a�d¼�;dr��dVmqm:���:k����;�ump~$�8��z{dr�Oo���v��;��z½o:z{vy�;m.v��"o:a�d��;������c3d�o:d���m
k1
Á
k2
���w�

αmq~;��a oqa;��o�o:a�d���x©��drt��:��z©��mpd�orÁn��vyc3�wvOmpdV��tlk�dr|O~;��oqz©v��;mh¯ HÎ��²����w��z©��dr|O~;��x{z{oqz©drm�¯ HV��²/Á;a;��m�mqv�x©~noqz©v��;m
»Qa;z©��a_c8�(Eyd

HGJ
��v�o�twdµ¯ämqd�c3zí²´�Svymqz½o:z{«yd�¸\L±o3mpa�vy~�x}�_twd���v�o:dr�Ão:a;�¥o3mp~w��a �F���:v�t�x©d�cÅ����� twd

�:dr��~;��dV�_oqv_�µmpz©c3��x©z½º;dV�­«yd���mpz©v�� ¬ v��3»Qz{�:d�x©drm:m3��vycscu~���z}����oqz©v��­mqz{�w��dF�nz�
Sdr�qdr�yo3~;mqd���ms��v��:c8��x©x{k
mqa;���qdsoqa;d�mq��csd8mpo:��oqz}m�o:z©�r��xI���:v��Sd��qoqz©drmrÁÍz\¸ dy¸{Á

k1 = k2
¸�¹ z{oqa�vy~no"x©vym:m�v�¬���dr��d�����x©z½o�kyÁ(»¼d3¬ ~;�po:a�d��

�ymqmq~�c3d
k1 = k2 = 1

¸�L´��o:a�z©mª����mqd�Á�gF³±���qk8��aw��mqd�mqa�z{¬íoqz©���#E�drklz{���F¯MgF�¼e�]"²�c3vn�n~�x}�¥o:z{vy��m:��a�d�c3d
z}mQ~;mqdr��o:v3oq�����;mqc3z½oQo:a�d�mqklc�tSv�x}m�¸�`�aO~wm�Á;oqa�d�mpoq~w�nz{dV�����:v�t�x©d�c z{��oqa;z©mª�;���Sd��ª�r����tSd��ndrm:���:z©twdV�
�ymQ�nd�o:d��:c3z{��z©���soqa;d��:������dhv�¬

α
»Qa�z}��a�c8��E�drm�o:a�d�¬ v�x©x©v¥»Qz{���3mqd�c3z½³´��x©��drt�����z}�ªmqd�o

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

|g11|(2|g11|
2 + 4|g12|

2 − 2α|g21|
2) − α|g12||g21||g22| = 0

|g12|(2|g12|
2 + 4|g11|

2 − 2α|g22|
2) − α|g11||g21||g22| = 0

|g21|(2|g21|
2 + 4|g22|

2 − 2α|g11|
2) − α|g11||g12||g22| = 0

|g22|(2|g22|
2 + 4|g21|

2 − 2α|g12|
2) − α|g11||g12||g21| = 0

α > 0, |g11| > 0, |g12| > 0, |g21| > 0, |g22| > 0

����� �

a;�Î«�d9�:dr��xSmqv�x©~no:z{vy�;m�¸ L´��o:a�dhcsdV��� oqz©csdyÁ���x©x;o:a�drmqd�mpvyx{~no:z{vy�;m¼c3��E�d
HGJ

��v�o�twd3¯ämqd�c3zí²´�Svymqz½o:z{«yd�¸
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�Q�r��vy�:�nz©���Fo:v¨o:a�d���tSv¥«�d mqdr��oqz©v��ÍÁ�»�d9El��v¥» o:a;�¥osoqa�d�º;��m�o3���:v�t�x©d�cÅ��drdr��m�oqvµtSd�mqv�x©«�dV�_z©m�oqv
��d�oqdr�qc3z©��d9o:a�dh�qvlv�o��nz}m�o:�qz©t�~no:z{vy� v�¬6���;������c3d�oq�:z©�9mqknm�o:d�c ¯-H�Py²�¸�¹�d��������qdVmqm¼mp~;��a��"���:v�t�x©d�c¿tlk
z©�l«�dVm�o:z{�O�¥oqz©���uoqa�d��l~�cutwdr�Qv�¬.�qdV��x(�:vOv�o:m�v�¬6oqa;d�¬ v�x©x{v¥»Qz©���8mpdrc3z½³´��x©��drt��:��z©��mpd�o

S :























p1(X, α) = 0
p2(X, α) = 0
· · ·
ps(X, α) = 0
f1(X, α) > 0 . . . fl(X, α) > 0

¯-HV��²

»Qa;d��:d
X = {X1, . . . , Xn}

z}m�oqa�d�mqd�o�v�¬¼z©�;�nd�o:d��:c3z{�;��oqdVm�Á
α
z}m�� ~;��z©|O~�d8�w������c3d�o:d��VÁ

pi

���w�
fi���qd9oqa�d��wvyx{kl��vycsz}��x}mIz©�8o:d��:c3m·v�¬

X
���;�

α
¸��;v��¼v�~���mp�Sdr��z½ºw�����ympdyÁ

X1 = |g11|, X2 = |g12|, X3 =
|g22|, X4 = |g21|

Á
pi

���;�
fi

���:d�oqa�d"�Sv�x©kl��v�c3z}��x}mQz©��oqd��:c8mQv�¬
X
���;�

α
�nd�º;��z©���8o:a�d"dr|O~;��oqz©v��;m
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〈P1, · · · , Ps〉 = {
s

∑

i=1

hiPi : h1, · · · , hs ∈ R[X, α]} ¯ HV�y²


/.=� ��	�� �(��)*�$� �$�%�(
�� 	9>>6
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V (P1, · · · , Ps) = {X ∈ Cn+1 : Pi(X, α) = 0, 1 ≤ i ≤ s}. ¯-HÎ��²
� � = ����� V (P1, · · · , Ps)
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tSd�oqoqdr��d�ÀOo:d��;�Foqa�ds�'[���tlkF��v�c3��~�oqz©��� ���¥o:z{vy�;��x(¬ ~;�;�/o:z{vy�;m

ht,j

»Qa�z}��a¨��vyz{�w��z}�nd"»Qz{oqa[o:a�d
fi

�¥o
o:a�d8�:vOv�o:m�v�¬

I
¸ �I�:dr��z©mqd�x©k�Á
~;mqz{����o:a�d���v�o:�¥o:z{vy�;m"���nÁ

fi(α1, . . . , αn) = ht,j(t(α1, .., αn))
¸�`�a;z©m

�r���_tSd�mqz©cs�;x{k_�nvy��d tlkÃ~;mqz{���[oqa�d���dr��d�����x�¬ vy�qcu~�x}�
ht,j =

∑D−1
i=0 Trace(fjt

i)HD−i−1(T )
z{�

GÙ����J\¸;N���dª�r�����nz©�:dr�/o:x{k8��v�c3��~no:dQoqa�d
Trace(fjt

i)
tlku�:d�~wmpz©����o:a�d���v�c3��~no��¥oqz©v��wm·��x©�:dr����ku�nvy��d9z{¬

o:a�d��3[�� a;�ym·��x©�:dr����kutSd�dr����vyc3��~noqdV�(¸�T9dr�;��dyÁOz{o�z©m¼��v�o�c3v��:dª��vOm�o:x{ksoqvs��vycs�;~noqdªoqa�dhd�Àloqdr�;�ndV�
�3[�� o:a;����oqa;d"��x}��m:mpz}����xSvy��d�¸

� #*��� � ��	
��	

��"� ��!­	.0��¶���8��	
4%��
�4(	6��
/1 ��	.
��"�

`�a;dhvytn��dr��oqz©«�d�v�¬.oqa;z©m9mqdr��oqz©v���z©m�o:v8���:v¥«�d9o:a�d�¬ v�x©x©v¥»Qz{���3�:drmq~�x{or¸
$&% ÇlË £ Ç � � � � 	�������
 � β = {X1 = X2 = X3 = X4 = 1√

3
} 4�;;�3;�������.=� ���

� �$��� 0 < α < 1

/.=� � 6K��
���� 
�� � � . �K� 5

����� ��
 ���(�=�2��� = � � 	����0) (α, β) �
� �$��� α = 1

4;
/.=�@� 6K��
���� 
�� � �#.=�K���Y� �����I��
 �!	 � ����� 
�� ��� = � � 	����*) β
��� 	9�9��� 2 � ��
 �@� ���#> �$� ���

����� ��
������ � ;7.0� = .O� �����X��� �\�����@��4-�(� )*�Q>��%��� = = ��� ���X	�� 2 ��� 	 >>6
X1 = X3, X2 = X4, X3 =

√

2−3∗X2
4

3 , X2
4 > 2/3 �

� �$��� 1 < α <∞ 
�. �@�(� �76?���(� ��
 ���(� �$�(�2� 6K� 
 ��� 
�� � �#� � (α, β) 8
L´��v����nd��¼oqvs~;mqd�d��8��z{dr�Ooqx©k3oqa�dh���:v��Sd��qoqz©drm¼v�¬.Ïh�:Ð�t��;d���t;��mqz©m¼z©�yo:�qvn�n~w��dr� z{��mpdV�/o:z{vy� ��¸Ù�n¸IH�Ál»¼d

z©�Ooq�:vn�n~;��dho:a�d�¬ v�x©x{v¥»Qz©���3mp�Sdr��z½ºS��csvy��v�c3z}��x(vy�:�ndr�qz©���Om�¸
�FË ¢r¤�¢ . Ë �10 � ��
 <X

> �?� � � � ���!	��������*)Y��� 
 � � � �$�(� 
/.=�@�#�����(�@���(� ��	���� �$� 	����0)\��� 
�. � �K�(����4
��>$�I���

X
4
<α,X= (<, <X)

;������ 	�������
 �@
�. � ���%�A	�� = 
 ���@�(�%	��������*)(�0
���� ��	�� 2;� ��
������	� �
α <α,X Xi�$�(� �����

Xi ∈ X
�(��	

Xi <α,X Xj

� � ��� 	9�(� �76#� �
Xi <X Xj

�$���������
Xi, Xj ∈ X

¸
��mQ�ndrm:���:z{tSdr� z{��mqdr�/o:z{vy���;¸�H�Á

Oc

z}m�oqa�d�mqd�o�v�¬����:z½o:z©�r��xA«¥��x©~�drm�v�¬
oqa�dh�:drmpoq�:z©��oqz©v���o:v � ∩R5 v�¬o:a�d��;�qv���dr�/o:z{vy��v��Fo:a�d
α
³±��Ànz©mªv��VÁ;dr|O~�z©«¥��x©d��Ooqx©k�ÁSv�¬�o:a�d��;�qv���dr�/o:z{vy��v��Fo:a�d

α
³±��Ànz©mªv�¬�oqa;du���:z{oqz}����x

�Sv�z©�Oo:m�v�¬·o:a�d��:drmpoq�:z©��oqz©v���oqv � ∩ R5 v�¬¼o:a�d8���:v���dr��oqz©v��µv��µoqa;d α
³´�¥Ànz}m�¸��6d�o�� m"�ndr��v�o:d8tlk

JacX

	 	 Ñ�_ ú�` ò û



HV� � �����7���A���%	��	�Z��������� �����
���2���(�*)

o:a�d /O����v�t�z}���F�nd�oqdr�qc3z©�;���Ooª»�¸ �r¸ o
X
v�¬ E ¸�`�a�du���qz{oqz}����x6�Sv�z©�yo�m9v�¬.o:a�d��;�qv���dr�/o:z{vy�Fv���o:a�d α

³±��Ànz©m
���qduz{�w��x©~;�ndr��z©�¨o:a�d8mpvyx{~no:z{vy�;mhv�¬¼oqa�d8mqklmpoqdrc Ec = {JacX(E), g = 0, g ∈ E} ¸ L±o"�����wdV����m�oqa;��oo:a�d�mqknm�o:d�cÅ�nd�ºw��z{�;� Ec z}m Vrd��:v�³´�nz©csdr�;mqz{vy�;��x\¸�enz{�;��d�o:a�d �l~�cutwdr��v�¬9�Sv�x©kl��v�c3z}��x}m�z©� E dr|O~;��x©mo:a�d��l~�c�tSd��Qv�¬6z{�w�nd�o:d��:csz©�;��oqdrmrÁloqa;d����qz{oqz}����xA�wvyz{�Oo:mQ���qdhd�À��y�/oqx©k3oqa;dh�:vlv�o�m¼v�¬6o:a�z©mQmqknm�o:d�c=¯äc3v��:d
��d�o:��z{x}m9��twvy~noªmp~w��a�mqz½o:~;�¥o:z{vy�;m9�r����twd�¬ vy~��;�ndV��z{�:GIHÎ�QJ ²/¸¼`�aO~wm�Á�tlk���v�c3��~�oqz©������Ïh�qÐyt���dr�Qt;��mqz©m
v�¬ Ec »�¸ �V¸ or¸ <α,X

���;��������x©klz{�;���I�:v��Svymqz{oqz©v��OH�ÁÍv���duv�tno���z©�;m
Oc

��mªoqa�d8mqd�o�v�¬¼�:dr��x7Vrd��:vym�v�¬¼�
~;��z©|O~�d��Sv�x©kl��v�c3z}��x

Pc ∈ Q[α]
¸I�;v��Qvy~��9mpknmpoqdrc�Án»�d���d�o

Pc = (α − 1)(α− 2)(α− 3)(α + 1)
¸

L´��o:a�d¼m:��c3d�»��Îk�ÁVv���dI�r���"��vyc3��~noqd
PF ∈ Q[α]

tlkhd�x©z{c3z©�;�¥o:z{�;�Qoqa�d·«Î���qz}��t;x{dVm
X
z{��o:a�d·mqklmpoqdrc

EF = {∏f∈F f = 0, g = 0, g ∈ E} ¯ämqd�dh�I�qvy�wvOmpz{oqz©v�� Hr²/¸�¹µdªºw�:mpo�vytno:��z{� PF = 0
Ál»Qa�z}��a c3dr���;m

o:a;�¥o9mqv�c3d�v�¬.oqa�d��Sv�x©kl��v�c3z}��x}m�v�¬ F «Î����z}mpa�v����sd��Ooqz©�qd8¯M��v�c3��x©d�À;²���v�c3�wvy��d��OoQv�¬ ��¸I`�al~;mrÁn»¼d�r���3x©vl�r��x©z�Vrd E �¥o ∏f∈F f
���;�3vytno:��z{�8��mqklmpoqdrc E ′ »Qa�vOmpd+Vrd��:vym����:d � \ {x ∈ C5, f = 0, f ∈ F}tlkµ�I�:v��Svymqz½o:z{vy�^H����;� ��¸[`�a�z©mu«¥���:z{d�o�k¨�:d����:drmqd��Oo�m�oqa�d�mpc8��x©x©drmpou��x©��drt��:��z©�3«¥���qz©d�o�kµ��v��Oo���z©��z{�;�

��x{x�oqa;d¨t������;��a;drm�v�¬ � ¯äz½o�z}m�o:aO~wm���v��Oo:��z{��dV� z©� ��²8¬ v���»Qa�z}��a ��v��;d¨v�¬�o:a�dµ�wvyx{kl��vycsz}��x}m�v�¬
F z}m3z©��d��Ooqz}����x{x©k_�l~�x{x\¸D`�a�d��ÍÁ¼»¼d���vyc3��~noqd PF

tOk­~;mpz©��� E ′ z©�;m�o:dr�y�­v�¬ E ���;�Äv�tno���z{� PF =
α(α− 3)(α− 1)(α− 2)(α + 1)

¸
`�a�dQd�Àn��x{z}��z{o·��vyc3��~no:��oqz©v��sv�¬A�ªºw��z½o:d9mpd�o·��vy�yo���z©��z©���

O∞
�����stSd9�nv���d�~;mqz©���"��x}��m:mpz}����xl�qdVmp~�x{o:m

¬ �:v�c G ��J�v���G P(J\¸ N���d3�����Fº;��m�o���v�c3��~�oqd3��Ïh�:Ð�t���dr�ªt;�ympz}m
G
v�¬

I
¬ v��

<α,X

���;��o:a�d��µ��v��wmpz}�nd��
��x{x
oqa;d��Sv�x©kO�;v�c3z©��x©m

LC(g, <X), g ∈ G
¯ä»Qa�z}��a[twdrx{vy����o:v

Q[α])
¸

O∞
��m�»�d�x©x.�ymª���w���qo�v�¬

Ocz}muz{�;��x{~w�ndr�_z©�_o:a�d�~;��z{vy� v�¬Qo:a�d �:vlv�o�m"v�¬Qo:a�drmqd ~;��z{«¥���qz}�¥o:d��wvyx{kl��vyc3z©��x©m Á�»Qa�z©��a­kOz©d�x}��msmpvyc3d
d�Àloq������drv�~;mh�Sv�z©�yo�m�»Qz½o:aÃ��v���d�vyc3d�oq�:z}����x.c3dr����z{�;�;¸��ªz�
Ad��:d��Oo"»Qz½o:a¨o:a�drmqd���x}��m:mqz©�r��x�c3d�oqa;vl�;m�Á6�
c3vy�qd�d�����z{dr�yo9�������:vy����a�z©m�z©�Ooq�:vn�n~;��dV���ym�¬ v�x©x{v¥»9m�»Qa;z©��a�klz{drx©��m9x{dVmqmQ��v�c3��~no:dr���wvyz{�Oo�m�¸
$&% ÇlË £ Ç ��� �7�$


G
>!�3�Z�%� 	�� = � 	 � ����>������'> �K��� �'���&��� 6R��	��!�(� I ;7. �K��� �A�$�%�R����
�� � � ; 8 � 8 
 8 �
>$�I� =���(�%	��������*)

<α,X 8�� ���%� <X

� �Z
/.=� ����)(�!�!� �Z� ����� �$� � ����� = �!)��%�!� .0� = ���%	��$�����0)?� 8 
 8 X1 < . . . < Xn 8� � 	�� 2;���
g∞i = gcd{LC(g, <X) | g ∈ G , ∃m ≥ 0, LM(g, <X) = Xm

i } 8 9 . �$�!4
� O∞ =

⋃n
i=1

�
(g∞i ) ∩ R

4 ;7.=���%� �
(g∞i )

	�������
 �$�

/.=�0
 = ���R������� � �A���%�?����
3��� g∞i 8
`�a�dh���:vlv�¬6v�¬Íoqa�z}m¼oqa�drv��:d�c%���;�wdV����m·z©� GIHÎ�QJ(»Qa�z}��a z}m�t;��mqdr��v���o:a�dh���qvy�wdr�po:z{dVm·v�¬Íoqa;dhmq�wdV��z}��x

c3vy��v�c3z}��x(v����ndr�qz©���;¸
'ªv�oqd�oqa;��o�mpz©�;��d

O∞ =
�

(
∏n

i=d1 g∞i )
Á
vy��d������Ã��d�º;��d

O∞
��mho:a�d mqd�o"v�¬��:dr��x�V�dr�qvldrm�v�¬��

~;��z{«¥���qz}�¥o:d"�wvyx{kl��vyc3z©��x
P∞ ∈ Q[α]

¸ª��vy�ªv�~;�ª���:v�t�x©d�c�Áw»¼d"vytno:��z{�
P∞ = α(α − 3)(α − 1)(α +

3)(α + 1)
¸��Íd�o��nd��;v�oqd�tOk

α0 = 0, α1 = 1, α2 = 2, α3 = 3
oqa;d"�qdV��xÍ�Sv�z©�Oo:mªv�¬.oqa�ds�nz©m:���:z©csz©�;���yo

«¥���qz©d�o�k3���;��z{�Ooq�:vn�n~;��d
α4 = +∞ ¸�¾���mqdr�3vy�8oqa;dª���:d�«lz©v�~;m¼��v�c3��~�o:�¥o:z{vy��v�� Pc, PF

���;�
P∞
ÁO»¼d

�r����º;�;�uoqa;��oImpknmpoqd�c S aw��m��h��v��wm�o����Oo�º;��z{oqd��l~�c�tSd���v�¬w�:dr��xl�:vlv�o:m.v¥«yd���dr�y��a ]αi, αi+1[, i = 0..3vy�rÁydr|O~�z©«¥��x©d��Ooqx©k�Á�¬ v��·dV����a
i = 0 . . . 3

Áyoqa�d�mpknmpoqd�c8m S ∪{α = γ} a;�Î«yd9�"��vy�;m�o����Oo·�l~�cutwdr�·v�¬(�:dr��x�:vlv�o�m ∀γ ∈]αi, αi+1[
¸QgFvy�qdrv¥«�d��VÁnz{oªa;��m��sº;��z{oqd"�l~�cutwdr�ªv�¬��:dr��xÍ�:vOv�o:m�¬ vy�

α = 2
mpz©�;��d

2
z}m9�;v�o

�s�:dr��x(�qvlv�o�v�¬
P∞
¸

��mF�ndrm:���:z{tSdr� z{� mpdV�/o:z{vy�$��¸IHÃ���;�$������v����nz©���_oqv `�a�drv��:d�c H�Á�v���dµ��drdr��m�o:vÄ�Sd��q¬ v��:c�oqa�d
¬ vyx{x©v¥»Qz©����o�»�v8��vycs�;~no:��oqz©v��;m�o:vs�;�qv¥«ydªo:a�d"`�a�d�vy�qdrc � �
	 ¬ v�� i = 0 . . . 3

ÁAo:��E�d����lk����¥o:z{vy�;��x.�l~�c�tSd��
βi ∈]αi, αi+1[

���w�[��vy~��Oo�o:a�du�l~�cutwdr��v�¬·�:dr��x
�qvlv�o:m8v�¬ S ∪ {α = βi 
 »Qa�z©��a z}m8o:a�d¨��v��;mpo:���yo��l~�cutwdr� v�¬h�:dr��x9�qvlv�o:m8v�¬���x{x�mpknmpoqd�c8m
S ∪ {α = γi}

»Qz½o:a
γi ∈]αi, αi+1[

¸

ð��
	Íðíö
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��%�$�&	��'�#�$���(�*)*�+	��'�-, �(� )*������
/.0�#�213154�17698:� ���;�%, �$
�� 	��3	<, ���=�����?>����$�;�����@��4-�(� )��A>�����B$� �$� HÎ�

	 ¬ v��QdV����a αi

Á
i = 0 . . . 3

Á�mqv�x©«�dhoqa�d�mqknm�o:d�c S ∪ {α = αi}
¸

L´�Fo:a�duº;�:mpo��r��mqd�ÁSv���d"�;d�dr�;m9o:v�mqv�x©«�d�mqknm�o:d�c8m9»Qz{oqa¨��º;��z{oqdu�O~;c�tSd��hv�¬·��vyc3��x{d�À��:vlv�o�mª���w�
o:v¨��vyc3��~noqd�oqa�d mqz©���_v�¬�o:a�d��Sv�x©kO�;v�c3z©��x©m�¬ �qvyc F = {X1, X2, X3, X4}

�¥o�dV����aÃ�qvlv�or¸YL´�_oqa�d
mqdr��v��;�3�r��mqd�Á�vy��d9c8�Îk��yd�o¼mqknm�o:d�c8m�»Qz{oqa ���8z{��º;��z{oqdª�l~�cutwdr�Iv�¬Í��v�c3��x©d�À8mpvyx{~no:z{vy�;m9¯äz½¬

α
twdrx{vy���ym

o:v
O∞
²/¸Fel~;��a �F���ympd8vn�r��~���m�v���x©k¨z{¬

α = 1
v��

α = 3
¸�elz{�w��d8o:a�d

αi

���qd3�:dr��xI�l~�c�tSd���m�Á
v���d
»Qz©x©xImpvyx{«ydsmqklc�tSv�x©z©�r��x©x{k�o:a�d8mpknmpoqd�c8m

S1 = {α = 1, g = 0, f > 0, g ∈ E ′, f ∈ F}, S2 = {α =
2, g = 0, f > 0, g ∈ E ′, f ∈ F}, S3 = {α = 3, g = 0, f > 0, g ∈ E ′, f ∈ F} z{�[vy�:��d��9o:v��Î«yv�z}��l~�c3dr�qz}����x;�����;�qvÎÀnz©c3��oqz©v��;mr¸
`�al~;mrÁ�¬ vy�·tSv�o:a����:v�t�x©d�c8mrÁ�v��;d9a;��mIoqv���v�c3��~no:dQoqa;dª�l~�c�tSd��¼v�¬(�:dr��x
�:vlv�o�m·v�¬
�umqknm�o:d�c%»Qz{oqa��:��oqz©v��;��xw��vOd�����z©d��Oo:m����w�8oqa;d�mqz©��� v�¬
mqv�c3dª�Sv�x©kl��v�c3z}��x}m���o¼o:a�drmqdh�qvlv�o�m�¸
�6d�o � mQ�ndVmq���qz©tSdh�;v¥» oqa;d�c3��z{��o:vOvyx©m�»�d�~;mqdr�(¸
`�a�dIº;�:mpo
��v�c3��~no��¥oqz©v���z}m(o:v9mpdrx{dV�/o

βi

ÁV»Qa�z}��a"���:d��:��oqz©v��;��x¥�O~;c�tSd���m6��vy�Oo:��z©��dV��z©��oqa;dIz{�Oo:d��:«Î��x©m
]αi, αi+1[

¸I¹µd�o:��E�d
β0 = 1/2, β1 = 3/2, β2 = 5/2, β3 = 4

¸·�9¬íoqd��ªv�tno���z©��z{�;�
βi

Á�»¼d"mqv�x©«�d {α =
βi, g = 0, f > 0, g ∈ E ′, f ∈ F}, i = 0..3

���;� {α = αi, g = 0, f > 0, g ∈ E ′, f ∈ F}, i = 0 . . . 3
¸

�ª����x©klz{����oqa�dh��x©��vy�qz{oqa�c¿�ndVmq���qz©twdV�8z©� mpdV�/o:z{vy� ��¸Ù�n¸ �nÁO»¼dZEO�;v¥»Äo:a;�¥o¼oqa�d�mqklmpoqdrc ¯ H�PO²I��x©»��Îklm·a;��m
	 �u�qdV��x(�:vOv�o:m�¬ vy� α ∈]0, 1[

Á����w�
	 H��qdV��x(�:vOv�oQv¥«�d���o:a�d��:������d

α ∈]1, 2[
Á
α ∈]2, 3[

���;�
]3, +∞[

¸
L´�[vy�:��d���oqv���d�oª����vycs�;x{d�oqd"�:drmq~�x{orÁSv���d���drdr��ºw�;��x©x{k�oqv�m�o:~;�nk�oqa�dsmpz{oq~;��oqz©v��;m9»Qa�d��:d

α = 1
Á

α = 2
���;�

α = 3
¸

`�a�d�ºw�:mpoI����mqd�»¼d���drdr��oqv"mpoq~;��k"z©m
α = 3

¸
¹µdQ��v�c3��~�oqd9�hx{d�Ànz©��v��������;a�z©��Ïh�qÐyt���dr��t;��mqz©m.»Qz{oqa
X1 > X2 > X3 > X4

»Qa�z©��a���v��Oo���z©�;mIo:a�dª�Sv�x©kl��v�c3z}��x
(12X4

4 − 4X2
4 + 1)(X4−X3)(X4 + X3)

¸
enz{�;��d

12X4
4 − 4X2

4 + 1
a;�ymh��v��:dr��x
�:vlv�o�m�Á(��x©x����nc3z}mqmqz©t�x{dsmpvyx{~�oqz©v��;mh«�dr�qz{¬ k

X4 − X3 = 0
¸�¹�d

�y���soqa;z©m���vy�;m�o:�:��z{�OoIz©�Ooqv�o:a�dªmqklmpoqdrc8m�¸5L±o¼mqa�v¥»9m�o:a;�¥o¼x{d�Àlz}��vy��������a;z©�QÏh�:Ð�t���dr�·t;�ympz}mI��v��Oo:��z{�;mIoqa�d
�Sv�x©kl��v�c3z}��x

(X2 − X1)(X2 + X1)
¸s¹µd3�y���

X2 − X1
���;�

X4 − X3
z©�Ooqv�oqa�d�mqknm�o:d�c ���w�¨z{o:m

Ïh�:Ð�t;��d��(t;�ympz}mAo:a�d��"��v��Oo:��z{�;m(oqa�dI�Sv�x©kl��v�c3z}��x
w(3w2−1)

¸
�Q����z{���
X2−X1

Á
X4−X3

���w�
3X2

4−1o:v�oqa�d�mpknmpoqd�c�Á�oqa�d9x©d�Ànz}��vy��������a�z}�QÏh�qÐyt���dr��t;��mqz©mIz©mIoqa�dr� {X1−X2, 3X2
2 −1, X4−X3, 3X2

4 −1}���;� oqa�d�vy��x{k����nc3z}mqmqz{t;x{d�mqv�x©~noqz©v���¬ v��
α = 3

z©m�o:al~;m
β = {X1 = X2 = X3 = X4 = 1√

3
} ¸¾�k���v�c3��~no:z{�;���[Ïh�:Ð�t;��d���t;�ympz}mh¬ v��

α = 2
Á6vy��d8�����Ã��a�dV� E[z{c3c3dr��z©��oqd�x©k[o:a;�¥o�o:a�d�mqklmpoqdrc

{α = 2, g = 0, g ∈ E ′} z©m@V�dr�qv�³±��z{c3d��wmpz©v��;��xM¸µ�9���;x{klz©���¨o:a�d���x©��v��:z{oqa�cÅ�ndrm:���:z©twdV� z©�­mpdV�/o:z{vy��;¸ ��¸ �lÁ;v���d"�r����º;�;��oqaw�¥o9z{o9a;��m�vy��x{k�v���d�mqv�x©~noqz©v���»Qz{oqaF��x©xÍ�Svymqz½o:z{«yd���vlv����nz©�;�¥o:drmrÁO»Qa;z©��a�z}m�oqal~;m
β = {X1 = X2 = X3 = X4 = 1√

3
} ¸�6d�ou~wm"��v¥»%mpoq~;�nk�oqa;d����ympd

α = 1
¸[¾�kµ��v�c3��~no:z{�;�¨�¨Ïh�:Ð�t���dr�"t;�ympz}m�¬ v��s�Fx©d�Ànz©��v��y�:����a�z}�

vy�:��d��:z{���s»Qz{oqa
X1 > X2 > X3 > X4

Á�vy��d�v�¬6o:a�d��Sv�x©kO�;v�c3z©��x©m�z©��oqa�d�tw��mqz©m�z}m

(2 X4 + 1) (2 X4 − 1)
(

6 X4
2 + 6 X4 + 1

) (

6 X4
2 − 6 X4 + 1

) (

3 X3
2 − 2 + 3 X4

2
) ¯\���y²

�;�qvyc ¯\����²�ÁOv��;d9�����8dV��mqz{x©k�º;�w�soqa;��o·v���x©kuoqa�dQ¬ vyx{x©v¥»Qz©���hoqa��:d�dª�r��mqdrm
2X4−1 = 0

Á
6X2

4 −6X4 +
1 = 0

Á
3X2

3 − 2 + 3X2
3 = 0

���qd��;d�dr�µo:v���v��;mqz©��d��umqz©�;��d8o:a�d v�oqa�dr�umq~�t;mqknm�o:d�c8m�aw�Î«�d���x©dr���qx©k
�;v�����csz}m:mpz©t�x©d�mqv�x©~noqz©v��;mr¸ÃgFv��:d�v¥«yd��VÁ
vy��d��r���­��a�dV� Eµoqa;��ostSv�o:aÄmqklmpoqdrc8m {α = 1, 2X4 − 1 =
0, g = 0, g ∈ E ′} ���;� {α = 1, 6X2

4 − 6X4 + 1 = 0, g = 0, g ∈ E ′} a;�Î«yd3��º;�;z½o:d��l~�c�tSd��"v�¬mqv�x©~no:z{vy�;m�¸2L´�µv����ndr�ªo:v�mqz{c3��x©z{¬ kFoqa�d8mpoq~;��k�Á(»�ds��v�c3��~no:duo:a�d�z©���qvlv�o:m�»Qz½o:aµ��~���z}|O~�d8mpknmpoqd�c v�¬
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dV|O~;�¥o:z{vy�;m {α = 1, (2X4− 1)(6X2
4 − 6X4 + 1) = 0, g = 0, g ∈ E ′} ~;mqz©����o:a�d�c3d�oqa;vl���ndrm:���:z©twdV�z©�¨mqdr��oqz©v��¨�;¸ ��¸ �l¸)�ªz©�:dr�/o���vycs�;~no:��oqz©v��¨mqa�v¥»9mQo:a;�¥o�oqa�dr�qds���:d

3
�y�nc3z©m:mqz{t�x©d�mqv�x©~noqz©v��wmQ¬ v��

α = 1���;�
(2X4 − 1)(6X2

4 − 6X4 + 1) = 0
¸®��v��

α = 1
���;�

3X2
3 − 2 + 3X2

4 = 0
Á¼»¼d���vycs�;~noqd

�Ãx©d�Ànz}��vy��������a�z}�FÏh�qÐyt���dr��t;��mqz}m�»Qz{oqa
X1 > X2 > X3 > X4

¸ L±o���v��Oo:��z{�;m8oqa�d��wvyx{kl��vycsz}��x
(X2 −X4)(X2 + X4)

mpvuoqa;��oQv���d������ �:drmpoq�:z©��o¼o:a�d���vycs�;~no:��oqz©v��;m�tlk ���;�nz{�;�
(X2 −X4)

oqvsoqa�d
mqknm�o:d�c�¸8¹µd ���O��z©�µ��v�c3��~no:d���x©d�Ànz}��vy��������a�z}�3Ïh�qÐyt���d���tw��mqz©m�»Qz{oqa

X1 > X2 > X3 > X4
¸�L±o

��v��Oo:��z{�wmªo:a�d3�wvyx{kl��vyc3z©��x
X4(X1 − X3)

mpv�oqaw�¥o�v���d3���������y��z©�¨�:drmpoq�:z}�/ohoqa�d8��vyc3��~no:��oqz©v��;mhtlk
�y���nz©���

(x − z)
oqvFo:a�d mqklmpoqdrc�¸[�
z©�;��x{x©k�Á�������z{���

X2 − X4
���w�

X1 − X3
oqv[oqa�d mqknm�o:d�c�Á.oqa�d

x©d�Ànz}��vy��������a�z}�"Ïh�:Ð�t���dr��tw��mqz©mªz©m {X1 −X3, X2 −X4, 3X2
3 − 2 + 3X2

4}
¸h`�a�d3mqklmpoqdrcÂa;��mªoqal~;m

����z©�nº;�;z½o:d��O~;c�tSd��9v�¬.mqv�x©~noqz©v��;m {X1 = X3, X2 = X4, X3 =

√

2−3X2
4

3 , |X4| >
√

2
3}
¸

� #*�"�s7"���.���Q��<�� +Â���"-�234

�4

¾��ympdV�3v���`�a�drv��:d�c%�nÁO»¼d���v¥»Dz{�l«�dVm�o:z{�O�¥o:d�oqa�d�mpdrx{dV�/o:z{vy�����:z½o:d��:z{vy�8v��
α
¬ v�����x©v�t;��x;��vy�O«yd��:��dr�;��dy¸

¹µd�mpo:���qoh¬ �qvyc oqa�d8�����;��dsv�¬
α ∈]1,∞[

¸8���:v�c=`�a�drv��:d�c¶�lÁ6»�d?EO�;v¥» oqaw�¥o�¯ HQPO²ha;�ym�vy��x©k[v���d
mqv�x©~no:z{vy�¨¯ |g11| = |g12| = |g21| = |g22| = 1√

3

²¼z{¬
α > 1

¸Iel~�t;mpoqz{oq~�oqz©���soqa�z}mQmpvyx{~�oqz©v���z©�Ooqv�¯ä�O²/Ál»¼d
�r����dr�ympz©x{k�º;�;�

g∗11g21 + g∗12g22 = 0

g∗11g12 + g∗21g22 = 0.
¯M�O��²

L´��o:a�z©mQ�r��mqd�Álo:a�d�d�Àloqdr�;�ndV�YTªdrm:mpz}����c8�¥o:�qz{À�¯\��²�������tSd"�nd�o:d��:c3z{��dV���ym�¬ v�x©x{v¥»9m

HGJ =

[

EGJ SGJ
S
∗
GJ E

∗
GJ

] ¯\���y²

»Qa;d��:d
EGJ

o��(Eydrm�oqa;d�¬ v�x©x{v¥»Qz©���u¬ v��:c

EGJ =









2+α
3 (4− α)g∗

11g12 0 0
(4− α)g11g

∗
12

2+α
3 0 0

0 0 2+α
3 (−4 + α)g∗

11g12

0 0 (−4 + α)g11g
∗
12

2+α
3









.
¯\���y²

SGJ
�r����tSdhvytno:��z{�;dr��tlk

SGJ =









2(g∗11)
2 4g∗11g

∗
12 αg∗11g

∗
21 αg∗12g

∗
21

4g∗11g
∗
12 2(g∗12)

2 αg∗11g
∗
22 αg∗12g

∗
22

αg∗11g
∗
21 αg∗11g

∗
22 2(g∗21)

2 4g∗21g
∗
22

αg∗12g
∗
21 αg∗12g

∗
22 4g∗21g

∗
22 2(g∗22)

2









.
¯M���y²

ð��
	Íðíö
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Tªd��;��d�Áno:a�d��nd�o:d��:c3z{�;���Oo:m�v�¬.oqa;d�º;�:mpo�º;«�d�~��;�wdr�9x{d�¬íoªmp~;t�c8�¥oq�:z}��drm�v�¬
HGJ

���:d


























∆1 = 2+α
3

∆2 = 4(α−1)
3

∆3 = 4(α−1)(2+α)
9

∆4 = 16(α−1)2

9

∆5 = 32α(1−α)
27 .

¯M�=HV²

L±o�z}m8���;�;���:d��Oosoqa;��o
∆5
»Qz©x©xª��x©»��ÎknmutwdF�;d��y��oqz©«�d�z½¬

α
z}m�mqd�x©dr�/o:dr�­¬ �qvyc oqa;dF�:������d�v�¬

]1,∞[
¸

Tªd��;��d�Á
HGJ

»Qz©x©x9��v�o8tSd­¯ämqd�c3zí²´�Svymqz½o:z{«ydF�nd�º;�;z½o:d[z{�®o:a�z©m ����mqdF���;�­oqa;d�°Q°·³�°�g[�Â»Qz©x©x9twd[�
�yx{vyt;��x©x©k���v��l«yd��:��d��Oo���x©��v��:z{oqa�c�z}m�oqa;d�csz{Ànz{�;�s�w������c3d�o:d���z©m9x©���q�yd���oqa;���FHy¸

'ªv¥»�Áwx©d�oh~;m���v��;mqz}�nd��Qo:a�du�r��mqd�oqaw�¥o
α = 1

¸+L±o�z}m�dr��mqk�oqv mqd�d�oqa;��o
g11 =

√
2

10

Á
g12 =

√
582
30

Á
g21 = −g11

���;�
g22 = g12

���:d[v��;d¨v�¬�o:a�d�mqv�x©~no:z{vy�;m v�¬�oqa�d�dr|O~;��oqz©v��;m z{�*¯M�y²����;� m:�¥o:z©mp¬ k
g11g

∗
12g

∗
21g22 = g∗11g12g21g

∗
22 = − 97

7500

¸s��vy��o:a�z}m�~��;�ndVmpz©�qdV�¨mpo:��oqz©v��;���qk��Sv�z©�yoVÁ(oqa;dsdrz{�yd��l«¥��x©~�drm
v�¬6o:a�d T9dVmqmqz©����c8��oq�:z½À

HGJ
������tSd�v�t�o:��z©��dV���ym�¬ v�x©x{v¥»9m

λ1 = 4, λ2 =
4

3
+

4
√

291

75
, λ3 = 4/3,

λ4 =
4

3
− 4
√

291

75
, λn = 0 for n = 5, · · · , 8.

¯ä�y�y²

enz{�;��d�oqa;drmqd�d�z©��d��l«¥��x©~�dVm9���:d���v��;��d��O�¥oqz©«�dyÁ
HGJ

z©mª�wvOmpz{oqz©«�d"mqd�c3z}�nd�º;�;z½o:d�¸3L´�Fv�o:a�d��9»�v�����mrÁnoqa;z©m
~;�;�ndrmqz©�:��t�x{d�m�o��¥o:z{vy�;���:k��Sv�z©�Oo8»Qz{x©x�twdF�¨�r���;��z©����oqd�¬ v��3�¨x©vn����x�c3z©��z©c3��v�¬ªoqa�d[°Q°·³�°�g¨�"¸�`6v
��a;dr� E8»Qa�d�oqa�dr�Qoqa�z}mQ�Sv�z©�Oo�z}m9�sx©vl�r��x(c3z©��z{c8�3vy���;v�orÁ;»¼d���vy�;mqz©�ndr��oqa�d�¬ vyx{x©v¥»Qz©���u�Sd��qoq~;�qt;��oqz©v��

g+
ij = gij + εx + εy, i, j = 1..2

¯ä�y�y²
»Qa;d��:d

εx

���:d
εx

«�dr�qk�mpc8��x©x6�Svymqz{oqz©«�d"�l~�cutwdr�:mrÁ
 =
√
−1
¸�el~�twm�o:z½o:~noqz©����o:a�drmqd

g+
ij

z©�yo:v¨¯M�y²/ÁS»¼d
�r����dr�ympz©x{k v�tno���z©�

J+ − J =
782

75
ε2

x +
194

75
ε2

y +
16
√

582

15
ε3

x +
16
√

582

15
εxε2

y + 32ε2
xε2

y + 16ε4
x + 16ε4

y

≈ 782

75
ε2

x +
194

75
ε2

y > 0.
¯ä��PO²

°¼x©dr���qx©k�Á9oqa�z}m�~��;�ndVmpz©�:dr� mpo:��oqz©v��;���qk®�Sv�z©�yoFz}m�� x©vl�r��x�c3z{�;z{cu~�c ���w� oqa;d_°Q°·³p°�g[�¶»Qz{x©x���v�o
��v��l«�dr�q�ydª�yx{vyt;��x©x{k8»Qa;d��

α = 1
¸

`�a�dr�ÍÁn»�dhmpoq~;��k8oqa�d����ympd�oqaw�¥o
α ∈]0, 1[

¸����:v�c¿o:a�d�vy�qdrc ��»¼dZEO�;v¥» oqa;��o�oqa�dh�qdV��x(mqv�x©~noqz©v��;m
v�¬�¯ HQPy²ª¬ v��:c

5
�;v��¨z©�Ooqdr�:mqdr��oqz©������v��Ooqz©�l~�v�~wmªt������w��a�drm�v¥«�dr�

]0, 1[
ÁAz©�;��x©~;�nz©���

(α, β)α∈]0,1[
¸u¹�d

�;v¥» mqa�v¥» o:a;�¥o
∆2
vy�

∆4
z©m���d��O�¥oqz©«�d�v¥«yd��3dr�y��a®v�¬�o:a�drmqdFt������;��a;drm8mqvÃoqa;��o

HGJ
z}m8��dr«�d��

¯Mmpdrc3z}²��wvOmpz{oqz©«�d�»Qa�d��
α ∈]0, 1[

¸Ãelz©�;��d o:a�drmqd t������w��a�drmu���:d ��vy� z{�Oo:d���mpdV�/oqz©���µ���;� ��v��Ooqz©�l~�v�~wm�Á
vy��dhº;��m�oQmpa;v¥»9m·o:a;�¥o

∆4
a;�ym���v��wm�o����Oo9mpz©����tOk ���qv¥«lz©���uoqa;��o�z{o9��dr«�d���«¥���;z©mqa�drm � tlk ��v�c3��~no:z{���

��Ïh�qÐyt���d��ut;��mqz}m"v�¬ {∆4, E ′}
Á.»Qa;d��:d E ′ z©m�oqa;d�mqd�ouv�¬Q�wvyx{kl��vycsz}��x}m���d�º;��z©���¨oqa�d�dr|O~;�¥o:z{vy�;m"v�¬¯-H�Py²ª¬ vy�h��t�x©vl� E�vy�:�ndr�qz©����d�x©z{c3z©�;�¥o:z{������x©x.oqa�ds«¥���:z©��t�x©drm�t�~no

α
¯ämqd�d3mpdV�/oqz©v��µ��¸Ù�n¸Ù��²/Á(vy��ds��d�o�m��
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~;��z{«¥���qz}�¥o:du�Sv�x©kl��v�c3z}��x
p(α)
»Qz{oqaµ��v��qdV��x��:vlv�o:mhz©�

]0, 1[
¸3elz©�;��duo:a�d8�:vOv�o:mhv�¬¼oqa�z}m��Sv�x©kl��v�c3z}��x

���qd�oqa;dF���qv���dr��oqz©v��;msv��Äoqa;d
α
³´�¥Ànz}muv�¬�o:a�dXV�dr�qvldrm3v�¬ªo:a�dFz©��dr��x 〈∆4, E ′〉

¯ä�I�:v��Svymqz½o:z{vy� Hr²�Á
∆4�;d�«�dr��«¥����z©mqa�dVmªvy�[oqa;dsmqv�x©~noqz©v���t������;��a�dVm9v¥«yd��

]0, 1[
¸�elz{�w��duoqa�dst������;��a�dVm����qds��vy�yo:z{�l~�vy~;mrÁ

∆4�ymQ��vy�;m�o����OoQmpz©����v���dr�y��a�v�¬6o:a�drmqd�t������;��a�dVm�¸
¹µd���v¥»$mqa�v¥» o:a;�¥o

∆4
z}mQ�wvOmpz{oqz©«�dhv��

(α, β)α∈]0,1[

���w� ��dr�y��oqz©«�dhv�����x©xAoqa�d�v�oqa�dr��t;�:���;��a�drm
v¥«yd��

]0, 1[
¸%¹�dÃ��a�vlvymqd����$���qt�z{oq�����:k®«Î��x{~;d

α0 ∈]0, 1[
Á�mqv�x©«�d¨oqa�d V�dr�qv�³±�nz©c3d��;mqz©v��;��x�mqklmpoqdrc

vytno:��z{�;dr��tlk��qdr��x©�y��z©���
α
tlk

α0
z©�­¯ HQPO²ª���;��~;mqd"o:a�d�d�Àloqd��w�ndr�[�3[��'oqv���d�o�oqa�dsmpz©���Fv�¬

∆4
�¥o

dV����aFv�¬�oqa�d�º;«�du�qdV��x
mqv�x©~no:z{vy�;m9~;mqz©���8oqa;du��x©��vy�qz{oqa;c¶¯äd�Àloqdr�;�ndr���3[ª�ª²Q¬ �qvycÂmqdr��oqz©v��[�;¸ ��¸ �n¸�¹�d
ºw�;�µoqa;��o

∆4
z}m"�;d��y��oqz©«�d���o
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∑
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`�a�d�º;��m�o8mqz{cu~�x©��oqz©v��Äz©muoqvµz©x{x©~;mpoq���¥oqd oqa�d�d�Àlz}mpoqd��w��d�v�¬ª~��w�ndrmqz{�:dr�­m�o��¥oqz©v��w���:kµ�Sv�z©�Oo:ms»Qa�dr�
α = 1

¸�¹µd"��vy�;mpz}�ndr�9�smqz©cs�;x{d"�r��mqd�v�¬
3× 2

c8��oq�:z½À���aw������drxÍ��a�vymqd�����m

�
=





0.6831 + 0.0164 0.6124 + 0.0576
0.0928 + 0.1901 0.6085 + 0.3676
0.0353 + 0.5689 0.0158 + 0.6315



 .

`�a;d"°Q°·³p°�g[�'»���m��:~���»Qz½o:a�o:a�d�¬ v�x©x©v¥»Qz{���sz©��z½o:z©��x6mqd��;���:��oqz©���uc8��oq�:z½À

�
=

[

0.7176 + 0.4544 0.6927 + 0.4418 0.0841 + 0.3533
0.1536 + 0.7275 0.6756 + 0.4784 0.6992 + 0.5548

]

.

`�a;d"°Q°·³p°�g[�'�:dr�y��a�drm¼oqa;d�¬ v�x©x{v¥»Qz©���3mpd�opoqz©������¬íoqd��Qz{oª��vy�l«�d��:��dVm

� =

[

−0.9116− 0.1071 −0.1292 + 0.0865
−0.7173− 0.5448 −0.0160− 0.1787

]
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