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€Rj�”{jH…‡Ž•~©z���j8i�Ž‰”]s¸twv‡Ž‰voz‚tŠv‡z}’HŽ‰~]v‡|B|R~}t†³$f{j�”�Ž�•uz©ÈWjH…ojH”Rv‡z}Ž•~{€•jH|•ikj�v‡…os¸Ž‰Œ{Œ{…‡|RŽR’“f	z‚t†Ž••{|•Œuv‡jH•�ª•ŽRt†tof{|b³$”
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exp(M ) =
P 1

n =0
M k
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G 2 GL(n)
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M 2 M (n)
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G = exp(M )
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M
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G = log(M )
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log(I d + M ) =
1X

k=1

(� 1)k+1

k
M k :
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exp : M (n) ! GL(n)
� � �

C1 � �(  � �\� � !�������� �c�������+������ � �� � � �  #��� ���

M 2 M (n)
����� � �\�E� � ����� ��	 ��� � ���$� � � P� � �  3 �U�$� � �����

dM 2 M (n)
� � ��� � ��� � � �

DM exp:dM =
1X

k=1

1
k!

 
k � 1X

l =0

M k � l � 1:dM :M l
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8M ; N 2 M (n) :
!#� �����

(M :N ) =
! � ���$�

(N :M )
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#
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(DM exp:dM ) =
!#� �U�$�

(exp(M ):dM ):
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(exp(M )) = exp(
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exp(M )
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M ; N 2 M (n)
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t 2 R
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t
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���� � ��
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log(exp(t:M ): exp(t:N )) = t:(M + N ) + t2=2([M ; N ])
+ t3=12([M ; [M ; N ]] + [N ; [N ; M ]])
+ t4=24([[M ; [M ; N ]]; N ]) + O(t5):
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[M ; N ] = M N � N M
� � ��
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GL(n)
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S 2 Sym(n)
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Sym+
? (n)
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GL(n)
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exp : Sym(n) !
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log(R:

µz‚Ž‰€

(� 1; :::; � N ):RT ) = R:
µz}Ž•€

(log(� 1); :::; log(� N )) :RT

exp(R:
µz}Ž•€

(� 1; :::; � N ):RT ) = R:
µz}Ž•€

(exp(� 1); :::; exp(� N )) :RT :
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Sym+
? (n)

� � � � �( #��� �$� � �0� � 
��  �$� �$���3�E� �

Sym(n)
� � �j� � ��
#��� � ��� � �K�j��	����

� � �+� ��� H�E� �

Sym(n)
�
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Ò�z}…“tŠvIª�~}j�v¸ƒ1t�…‡jH’HŽ‰~}~Qvof1Ž‰vxŽ[tos]ixikj�vo…‡z}’�i�Ž‰vo…‡z¯±¿z}t$ #� �$� � � � �B�U� 	 ��� � �	z¯´•Ž‰”‘•#|•”{~}s™z©´g´¶|•…

jIŽ•’“f�¬•jI’*vo|R…

x 6= 0
ª

xT :S:x > 0
«QÆ z¯v‡f�vof{z‚t$z}”�ikz}”1•�ª{~}j�v•ƒ‘t$’�|•”‘twz‚•uj�…$|R”{j&Ž•t‡twjH…wv‡z©|R”�Ž‰v$Žxv‡z©ikj�	

� Sym+
? (n)

z‚t�Ž•”™|RŒ‘jH”Ä«�ÃÄj�v

k:k
y‘j�Ž�”{|R…oi |R”

Rn «�ÃÄj�v

k:k
y‘jkv‡f{j�Ž•t‡tw|u’�z}Ž‰vojH•T”{|•…‡i |•”

i�Žbvo…‡z‚’�jHtHªutwjHj�”EŽRt½~}z}”{jHŽ•…½´¶|R…oi�t4|•”

Rn 	

kM k = sup
kx k� 1

kM :xk
«QÒ1|•…gŽ‰”]sxvoj�”‘tw|R…

S
ª]³8j^f1Žœ¬Rj 	

jxT :S:xj � � min kxk2 ³$f{j�…‡j

� min := min
� 2 Sp(T )

� > 0
«ÀÑ^txŽ™’�|•”1tojH•Bƒ{jH”1’�jRªQŽ•t¸~©|R”{€™ŽRt¸Ž

tws]ikikj�v‡…oz‚’&i�Žbv‡…oz©±

dS
z‚t^toƒ1’“f�vof1Ž‰v

kdSk < � min
ª‘³8j�f1Žœ¬Rj�´¶|•…

x 6= 0
	

xT :(S + dS):x >
(� min � kdSk)kxk2 > 0

«†egf{z‚tgixjIŽ‰”1t8v‡f1Žbv

S + dS
z‚t$tŠv‡z©~}~9Ž¸vojH”1tw|R…H«

� Sym+
? (n)

z‚t’�|•”]¬•j�± 	4~©j�v

0 < � < 1
Ž‰”1•

S1; S2 2 Sym+
? (n)

«egf{jH”

(1 � � )S1 + �S 2
z}t

tŠv‡z©~}~ÄŒW|Rtoz¯v‡z©¬Rj&•uj�®1”1z¯v‡j•«

� Sym+
? (n)

z}t$Žxf1Ž•~¯´ °²’�|R”{j 	

8� > 0
Ž‰”1•

S 2 Sym+
? (n)

ª

�S
z}tgŒW|Rtoz¯v‡z©¬Rj&•uj�®1”1z¯v‡j•«

� Sym+
? (n)

z}t$Ž�toƒ{y{i�Ž‰”1z¯´¶|R~}•�|‰´

Sym(n)
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Sym+
? (n)

z‚t

to|•ikj�·]z©”‘•E|•´�f]s]Œ‘jH…‡toƒ{…o´¹Ž•’�j•ª]³$f{|Rtoj&•uz}ixjH”1toz©|R”�z‚t

n(n + 1)=2
~}z©·Rjv‡f1Žbv•|•´

Sym(n)
«

����� � ��� 1 
��� �� 7�����	� 3 ��
 383*� � 7�� 3���+�
	�� 
	�� � �� 38+�3*�����
 7�� +���1238+����35�
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exp
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log : Sym+
? (n) ! Sym(n)

� �

C1 � ! 
C	C�

exp
� � �^� ���j� ��� ���$���

log
� ��� �$� ��
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log
z‚t&Ž‰~‚to|�toik|]|‰vof9«�q]z}”1’�jkv‡f{j�•uz©ÈWjH…ojH”Rv‡z}Ž•~Q|‰´

exp
Žbv

0
z}t/toz©ikŒ{~}s�€•z}¬•j�”TyBs�v‡f{j	z‚•uj�”Bv‡z¯vŠsRªWz©v�z}tz©”]¬Rj�…ovoz}y{~©j¸y]s�’�|•”Bvoz}”]ƒ{z©vŠs�z}”™ŽE”{j�z}€•f]yW|•…‡f{|]|]•�|•´

0
«/Æ™j

”1|b³_tof{|b³Âvof1Ž‰v†vof{z‚t†Œ1…o|RŒ1Ž‰€BŽbvojIt�vo|&v‡f{j•jH”Rv‡z©…‡j•toŒ1Ž•’�j

Sym(n)
«�m²”1•uj�jI•�ªB~©j�v½ƒ1tQv‡f{j�”�toƒ{Œ{ŒW|Rtoj$v‡f1Žbv

´¶|R…&ŽEŒW|•z}”Bv

M
ªÄvof{j�•uz©ÈWjH…ojH”Bvoz‚Ž‰~

DM =2 exp
z‚t�z}”B¬Rj�…ovoz}y{~}j•«�Æ¿j�’�~‚Ž‰z}i vof1Ž‰v�vof{jH”

DM exp
z‚t&Ž‰~‚tw|

z}”]¬•jH…wv‡z©y{~}j•ªW³$f{z‚’“fTtoƒu»�’�jHt^vo|�Œ{…‡|b¬•j&v‡f{j	ŒW|•z}”BvH«�e9|�twf{|b³Çv‡f{z‚t�ªL~}j�vƒ‘t^v“Ž‰·Rj

dM 2 Sym(n)
toƒ1’“f

v‡f1Žbv

DM exp:dM = 0
«:md´

DM exp
z‚t4z©”]¬•jH…wv‡z©y1~©jRªB³8jtof{|Rƒ{~}•�f1Žœ¬•j

dM = 0
«Qe9|xtwjHj•v‡f{z}tHª]…ojHi�Ž‰…‡·

v‡f1Žbv

exp(M ) = exp(M =2): exp(M =2)
«†l8sE•{z¯ÈLj�…‡j�”Bvoz‚Žbv‡z©|R”�Ž•”1•�Ž‰Œ{Œ1~©s]z}”{€xvo|

dM
ª{³8j�€•j�v 	

DM exp:dM = 1=2((DM =2 exp:dM ): exp(M =2) + exp(M =2):(D M =2 exp:dM )) = 0:

*,+fk�*.-
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exp(� M =2)
	

exp(� M =2)(DM =2 exp:dM ): exp(M =2) + (D M =2 exp:dM ) = 0:

quz©”1’�j

A � 1: exp(B ):A = exp(A � 1:B :A)
³8j^f1Žœ¬Rj^Ž‰~‚to|�y]sx•uz©ÈLj�…‡j�”Bvoz‚Žbv‡z©|R”

A � 1:DB exp(dB):A =
DB exp(A � 1:dB:A)

«��^toz©”{€^vof{z‚t9toz}ixŒ1~©z©®‘’�Ž‰voz}|•”	Ž•”1•/vof1j½f]s]Œ‘|•vof{jItwz‚t�v‡f1Žbv

DM =2 exp
z‚t9z}”]¬•j�…ovoz}y{~}j•ª

³8j�|•yuv“Ž‰z}”�	

exp(� M =2):dM : exp(M =2) + dM = 0:
Ã9j�v9ƒ‘tÄv‡…‡Ž•”1twŒW|Rtoj:vof1z}t�jH•Bƒ1Ž‰voz}|•”&z}”	Ž‰”&|R…wv‡f{|•”{|R…oi�Ž•~by1Ž•toz}t9z©”	³$f{z}’“f

M
z‚t9•{z}Ž•€•|•”‘Ž‰~‰³$z©vof	Ž•…o|•v‡Žbv‡z©|R”

i�Ž‰vo…‡z¯±

R
«QÃÄj�v

(� i )
yWj�vof1j&j�z}€•j�”]¬bŽ‰~}ƒ{jItg|‰´

M
«QÆ¿j&€•j�v 	

dN := R:dM :RT = �
µ^z‚Ž‰€

(exp(� � 1=2); :::; exp(� � N =2)):dN:
µ^z‚Ž‰€

(exp(� 1=2); :::; exp(� N =2)):

¨
|]|R…‡•uz}”1Ž‰voj/yBs�’�|]|•…“•uz}”1Žbv‡jv‡f{z‚t$³$…oz©vojIt 	

8i; j : dN i;j (1 + exp(� � i =2 + � j =2)) = 0:

i^j�”1’�j

8i; j : dN i;j = 0
Ž‰”1•�vof]ƒ1t

dM = 0
«QÑ•”‘•�³8j�Ž‰…‡j�•u|•”{jR«
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S� = exp(� log(S))
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toŒ1ŽR’�jkz}t�z‚to|•ik|•…‡Œ{f{z‚’‰ªÄ•uz©ÈLj�|•ik|R…oŒ{f1z}’kŽ‰”‘•™z‚to|•ikj�v‡…oz‚’�v‡|�vof{j�ŽRtoto|u’�z‚Žbv‡jH•Ð‹½ƒ1’�~}z}•{jHŽ‰”#¬RjH’*v‡|•…&toŒ1Ž•’�j

|•´9tws]ikikj�v‡…oz‚’$i�Žbv‡…oz‚’�jIt�«Qegf{z‚t½ikjIŽ‰”1t†vof1Ž‰v4v‡f{jHtoj•vŠ³8|	toŒ1Ž•’�jHt†³$z©vofEvof{j/Ž•t‡tw|u’�z}Ž‰vojH•�twvo…‡ƒ1’�voƒ{…‡jHt4Ž‰…‡j

jItotoj�”Bv‡z}Ž•~©~}s�z}•{j�”Bvoz‚’�Ž•~K«
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ikjH”Rv$twv‡Žbv‡jH•�z}”�qujH’*v‡z©|R”�G•«QÒ�z}…‡twvHªutosBikikj�v‡…oz‚’•i�Ž‰vo…‡z}’�jHt4³$z¯v‡fE”]ƒ{~}~‘|R…4”{jH€RŽ‰voz}¬•j•jHz©€Rj�”]¬bŽ‰~}ƒ{jHt8Ž‰…‡j^Žbv

z}”u®1”1z¯v‡j�•{z}twv‡Ž•”1’�jR«QqujH’�|R”1•�ª]v‡f{j ����� � ��� ���) ��� �3���  3H�•z}t8…‡jHtoŒ‘jI’*v‡jH• 	�vof1j/z}”]¬•jH…‡toz©|R”�|‰´9voj�”‘tw|R…‡t8•u|]jHt
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mdvQz‚tQ•uj�®‘”{z¯v‡j�~}s�”{|•v:|Ry]¬Bz}|•ƒ‘t9f{|b³º|•”{j$’�|Rƒ{~‚•¸•uj�®1”{j$Ži	ƒ{~©voz}Œ{~}z}’HŽbvoz}|•”x|•”¸vojH”1to|•…:twŒ1ŽR’�jIt�’�|•ikŒ1Ž‰voz}y{~©j

³$z©vof[Œ1…ojH¬Bz}|•ƒ‘t•Ž‰~}€•jHy{…‡Ž•z}’�Ž•”1•�•uz¯ÈLj�…‡j�”Bv‡z}Ž•~9Œ{…‡|•ŒWj�…ovoz}jHtH«½m²”Bvoƒ1z¯v‡z©¬Rj�~}s•ª‘vof{j	•Bƒ{jItŠv‡z©|R”�³4j	ŽRtw·�f{j�…‡j&z‚t 	

f1|b³_’HŽ‰”�³8j•’�|•i¸y{z}”{j^toix|]|•vof{~}s�vŠ³8|�vojH”1tw|R…‡tQvo|�i�Ž‰·Rj•Ž�vof1z©…“•k|•”{jRª•z}”�twƒ‘’“f�Ž&³8Žœs�vof1Ž‰v
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z}t4tŠv‡z©~}~

v‡f{j	z‚•ujH”Rv‡z¯vŠs�Ž‰”‘•�vof{j¸ƒ1twƒ‘Ž‰~9z}”]¬•jH…‡toj&z}t^…ojHi�Ž‰z}”1t$z©v‡tz©”]¬•jH…‡toj	�#šÐ|•…‡j�|b¬•jH…Hªuz©´†³8j�|•yuv“Ž‰z}”ÐŽ�”{jH³ÇÃ9z©j

€R…o|Rƒ{ŒEtwvo…‡ƒ1’*v‡ƒ{…‡j•ª]³4j³4|Rƒ{~‚•EŽ‰~‚to|	~}z©·Rj^v‡f{ji�Ž‰vo…‡z¯±�j�±]ŒW|•”1j�”Bvoz‚Ž‰~Wvo|xyWj^v‡f{j�j�±uŒ‘|R”{j�”Bv‡z}Ž•~WŽRtoto|u’�z‚ŽbvojI•

v‡|xvof{j�Ã9z©j&€R…o|Rƒ{Œ�twvo…‡ƒ1’*v‡ƒ{…‡j•ªu³$f{z‚’“f �  3����������’�Ž‰”�yWj�•uz¯ÈLj�…‡j�”BvI«
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i¸ƒ{~©voz}Œ{~©z‚’�Ž‰voz}|•”Ä«�l8ƒuv&v‡f{j�”¿vof1j�”{|•”u°²’�|Riki	ƒuv“Žbvoz}¬]z¯vŠs[|•´4i�Žbv‡…oz©±Ti¸ƒ{~¯v‡z©Œ1~©z‚’�Ž‰voz}|•”#y‘j�vŠ³4jHj�”™vojH”1tw|R…‡t

twvo|RŒ1t8vof1j	Žbvovoj�ikŒuv�	†z©´

S1; S2 2 Sym+
? (n)
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S1:S2
z}t$Žxv‡j�”1to|•…�
¹|•…•jI•Bƒ{z©¬bŽ•~©jH”Rv‡~©sRª{z‚t•tws]ikikj�v‡…oz‚’ �4z©´
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ŽRtws]ikikj�v‡…osx|‰´�v‡f{ji�Ž‰vo…‡z¯±�Œ{…‡|u•uƒ1’*v8|‰´�vŠ³8|�v‡j�”1to|•…“t�ªB|•”1j’�Ž•”Etoz©ikŒ{~}sxv‡Ž‰·Rj•v‡f{j ����� � ���������  #�����W|•´

v‡f{j&Œ{…‡|u•uƒ1’*v•Ž•”1•�•uj�®1”1jv‡f{j&”{jH³YŒ{…‡|u•uƒ1’�v
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S1 � S2 :=
1
2

(S1:S2 + S2:S1):

egf1z}t¸Œ{…‡|]•{ƒ1’*vkz}tktoik|B|•vofÄª†’�|•”1toj�…‡¬•jIt&v‡f{j�z‚•ujH”Rv‡z¯vŠsÀŽ•”1•Àv‡f{j�z}”]¬•jH…‡toj•ª:y{ƒuvkz©vxz‚tE�3� � � �$���>����� � � �0� �

m²”‘•uj�jI•�ª{³8j/f‘Žœ¬•j/z©”�€•jH”{j�…“Ž‰~ 	

(S1 � S2) � S3 6= S1 � (S2 � S3):

egf1z}t8i�Ž‰·RjHt4j�¬•jH…osBv‡f{z©”1€�´¹Ž‰z}~?ªuy‘jI’�Ž‰ƒ‘twj/Ž•t‡tw|u’�z‚Žbv‡z©¬]z©vŠskz}tgŽ‰”�jHt‡twjH”Bvoz‚Ž‰~W…ojI•Rƒ1z©…‡j�ikj�”Bv8|‰´�€R…o|Rƒ{ŒEtwvo…‡ƒ1’*°

v‡ƒ{…‡j•«�Æ z¯v‡f{|•ƒ{v¸z©vHª:i�Ž‰”]sÐ´¶ƒ{”‘•{Ž‰ikj�”Bv“Ž‰~½Œ1…o|RŒ‘jH…wv‡z©jIt�•uz‚toŽ•Œ{Œ‘jIŽ‰…I«�Ò1|•…xÃÄz}j�€•…‡|•ƒ{Œ‘t�ª9vof{j�”1|‰voz}|•”À|•´

ŽR•œˆŠ|•z}”Bv$…ojHŒ{…ojItwjH”Bv‡Žbv‡z©|R”�•u|]jItg”{|‰v•j�±]z‚twv$Ž•”]sBik|R…oj/³$z¯v‡f{|•ƒ{v^Ž•t‡tw|u’�z‚Žbv‡z©¬]z©vŠs•«
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5 4�'¹¤œÏ Z Ï Ê ¥�§ Z�* ¢ A '¶¤b¥u£>' Î3* 2 ¤ Î � £(4 Ê   X *�ÊRÌ�Z�* ){¥{¤0'K¥ * £ & Ê £�¤ '¹¦R¢ m²” � G(L&�?ªQv‡f{j�•uz}twv‡Ž•”1’�j

yWj�vŠ³8j�jH”EvŠ³8|xvojH”1tw|R…‡t

S1; S2
z‚t$€Rz©¬Rj�”�yBs 	

d(S1; S2) = k log(S� 1=2
1 :S2:S� 1=2

1 )k:

 G�G��

³$f1j�…‡j

k:k
z‚t†Ž�‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”k”{|•…‡i�•uj�®1”{jH•k|R”

Sym(n)
«:Ã9j�v†ƒ1t½•uj�®1”1jgvof{jg´¶|R~©~}|b³$z©”1€/i¸ƒ{~©voz}Œ{~©z‚’�Ž‰voz}|•”

}
	

S1 } S2 := S1=2
1 :S2:S1=2

1 :
Æ z©vof™vof1z}t/i	ƒ1~¯v‡z©Œ{~}z‚’�Žbv‡z©|R”ÄªLvof1jxŽ‰»k”1j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Bv^ikj�vo…‡z‚’¸’�|•”1twvo…‡ƒ1’*v‡jH•[z}” � G(L��†’�Ž‰”Ty‘jkz}”Rv‡j�…‡Œ{…‡j�vojI•

v‡f{j�”ÂŽ•t	ŽÐ~©j�´ vw°dz©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Bv	ikj�vo…‡z‚’‰«Ðš[|R…ojH|b¬•j�…IªÄv‡f{z‚t	i¸ƒ{~¯v‡z©Œ1~©z‚’�Ž‰voz}|•”¾z‚t	toik|B|•vofÄªQ’�|•ikŒ1Žbv‡z©y1~©j�³$z©vof

i�Ž‰vo…‡z¯±[z}”B¬Rj�…“twz}|•”ÐŽ•”1•[i�Žbv‡…oz©±[j�±uŒW|•”{jH”Rv‡z}Ž•~K«/‹†¬Rj�…‡sRv‡f{z}”{€E³8|•…‡·ut$®1”{jRª�j�±{’�jHŒuv^v‡f1Žbv�z©v/z‚t�Ž‰~‚tw|�� � �

� �$���>����� � � �0� �/Ñ^€RŽ•z©”�v‡f{z}t/’�|RikjHt$´¶…‡|•i v‡f{j	”{|R”u°²’�|•iki¸ƒuv‡Ž‰voz}¬Bz©vŠsE|•´Qvof{j¸i�Žbvo…‡z©±�i¸ƒ{~¯v‡z©Œ1~©z‚’�Ž‰voz}|•”Ð|R”

v‡j�”1to|•…“tH«

egf]ƒ1tHªL³4jxtwjHj	v‡f1Žbv�•uj�®1”1z©”{€�Ž�€R…o|Rƒ{ŒÐtwvo…‡ƒ1’*v‡ƒ{…ojx•uz}…ojI’*vo~}s�´¶…‡|•i vof{jxi�Žbv‡…oz©±[i	ƒ{~©voz}Œ{~}z}’HŽbvoz}|•”Tz}t

•{z¯»�’�ƒ1~¯vI«
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egf{j�|R…ojHi %¾ŒW|•z}”Rv“t�Žº¬•jH…os¼z}ixŒW|•…ov‡Ž•”BvE´¹Ž•’�v 	

Sym+
? (n)

z‚t&•uz©ÈWjH|•ik|•…‡Œ{f{z‚’xvo|�z©v‡t�v“Ž‰”{€Rj�”Bv	twŒ‘Ž•’�j�Ž‰v&vof{j�z‚•uj�”Bv‡z¯vŠsRª

Sym(n)
«El8ƒuv

Sym(n)
f1ŽRt

Ž•”TŽ••1•uz¯v‡z©¬Rj	€R…o|Rƒ{ŒTtwvo…‡ƒ1’*v‡ƒ{…ojRª�Ž‰”1•�v‡|�|Ryuv‡Ž•z©”™ŽE€R…o|Rƒ{ŒÐtŠv‡…oƒ‘’*voƒ1…oj¸|•”[v‡f{jxvoj�”‘tw|R…toŒ1Ž•’�j•ªL|•”{jx’�Ž•”

toz}ixŒ1~©skv‡…‡Ž•”1twŒW|•…ov½v‡f{j�Ž••{•uz©voz}¬•j/tŠv‡…oƒ‘’*voƒ1…oj/|‰´

Sym(n)
vo|

Sym+
? (n)

³$z©vofEvof{j/j�±uŒW|•”{jH”Rv‡z}Ž•~K«Qš[|R…oj

Œ1…ojI’�z‚twjH~©sRªu³4j&toj�v 	

a�Ê��f*
'¶£>'

Î3*

;8�

�����

S1; S2 2 Sym+
? (n)

�

�

�c�U� 	 �3�
��
#��� �
'

Î38
¥u¤ '¹£(4�� '¹¦ � 	�'¶£>'

A
'�'K¦•¥u£>'

Î3*

S1 � S2
� � �

S1 � S2 := exp(log(S1) + log(S2)) :

 GI• �

?�¤
Î+A½Î

¢('¹£('
Î3*

;8�

(Sym+
? (n); � )

� �c� ����� 	� � ! 
#� �3��	 � � � +��H� � �����P� �7��
#�c	C��	�� #�������+��� � � � � � ����� �

���3�^��
#�B� ��� ���$������B�^� ���#�����K� �j� 
��j� ��� ���$����� � ��
#� � � � ����� �����#����� ����� �$��� �����

#


#���3� �0���B�

#

�

� ���#��� �$� �$��� � 	 � ��� �^��
#� � � � �����E��������� � � 
����^��
#� H��������� � 
 ������ 3� �>� 	����7� � � ��	�� f� �K��
#��� � � � � �����

 � �>� 	���� � � � ��� ��	 �`� � �` ��� ��� �`��
#� ��	  ���  ����$� � ��� � � �
¦

Î
� � 	�£H¥u£>' )

Ê �

?�¤
ÎÄÎ32

�

egf{ji¸ƒ{~©voz}Œ{~©z‚’�Ž‰voz}|•”�z}tg•uj�®1”{jH•Ey]s�Ž••{•uz©voz}|•”�|•”�~©|R€RŽ‰…‡z©vof{i�tH«�mdvgz}t4v‡f{j�…‡j�´¶|R…oj/Ž•t‡tw|u’�z‚Žbv‡z©¬Rj

Ž•”1•2’�|•iki	ƒuv“Žbv‡z©¬Rj•« q]z©”‘’�j

log(I d) = 0
ª•v‡f{j™”1j�ƒuv‡…‡Ž•~jH~©jHixjH”Bv�z‚t

I d
Ž‰”1•2toz}”1’�j

log(S� 1) =
� log(S)

ª4vof{j�”{jH³)z©”]¬Rj�…“twj�z}txv‡f{j�ikŽ‰vo…‡z¯±¾z}”]¬•jH…‡toj•«¾Ò�z}”1Ž‰~}~©sRª½³8j�f‘Žœ¬•j

exp(log(S1) + log(S2))
= exp(log(S1)) : exp(log(S2)) = S1:S2

³$f{jH”

[S1; S2] = 0
«
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¤
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,

�

! 
#� H� �\� ��� ��
�� ��� � 	 �� �  3����$���������

�
� �

Sym+
? (n)

� � �$���) #����� ��H�

#

� ��
K� ���c�$� ��	�����	 � �

�� � � �(��� 
 � � �+� ��� H� �

(S1; S2) 7! S1 � S� 1
2

� �

C1 � ! 
���� � ��� ��� �

Sym+
? (n)

� �P�U� � ���K� �$��� � 	 � ����� � �

� ��� �U� ��	� ������	���� 	 � � � �

�
�

k�kml n�o�o�p$q



G>L ����� �$��� �U��� ���e� ��

?�¤ ÎÄÎ32

�

(S1; S2) 7! S1 � S� 1
2 = exp(log(S1) � log(S2))

«¾l8ƒuvktwz}”1’�j

exp
Ž•”1•

log
Ž•”1•Àv‡f{j

ŽR•{•uz©voz}|•”¼Ž‰…‡j�toik|]|‰vof9ª½v‡f{j�z}…�’�|RixŒW|Rtoz©voz}|•”_z}t�Ž•~}to|¿toik|]|‰vof9«¼l8sº•{j�®1”{z©voz}|•” 
¹toj�j � I��dª4Œ‘Ž‰€•jÐ•UI��*ª

Sym+
? (n)

z‚t•ŽkÃÄz}j/€R…o|Rƒ{ŒÄ«

a�Ê��f* '¶£>' Î3* ,

�

(Sym+
? (n); � )

� � �$�  H�$�Y� 
��E!+������� � �P��� �U� � 	� ��

?�¤ Î+A½Î ¢('¹£(' Î3* ,

�

exp : (Sym(n); +) ! (Sym+
? (n); � )

� � � � ��� �U� � 	� � ����� � �  �
C� � � �#!��  #�����

� ����	 H� ���@���3���� #��� ��� ��� ��� ��	�� �U� � 	� 3� ��

Sym+
? (n)

��� � ���� � � � �$��� � � � ��� �\�Y��
#� � � � �����Y� �  #���3����� ��� 

�� ��
#� ��� � �

Sym(n)
�

#


 ��� 
 � � � ��� �) 3 �B� ����
#�'��� � �

(t:V )t 2 R
#


������

V 2 Sym(n)
� � � �j�$� ���

��� ��	���� ��� �P� 
��c�P��� ��� ��	� ���  �� � ���+������ � �

Sym+
? (n)

� �e��� � ��� � � ��
#� ��H� �������$�  � ��������� � �  #���3����� ��� 

������
#� �P���$�  �\����� �

Sym(n)
�

?�¤
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Æ™j�f‘Žœ¬•jkj�±uŒ{~}z}’�z¯v‡~©s™vo…“Ž‰”‘twŒW|•…ovojI•Tv‡f{j�€R…o|Rƒ{Œ¿twvo…‡ƒ1’�voƒ{…‡j�|‰´

Sym(n)
z©”Bv‡|

Sym+
? (n)

tw|

exp
z‚t$Žkix|R…oŒ1f{z}toi�«:mdv•z}t$Ž•~}to|xŽxy{z ˆŠjH’�voz}|•”Äª‘Ž‰”1•Evof]ƒ1t•Ž•”�z‚to|•ik|•…‡Œ{f{z‚twi�«Qegf{j&toix|]|•vof{”{jItotg|•´

exp
v‡f{j�”[ŽRtotoƒ{…‡jHt8z¯v“t$’�|RixŒ‘Žbvoz}y{z}~©z©vŠsE³$z©vof�v‡f{j�•uz©ÈWjH…ojH”Rv‡z}Ž•~ÄtŠv‡…oƒ‘’*voƒ1…ojR«

Ã9j�v^ƒ1t^…ojI’�Ž•~©~�v‡f{j	•uj�®1”{z©voz}|•”[|•´:|R”{j�°dŒ1Ž•…‡Ž•ixj�vojH…gtoƒ{y{€R…o|Rƒ{Œ1tH«

(S(t)) t 2 R
z‚t^toƒ1’“fÐŽ�twƒ1y{€•…‡|•ƒ{Œ�z©´

Ž•”1•[|R”{~©s[z©´½³8j	f1Žœ¬Rj

8t; s : S(t + s) = S(t) � S(s) = S(s) � S(t)
«&l4ƒ{vv‡f{j�”

log(S(t + s) =
log(S(t) � S(s)) = log(S(t)) + log(S(s))

y]s�•uj�®1”1z¯v‡z©|R”�|•´

�
«†egf{j�…‡j�´¶|R…oj

logS(t)
z‚t8Ž•~}to|kŽ	|R”{j�°

Œ‘Ž‰…“Ž‰ikj�v‡j�…�toƒ{y{€R…o|Rƒ{Œ&|‰´

(Sym(n); +)
ªb³$f{z‚’“f�z}t�”{jI’�jItot‡Ž‰…‡z©~}s^|•´{vof1j½´¶|R…oi

t:V
³$f{jH…oj

V 2 Sym(n)
«

V
z}t�vof{j � � 	 �+� � ����� � ��
�\��� ����� � � ��|‰´

S(t)
« Ò�z©”‘Ž‰~}~©sRªgvof{j™j�±uŒ‘|R”{j�”Bv‡z}Ž•~^z‚t�|•y{v‡Ž‰z}”{jI•_´¶…o|Ri |R”{j�°

Œ‘Ž‰…“Ž‰ikj�v‡j�…$twƒ1y{€•…‡|•ƒ{Œ‘t�ª]³$f{z‚’“f�Ž•…oj&Ž•~©~�|•´�v‡f{j�´¶|•…‡i

(exp(t:V )) t 2 R

¹toj�j � • G��dª

¨
f1Ž•ŒÄ«PM ��«

egf]ƒ1t•³8j�f1Žœ¬Rj&€•z}¬•jH”�vof{j	voj�”‘tw|R…^twŒ‘Ž•’�j¸Ž�tŠv‡…oƒ‘’*voƒ1…oj�|•´½ÃÄz}j�€•…‡|•ƒ1Œ�v‡f1Žbv/~©jIŽœ¬•jIt$ƒ{”1’“f1Ž•”{€•jI•�vof{j

’�~}ŽRtotoz‚’�Ž‰~�i�Žbv‡…oz©±T”{|•voz}|•”1t�|•´4z}”B¬Rj�…“twjxŽ‰”1•™j�±uŒW|•”{jH”Bvoz‚Ž‰~?«xegf{jk”{jH³�i¸ƒ{~¯v‡z©Œ1~©z‚’�Ž‰voz}|•”#ƒ1tojH•�ªÄz?« j•«xvof{j

~}|•€BŽ‰…‡z¯v‡f{ikz}’xi¸ƒ{~¯v‡z©Œ1~©z‚’�Ž‰voz}|•”Äª�€•jH”{j�…“Ž‰~}z%�HjHt/v‡f{j�i�Žbv‡…oz©±Ti	ƒ1~¯v‡z©Œ{~}z‚’�Žbv‡z©|R”À³$f{j�”#vŠ³8|�vojH”1tw|R…‡t	•u|[”{|‰v

’�|•iki	ƒ{voj�z©”�v‡f{j&i�Žbvo…‡z©±�twjH”1toj•«

egf{j�ŽRtoto|u’�z‚ŽbvojI•ÐÃÄz}j�Ñ•~}€•jHy{…‡Ž�z‚t^v‡f{j�twŒ‘Ž•’�jx|‰´gtws]ikikj�v‡…oz‚’	i�Ž‰vo…‡z}’�jHtHª�³$f{z}’“f¿z‚t&•uz¯ÈLj�|Rik|•…‡Œ{f{z‚’

Ž•”1•™z}to|•ik|•…‡Œ{f{z‚’	vo|�vof{jk€R…o|Rƒ{ŒTz©v‡toj�~©´Š«�egf{jHtojxvojH’“f1”{z}’HŽ‰~:v‡j�…‡ikt�ikjIŽ‰”™vof1Ž‰v/v‡f{jkvŠ³8|�toŒ1Ž•’�jHt/f1Žœ¬Rj

jItotoj�”Bv‡z}Ž•~©~}skvof{j�t‡Ž‰ikj&Ž‰~}€•jHy{…“Ž‰z‚’Ž•”1•�•{z¯ÈLj�…‡j�”Bvoz‚Ž‰~Ätwvo…‡ƒ1’�voƒ{…‡jHtH«

egf{j�…‡jHŽR•uj�…ktwf1|•ƒ{~‚•¾”{|•voj�vof1Ž‰v¸v‡f{z‚t�ÃÄz}j�€R…o|Rƒ{Œºtwvo…‡ƒ1’*v‡ƒ{…oj�z‚t	v‡|#|•ƒ{…x·]”{|b³$~©jI•u€•j�’�|RixŒ1~©j�voj�~}s

”1j�³(z©”¾vof{j�~©z©vojH…‡Ž‰voƒ{…‡j•«ÐÒ1|•…¸ŽTtwŒ1ŽR’�j�ŽRt	’�|Rikix|R”{~}s™ƒ1tojH•ºŽ•t�v‡j�”1to|•…“t�ª�v‡f{z}t	z}t¸|•”#v‡f{j�´¹ŽR’�j�|•´•z¯v

¬Rj�…‡sºtoƒ{…oŒ1…oz‚twz}”{€‘« egf{z‚t�Œ{…‡|•y1Ž•y{~}sº’�|RixjItk´¶…‡|•i v‡f{j[´¹ŽR’*v�vof‘Žbv�v‡f{jTe�j�”1to|•…�Ã9z©j[€R…o|Rƒ{Œ¼z}tB� � �^Ž

i¸ƒ{~©voz}Œ{~©z‚’�Ž‰voz}¬•j�i�Žbv‡…oz©±E€•…‡|•ƒ1ŒÄª{’�|R”Rv‡…‡Ž•…osxv‡|�ix|BtŠv•Ã9z©j�€•…‡|•ƒ1Œ1t�«

� �'�

�

��� � . ��� 7� �438
	� ( 3 ��+,N� � ��� ���43 �93*� ��� +

�

�3 � +�� �41

$^|b³¼vof1Ž‰v4³8j^f1Žœ¬Rj•€•z}¬•jH”

Sym+
? (n)

Ž¸tŠv‡…oƒ1’�voƒ{…‡j^|•´9ÃÄz}j^€R…o|Rƒ{ŒÄªB³4j^voƒ{…‡”�vo|¸vof1j•v‡ŽRtw·k|•´Äj�±uŒ{~}|•…‡z©”{€

ikj�vo…‡z}’Ht•’�|RixŒ‘Žbvoz}y{~}j�³$z©vof�vof1z}t^”{j�³Otwvo…‡ƒ1’*v‡ƒ{…ojR«4egf{j�´¶…‡Ž•ixjH³4|R…o·E|‰´†•$z}j�i�Ž‰”{”1z}Ž•”�ikj�vo…‡z}’Ht•z‚t$¬•jH…os

ŒW|b³8j�…o´¶ƒ{~ 	4z¯vŒ{…o|b¬]z‚•ujHt^Ž�twz}ikŒ{~©j�´¶…‡Ž•ixjH³4|R…o·�´¶|•…twv‡Ž‰voz‚tŠv‡z}’Ht•z}”[i�Ž‰”{z©´¶|•~‚•{tH«$quj�j � GI–���´¶|•…^ŽE•uj�v“Ž‰z}~©jI•

ŽR’�’�|•ƒ{”Bvg|•”�vof{z‚tgv‡|•Œ{z‚’‰«

Ñ^ix|R”{€�•$z}j�i�Ž‰”1”{z}Ž•”[ikj�vo…‡z‚’�t$z}”[ÃÄz}j�€•…‡|•ƒ{Œ‘t�ª ��� � ��� � ����������ixj�vo…‡z}’Ht•Ž‰…‡j�vof1j�ik|Rtwv^’�|•”]¬Rj�”{z}j�”BvH«

Æ¿j&f1Žœ¬Rj^v‡f{j�´¶|•~}~©|b³$z}”{€k•uj�®‘”{z¯v‡z©|R”�	

*,+fk�*.-
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8m 2 G
�

��
#� H� �$� �K� � � ��� � 
C� � � 	 ����  ����$� � ��� � � �

m
�U� � � � � 
�� �C��� ��� �$� � � �$��� �$���

#
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��� 3� ��� ��� � ��� � ��� � ��������� � ��� ������� 
#���0����
#� ���  H�

#

� �\�  � �� ������ ����� �

	 � � ��� � ��� � ��������� � ��� ����� � � � ����Y� ��� � ���������

#

� � � �@� � �0���$����� �

�

��!�� � � ��� � ��� � ��������� � �E� �3�^���� ��� �

8m 2 G; Ad(m)
� �E� �W� ����� ��� ��� ��Y��
#� �P���B�� �\����� �

g
�

#


#��� �

Ad(m)
� � � 
������������ ��� � �  3� �������+� ��������� � �

m
�

�

��� �3���� #��� ��� ��� ��� �$	�� �U� � 	� 3�Y� �

G
��� ���\�$�(�����������)��� � ��
#� ��� � � �0������� �+� � ������������� � ��� ���$���� � �

���$�>�U������������� � ��� �) 3 � ��� � ��� � � H� �$� �c� � ��� � 
C� � � � � ���$ � � ��� �#� �� � � ���� �� � ��� ��� ��� ��	�� ����� 	� +� �
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Î
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Î
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TI dSym+
? (n) = Sym(n)

� �U� ���3�U�$�j� �

Sym+
? (n)

� �BH� �$� �

��� ��� � 
 ��� � 	 �� �  3����$��������� � � ����� � ��� � ��������� � ��� �������
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egf{j$’�|•iki¸ƒuv‡Ž‰voz}¬Bz©vŠs&|‰´1vof{jgi	ƒ1~¯v‡z©Œ{~}z‚’�Žbv‡z©|R”¸z}ikŒ{~}z©jIt�vof1Ž‰v

Ad(Sym+
? (n)) = f I dg

ªb³$f{z‚’“f

z‚t8vo…‡z}¬Bz‚Ž‰~}~}sEŽ‰”�z}to|•ikj�vo…‡s�€•…‡|•ƒ{Œ9«

egf{z‚t$…‡jHtoƒ{~¯vz}t•twvo…‡z}·Bz}”{€‘«4m²”�€•jH”{j�…“Ž‰~�ÃÄz}j&€•…‡|•ƒ{Œ1tHªuv‡f{j�j�±uz‚tŠv‡j�”1’�j&|‰´Qy{z}z©”]¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”1’�j/ikj�vo…‡z}’Ht$z}t^”{|‰v

€Rƒ1Ž‰…“Ž‰”Bv‡j�jH•Ä«�š[|R…oj/Œ{…‡jH’�z‚toj�~}s•ª]z¯v$z‚t8€•ƒ1Ž•…‡Ž•”Rv‡j�jI•�z¯´:Ž‰”1•E|•”{~}s�z©´9vof1j�ŽR•œˆŠ|•z}”Bv8…‡j�Œ1…ojItwjH”Rv“Žbv‡z©|R”

Ad(G)
z‚t/…ojH~}Ž‰voz}¬•jH~©s[’�|RikŒ1Ž•’�vHª�z?« jR« 
 v‡f{j�•uz}ixjH”1toz©|R”™z‚t�Ž•t‡twƒ{ikjI•[®1”{z©voj��z¯´4vof{jk€•…‡|•ƒ1ŒT|‰´4ikŽ‰vo…‡z}’�jHt/€•z}¬•jH”

y]s

Ad(G)
z‚t �$� 	 � �U�$��
 � •#G��dª:egf1j�|•…‡j�i M	« –u« %{« �*«�egf{z‚t&z}t�vo…‡z©¬]z‚Ž‰~}~©sTvof{j�’�Ž•toj�³$f{jH”™v‡f{jE€R…o|Rƒ{Œ¿z}t

’�|•iki	ƒ{v‡Žbv‡z©¬Rj•ª{~}z}·•j�f{j�…‡j•ªWtwz}”1’�j

Ad(G) = f eg
ª{³$f{z‚’“f�z}t•|•y]¬]z©|Rƒ1tw~}s�yW|•ƒ{”‘•ujH•�«•n^vof1j�…•…‡j�i�Ž‰…‡·bŽ‰y{~}j

’HŽ•tojHt¸³$f{j�…‡j

Ad(G)
z‚txy‘|Rƒ{”1•ujI•ºŽ‰…‡j�’�|•ikŒ1ŽR’*v¸€R…o|Rƒ{Œ1tHªQ~©z}·•j�…o|•v‡Ž‰voz}|•”1tH«Àl4ƒ{v¸´¶|R…¸”{|R”u°²’�|•ikŒ1ŽR’*v

”1|•”u°²’�|Rixi¸ƒuv‡Ž‰voz}¬•jk€•…‡|•ƒ1Œ1t�ªÄvof{jH…oj�z‚t&z}”À€•jH”{j�…“Ž‰~e� �ky{z}z©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Bv�ikj�vo…‡z}’•ª�ŽRt&z©”#v‡f{jE’HŽ•tojx|•´$…oz}€•z‚•

v‡…‡Ž•”1tw´¶|•…‡ikŽ‰voz}|•”1tH«
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�
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�$��� ��� � � �0������� �+� � ��� ����� ���

Sym+
? (n)

� ! 
#����� ���e�\�$�(����������� ��� � ��� �) 3 �

�U� � ��� � � ��
#� ����� �#��H��� �$� �0���$����� �#� �� � � ���� �� � ��� ��� ��� ��	�� ����� 	� +��� � ��� �� � �

(exp(V1 + t:V2)) t 2 R
#


���� �

V1; V2 2 Sym(n):

 G>%��

! 
���� �  #���3����� ���  � � � H��������� � 
 ����� � �� 3� � �����>������� �$� � � ��
#� � ��� ����� �$� � �$�����  3�����$���$� � ��� ��� ��� ��

� � � �����E���  �� �3����� ��� f� �3�YH��������� � 
 � � � ��� 
�� ���� H�

#

� �C�

#

�&� �

�
logS1

(S2) = D log( S1 ) exp:(log(S2) � log(S1))
expS1

(L ) = exp(log(S1) + DS1 log :L ):

 G�˜ �

! 
�� ���$� H���' 3���(��	���� �$���

#

�$�����

#

� � � �C������� �0�$��� ���$�

V1; V2
� �e�  �� � �+�

S
� �c�U� �0��� � � �

< V1; V2 > S= < DS log :V1; DS log :V2 > I d :

 GI– �

k�kml n�o�o�p$q



GI— ����� �$��� �U��� ���e� ��

�

� ��� ��
C� � � ��	������������

#

� �����`��
#� � � ��� � � ��� �$���

#

�$�����

#

� � ���#�����$� �

d(S1; S2) = k logS1
(S2)kS = k log(S2) � log(S1)kI d:


 G(L��

#


������

k:k
� � ��
#� �3� � �h�0�$���>������� �$�Y� � ��
#� � ��� ����� �
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egf{j�|R…ojHi –�tŠv“Žbv‡jHt/vof‘Žbv	€Rj�|u•ujHtoz‚’�t�Ž‰…‡jk|•yuv“Ž‰z}”{jH•¿y]sÐv‡…‡Ž•”1tw~‚Žbv‡z©”1€�|R”{j�°dŒ1Ž•…‡Ž•ixj�vojH…/toƒ{yu°

€R…o|Rƒ{Œ1tŽ‰”1•[„½…o|RŒÄ«�˜E€•z}¬•jIt$v‡f{j	´¶|R…oi |•´†vof{jItwjxtwƒ1y{€•…‡|•ƒ{Œ‘t^z}”[vojH…oi�t/|‰´†i�Ž‰vo…‡z¯±[j�±uŒW|•”{jH”Bvoz‚Ž‰~?«/l8s

•{j�®1”{z©voz}|•”9ª:vof{j�ixj�vo…‡z}’Ej�±uŒW|•”{jH”Rv‡z}Ž•~

expS1
: TS1 Sym+

? (n) ! Sym+
? (n)

z‚t�v‡f{jEi�Ž•Œ{Œ{z}”{€Ðv‡f1Žbv

ŽRtoto|u’�z‚Žbv‡jHtxvo|ÂŽ#v‡Ž•”{€•jH”Rv�¬•jH’�vo|R…

L
vof{j™¬bŽ‰~}ƒ{jTŽbvEvoz}ixj

1
|‰´&vof1jÐ€•jH|]•{jHtoz}’[twv‡Ž•…wv‡z©”{€ÂŽbv�v‡z©ikj

0
´¶…‡|•i

S1
³$z¯v‡f¿Ž•”#z©”{z©voz‚Ž‰~†toŒWj�jH•¿¬RjH’*v‡|•…

L
«�µz¯ÈLj�…‡j�”Bv‡z}Ž‰voz}”{€�vof{j�€Rj�|u•ujHtoz‚’	jI•Rƒ‘Žbvoz}|•”¿‹½•W« 
 G>% ��Žbv

v‡z©ikj

0
s]z}j�~‚•{t�Ž•”¿z}”{z©voz‚Ž‰~†¬RjH’�vo|•…�toŒWj�jH•#jI•Bƒ1Ž‰~Qv‡|

DV1 exp:V2
«�Ñ^t¸Ž[’�|•”‘twjI•Rƒ1j�”1’�j•ª

expS1
(L ) =

exp(log(S1) + (D log (S1 ) exp)� 1:L )
«$egf{j	•uz©ÈWjH…ojH”Bvoz‚Žbvoz}|•”[|•´:vof{j�jI•Bƒ1Ž‰~}z¯vŠs

log � exp = I d
s]z}j�~‚•{t 	

(D log (S1 ) exp)� 1 = DS1 log
«Wi•jH”1’�j�vof1j�´¶|R…oi¸ƒ{~‚Ž[´¶|•…

expS1
(L )

«¼q]|•~}¬]z©”1€™z}”

L
vof1j�jI•Bƒ1Žbv‡z©|R”

expS1
(L ) = S2

Œ{…‡|b¬Bz‚•ujIt½v‡f{j�´¶|•…‡i	ƒ1~}Ž	´¶|•…

logS1
(S2)

«

egf{jEixj�vo…‡z}’�Ž‰v¸Ž�ŒW|•z}”Rv

S
z‚t&|Ryuv‡Ž•z©”{jI•¿yBs¿Œ{…‡|•Œ1Ž•€RŽ‰voz}”{€�y]sTvo…“Ž‰”1to~}Ž‰voz}|•”™vof{j�to’HŽ‰~‚Ž‰…&Œ{…‡|u•uƒ1’*v

|R”¿vof{j�v“Ž‰”{€Rj�”Bv	toŒ1Ž•’�j�Žbv�v‡f{j�z‚•uj�”Bvoz©vŠs•«�ÃÄj�v

L S : Sym+
? (n) ! Sym+

? (n)
y‘j�vof{j�~}|•€BŽ‰…‡z¯v‡f{ikz}’

i¸ƒ{~©voz}Œ{~©z‚’�Ž‰voz}|•”¼y]s

S
« Æ™jÐf‘Žœ¬•j 	

< V1; V2 > S= < DSL S � 1 :V1; DSL S � 1 :V2 >
« l8ƒuv�twz}ikŒ{~©j

’�|•ikŒ{ƒuv“Žbv‡z©|R”1t•tof{|b³ v‡f1Žbv

DSL S � 1 = DS log
«ei•j�”‘’�j�‹½•W«$
 GI–���«gÒ�z}”1Ž‰~}~}s•ª1³8j	’�|•i	y1z©”{j&‹4•‘«$
 G�˜ �

Ž•”1•�‹½•W« 
 GI–��4vo|k|•y{v‡Ž‰z}”�vof{j 
Ktwz}ikŒ{~©j�v‡f{z‚tgvoz}ikj � �¸´¶|•…‡i	ƒ{~‚Ž�´¶|R…gvof{j�•{z}twv‡Ž•”1’�jR«

<

Î
¤

Î
' '¹¥u¤

Ë

O8�

� �3�U�

#

�$�

#

� � 
W� ��� � ��� � ��������� � ��� ����� � � 
��E� ���#��� � �  ��U�$�j� �j��� ����� ��� � � �+����� �

�  ��U�$���c� ��� ������� ��� �3�����	 � �0����	 � � � ���$� ��� � �  ����\� 	��	�

�

� � ��	  �� � �����

#


���� ���

! 
C� � � �Y��H�$� ���7��� �3�$� � �7� � � ����� ��� ����� � �E� 
��

Sym(n)
���3���

#

�$�

#

� ��
 ��
#��� 	���������$� �W��� ��� ���3�$�

� �$���>����� � ���Y� � ��
#� � �����������

m²” �HG>L��?ªWv‡f{j¸ikj�vo…‡z}’¸•uj�®1”1jH•Ð|R”[vof1j�vojH”1to|•…�twŒ1ŽR’�j�z‚t�Žb»�”{j�°?z}”]¬œŽ•…oz‚Ž‰”BvI«^egf{j¸ŽR’*v‡z©|R”TŽ•’�v

(A)
|•´

Ž•”�z}”]¬•jH…wv‡z©y{~}j�i�Žbvo…‡z©±

A
|•”�vof{j�v‡j�”1to|•…•toŒ1ŽR’�j�z}t$•{j�®1”{jI•�yBs 	

8S;
ŽR’*v

(A)(S) = A:S:AT :

Ñ•»�”{j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”1’�j�ikjHŽ‰”‘t$vof‘Žbv

8A
z}”]¬•j�…ovoz}y{~}j•ª�Ž•’�v

(A) : Sym+
? (n) ! Sym+

? (n)
z‚tŽ•”Ðz‚tw|Rixj�vo…‡s•«

egf1z}tg€R…o|Rƒ{ŒEŽ•’�voz}|•”�•ujHt‡’�…‡z}y‘jIt4f1|b³YŽ	voj�”‘tw|R…HªuŽ•t‡toz©ikz}~}Ž‰vojH•Evo|kŽk’�|b¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”1’�j^i�Žbv‡…oz©±�ªBz‚t$ŽbÈLjH’�vojI•Ey]s

Žx€Rj�”{jH…‡Ž•~LŽ‰»�”{j&’“f1Ž‰”{€Rj�|‰´�’�|]|•…“•uz©”‘ŽbvojIt�«

i^j�…‡j•ªHvof{j½Ã9|•€•°?‹†ƒ‘’�~}z}•ujIŽ‰”&•$z}j�i�Ž‰”1”{z}Ž•”/´¶…‡Ž•ixjH³4|R…o·^³$z©~}~•”{|•vÄs]z©jH~}•/´¶ƒ{~}~RŽ‰»�”{j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”1’�j•«1i•|b³g°

jH¬•jH…HªBz¯vgz‚t½”{|•v4¬Rj�…‡s¸´¹Ž•…½´¶…‡|•i(z©vHª]yWjH’�Ž•ƒ1toj^³8j’�Ž•”�|•y{v‡Ž‰z}”�z}”]¬œŽ•…oz‚Ž‰”‘’�j^y]s�toz©ikz}~}Ž•…oz©vŠs 
¹…o|•v‡Ž‰voz}|•”�Œ{~}ƒ1t

Žkt‡’�Ž•~©z}”{€ ��«

?�¤
Î+A½Î

¢('¹£('
Î3*

O � �

�Y�$� � ��� �U�

# Sym+
? (n) #

� � 
 �E��� ��� H����� � � � � � �0������� �+� � ��������� � ����� � �#��� ���3�$�

� �Y� 
#�>�0��� �\�

< V1; V2 > :=
! � ���$�

(V1:V2)
�����

V1; V2 2 Sym(n)
�

?�¤
ÎÄÎ32

�

ÃÄj�v

R 2 SO(n)
yWj�Ž�…o|•v‡Ž‰voz}|•”#Ž‰”1•

s > 0
yWj�Ž�t‡’�Ž•~©z}”{€�´¹Ž•’�vo|R…H«�Ã9j�v

S
y‘j�Ž�v‡j�”1to|•…I«

V
z‚t�vo…“Ž‰”‘tŠ´¶|R…oikjH•Ty]sÐvof1j�Ž•’*v‡z©|R”™|•´

s:R
z©”Bv‡|�ŽR’*v

(sR)(S) = s2:R:S:RT «�Ò{…‡|•i ‹½•W«!
 G>L �*ª�vof{j

*,+fk�*.-



���������
	����������������������������� �"!����#��� �$� G>I

•{z}twv‡Ž•”1’�j�yWj�vŠ³8j�j�”�vŠ³8|¸v‡j�”1to|•…“t

S1
Ž•”1•

S2
vo…“Ž‰”1tw´¶|•…‡ikjH•�y]s

sR
z‚t 	

d(
ŽR’*v

(sR)(S1);
Ž•’�v

(sR)(S2)) =
e�…“Ž•’�j

(f log(
Ž•’�v

(sR)(S1)) � log(
Ž•’�v

(sR)(S2))g2)

=
e9…“Ž•’�j

(f log(s2)I d + R: log(S1):RT � log(s2)I d � R: log(S2):RT g2)

=
e9…“Ž•’�j

(f R:(log(S1) � log(S2)) :RT g2)

=
e9…“Ž•’�j

(f log(S1) � log(S2)g2)

= d(S1; S2):
i^j�”1’�j/vof{j&…‡jHtoƒ{~©vH«

Z�* ){¥u¤ '¹¥ * ¦ Ê ' * £(4 Ê 58Ê\* ¢ Î ¤ 6 ' Ê 8 ¤ Î 	 A egfBƒ‘t�ª�³4j�toj�jkv‡f1Žbv�v‡f{j�e�j�”1to|•…�Ã9z©j�€R…o|Rƒ{Œ¿³$z¯v‡f#Ž

Ã9|•€•°?‹†ƒ‘’�~}z}•ujIŽ‰”¸ixj�vo…‡z}’4f1ŽRt:ikŽ•”]s&z©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”1’�j4Œ{…‡|•ŒWj�…ovoz}jHt 	9ÃÄz}jg€•…‡|•ƒ{Œ¸y{z©z}”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”1’�jgŽ‰”1•¸twz}ikz©~‚Ž‰…‡z©vŠsR°

z}”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”1’�jR«(šÐ|•…‡j�|b¬•jH…Hª•egf1j�|•…‡j�i –Âtwf1|b³•t�v‡f1Žbv�vof{j ����� � �������! 3��� � ���  H��z‚t�…‡jHtoŒWjH’*v‡jH• 	ºvof{j

z}”]¬•jH…‡toz©|R”#ikŽ•Œ{Œ{z}”�	

S 7! S� 1 z‚t	Ž•”¾z}to|•ikj�vo…‡s•«[m²”ºq]jI’*voz}|•”_–]ªQ³4jE³$z©~}~8toj�j�Ž‰”{|•vof{jH…�z©”]¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”1’�j

Œ1…o|RŒ‘jH…wvŠsRª‰’�Ž‰~}~}jH•j���  �� �3����� ��� +� ��� � �������3�$� 	�´¶|•…Qz}”1twv‡Ž•”1’�j8vof1j•ÃÄ|•€•°?‹½ƒ1’�~}z}•{jHŽ‰”¸ikjHŽ‰”k|•´Wt‡•Rƒ‘Ž‰…‡j4…‡|]|‰v‡t

|•´9v‡j�”1to|•…“tg³$z©~}~ÄyWj&to•Bƒ1Ž•…oj�…‡|B|•v8|•´�v‡f{j�ÃÄ|R€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”EikjHŽ•”�|‰´9v‡f{j�t‡Ž‰ikj/voj�”‘tw|R…‡tH«

� ��� ��� 3=� ��� +�� 1 
5� 3 �6��+ ��� ���4+�3 ��� ���43��#35� ��� + � 1�
O� 3

Æ¿j�f1Žœ¬•j�Ž‰~}…‡jHŽ••{s#toj�jH”ºv‡f1Žbvkv‡f{j[e9jH”1tw|R…�ÃÄz}j�€R…o|Rƒ{Œ¾z‚tkz}to|•ik|R…oŒ{f1z}’�Ž‰”1•_•uz©ÈWjH|•ik|•…‡Œ{f{z‚’Evo|¿vof{j

ŽR•{•uz©voz}¬•j€•…‡|•ƒ{Œ�|•´9tws]ikikj�vo…‡z‚’$i�Žbvo…‡z‚’�jHtH«:Æ™jf1Žœ¬•jŽ‰~‚tw|	toj�jH”�vof‘Žbvg³$z¯v‡fEŽ	Ã9|•€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujIŽ‰”�ikj�v‡…oz‚’‰ª

v‡f{j�e9jH”1tw|R…8Ã9z©j/€•…‡|•ƒ1Œ�z}tgŽ‰~‚to|	z‚tw|Rixj�vo…‡z}’•vo|¸vof{j�toŒ1Ž•’�j^|‰´�tws]ikikj�vo…‡z‚’•i�Žbv‡…oz‚’�jIt½jH”1•u|b³8jH•�³$z©vof�vof{j

ŽRtoto|u’�z‚Žbv‡jH•�‹½ƒ1’�~}z}•{jHŽ‰”�ikj�v‡…oz‚’‰«†egf1z}tgz‚t$i	ƒ‘’“f�Ž•~©…‡jHŽR•us•ª]y{ƒuv$v‡f{j�…‡j&z‚t$tŠv‡z©~}~Äik|•…‡j �

 
6½Î38

¥u¤ '¹£(4�� '¹¦ D9¦•¥�'¹¥u¤
&

	�'¶£>'
A

'�'¹¦R¥u£('
Î+* egf{j�ÃÄz}j�€•…‡|•ƒ{ŒÀz‚to|•ik|•…‡Œ{f{z‚twi

exp
´¶…o|RiŸv‡f{j�Ã9z©j

Ñ^~©€Rj�y{…“Ž¸|‰´�tos]ikixj�vo…‡z}’/i�Žbv‡…oz‚’�jIt4vo|xvof{j�v‡j�”1to|•…$toŒ1Ž•’�j/’HŽ‰”�y‘j&j�±]voj�”‘•ujH•�z©”Bv‡|kŽ•”�z‚to|•ik|•…‡Œ{f{z‚twi |•´

¬RjH’�vo|•…$toŒ1Ž•’�jHtH«:m²”1•uj�jI•�ª{³8j&twj�v 	

a�Ê��f*
'¶£>'

Î3*

]

�

! 
���H� �\� ��� ��
�� �������$� H��� ��	 �� �  3 �������������

~
�� � � ��������� � �Y� ������H� �

� 2 R
� � �

� ~ S = exp(�: log(S)) = S� :

 G0[��

Ò1|•…	j�±{Ž‰ikŒ{~}j•ª�i	ƒ{~©voz}Œ{~}sBz}”{€TŽ�v‡j�”1to|•…	yBs#Ž[t‡’�Ž‰~‚Ž‰…�´¹ŽR’*v‡|•…�|•´

1=2
z‚t&jH•Bƒ{z}¬bŽ‰~}j�”Bv�vo|Ðv‡Ž‰·]z}”{€[z©v‡t

t‡•Bƒ1Ž‰…‡j/…o|]|‰vI«

Æ f{jH”À³4j�ŽRtotoz}ixz}~‚Žbvojxv‡f{j�~}|•€RŽ•…oz©vof1ixz‚’xi	ƒ{~©voz}Œ{~}z}’HŽbv‡z©|R”™v‡|ÐŽ‰”ÀŽ••1•uz¯v‡z©|R”ÀŽ‰”1•™vof1j�~©|R€RŽ‰…‡z©vof{ikz‚’

t‡’�Ž•~}Ž•…gi	ƒ{~©voz}Œ{~}z}’HŽbvoz}|•”�v‡|�Žkƒ1toƒ1Ž‰~9t‡’�Ž•~}Ž•…$i	ƒ{~©voz}Œ{~}z}’HŽbv‡z©|R”Äª{³8j�f1Žœ¬•j&Ž•~©~�v‡f{j�Œ{…‡|•ŒWj�…ovoz}jHtg|•´:Žk¬RjH’�vo|•…

toŒ1ŽR’�j•«�l8sÐ’�|•”1twvo…‡ƒ1’*v‡z©|R”ÄªLvof1jxi�Ž•Œ{Œ{z}”{€

exp : (Sym(N ); + ; :) ! (Sym+
? (n); � ; ~ )

z‚t/Ž�¬•jI’*v‡|•…

toŒ1ŽR’�j•z‚tw|Rik|•…‡Œ{f{z‚twi�«�egf1z}t4|‰´9’�|•ƒ{…“twj•u|]jHt†”1|‰v4ikjIŽ‰”kvof‘Žbv½v‡f{jvoj�”‘tw|R…½twŒ‘Ž•’�jz}t4Ž	toƒ{y]¬•jI’*vo|R…½toŒ1Ž•’�j

|•´$vof{j�¬•jI’*vo|R…¸toŒ1Ž•’�j�|‰´^t‡•Bƒ1Ž‰…‡j�i�Žbv‡…oz‚’�jIt�«Tl8ƒuvxvof1z}txtwf1|b³•t&vof‘Žbv¸³8jE’HŽ‰”¾¬]z}j�³(vof1z}txtwŒ‘Ž•’�j�Ž•t	Ž

¬RjH’�vo|•…¸twŒ1ŽR’�j�³$f{jH”À³4jEz}•ujH”Bvoz©´¶s#Ž[voj�”‘tw|R…&vo|Ðz©v‡t¸~}|•€RŽ•…oz©vof1i�«�egf{j�•Rƒ1jHtwvoz}|•”#|‰´•³$f{j�vof{jH…	|R…�”{|‰v

v‡f{jvoj�”‘tw|R…8toŒ1Ž•’�j^z‚t4Ž¸¬•jI’*v‡|•…4toŒ1ŽR’�j•{j�ŒWj�”1•{t8|R”�vof1j¬RjH’*v‡|•…8twŒ1ŽR’�j/tŠv‡…oƒ1’�voƒ{…‡j^³8j�Ž‰…‡j^’�|R”1twz‚•ujH…oz}”{€1ª

Ž•”1• �3���†|•”#v‡f{j�toŒ1ŽR’�j�z©v‡toj�~©´Š«�Æ z©vof¾vof{j�’�~‚Ž•t‡twz‚’�Ž•~Q‹†ƒ1’�~}z‚•ujHŽ•”ºtŠv‡…oƒ‘’*voƒ1…oj�|•´$t‡•Bƒ1Ž‰…‡j�i�Žbv‡…oz‚’�jIt�ª�z¯v

z‚t&”{|•v	Ž�¬•jI’*vo|R…�twŒ‘Ž•’�jR«El8ƒuv�³$z©vof#vof1j�~©|R€RŽ•…oz©vof{ikz‚’xi	ƒ{~©voz}Œ{~}z}’HŽbvoz}|•”ÀŽ•”1•™vof{j�~}|•€BŽ‰…‡z¯v‡f{ikz}’kt‡’�Ž•~}Ž•…

i¸ƒ{~©voz}Œ{~©z‚’�Ž‰voz}|•”Äªuz©v•z‚t�«

k�kml n�o�o�p$q



••ž ����� �$��� �U��� ���e� ��

a�Ê��f* '¶£>' Î3*"F

�

(Sym+
? (n); � ; ~ )

� � �$�  H�$�Y� 
��E!+������� ���+�$��� ���

�

 #���$� �

Ò1…o|RiÇvof{z‚t:¬]z©jH³$Œ‘|Rz©”BvHª•y{z©z}”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Rv:ikj�v‡…oz‚’�t�|•”	vof{j$e�j�”1to|•…:ÃÄz}jg€•…‡|•ƒ{Œ¸Ž‰…‡j8toz©ikŒ{~}s	•ujH…oz}¬•jI•�´¶…‡|•i

v‡f{j�’�~‚Ž•t‡toz}’HŽ‰~L‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”�ixj�vo…‡z}’Htg|•”�vof{j&¬RjH’�vo|•…•toŒ1ŽR’�j

(Sym(n); + ; :)
« 5 4 	�¢ Í	Ê 4�¥U) Ê ' *"2 ¥{¦•£

Ï Ê��f*�Ê ÏY¥ *�ÊRÍ 9 	�¦ '�'KÏ Ê ¥ * ¢H£�¤ 	�¦•£
	�¤ ÊÀÎ+* £(4 Ê £ ÊC* ¢ Î ¤[¢ A ¥{¦ Ê[y]s�vo…“Ž‰”1toŒ‘|R…wv‡z©”1€�vof1Ž‰v&|‰´½z©v‡t

Ã9z©jÑ•~}€•j�y1…‡Ž

Sym(n)
|•”kv‡j�”1to|•…“tH«�l8ƒuv†v‡f{z‚t†‹†ƒ1’�~©z‚•ujIŽ‰”Etwvo…‡ƒ1’*v‡ƒ{…‡j$f1Ž•tQ”1|‰v†v‡f{j•uj�´¶jH’�v‡t†ikjH”Rv‡z©|R”{jH•

z}”™vof{jEq]jI’*v‡z©|R” Gx|‰´4vof{z‚t�Ž‰…ovoz‚’�~}j 	/i�Žbv‡…oz‚’�jIt³$z©vof#”]ƒ{~}~Qj�z}€•jH”B¬bŽ•~©ƒ{jIt�Ž‰…‡jxŽ‰v�z}”u®1”1z¯v‡jk•{z}twv‡Ž•”1’�j�Ž‰”‘•

v‡f{j�tosBikikj�v‡…osTŒ{…oz}”1’�z©Œ{~}jkz}t�…ojItwŒWjH’�vojH•Ä«�š[|•…‡j�|b¬Rj�…IªWi�Ž•”BsTz©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”1’�jxŒ{…‡|•ŒWj�…ovoz}jHt&Ž•…ojx¬bŽ‰~}z}•�ª�~©z}·•j

toz}ixz}~‚Ž‰…‡z¯vŠsB°dz©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”1’�jR«

�

Ç%������������*����$� ����
 �x������������38� ')“��+ ,#��-/.102��34���
��$�	� 57�8��.

%��34�

m²”�v‡f{z}t$tojH’�voz}|•”Äª1³4j�Œ{…‡jHtoj�”Bvgvof{j�••z©jHikŽ•”{”{z‚Ž‰”�tŠv“Žbv‡z}twvoz‚’�Ž•~L´¶…‡Ž•ixjH³4|R…o·k´¶|R…gvof{j�e�j�”‘tw|R…$quŒ1Ž•’�j/³$z©vof

Ã9|•€•°?‹†ƒ‘’�~}z}•ujIŽ‰”�ikj�v‡…oz‚’‰«gmdvz‚t•Œ‘Ž‰…ovoz‚’�ƒ{~‚Ž‰…‡~©s�twz}ikŒ{~©jRªWtoz}”1’�j�z©vz‚t$v‡f{j	t‡Ž‰ikj	ŽRtgvof{j¸ƒ1toƒ1Ž‰~�‹†ƒ1’�~}z‚•ujHŽ•”

´¶…“Ž‰ikjH³4|R…o·k³$f{jH”�|R”{j�z}•{j�”Bvoz©®1jHt^Ž	v‡j�”1to|•…gv‡|kz¯v“t$~©|R€RŽ•…oz©vof{i�«

„†…“Ž•’�voz‚’�Ž•~©~}s•ªB|•”{jtwz}ikŒ{~©skƒ1tojHt†vof{jƒ1toƒ1Ž‰~‘vo|]|•~‚t†|•´Ä‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”Etwv‡Žbv‡z}twvoz‚’�t½|•”�v‡f{j^~}|•€BŽ‰…‡z¯v‡f{i�t†Ž‰”‘•

i�Ž•Œ1t¸vof{j[…‡jHtoƒ{~©v‡txy1Ž•’“·#v‡|¿vof{j[e�j�”1to|•… MQjH’�vo|R…Eq]Œ1Ž•’�j�³$z©vof_v‡f{j�j�±uŒ‘|R”{j�”Bv‡z}Ž•~K«ÂÆ™j[…‡jH’HŽ‰~}~4v‡f1Žbv

v‡f{j�|R…oj�voz‚’�Ž•~©~}sx´¶ƒ{~©~}s&ˆŠƒ1twvoz©®1jI•EyWjH’HŽ‰ƒ1toj^v‡f{j&e9jH”1to|•…gÃÄz}j€R…o|Rƒ{Œ�j�”‘•u|b³4jI•�³$z©vof�Ž	y1z©z}”]¬œŽ•…oz‚Ž‰”Bv8ixj�vo…‡z}’


¹zK« j•«�f{jH…oj•Ž�ÃÄ|R€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”¸ikj�vo…‡z}’���z}tQz‚to|•ik|•…‡Œ{f{z‚’‰ª‰•uz©ÈLj�|•ik|R…oŒ{f1z}’$Ž•”1•	z‚to|•ikj�v‡…oz‚’4vo|�vof1j•Ž••{•uz©voz}¬•j

€R…o|Rƒ{ŒE|•´:tos]ikixj�vo…‡z}’/i�Žbv‡…oz‚’�jItg³$z¯v‡f�vof{j�ŽRtoto|u’�z‚ŽbvojI•��‹†ƒ1’�~}z‚•ujHŽ•”�”1|•…‡i�«

Ñ^Œ{Œ{~}z}’HŽbvoz}|•”‘t&|‰´8vof{j�twv‡Ž‰voz‚tŠv‡z}’Ht&|•”™vojH”1to|•…“t�z©”1’�~©ƒ‘•ujk´¶|•…&j�±uŽ•ikŒ{~©j�µ/e8°²šÐ•$m�twjH€•ikj�”Bvoz}|•” 	�toj�j

� G(%&�?«

����� � 35� 38+�
	7�� �3 � 
	� � �
	� � ��
*�� � ��N� 
 7
	�+�
 � 3 
 ��+��

egf1jv‡j�”1to|•…$toŒ1Ž•’�j³$z©vof�ŽxÃÄ|•€•°?‹½ƒ1’�~}z}•{jHŽ‰”�ikj�vo…‡z‚’z‚tgŽk•$z©jHi�Ž‰”{”{z‚Ž‰”�twŒ‘Ž•’�jRª]j�±{Ž•’�vo~}sEŽ•t4vof1jv‡j�”1to|•…

toŒ1ŽR’�j†³$z©vofxŽ‰”	Ž‰»k”1j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Bv9ikj�vo…‡z‚’‰«9m²” �HGœ–��dªœvof{jgtŠv“Žbv‡z}twvoz‚’�Ž•~•´¶…“Ž‰ikj�³8|•…‡·^z}”¸••z©jHikŽ•”{”{z‚Ž‰”	toŒ1ŽR’�jHt

z‚t8´¶ƒ{~}~©s�Œ{…‡jHtoj�”BvojI•�´¶…‡|•i�Žk€Rj�|Rixj�vo…‡z}’HŽ‰~WŒ‘|Rz©”Bv•|•´�¬]z}j�³&«

m²”Àv‡f{jHtojEtoŒ1Ž•’�jHtHª�|R”{j�ƒ1toƒ1Ž•~©~}s™€Rj�”{jH…‡Ž•~©z���jIt/vof{j�’�~‚Ž•t‡twz‚’�Ž•~Qj�±uŒWjH’*v“Žbv‡z©|R”À|‰´^Ž�…“Ž‰”1•u|Rix°?¬bŽ‰…‡z‚Ž‰y{~}j

³$z©vof�vof{j/”{|‰v‡z©|R”�|‰´9Ò1…��I’“f{j�v8j�±uŒWjH’*v“Žbv‡z©|R”Ä«�mdvgz‚t4•uj�®1”{jI•�Ž•t½vof{j�toj�v4|•´ÄŒ‘|Rz©”Bv“t½³$f{z‚’“f�ikz}”{z©ikz���jvof{j

ikj�vo…‡z}’�•{z}toŒ‘jH…‡toz}|•”#|‰´gvof1j�…‡Ž•”1•u|Ri ¬bŽ‰…‡z}Ž•y{~}j•«�Ã9j�v

(G; d(:; :))
yWjEŽÐ••z©jHikŽ•”{”{z‚Ž‰”ÀtoŒ1Ž•’�j�³$z¯v‡f¾z¯v“t

•{z}twv‡Ž•”1’�jkŽ‰”1•

S : 
 ! G
Ž

G
°?¬bŽ•~©ƒ{jI•Ð…“Ž‰”1•{|•i ¬bŽ‰…‡z}Ž•y{~}j•«	Ã9j�v

dP
y‘jkv‡f{jkŒ{…o|Ry1Ž‰y1z©~}z¯vŠs�ikjHŽRtwƒ{…‡j

ŽRtoto|u’�z‚Žbv‡jH•Âvo|

S
•{j�®1”{jI•¼|•”¼v‡f{j™toŒ1Ž•’�j[|‰´�Ž‰~}~^ŒW|Rt‡toz©y{~}jÐ|Rƒuv‡’�|•ikjHt




KtwjHj � •��´¶|R…EŽ¾’�|•ikŒ{~}j�voj

•{jHt‡’�…‡z©Œuv‡z©|R”Ð|‰´Qv‡f{jk’�~‚Ž•t‡twz‚’�Ž•~9Œ{…‡|•y1Ž•y{z}~©z‚tŠv‡z}’&´¶…‡Ž•ixjH³4|R…o·Lª‘Œ1Ž‰…ovoz‚’�ƒ{~‚Ž‰…‡~}sE´¶|R…^v‡jH’“f{”{z‚’�Ž•~�…‡jH•Bƒ{z}…‡j�ikj�”Bv‡t

toƒ1’“f�Ž•tgikjHŽRtwƒ1…‡Ž•y{z©~}z©vŠs•ª]³$f{z‚’“f�³$z}~}~�”{|‰v•yWj&ikj�”Bvoz}|•”{”1jH•�f{j�…‡j���«

Æ z©vof�v‡f{jHtoj�”{|‰v“Žbvoz}|•”‘t�ª]v‡f{j�Ò{…��H’“f{j�v$ixjIŽ‰”

E(S)
|•´

S
z‚t$•uj�®1”1jH•�y]s 	

E(S) =
Ž‰…‡€¸ikz}”

T

Z



d2(T; S(! ))dP(! ):


 GH— �

��

%�^<H H�Z����?^!a0K��<'2SI��13��#$l �$�C#7�b�����=13����"&)4����l@�$���>/$DC#�� �>��-Q/&%1313���$"$)4�I)4/ ����>/�#�13��#�/b�$�C#7� T�/$� F3��l@����>/$DC#�� �

��- /$%21313� �$"&)4�O16#7��"&)4� � /�R2)4��SI� F�#�/�������()4� -E94;<� P�"$#W��- ����

V

� l�/$�<"�� )4�5;<"$�<TD(A

*,+fk�*.-



���������
	����������������������������� �"!����#��� �$� •#G

�  ����� ��� ª$j�±]z‚twvoj�”‘’�j�Ž‰”1•Âƒ{”{z‚•Bƒ{j�”{jItot�Ž•…oj�|R”{~©sÀ€Rƒ1Ž‰…“Ž‰”Bv‡j�jH•º³$f{j�”Âvof1j[¬œŽ•~©ƒ1jHt¸v‡Ž•·•j�”_y]s

S
Ž‰…‡j

’�|•”Bv‡Ž•z©”1jH•Âz©” Ž#…‡j�€•z}|•”_|‰´

G
vof1Ž‰v�z}t�toi�Ž‰~}~•j�”1|•ƒ{€RfÄ«Yq]jHj �HGœ–��^Œ1Ž•€•j^G(%™´¶|•…�vof{jÐtwv‡Ž‰voj�ikjH”Rv�|•´

"

Ž•…‡’“f1j�…  t½vof{jH|•…‡j�i�«

Æ f{jH”ºv‡f{j�Ò{…��H’“f{j�v¸j�±uŒWjH’�v‡Žbv‡z©|R”¾z‚t¸ƒ1”{z}•Bƒ{jH~©s¾•{j�®1”{jI•�ª†|R”{j�’HŽ‰”ºŽ•~}to|™’�|•ikŒ{ƒuv‡j�ik|•ikjH”Rv“t	|•´

toƒ{ŒWj�…‡z©|R…�|•…“•uj�…�~}z}·•j:vof1j½’�|b¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”1’�j•«Äegf{z‚t�z‚t9•u|R”{j:vof{z‚t�v‡z©ikj†ƒ‘twz}”{€$¬•jI’*v‡|•…“t�ª�”‘Ž‰ikj�~}s^v‡f{jQ~}|•€RŽ•…oz©vof1ikt

’�j�”BvojH…ojI•T|R”Tv‡f{j�ikjHŽ•”Ä«�š[|•…‡j¸Œ1…ojI’�z‚twjH~©sRª�vof{j�’�|b¬bŽ‰…‡z}Ž•”1’�j¸ikŽ‰vo…‡z¯±�
¹toj�j��HGœ–��½Œ1Ž•€•jEG0[ �^z‚t�•uj�®1”{jI•

y]s 	

CovE(S) (S) = E(logE(S) (S)) =
Z



logE(S) (S(! )) : logE(S) (S(! ))T dP(! ):
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k log(S(! ))k� dP(! ) < 1 :
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expS1
(L ) = S1=2

1 : exp(S� 1=2
1 :L:S � 1=2

1 ):S1=2
1 exp(log(S1) + DS1 log :L )

logS1
(S2) = S1=2

1 : log(S� 1=2
1 :S2:S� 1=2

1 ):S1=2
1 D log( S1 ) exp:(log(S2) � log(S1))

< L 1; L 2 > S= < S� 1=2:L 1:S� 1=2; S� 1=2:L 2:S� 1=2 > I d < DS log :L 1; DS log :L 2 > I d
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v‡f{z‚tEz‚tE|•´	”{|_’�|•”‘twjI•Rƒ1j�”1’�j•ª$yWjH’�Ž•ƒ1toj™•uz‚tŠv“Ž‰”1’�jHtHª•€•jH|u•ujHtoz}’HtEŽ•”1• ikjHŽ•”1t�’HŽ‰” yWj™ƒ‘twjI•2•uz}…ojI’*vo~}s

³$z©vof1|•ƒuv•ƒ1toz}”{€kj�±uŒ{~}z}’�z¯v‡~©sEvof{j&ikj�v‡…oz‚’‰«†q]jHj	q]jH’�voz}|•”�[]«

*,+fk�*.-
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S
�$� �W� ���3�U��� � ������� � �

�


#��� ��
#� � ��� �

#

�� �� �U� 	 � �����

#

�

#

�  

#

��� � �

EAf f (S)
� ���E��� �3��� � ��� � ��������� � �$� � � � �

#

�E� �$����  � 
�� �

#

�

#

��� � �

ELE (S)
� 
�� � ������� 	���������$� �

� �$� � �

egf{jH|•…‡j�i L�f‘Ž•t�vo|&yWj•’�|RikŒ1Ž‰…‡jH•¸³$z¯v‡fxvof{j$…‡jHtoƒ{~©v‡tQ|Ryuv‡Ž•z©”{jI•	€Rj�”{jH…‡Ž•~©~}s�|R”xÒ1…��I’“f{j�v†ikjHŽ•”1tQŽ‰”‘•

z}”EŒ‘Ž‰…ovoz‚’�ƒ{~‚Ž‰…4|•”�Ž‰»�”{j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”Bv½ikjHŽ•”1t�«:m²”Evof{j/~}Ž‰vwv‡j�…g’�Ž•toj•ªRvof1j�…‡jz‚t8z©”�€•j�”1j�…“Ž‰~ � �^’�~©|BtwjI•k´¶|•…‡i

´¶|R…gvof{j&ikjIŽ‰”�|‰´�ik|R…oj/vof‘Ž‰”�vŠ³4|¸vojH”1to|•…“t�«Ql8ƒuv•f{jH…ojRªuz©”�vof1j�Ã9|•€•°?‹†ƒ‘’�~}z}•ujIŽ‰”�ikj�vo…‡z‚’�t8´¶…“Ž‰ikj�³8|•…‡·Lª

v‡f{j�…‡jEz‚t�|R”{j•ª:v‡f1Ž‰”1·]t	vo|Tvof{j�’�|Rixi¸ƒuv‡Ž‰voz}¬]z¯vŠs¿|‰´$v‡f{j�ŽR•{•uz©voz}¬•j�Œ1…o|u•uƒ1’�v¸yWj�vŠ³8j�jH”ÀvojH”1tw|R…‡tH«¿n”{j

tof{|Rƒ{~}•¿”{|•voz‚’�j�v‡f1Žbv	vof{j�ikjIŽ‰” �U�>��� �3� � �U�  ���� � ��� ��
#��� ��� �����	ŽRt&~©|R”{€ÐŽ•t&vof{j�ikj�vo…‡z}’�z‚t�Ã9|•€‰°

‹½ƒ1’�~}z}•{jHŽ‰”9«8Æ¿j�f1Žœ¬Rj/vof{j	t‡Ž‰ikj�Œ1f{j�”{|Rikj�”{|R”�´¶|R…^Žb»�”{j�°?z}”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Rv$ikjHŽ•”1tH«8egf{z‚t•€Rj�”{jH…‡Ž•~©z���jIt8vof{j

’�~}ŽRtotoz‚’�Ž‰~B…‡jHtoƒ{~¯v:|•”¸‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”¸ikjIŽ‰”1t�³$f{z‚’“fxŽ•…oj4z©”1•{j�ŒWj�”1•ujH”Bv�´¶…‡|•iÇv‡f{jg‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”x•{z}twv‡Ž•”1’�j8ƒ1tojH•�«

Ò1…o|Ri �HGœ–��dªu³4j�twjHj^v‡f1Žbv$z©´�v‡f{j�…‡j/z}tg”{|k’�~}|RtojH•�´¶|•…‡i ´¶|•…8v‡f{j&Žb»�”{j�°dz}”B¬bŽ•…oz‚Ž‰”Bv4ikjIŽ‰”E|•´9v‡j�”1to|•…“t�ª

v‡f{j�…‡j�z}t•…‡Ž‰vof{jH…gŽ �$� ���U�$����� ����� � ��	�� � ��� �xv‡f1Žbv^•uj�®1”{jIt$z¯v•z}ikŒ{~}z}’�z¯v‡~©s 	

Z



log(EAf f (S) � 1=2:S(! ):EAf f (S) � 1=2)dP(! ) = 0:


K•\[��

egf1j™to|•~}ƒuvoz}|•” v‡|ºv‡f{z‚tEjI•Rƒ‘Žbvoz}|•” j�±uz}twv‡t�Ž‰”‘•2z‚tEƒ{”1z}•Bƒ{j#Ž‰”1•2³$f{j�” vof{j™vojH”1tw|R…w°d¬bŽ‰~}ƒ{jH•¼…“Ž‰”‘•u|•i

¬bŽ•…oz‚Ž‰y{~}j

S
z}t&yW|•ƒ1”1•ujH•Ä«�„†…“Ž•’�voz‚’�Ž•~©~}s•ª9vof{z‚t�~}jHŽR•{t�vo|[z©vojH…‡Ž‰voz}¬•jk”]ƒ{ikj�…‡z}’HŽ‰~†ikj�vof{|u•{t�v‡|Ðtw|R~©¬Rjkvof{j

jI•Bƒ1Žbv‡z©|R”Äª•³$f{z‚’“f�Ž‰…‡jg´¹Ž‰…4ix|R…oj•’�|•ikŒ{ƒuv“Žbv‡z©|R”{”1Ž‰~}s�j�±]ŒWj�”‘twz}¬•j$v‡f1Ž‰”kv‡f{j^•uz}…‡jH’*v½’�|•ikŒ{ƒuv“Žbv‡z©|R”�|‰´Lvof{j

Ã9|•€•°?‹†ƒ‘’�~}z}•ujIŽ‰”�ixjIŽ‰”�ƒ1toz©”1€x‹4•‘« 
?•••���«

���'� � 38��� 3 ��+,N� � �6��38+�12��7�
������� ��� � 38� 35+ � ��4
	�6���

egf1j�•uj�®1”1z¯v‡z©|R”�|•´�v‡f{j	Ã9|•€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujIŽ‰”EikjIŽ‰”�€•z}¬•jH”�y]sE‹4•‘« 
K•U% �8z}t•j�±]vo…‡j�ikj�~}s�toz}ixz}~‚Ž‰…gvo|kv‡f1Žbv•|•´

v‡f{j�’�~‚Ž•t‡toz}’HŽ‰~�to’HŽ‰~‚Ž‰…g€•jH|•ikj�v‡…oz‚’�Ž•~LixjIŽ‰”Ä«:m²”1•{j�jH•Äª{³4j&’�~}ŽRtotoz}’HŽ‰~}~©s�f‘Žœ¬•j 	

a�Ê��f*
'¶£>'

Î3*

& -8�

! 
#� �\�$��� ��� �����$�  � �$� � ��  ��0��� ��� � ����	 � �$���$�

d1; :::; dN
� � � ��� � ��� � �

E(d1; :::; dN ) = exp

 
1
N

NX

i =1

log(di )

!

:

egf{j&Ã9|•€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujIŽ‰”�Ž•”1•�Žb»�”{j�°dz}”B¬bŽ•…oz‚Ž‰”Bv$Ò{…��H’“f{j�v8ikjHŽ•”1t$’�Ž•”�yW|‰v‡f�yWj�’�|R”1toz}•ujH…ojI•EŽRt4€Rj�”{jH…w°

Ž•~©z��HŽ‰voz}|•”1t/|•´½vof1j�€•j�|Rikj�vo…‡z‚’	ikjHŽ•”Ä«km²”1•ujHjH•�ª9vof{jHz©…�•uj�vojH…oikz}”1Ž‰”Bv&z}t/v‡f{j�€•jH|•ikj�v‡…oz‚’¸ixjIŽ‰”¿|‰´8vof{j

€Rj�|Rixj�vo…‡z}’ikjHŽ•”�|•´�v‡f{j&…‡Ž•”1•u|Ri�•uj�v‡j�…‡ikz©”1Ž•”Bv‡t��
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L 1 � ���3�U��� � ��������� � ! 
���� ��
#���U��� ��� ��� � � �+� � �E� ��� � ���U���
	��� ���U�$� �

� �$� ��� � ��
#�c�\�$��� ��� ����� � �$� � �� � 
���� � � ���3�����h�U��� ��� ��� � � �+� �7��� � �$��� �����`� �

S
� �

L 1 � � ��� ��� �3���

� � �0������� �+� � �$� ��� � ��� 	`�3�$�Y���3� ��
#� ����� � ������	 �� 
#�  �0� ��� � � ��� �U��� ��� � � �3� �+� �

k�kml n�o�o�p$q
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�

Ò{…‡|•i „†…‡|•ŒÄ« G/³4j�·]”{|b³¼v‡f1Žbv••uj�v

(exp(M )) = exp(
e�…‡ŽR’�j

(M ))
´¶|•…$Ž•”Bs�t‡•Bƒ1Ž‰…‡ji�Ž‰vo…‡z¯±

M
«Qegf{jH”�´¶|•…gvof1j&€•j�|Rikj�vo…‡z‚’^ikjHŽ•”Äª{³8j�€•j�v�	

•uj�v

(ELE (S)) = exp(
e�…“Ž•’�j

(log(ELE (S))))

= exp
�

e�…“Ž•’�j

(
Z



log(S(! ))dP(! ))

�

= exp
� Z




e9…“Ž•’�j

(log(S(! ))) dP(! )
�

= exp
� Z



log(

•{j�v

(S(! ))) dP(! )
�

= exp(E(log(
•{j�v

(S)))) :

egf1j�’�|•iki¸ƒuv‡Ž‰voz}|•”�y‘j�vŠ³4jHj�”�v‡f{j�z}”Rv‡j�€R…‡Ž•~ÄŽ‰”1•�v‡f{j&vo…“Ž•’�j&•u|•”{j	z©”�vof1j	’�|RixŒ1ƒuv‡Ž‰voz}|•”1t$z}”kˆŠƒ1twvoz©®1jH•

yWjH’HŽ‰ƒ1toj/vof{j�v‡…‡ŽR’�j�z‚t$Ž¸~}z}”{jHŽ•…$|•ŒWj�…“Žbvo|R…g|•”�ikŽ‰vo…‡z}’�jHtH« i•j�”‘’�j�vof1j&…ojItwƒ{~©vH«

Ò1|•…:Žb»�”{j�°dz}”B¬bŽ•…oz‚Ž‰”Bv9ikjHŽ•”1tHªœvof{jH…oj4z}t�”{|/’�~}|RtojH•�´¶|R…oiÅ´¶|•…�v‡f{j4ikjIŽ‰”Ä«5�e	 �Rvof{jH…oj8z‚tÄv‡f{j4y‘Ž‰…‡s]’�j�”u°

v‡…oz‚’jH•Bƒ1Žbv‡z©|R”�€•z}¬•jH”�y]s�‹½•W« 
K•�[ �*«Ql8s�Ž‰Œ{Œ1~©s]z}”{€�v‡f{j&toŽ•ixj^´¶|•…‡i	ƒ{~‚Ž	ŽRt½yWj�´¶|R…oj�Žb´ v‡j�…gf1Žœ¬]z}”{€�v“Ž‰·•jH”

v‡f{j&j�±uŒW|•”{jH”Bvoz‚Ž‰~ÄŽ‰”‘•Eƒ1toz}”{€�•uj�v

(S:T) =
•{j�v

(S):
•uj�v

(T )
³8j�|•yuv“Ž‰z}”�vof{j&…‡jHtoƒ{~©vH«

egf{jH|•…‡j�i [�tof{|b³•t^vof1Ž‰v/v‡f{jkÃÄ|•€•°?‹½ƒ1’�~}z}•{jHŽ‰”™Ž‰”1•™Žb»�”{j�°dz}”B¬bŽ•…oz‚Ž‰”Bv^ikjHŽ•”1t|‰´†v‡j�”1to|•…“tŽ•…oj¸¬•jH…os

toz}ixz}~‚Ž‰…I«™m²”Àv‡j�…‡i�t¸|•´•z©”Bv‡j�…‡Œ‘|R~}Ž‰voz}|•”Äª:v‡f{z}tx…‡jHtoƒ{~©v¸z‚t¸t‡Žbv‡z}tw´¹Ž•’�vo|•…‡s•ªQtoz©”‘’�j�z¯vkz©ikŒ{~}z}jHt	vof1Ž‰v¸v‡f{j�z}”u°

v‡j�…‡Œ‘|R~}Ž‰vojI•T•uj�voj�…‡ikz©”‘Ž‰”BvHª�z?« jR«�v‡f{jk¬•|•~}ƒ{ikjx|‰´†v‡f{j�Ž•t‡tw|u’�z‚Žbv‡jH•[z}”BvojH…oŒW|•~‚Žbv‡jH•ÐjH~©~}z}Œ1tw|Rz}•1t�ª�³$z}~©~Q¬bŽ•…os

yWj�vŠ³8j�jH”Ev‡f{j&¬bŽ‰~}ƒ{jHtg|•´�v‡f{j�•uj�voj�…‡ikz©”‘Ž‰”Bv‡tg|•´9vof1j�tw|Rƒ{…‡’�j/voj�”‘tw|R…‡tH«�m²”‘•uj�jI•�ª{³8j/f‘Žœ¬•j 	
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L 1 � � � �U���m� ���#��� � �B! 
#���^� 
�� ����� ��� ��� � � ���7�� ��
#�

�

���$� 
����`��� �U�

� 	���������$� � � �3�K��� �3��� � ��� � ��������� � �$���#� � � �

#

� � 
 � � ��
#� � ��� ��� � � 

[ inf
! 2 


(S(! )) ; sup
! 2 


(S(! ))]

?�¤
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�

egf{z}t•z}t•toz}ixŒ1~©sEŽ�’�|•”1tojH•Bƒ{jH”1’�j/|‰´�vof1j&ix|R”{|‰v‡|•”{z‚’�z©vŠs�|•´�v‡f{j�to’HŽ‰~‚Ž‰…gj�±uŒW|•”{jH”Bvoz‚Ž‰~ÄŽ‰”‘•�|•´

v‡f{j�t‡’�Ž‰~‚Ž‰…gz}”Bvoj�€R…‡Ž•~K«

<

Î
¤

Î
' '¹¥u¤

Ë
:

�

�����

S1
���3�

S2
���K�

#

�B� ������� �$� � ! 
#� �\�$�(���������K� ��� ���  ��  � � ��� �#�� 3� ���(������� � ����
#�

� � � ��� � � �0������� �+��� � � ���������
	������������� � ��� �������
H�$�U� � � � �\�$��� ��� ����� � ��� ���  #��H� � ��� �K��@����� ��� � � �3������� �

� � �K�$� �#��� ��	���� ��� � ��
C� � � ��� ���  ��  � � ��� � � � ����� ��� � � �3������� � � � � � � � � �������

?�¤
ÎÄÎ32

�

m²”1•uj�jI•�ªWz©”[yW|‰v‡fT’�ŽRtwjIt�ªuv‡f{j	z}”BvojH…oŒW|•~‚Žbv‡jH•�•uj�v‡j�…‡ikz©”1Ž•”Bvµ^j�v

(t)
z‚t$vof1j�€•jH|•ikj�v‡…oz‚’�ikjHŽ‰”

|•´Lvof{j^vŠ³4|	•{j�vojH…oikz}”1Ž‰”Bv“t�ªRzK« j•«QŽbv

t 2 [0; 1]
	:µ^j�v

(t) = exp((1 � t) log(
•uj�v

(S1)) + t log(
•uj�v

(S2)))
«

egf1z}tgz}”Bvoj�…‡ŒW|•~‚Žbvoz}|•”�z‚tgix|R”{|‰v‡|•”{z‚’‰ª{toz}”1’�j�v‡f{j�•uz©ÈWjH…ojH”Rv‡z}Ž‰voz}|•”�s]z©jH~}•{t 	

d
dt

µj�v

(t) =
µ^j�v

(t) log(
•{j�v

(S2:S� 1
1 )) :

egf1j�toz}€•”�|‰´ d
dt

µ^j�v

(t)
z‚t•’�|R”1twv‡Ž‰”Bv•Ž‰”‘•E€Rz©¬Rj�”�yBs

log(
•uj�v

(S2:S� 1
1 ))

«

*,+fk�*.-
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m²”�€•jH”{j�…“Ž‰~?ªRÃ9|•€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujIŽ‰”�Ž‰”‘•EŽb»�”{j�°?z}”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Rv4ixjIŽ‰”1t8Ž‰…‡j^toz©ikz}~}Ž•…HªBy{ƒuvgv‡f{j�s�Ž‰…‡j � � �Wz}•{j�”Bvoz‚’�Ž•~K«

$^|•”{j�vof{jH~©jItotHª�vof{jH…ojEŽ•…oj�Ž�”Bƒ1i	yWj�…	|•´^’�ŽRtwjIt&³$f{j�…‡jkvof1j�sÀŽ‰…‡j�z}•{j�”Bvoz‚’�Ž•~Kª�´¶|•…	j�±{Ž‰ikŒ{~}j�³$f{jH”Àvof{j

…“Ž‰”‘•u|•i ~}|•€BŽ‰…‡z¯v‡f{i�t8Ž•~©~�’�|•iki¸ƒuvoj�³$z©vof�|•”{j&Ž•”{|‰v‡f{j�…•Ž•~©ik|Rtwv•twƒ1…ojH~©sR«�m²”�´¹ŽR’*vHªu³8j&f1Žœ¬Rjik|•…‡j 	
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S
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L 1 � � � �U��� � ������� � ��! �e��
#� �
	��� ���U�$� � � �$���E� �7� 
�� � �����>������� �$� � � �+�

�����hH���\� ��� ��
�� �$��� ��	 � �����  � �0���
��	 � �� �

#

� � 


log(S)
�
� 
���� � 
�� � ���U���
	��� ���U�$� � � � � ��
#� � � � ���

� � �0������� �+� � �$� �#� ��� � �������+�����$��%�

?�¤ ÎÄÎ32

�

ÃÄj�v �L :=
R


 log(S(! ))dP(! )
«¼egf{j�f]s]ŒW|‰vof1jHtoz}txz‚t	v‡f1Žbv

[ �L; log(S(! ))] = 0
Ž•~©ik|Rtwv

toƒ{…‡j�~}s•«:egf{z‚tQz©ikŒ{~}z}jHtQv‡f1Žbv

log(exp(� 1=2�L):S(! ): exp(� 1=2�L)) = log(S(! )) � �L
Ž‰~}ix|BtŠv8twƒ{…‡j�~}s•«

Æ¿j¸toj�j�vof{jH”[vof1Ž‰v

exp �L
ª‘z?« j•«•v‡f{j¸Ã9|•€•°?‹†ƒ‘’�~}z}•ujIŽ‰”�ikjHŽ•”Äª‘z‚t/Ž�tw|R~©ƒ{voz}|•”Ð|•´:‹4•‘« 
K•\[&�*ªLz?« jR«•z}t/Ž‰~‚to|

v‡f{j�Žb»�”{j�°?z}”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Rv8ikjHŽ‰”9«

q]|�´¹Ž‰…IªL³4jxf1Žœ¬•j¸”{|‰v�yWj�j�”¿Ž‰y{~}j¸vo|�Œ{…o|b¬Rj&vof1jk’�|•”]¬•jH…‡toj�Œ1Ž•…wv/|‰´†v‡f{z‚t�Œ{…o|RŒ‘|Btwz©voz}|•”9«/mdv�i�Žœs[y‘j

v‡…oƒ1j&z©”[€Rj�”{jH…‡Ž•~ÄŽ‰”1•�vof1j�Œ{…‡|B|•´�|•´�v‡f{z‚t^Ž•t‡toj�…ovoz}|•”�³$z©~}~ÄyWj&vof{j¸twƒ{y{ˆŠjH’*v|‰´�´¶ƒuvoƒ{…‡j�³8|•…‡·L«`i•|b³8j�¬Rj�…Iª

v‡f{j$”{j�±Bv½toƒ{y1tojH’�voz}|•”kŒ{…‡|b¬]z}•ujIt:Ž�Œ1Ž‰…ovoz‚Ž‰~uŒ{…‡|]|‰´Šª‰¬bŽ•~©z‚•x|•”{~}s	³$f{jH”xvoj�”‘tw|R…‡tQŽ•…ojg”{|•vQvo|]|�Ž‰”{z‚to|‰vo…‡|•Œ1z}’•ª

z?« j•«†’�~}|Rtojvo|�Žkto’HŽ‰~}jH•�¬•jH…‡toz©|R”E|•´9vof1j&z}•ujH”Bvoz©vŠs•«
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m²” q]jI’*v‡z©|R” [Bª�³8j¾twjHj#vof1Ž‰v™Žb»�”{j�°?z}”]¬œŽ•…oz‚Ž‰”Bv[ikjHŽ•”1t�vojH”1•Åvo| yWj¾~}jHt‡tÐŽ‰”1z}to|‰v‡…o|RŒ{z}’™v‡f{j�” Ã9|•€‰°

‹½ƒ1’�~}z}•{jHŽ‰” ikjIŽ‰”1tH« m²”1•{j�jH•Äªgvof{z‚t�z‚tEŽ#€Rj�”{jH…‡Ž•~$…ojItwƒ{~©vH«Çegf{j[´¶|R~©~}|b³$z}”{€¿vof{jH|•…‡j�i�j�±uŒ{~‚Ž‰z}”1tkvof1z}t

Œ1f{j�”{|Rikj�”{|R”�³$f{jH”�voj�”‘tw|R…‡tgŽ‰…‡j�z}to|‰v‡…o|RŒ{z‚’^jH”{|•ƒ{€RfÄ«
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�$� �E� � � �U���h� ���#��� ����H� ���Y��� � 	U� 
�� �K� 
�� ���U����� � � � �
���K� 
�� �

#

� �$� � �� � 3 �

��
#�d�c���U����� � ���) �$�� ���� ��	C����� � � ��� � � 	 H� �  � �0���7��	 � �� � � �����

�

�$���������

�

�

�

�


���� � 
�� H���\� ��� ��
��

�� � 
������ �U���
	�������U�$��� � ����� �U�>��� � � � �$��� � 	 � �K�  � �0���c�$	 ���� �

#

� ��


log(S)
�c��
#���

#

� 
#��� �K� 
��

���� H�

#

� �C�E� �3� ��	�� �� � � �

! � ���$�

(EAf f (S)) <
! � ���$�

(ELE (S)) :

K••—��

?�¤
ÎÄÎ32

�

egf{j¸z‚•ujIŽEz‚tvo|�twjHj¸f{|b³Çv‡f{j¸vŠ³4|�ikjHŽ‰”‘t•uz©ÈLj�…&’�~}|Rtoj	v‡|Ev‡f{jxz}•ujH”Bvoz©vŠs•«	e�|�•u|�vof1z}tHª�³4j

z}”Bvo…‡|u•uƒ1’�jxŽ�toikŽ•~©~:t‡’�Ž‰~}z}”{€�´¹Ž•’�vo|R…

t
Ž•”1•Ðtoj�j	f1|b³Çvof{j	vŠ³4|�ixjIŽ‰”1t^¬bŽ‰…‡s�³$f1j�”

t
z‚t�’�~}|Rtoj&vo| ��j�…‡|1«

Ã9j�v

St
y‘j¸vof{j¸¬•jH…‡toz©|R”[|‰´

S
t‡’�Ž•~©jI•�y]s

t
z}”Ðv‡f{j	~}|•€BŽ‰…‡z¯v‡f{ikz}’	•u|•i�Ž‰z}”Ä«/Ñ•…‡|•ƒ{”1•[vof{j¸z}•ujH”Bvoz©vŠs•ªL³4j

’HŽ‰”�ƒ1toj�vof{j�lgŽ‰·Rj�…o°
¨

Ž•ikŒ{y‘jH~©~©° i^Ž‰ƒ‘to•u|R…wÈ 
¹l
¨

Ò �8´¶|•…‡i	ƒ1~}Ž¸vo|�toz©ikŒ{~}z©´¶s�vof1j�y1Ž‰…‡su’�jH”Rv‡…oz‚’jH•Bƒ1Žbv‡z©|R”


¹‹½•W« 
?•�[&� �*«4Ã9j�v•ƒ1t•ƒ1twj�v‡f{j�´¶|•~}~}|b³$z©”{€k”{|•v‡Ž‰voz}|•”1t 	

log(S(! )) := L (! )
ª �L t ;Af f := log(EAf f (St ))

Ž•”1• �L LE := log(ELE (S))
«

Ò�z}…‡twvHª{³8j�ƒ1tojvŠ³$z‚’�j�v‡f{j�l
¨

Ò#´¶|•…‡i	ƒ1~}Ž¸vo|k³8j&|•yuv“Ž‰z}”Ev‡f{j�´¶|•~}~}|b³$z©”{€kŽ‰Œ1Œ{…o|œ±uz}i�Žbvoz}|•” 	

log(EAf f (St )� 1=2:St (! ):EAf f (St )� 1=2) = tL (! ) � �L t ;Af f � t3 1
12 [L (! ); [L (! ); �L t ;Af f ]]

+ t3 1
24 [ �L t ;Af f ; [ �L t ;Af f ; L (! )]] + O(t5):


?•�I��

egf1j�”�³4j&z}”Bvoj�€R…‡Ž‰voj/|b¬•jH…



vo|�|Ryuv‡Ž•z©”�vof{j�´¶|R~©~}|b³$z}”{€�Ž‰Œ{Œ{…‡|œ±uz©i�Ž‰voz}|•”EÃ9j�iki�Ž 	
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#���

t
� � � � �� ����3� 	U� 
 �

#

� 
���� � �

�L t ;Af f = t �L LE +
t3

12

Z



[L (! ); [ �L LE ; L (! )]]dP(! ) + O(t5):
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�

e9|$|Ryuv‡Ž•z©”/vof1j½Ž‰Œ{Œ1…o|œ±uz}ikŽ‰voz}|•”Äª�”{|‰v‡j:vof1Ž‰vÄvof{j4twjI’�|•”‘••´¹ŽR’*vo|R…

t3 1
24 [ �L t ;Af f ; [ �L t ;Af f ; L (! )]]

z}”T‹4•‘« 
K•�I��•yWjH’�|•ikjHt�Ž

O(t5)
«&m²”1•ujHjH•�ª�³$f1j�”™vof{jxz©”Bv‡j�€•…“Žbv‡z©|R”Ð|b¬•jH…



z‚t�•u|•”{jRª

L(! )
yWjH’�|RikjHt

�L LE
«Ql8ƒuv4³8j’HŽ‰”�…‡j�Œ{~‚Ž•’�j �L LE

yBskz©v‡t8¬bŽ‰~}ƒ{j^z}”�v‡j�…‡i |•´9Žb»�”{j�°?z}”]¬œŽ•…oz‚Ž‰”‘’�j$ikjHŽ•”�ƒ1toz©”{€¸‹½•W« 
K•�I �*«

egf1j�”Äª{ƒ‘twz}”{€xvof{j�´¹ŽR’*vgvof‘Žbv

[ �L t ;Af f ; �L t ;Af f ] = 0
³8j&twjHj/vof1Ž‰v•³4j�|•y{v‡Ž‰z}”�Ž

O(t5)
«

$^|‰vojÐŽ•~}to|™vof1Ž‰v�vof1Ž•”{·utxvo|¿vof{j^����� � ��� ���  ��� �3���  3H��ª �L t ;Af f
yWjH’�|RikjHt

� �L t ;Af f
³$f{j�”

t
z}t

’“f‘Ž‰”{€Rj�…/z©”Bvo|

� t
ª�z?« jR«

t 7! �L t ;Af f
z‚t|u•{•Ä«xÑt&Ž�’�|•”1tojH•Bƒ{jH”1’�jRª�|•”{~}s[|u•{•Tvoj�…‡i�t&Ž‰Œ{ŒWjHŽ•…z}”¿vof{j

•{j�¬•jH~©|RŒ{ikj�”Bv$z©”�ŒW|b³4jH…‡tg|•´

t
«

$•j�±]vHª{³8j/v‡Ž‰·Rj/vof{j&j�±]ŒW|•”1j�”Bvoz‚Ž‰~�|•´�‹½•W« 
�%Rž��gŽ•”1•�•{z¯ÈLj�…‡j�”Bvoz‚Žbv‡j/vof{j&j�±]ŒW|•”1j�”Bvoz‚Ž‰~Lv‡|�|•yuv“Ž‰z}”�	

EAf f (St ) = ELE (St ) + D t �L LE
exp:

�
t3

12

Z



[L (! ); [ �L LE ; L (! )]]dP(! )

�
+ O(t5):

egf1j�”#³4j�ƒ‘twj�toj�¬Rj�…“Ž‰~QŒ{…‡|•ŒWj�…ovoz}jHt/v‡|TŽ‰Œ{Œ1…o|œ±uz}ikŽ‰voj¸vof{j�vo…“Ž•’�jk|•´$Ž‰»�”{j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”Bv/ikjIŽ‰”1tH«�Ò�z}…‡twvHª

³8jTƒ‘twj
¨

|•…‡|•~}~}Ž•…osQGÐv‡|_toz©ikŒ{~}z©´¶s¼vof{j#ƒ1tojT|•´�vof{j#•uz©ÈWjH…ojH”Bvoz‚Ž‰~�|‰´&v‡f{j™j�±uŒ‘|R”{j�”Bvoz‚Ž‰~?« egf{j�”Y³4j

Ž•Œ{Œ{…‡|œ±uz©i�Žbv‡j^v‡f{j&j�±uŒW|•”{jH”Bvoz‚Ž‰~Ly]s�vof1j�®1…‡twvgvŠ³4|xv‡j�…‡iktg|•´�z©v‡t$toj�…‡z}jHtgj�±uŒ1Ž•”1toz©|R”Ä«:Æ™j&€Rj�v 	

e�…“Ž•’�j

(EAf f (St )) =
e9…“Ž•’�j

(ELE (St )) +
e�…“Ž•’�j

�
exp(t �L LE ):

t3

12

Z



[L (! ); [ �L LE ; L (! )]]dP(! )

�
+ O(t5)

=
e�…‡ŽR’�j

(ELE (St )) +
e�…“Ž•’�j

�
(I d + t �L LE ):

t3

12

Z



[L (! ); [ �L LE ; L (! )]]dP(! )

�
+ O(t5)

=
e�…‡ŽR’�j

(ELE (St )) +
t4

12

Z




e�…“Ž•’�j

� �L LE :[L (! ); [ �L LE ; L (! )]]
�

dP(! ) + O(t5)

=
e�…‡ŽR’�j

(ELE (St )) �
t4

12

Z




e�…“Ž•’�j

�
L (! )2: �L 2

LE � (L (! ): �L LE )2�
dP(! ) + O(t5):

e�|�’�|R”1’�~}ƒ1•ujRªu³4j�ƒ1toj�vof{j�´¶|R~©~}|b³$z}”{€xÃ9j�iki�Ž 	
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A; B 2 Sym(n)
� ! 
���� �

!#� �U�$�

(A2:B 2 � (A:B )2) � 0:
! 
�� � � � ��	��  � � � � � ��� �������@� � � � �Y� �+ � � �

A
� �3�

B
�U�Y�3���
�$��� � 	 � ���

?�¤
ÎÄÎ32

�

ÃÄj�v

(A i )

¹…ojItwŒÄ«

(B i )
�4yWj^v‡f{j/’�|•~}ƒ{ik”E¬RjH’*v‡|•…“t½|•´

A

¹…ojItwŒ9«

B
�*«†Ã9j�v

<; >
y‘j/v‡f{jƒ‘twƒ1Ž•~

t‡’�Ž•~}Ž•…gŒ{…o|u•uƒ‘’*vH«Qegf{jH”�³4j�f1Žœ¬Rj 	

�
e9…“Ž•’�j

(A2:B 2) =
P

i;j < A i ; A j >< B i ; B j >
e9…“Ž•’�j

((A:B )2) =
P

i;j < A i ; B j >< B i ; A j > :

*,+fk�*.-



���������
	����������������������������� �"!����#��� �$� •UI

Ã9j�v†ƒ1t:”1|b³Â’“f{|Btwj$Ž�…‡|‰v‡Ž‰voz}|•”¸ikŽ‰vo…‡z¯±

R
vof‘Žbv†i�Ž‰·RjHt

A
•uz‚Ž‰€•|R”1Ž‰~ 	

R:A:R T = D iag(� 1; :::; � n ) =:
D

«†ÃÄj�v•ƒ‘t••uj�®‘”{j

C := R:B :RT Ž‰”‘•�ƒ‘twj/vof1j&”{|‰v“Žbvoz}|•”‘t

(Ci )
Ž‰”1•

(D i )
´¶|•…$v‡f{j�’�|R~©ƒ{ik”�¬•jI’*v‡|•…“t

|•´

C
Ž‰”1•

D
«QÆ¿j&€•j�v 	

�
e9…“Ž•’�j

(A2:B 2) =
P

i;j < D i ; D j >< Ci ; Cj > =
P

i � 2
i < Ci ; Ci >

e9…“Ž•’�j

((A:B )2) =
P

i;j < D i ; Cj >< Ci ; D j > =
P

i;j � i :� j < Ci ; Cj > :

l8s�v‡f{j ¨ Ž‰ƒ1’“f]sB°²q{’“fB³gŽ‰…��&z}”{jH•Bƒ1Ž•~©z©vŠs•ª�³8j¸f‘Žœ¬•j

j
P

i;j � i :� j < Ci ; Cj > j �
P

i � 2
i < Ci ; Ci >

ª

³$f1z}’“f[Œ{…‡|b¬•jItgvof1j�®1…“tŠvŒ‘|Rz©”BvH«l4ƒ{v^vof1j ¨ Ž‰ƒ‘’“fBsB°Šqu’“f]³8Ž•… �/z}”{jH•Bƒ1Ž•~©z©vŠs�z‚t/Ž‰”[jH•Bƒ1Ž•~©z©vŠs�z¯´½Ž•”1•�|•”{~}s

z©´9v‡f{j�…‡j�z}t$Žx’�|R”1twv‡Ž‰”Bv

�
toƒ1’“f�vof1Ž‰v

D:C = �C :D
«½l8ƒuv$|•”{~}s

� = 1
Ž‰~}~©|b³•t½vof1j/z}”{jI•Rƒ‘Ž‰~}z¯vŠs�|•´9v‡f{j

~}j�iki�Ž�v‡|EyWjxŽ•”[jH•Bƒ1Ž•~©z©vŠs•«�egf{z‚t^z‚t^jI•Bƒ{z©¬bŽ•~©jH”Rvvo|

C:D = D:C
ªL³$f{z‚’“fÐz}tjH•Bƒ{z}¬bŽ‰~}j�”Bvz}”Ðv‡ƒ{…‡”[vo|

A:B = B :A
« i•jH”1’�j�v‡f{j&…‡jHtoƒ{~¯vI«
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v‡f{j�v‡…‡ŽR’�j•ª�³8jEtwjHj�vof‘Žbv�´¶|R…¸Ž

t 6= 0
twi�Ž‰~}~†jH”{|•ƒ{€RfÄª�vof{j�vo…“Ž•’�j�|•´gvof{j�Žb»�”{j�°dz}”B¬bŽ•…oz‚Ž‰”Bv&ikjHŽ‰”Àz‚t

z}”1•ujHjH•ktwvo…‡z}’�vo~}s�z©”{´¶j�…‡z©|R…�v‡|�vof{jgv‡…‡ŽR’�j8|‰´Wvof{j•Ã9|•€•°?‹†ƒ‘’�~}z}•ujIŽ‰”¸ixjIŽ‰”k³$f{jH”{j�¬Rj�…�vof{j$ikjIŽ‰”x~©|R€RŽ‰…‡z©vof{i
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Ž•”1•�³8j�f1Žœ¬•j�ŽEtŠv‡…oz‚’*v/z©”{jI•Bƒ1Ž‰~}z¯vŠs�y‘j�vŠ³4jHj�”[v‡f{j�z}…toƒ{i�«
¨

|R”1twjI•Bƒ{j�”Bvo~}s•ª1vof{j¸~}Ž•…o€RjHtwv•j�z}€•jH”B¬bŽ•~©ƒ{j&|•´

v‡f{j[ÃÄ|R€‰°d‹†ƒ1’�~}z‚•ujHŽ•”¾ikjHŽ‰”_z‚t�tŠv‡…oz‚’*v‡~©sÀ~‚Ž‰…‡€•jH…	v‡f1Ž‰”Âvof{j[Ž‰»k”1j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Bv¸|•”1j•ª½Ž•”1•º³8j�f1Žœ¬•j�vof{j
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m²”�� G(L&�4z‚t	tof{|b³$”#f{|b³ |R”{j�’�Ž•”#v‡Ž•·•j�z}”Rv‡|ÐŽ•’H’�|•ƒ1”Rv&v‡f{j�Ž‰»�”{j�°dz©”]¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”Bv&ixj�vo…‡z}’xv‡|Tto|•~}¬•j�„½µ‹½t

z}”¼vof1jTe9jH”1to|•…EÒ�z}j�~‚•�«ÇÆ f{j�” |R”{jÐ³$z‚twf{jItkvo|ºixz}”{z}ikz%�HjTŽÀ’�…‡z¯v‡j�…‡z©|R”¼|‰´�vof{jÐvŠsBŒWj

E(S)
³$f{jH…oj

S : 
 � R3 ! Sym+
? (n)

z}t4Ž�vojH”1to|•…½Ò�z}j�~‚•�ªR|R”{j^’HŽ‰”k®1…“tŠv8’�|•ikŒ{ƒ{voj$v‡f{j•€•…“Ž••{z©jH”Rv†|•´�vof{j’�…‡z¯v‡j�…‡z©|R”

����H����� � � � � � 
�� � ��� �����g³$z©vof�vof1j&ƒ1twƒ‘Ž‰~L®1…“tŠv$¬bŽ‰…‡z‚Žbvoz}|•”�|‰´�vof{j�’�…oz©vojH…oz}|•” 	

E(S + �dS)(x) = E(S)(x) + � < r E(S)(x); dS(x) > S(x ) + o(� ):
Æ z©vof™vof1z}t/€•…“Ž••{z©jH”RvIªL|•”{jx’�Ž‰”™ikz©”{z}ikz%�Hj	v‡f{j�’�…‡z¯v‡j�…‡z©|R”Ð³$z©vof™Ž•” � �+����� ���$���jH¬•|•~}ƒuv‡z©|R”TjH•Bƒ1Ž‰voz}|•”Ð|•´

v‡f{j�vŠs]Œ‘j�	

St +1 (x) = expSt (x ) (� � r E (St )(x)) :
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m²”¾vof{z‚t �\�$�(��������� � � ��� 
 � �\� �(  3���(��� 
uª†vof1j�z‚•ujHŽÐz}t	vo|¿Ž••{Ž•Œuv	v‡f{j�’�~}ŽRtotoz}’HŽ‰~½®1…‡twv¸|R…‡•{j�…�€R…‡ŽR•uz©jH”Bv

•{jHt‡’�j�”Bv&³$z©vofÀŽ�®{±ujH•™voz}ikj�tŠv‡j�Œ

�
v‡|�vof{j�•$z}j�i�Ž•”{”{z‚Ž‰”™´¶…‡Ž•ixjH³4|R…o·L«�egf{z‚t�z}t	•u|•”{jky]s™tof{|]|‰v‡z©”1€

Ž•~©|R”{€�vof1j•€•jH|]•{jHtoz}’$twv‡Ž•…wv‡z©”{€�Ž‰v

S(x)
z}”�vof1j^•uz}…ojI’*voz}|•”�€Rz©¬Rj�”ky]s	v‡f{j•|RŒ{Œ‘|Btwz©voj^|‰´Lvof{j•$z©jHi�Ž‰”{”{z‚Ž‰”

€R…‡ŽR•uz}j�”Bv

r E (St )(x)
³$z¯v‡f¿ŽEvoz}ikjktwvojHŒ

�
«	egf1z}t/z}”Rv‡…oz}”1toz}’¸j�¬R|•~}ƒuvoz}|•”™€•ƒ1Ž•…‡Ž•”Bvoj�jIt$v‡f1Žbv�Žbv/voz}ikj

t
v‡f{j�®‘j�~‚•

St
z}ttŠv‡z©~}~:Ž�vojH”1to|•…•®‘j�~‚•�ª‘³$f1z}’“fÐz‚t•”1|‰v”1jH’�jItot‡Ž‰…‡z}~©sEvof{jx’�Ž•toj&´¶|R…Ž�’�~}ŽRtotoz}’HŽ‰~�‹†ƒ1’�~}z‚•ujHŽ•”

€R…‡ŽR•uz}j�”Bvg•{jHt‡’�j�”Bv$z}”�³$f1z}’“f�”{|R”u°?ŒW|Rtoz©voz}¬•j/j�z}€•j�”]¬bŽ‰~}ƒ{jIt8’HŽ‰”[Ž‰Œ1Œ‘jIŽ‰…I«
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m²” � G(L��dª1Ž•”�|RŒuvoz}ikz%�IŽbv‡z©|R”�´¶…“Ž‰ikjH³4|R…o·�³gŽ•tgŒ{…‡|•ŒW|RtojH•Evo|�•{j�”1toj�~}sEj�±Bv‡…‡Ž•Œ‘|R~}Ž‰voj&toŒ1Ž‰…‡j^v‡j�”1to|•…^z©”u´¶|R…w°

i�Ž‰voz}|•”Ä«kegf{z‚t�z}t&ƒ‘twj�´¶ƒ{~Qz©”#Œ1Ž•…wv‡z}’�ƒ{~‚Ž‰…/´¶|•…/vof1j�j�±]vo…“Ž‰ŒW|•~‚Žbv‡z©|R”T|‰´gtwŒ‘Ž‰…“twj¸®1…“tŠvo°?|R…‡•ujH…z}”u´¶|R…oi�Žbv‡z©|R”

|R”�Ž•”1Žbv‡|•ikz‚’�Ž‰~L¬bŽ‰…‡z‚Ž‰y{z}~©z©vŠs•«

egf{j�’�…oz©vojH…oz}|•”Evo|�ikz}”{z©ikz���j&z‚t8vof{j�´¶|R~©~}|b³$z}”{€�	

E(S) = Sim (S) + �R eg(S):

�%#G��

Sim (S)
z‚t8vof{jY����� �U� 
�� �����
� ��� �Çvo|kv‡f{j�twŒ‘Ž‰…“twj�•{Žbv“Ž{ªu³$f{z‚’“f�z}t$|•´9v‡f{j�´¶|•…‡i�	

Sim (S) =
Z




NX

i =1

d2(S(x); Si )G� (x � x i )dx:

�%B• �

i^j�…‡j•ª



z‚t�vof1j�z©i�Ž‰€Rj�•u|•i�Ž•z©”Äª9vof{j

(x i )
Ž‰…‡jxvof{j

N
toŒ1Ž‰voz‚Ž‰~QŒW|Rtoz¯v‡z©|R”1t&³$f{jH…ojxvojH”1to|•…&ikjHŽRtwƒ{…‡jHt

(Si )
Ž‰…‡j4·]”{|b³$”Ä«�egf{z‚tQj�”{jH…o€Rs�vojH…oi�tQik|u•uj�~‚t�vof1jg´¹Ž•’*v:v‡f1Žbv†¬bŽ‰~}ƒ{jIt

S(x)
”{jHŽ•…

x i
tof{|•ƒ1~}•¸”{|‰v½•{z¯ÈLj�…

v‡|]|&i	ƒ1’“fk´¶…‡|•i vof{j^ixjIŽ•toƒ{…‡j

Si
«Qegf{j^’�j�”BvojH…ojI• S�Ž‰ƒ1t‡twz‚Ž‰”

G�
|‰´�¬bŽ‰…‡z‚Ž‰”1’�j

� 2 •Bƒ1Ž‰”Bvoz©®1jItQf{|b³_vof{j

z}”

�

ƒ1j�”1’�j&|‰´9v‡f{j&ikjHŽRtwƒ{…‡j

Si
j�±]v‡j�”1•{tgz}”[twŒ‘Ž•’�j/´¶…‡|•i

x i
«

egf{j&Œ1…o|RŒ‘|BtwjI•�� � �U	 H� �����>� � ��� � � ��� �Oz‚tgvof1j�’�~‚Ž•t‡twz‚’�Ž•~Wf‘Ž‰…‡ix|R”{z‚’^jH”{j�…‡€•s 	

Reg(S) =
Z



kr S(x)k2

S(x ) dx:

�%�%��

šÐ|•…‡jŒ{…‡jH’�z}toj�~}s•ª]v‡f{j�t‡•Rƒ‘Ž‰…‡jH•�”1|•…‡i)|‰´�vof{j�toŒ1Ž‰voz‚Ž‰~�€•…“Ž••{z©jH”Rv

kr S(x)k2
S(x )

z‚t$€•z}¬•jH”�y]s 	

kr S(x)k2
S(x ) =

3X

j =1

k
@

@x j
S(x)k2

S(x ) :

�%‰˜ �

m²” � G(L��dª1‹4•‘«$
�%#G �gz‚t•to|•~}¬•jI•�ƒ‘twz}”{€kvof1j�€•jH|]•{jHtoz}’/i�Ž‰…“’“f{z}”{€�•ujHt‡’�…‡z}y‘jI•�z}”Tq]jI’*voz}|•”�[u« •x³$z©vofÐŽ•”

ŽR•{Ž‰Œ{vojH•�”]ƒ{ikj�…‡z}’HŽ‰~Ät‡’“f{j�ikj/v‡Ž•·]z©”{€kz}”Bvo|�Ž•’H’�|•ƒ1”Rvgv‡f{j&•$z©jHi�Ž‰”{”{z‚Ž‰”[’�ƒ{…o¬bŽ‰voƒ{…‡j•«
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�%#G��&z}t

€R…ojIŽbv‡~©s�toz©ikŒ{~}z©®1jH•�«Qm²”�j�ÈWjI’*vHª1‹½•W« 
�%R•��8y‘jI’�|RixjIt 	

Sim (S) =
Z




NX

i =1

k log(S(x)) � log(Si )k2G� (x � x i )dx:

�%B– �

*,+fk�*.-



���������
	����������������������������� �"!����#��� �$� %�%

šÐ|•…‡j�|b¬•jH…HªBƒ1toz©”1€¸v‡f{j&ikj�v‡…oz‚’/jH•Bƒ1Žbv‡z©|R” 
¹‹½•!
 GI–���gŽ‰”‘•�v‡f{j�´¹Ž•’�v$vof1Ž‰v 	

@
@x j

log(S(x)) = DS(x ) log :
@

@x j
S(x):

‹4•‘« 
�%U% �8³$…‡z©vojHtg”1|b³Ytoz©ikŒ{~}s 	

Reg(S) =
Z



kr log(S(x))k2dx:


�%�L��

m²”�‹½•]tH« 
�%R–��•Ž‰”1• 
�%�L �*ªWz©v•z}t^…ojHikŽ•…o·bŽ•y{~©jvof‘Žbv•v‡f{j�”{|R…oi�t$•u|�”1|‰v^•ujHŒ‘jH”1•�|•”�vof1j�Œ‘|Btwz©voz}|•”

S(x)
Ž•”]s/ik|R…ojR« ! 
#� � ���U���
	��� ���U�$� ���c��� � � ���+��� �)�$����� �

#

����� H�$���0�e� � ���� �0�$��������	� ����� � �7�� ��� � ���>� � ��� �

 � � ��H� � � �N� 
��^H��������� � 
 ����� �U��� ��� � � Ñ^t[ŽÂ’�|•”‘twjI•Rƒ1j�”1’�j•ª^|R”{j#’�Ž‰” ƒ1twj#’�~‚Ž•t‡toz}’HŽ‰~/…ojItw|R~©ƒuv‡z©|R”

ikj�vof{|u•{t&z}”¿vof{jE~©|R€RŽ‰…‡z©vof{ikz‚’x•{|•i�Ž‰z}”¿Ž•”1•™®1”1Ž•~©~}sTi�Ž‰Œ¿v‡f{j�…ojItwƒ1~¯v�y1ŽR’“·Ðz}”#vof{jkv‡j�”1to|•…�•u|Ri�Ž‰z}”

³$z©vof�v‡f{j&j�±uŒW|•”{jH”Rv‡z}Ž•~K«

‹Q±uŒWj�…‡z©ikjH”Rv“Ž‰~R…ojItwƒ{~©v‡t�Ž‰”1•�’�|•ikŒ1Ž‰…‡z‚tw|R”1t�Ž‰…‡jQŒ{…‡jHtoj�”BvojI•z}”	Ò�z}€1« %•Ž•”1•&Ò�z©€‘«Ä˜1«�Ñ¾•ujH”1twj½j�±]vo…“Ž‰Œu°

|R~}Ž‰voz}|•”�|•´

4
vojH”1to|•…“t½z}”�ŒWj�…o´¶|•…‡ixjI•�yW|‰vof�z©”�vof{j�Žb»�”{j�°?z}”]¬œŽ•…oz‚Ž‰”Bv4Ž•”1•�Ã9|•€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujIŽ‰”k´¶…“Ž‰ikj�³8|•…‡·L«

ÑtQj�±uŒWjH’�vojH•Äª‰vof1j$…ojItwƒ{~©v‡tQŽ•…ojg¬Rj�…‡s�twz}ikz©~‚Ž‰…Iª‰³$z©vof�tw~}z}€•fBvo~}s�ik|•…‡j$Ž‰”{z‚tw|•vo…‡|•Œ]s&z}”¸v‡f{j•ÃÄ|R€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”

’HŽ•toj•«Qe�|xikjIŽ•toƒ{…oj�Ž‰”1z}to|‰v‡…o|RŒBsRª]³4j�ƒ1toj�vof{j �$���U���������3� P� �+� ���������� � 
KÒuÑ �*ª1³$f{z}’“f�z‚t$•uj�®‘”{jH•�y]s 	

F A(S) =

 
3
2

P 3
i =1

�
� i � ��

� 2

P
i =1 � 2

i

! 1
2

:

m²”xv‡j�…‡ikt†|‰´�’�|•ikŒ{ƒ{v‡Žbv‡z©|R”1Ž‰~{’�|RtwvHª•vof{j•Ã9|•€‰°d‹†ƒ1’�~©z‚•ujIŽ‰”¸´¶…‡Ž•ixjH³4|R…o·&~}jHŽR•{t:v‡|�’�|•ikŒ{ƒ{v‡Žbv‡z©|R”1t

7
voz}ikjHt

´¹ŽRtŠv‡j�…Evof1Ž•”¼vof{jHz©…�Žb»�”{j�°?z}”]¬œŽ•…oz‚Ž‰”Bv�’�|Rƒ{”BvojH…oŒ1Ž•…wv“t�« q]jHjTe�Ž‰y{~}j™•#´¶|R…E’�|RikŒ{ƒuv‡Ž‰voz}|•” v‡z©ikjIt�|•”2Ž

„:jH”Rv‡z©ƒ1i š • S i)�•ª�GcS/|�•^Ñ^šÀ«]egf{j$Œ1Ž•…‡Ž•ixj�vojH…‡tQ’“f{|BtwjH”¸z}”kvof1j•j�±uŒWj�…‡z©ikj�”Bv½Ž•…oj�	

� = 1=16� W
³$f1j�…‡j

W
z‚t^v‡f{jx³$z}•]v‡fT|•´†vof{jx€•…‡z‚•�ª

� = 0:05
ª

� t = 0:5

¶voz}ikjxtwvojHŒ �*«&egf{jxikj�vo…‡z‚’	ƒ1tojH•Ðz}tvof1j

toz}ixz}~‚Ž‰…‡z¯vŠsB°dz©”]¬bŽ‰…‡z}Ž•”Bv4ikj�v‡…oz‚’/Œ{…ojItwjH”BvojH•�z}”[qujH’*v‡z©|R”�˜‘«
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•{j�v‡Ž•z©~}jH•Ä«�egf{jEz}•ujIŽ�z}t�vo|Ð…‡j�€Rƒ{~‚Ž‰…‡z%�Hj¸v‡f{j�v‡j�”1to|•…&®‘j�~‚•�
¶z?« jR«�i�Ž‰·Rjkvof{jE…ojH€•ƒ{~‚Ž‰…‡z¯vŠsTj�”{jH…o€RsT€•z}¬•jH”

y]s¿‹½•W« 
�%U% �&•ujI’�…‡jHŽ•toj��/z}”¾Ž‰”¾ŽR•{Ž‰Œ{voz}¬•j�³gŽœs™to|ÐŽ•t&v‡|ÐŒ{…‡jHtoj�…‡¬•j�twvo…‡|•”{€[¬bŽ‰…‡z‚Žbvoz}|•”‘t&Ž•t�i¸ƒ1’“f¾Ž•t

S/…‡z‚•�q]z���j Ñ$È:« °?m²”]¬L«†š[j�v‡…oz‚’ l8z}z©”]¬L«Qš[j�v‡…oz‚’ � |‰´:mdvoj�…“Žbv‡z©|R”1t q]ŒWj�jI•�••Žbv‡z©|�
¹Ñ•È �‰l8z �

G(L‰± G(L GHi�•�[]« –b˜R˜Rt GI•{«HGœ–‰—Rt L•žRž [u« •

%R•b±#%R• –‰ijGH—{« ˜B••ž•t ˜�GR« I�IR–•t L•žRž [u« L

L‰˜•±#L‰˜ ••ž‰ik˜1« —\[•–‰t •bik˜ []« %•—‰˜Bt L•žRž [u« •

%B•œ±#%R•b±#%R• %�G�iY[]« ž•—�L•t ˜•i�ž1« ž�%R•‰t •‰žRž [u« —
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ŒW|Rt‡toz©y{~}j•«Ðegf1z}t¸~©|b³g°d~}j�¬•jH~QŒ{…‡|]’�jHt‡twz}”{€Ð’HŽ‰”ÀyWj�’�…‡ƒ1’�z}Ž•~†´¶|•…	vof{j�twƒ‘’�’�jItot	|‰´$f{z}€•fu°d~}j�¬•jH~½Ž‰~}€•|R…oz©vof1ikt

y‘Ž•tojH•�twƒ1’“f�Ž•t8v‡f{|Rtoj/vo…“Ž•’“·]z}”{€	®‘y‘jH…‡t8v‡…‡ŽR’*v‡tgz}”�vof{j&³$f1z¯v‡j&ikŽ‰vwv‡j�…$|‰´�vof1j&y{…‡Ž•z©”9«

egf{z‚tk³gŽ•t�•u|R”{j�z©” �HG>L��•³$z©vof twz}ikŒ{~}j�ik|u•uz©®‘’�Ž‰voz}|•”1tk|•´^v‡f{j[€•…“Ž••uz}j�”Bvk|‰´vof{j�…‡j�€•ƒ1~}Ž•…oz��HŽ‰voz}|•”

jH”{j�…‡€•s�vof1Ž‰v•…ojItwƒ{~©v•z}”�Ž•”�Ž‰vwv‡j�”]ƒ1Žbv‡z©|R”�|‰´�vof{j&€R…‡ŽR•uz©jH”Bvg³$f1j�…‡j�¬•jH…$tŠv‡…o|R”{€k¬œŽ•…oz‚Žbv‡z©|R”1tg|u’�’�ƒ{…H«†egf1z}t

~}jHŽR•{t8vo|�Žkik|u•uz©®1jH•[Ã�Ž‰Œ{~‚Ž•’�j�|•ŒWj�…“Žbvo|R…H«Qm²”�v‡f{j�’�~‚Ž•t‡twz‚’�Ž•~�‹†ƒ1’�~©z‚•ujHŽ•”Ð’�ŽRtwjRª]vof{j�ik|u•uz©®1jH•�Ã�Ž‰Œ{~‚Ž•’�j

|RŒ‘jH…‡Ž‰vo|R…8³$…‡z©vojHt 	

� aniso S(x) =
3X

j =1

c(k
@

@x j
S(x)k)

@2

@x2
j

S(x)

�%C[��

„½…‡ŽR’*voz‚’�Ž•~©~}s•ª]v‡f{j�´¹Ž‰ikz}~©sE|‰´�´¶ƒ{”1’*v‡z©|R”1t
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