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7 ’ %&12B %&. %1%1/ 2) %8’*$ 9’*%12’2%%) 0) 2/1>’* >1/%*1#, %1) 2 ) ( %&’ 8’*%10. - -) 0. %1) 2 () * %*. C’0%) *$
< &10&’=1/%/ < 1%&. 8’*$ /+ . -- 9*) #. #1-1%1’ /4 ? &’*’() *’ < ’ /%, >$ %&’ >1/%*1#, %1) 2 ) ( %&’ *. 2>) +
8. *1. #-’ kn . / %&’ -) 2: ’* ) ( %&’ 9. %&n 120*’ . / ’ / . 2> () * . D=’> 9*) #. #1-1%$ ) ( ’=1/%’20’ ) ( %&’
9. %&4 E) * ’ . &8. -, ’ ) ( n; < ’ 0) + 9, %’ %&’ 9*) #. #1-1%$ ) ( ) 00, 9. 20$ pn / , 0&%&. %%&’*’ ’=1/%/ .
9. %&) ( /1F’ n < 1%&9*) #. #1-1%$ 0.994 ? &’2; < ’ 0) + 9, %’ %&’ 9*) #. #1-1%$ %&. %kn #’-) 2: / %) [−T, T ];
#’ -) 2: / %) [−2T,−T [∪]T, 2T ] . 2> #’-) 2: / %) [−2T, 2T ]4 ? &’/ ’ 9*) #. #1-1%1’ / + . $ #’ 12%’*9*’%’>
. / %&’ 9*) #. #1-1%1’ / %&. %kn 1/ >1/%. 2%) ( 1 &) 9/ ; %< ) &) 9/ . 2> >1/%. 2%) ( -’ / / %&. 2 G&) 9/ (*) + 04
H2 E1: , *’ I ; < ’ 9-) %%’> %&’/ ’ 9*) #. #1-1%1’ /4 J / < ’ 0. 2 / ’ ’ %&’ 9*) #. #1-1%$ %) #’-) 2: / %) [−2T, 2T ]
8. *$ (*) + 0.93 %) 0.824 K) >’ / ) ( %&’ 9. %&&. 8’ %&’ ) *1: 12 12 %&’1* *. >1) *. 2: ’ LVn ∈ [T , T ]6 < 1%&
9*) #. #1-1%$ 8. *$12: (*) + 0.6 %) 0.74 ? &’ 9. %&1/ %&, / . -< . $/ 0-) / ’ %) %&’ %&’ . =’ C) 1212: %&’ / ) , *0’
. 2> %&’ >’ /%12. %1) 24H%1/ 12%’*’ /%12: %) + ’2%1) 2 %&. %12 . D*/%%1+ ’ %&1/ 9*) #. #1-1%$ >’0*’ . / ’ / < 1%&%&’
-’2: %&) ( %&’ 9. %&@() **’ . --$ /+ . -- 9. %&; %&’ %*. C’0%) *$ 1/ %) ) /&) *%%) %. B’ . < . $ (*) + %&’ . =’4 H2 .
/ ’0) 2> %1+ ’ ; () * . 2, + #’*) ( &) 9/ : *’ . %’*%&. 2 50; %&1/ 9*) #. #1-1%$ 120*’ . / ’ / @() **’ . --$ -) 2: 9. %&;
%&’ 9*) #. #1-1%$ pn #’0) + ’ 1+ 9) *%. 2%12 / , 0&. < . $ %&’*’ ’=1/%2) >’ / 12 %&’ 2’1: &#) *&) ) > < &10&: ’%
%&’ %*. C’0%) *$ 0-) / ’*%) %&’ ) *1: 124? &’*’() *’ ; < &’2 1%’=1/%/ . 9. %&%&’*’ 1/ . &1: &9*) #. #1-1%$ %&. %%&’
%*. C’0%) *$ /%. $ *’ . --$ 0-) / ’ %) %&’ . =’ C) 1212: %&’ / ) , *0’ . 2> %&’ >’ /%12. %1) 24

! " #$%&’(’ ) ’ (* +&, $ - +. ) / #) 0 %+) (#) . +. $ +) ’$

? &’*’ . *’ . %-’ . /%%&*’’ 12%’*’ /%/ 12 /%, >$12: >1/0*’%’ 2’%< ) *B/ . / . 99*) =1+ . %1) 2/ ) ( 0) 2%12, ) , / ) 2’ /4
? &’ D*/%) 2’ 1/ %&. %1%1/ ) (%’2 ’ . /1’* %) /%, >$ 9*) 9’*%1’ / 12 . D21%’ >1/0*’%’ ’281*) 2+ ’2%%&. 2 12 . 2
12D21%’ 0) 2%12, ) , / ) 2’4? &’ / ’0) 2> ) 2’ 1/ %&. %; / , *9*1/12: -$; >1/0*’%’ 2’%< ) *B/ &. 8’ / ) + ’ 9*) 9’*%1’ /
%&. %+ . $ #’ + ) *’ *’ . -1/%10 %&. 2 0) 2%12, ) , / ) 2’ /4E) *’=. + 9-’ ; MI N&. / /&) < 2 %&. %%&’ 2) >’ >’: *’ ’ 12
. OP Q J *. >1) 2’%< ) *B1/ #) , 2>’>4H%1/ %&’ 0. / ’ 12 >1/0*’%’ 2’%< ) *B/ < &’*’ . / 12 0) 2%12, ) , / ) 2’ / ;
2) >’ / &. 8’ . 2 , 2#) , 2>’> >’: *’ ’4 ? &’ %&1*> ) 2’ 1/ %&. %; . / < ’ /&) < 12 %&1/ / ’0%1) 2; *’ / , -%/ 12 %&’
>1/0*’%’ + ) >’- + . $ 12>, 0’ #) , 2>. *1’ / 12 %&’ 0) 2%12, ) , / < ) *->4

7 ’ 0) 2/1>’* S ∈ N
∗ . 2> 0. -- DS : Ωn → Γ(n,S) %&’ / . + 9-12: ) ( Ωn 12 Γ(n,S) >’D2’> . /

() --) < /@

DS(ω)(i1, . . . in) =

{

1 1( ω ∩ Π
n
k=1[

ik−1
S

, ik

S
[(= ∅

0 ) %&’*< 1/ ’

1 2’+&’3 45 2 1 ’#, 0)*1" λ ∈ R
+∗3n ∈ N

∗3S ∈ N
∗42 1 +(0# ’#, 0)*1" -5"11 6&, ’ -)#, 0Vc : Ωn → R

+, * V 1
d , V 2

d : Γ(n,S) → R 0&’5 -5+- 6#" +(( ω ∈ Ωn37 1 5+81 V 1
d ◦ DS(ω) ≤ Vc(ω) ≤ V 2

d ◦ DS(ω)4
Vc )0 + "+, *#$ 8+")+9(1 ), -51 / "#9+9)()0-)’ 0/ +’1 (Ωn, Q, Pλ) +, * V 1

d , V 2
d +"1 "+, *#$ 8+")+9(10 ),

(Γ(n,S), Q
′, Ppλ

) 7 51"1 pλ = 1 − exp(− λ

Sn )4: 51, 37 1 5+81;

E[V 1
d ] ≤ E[Vc] ≤ E[V 2

d ]

RR 2) ""S"
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: ;79!053/ 9<6!4/ !=>$?@$?AB

#$%&’( ) *+’, - . - $/$01 02. 0kn ∈ [−T, T ]3kn ∈ [−2T,−T [U ]T, 2T ] . 45 kn ∈ [−2T, 2T ] 6 7’707n . 45
6 $02 . 8’, - . - $/$01 , 9, : : &8. 4: 1 ;&: 2 02. 002(’( (<$;0. 8. 02 6 $02 8’, - . - $/$01 0.997T = 107
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),.3)+’ ,)+<(.+ 31 ?/ 1.31</ <+ : ,*08+ *12 31 0*,.3?<(*, .8) 9 )*1 ; *(<) / - * ,*12/ 9 ; *,3*A() ?*1 A)
A/ <12)2 A> ,)+<(.+?/ 9 0<.)2 31 23+?,) .) : ,*08+*12 31 0*,.3?<(*, .8) 9 )*1 ; *(<)+/ - )B<3; *()1. ,*1@
2/ 9 ; *,3*A()+6 C+ *1 *00(3?*.3/ 1 / - .83+ .8) / ,)9 D31 +)?.3/ 1 "DE) E3(( +.<2> .8) (*E / - .8) 8/ 0
23+.*1?) 31 ?/ 1.31</ <+1) .E/ ,F+6

+ , %) - . (/0%$#$ "$#1 ) %2/ #) 0) "#("3) 3/ ) "$/

G1 +)?.3/ 1 H*12 +)?.3/ 1 I DE) 8*; ) ?/ 9 0<.)2 P(Nd = n)D3.+9 )*1 ; *(<) *12 .8) *; ) ,*: ) 0,/ : )++3/ 1
/ - * 8/ 0 31 23+?,) .) 1) .E/ ,F+6C +39 3(*, +.<2> 3+.,*?.*A() 31 ?/ 1.31</ <+/ 1)+A<. 9 / ,) ?/ 9 0()4 JKD"L6
M/ ,) / ; ) , .8) ?/ 1.31</ <+?*+) A)?/ 9 )+; ) ,> ?/ 9 0(3?*.)2 31 n@239 )1+3/ 1+E3.8 n ≥ 2 JKL*12 .8*. 3+
E8> E) 0,) -) , ./ <+) ,)+<(.+?/ 9 0<.)2 31 * 23+?,) .) )1; 3,/ 19 )1. ./ : ) .8) , E3.8 .8) / ,)9 H./ 2)2<?)
A/ <12*,3)+/ 1 P(Nd = n) 31 ?/ 1.31</ <+1) .E/ ,F+6

G1 +)?.3/ 1+ H*12 I DE) 8*; ) 2)=1)2 .8) ,*12/ 9 ; *,3*A()+N(d,T ) -/ , 239 )1+3/ 1+1 *12 26 N )
: )1) ,*(3O) .83+ 2)=13.3/ 1 ./ .8) n@239 )1+3/ 1 0,/ A*A3(3+.3? +0*?) (Γ(n,S), Q

′, Pp) 6 N ) ?*1 *(+/
)4.)12 .83+ -<1?.3/ 1+ -*9 3(> ./ .8) ?/ 1.31</ <+ ?*+) E3.8 .8) 2)=13.3/ 1 / - N (d,T ) 31 (Ωn, Q, Pλ)6
N (d,T ) 3+.8) ,*12/ 9 ; *,3*A() A)31: )B<*( ./ .8) 8/ 0 23+.*1?) / - .E/ 1/ 2)+xDy +<?8 .8*. |x, y| = d

31 Ωn E3.8 * .,*1+9 3++3/ 1 ,*1: ) )B<*( ./ T6

4 5$) %$- 6* ! #" +, 2 n3*)$ 1, 0)#, +( 0/ +’14 5)61, T, d ∈]0, 1]4 λ ∈ R
+∗ +, * S ∈ N

∗4 7 1 01-
TS = ⌊T.S⌋4dS = ⌊d.S⌋89 1 #: -+), ), (Γ(n,S), Q

′, Ppλ
) +, * (Ωn, Q, Pλ);

E[N(dS ,TS+1)] ≤ E[N (d,T )] ≤ E[N(dS ,TS)]

#$ %%&’ #()*+) ,) -) , ./ *00)1234 P 6 !

!"#$%&%$#’ #() "* 783+.8) / ,)9 3123?*.)+.8*. : 3; )1 .8) *00,/ 0,3*.) .,*1+-/ ,9 *.3/ 1D.8) *; ) ,*: ) 8/ 0
23+.*1?) 31 * -*9 3(> / - ?/ 1.31</ <+ 1) .E/ ,F+ 3+ A/ <12)2 A> .8) *; ) ,*: ) 8/ 0 23+.*1?) 31 .E/ ?(/ +)
23+?,) .) 1) .E/ ,F -*9 3(3)+6 C+*1 )40) ,39 )1.*( ; ) ,3=?*.3/ 1 / - .83+.8) / ,)9 31 .8) Q@239 )1+3/ 1 ?*+)D
=: <,) R3((<+.,*.)+.8) *1*(>.3?*( ; *(<)+/ - E[N(dS ,TS)]DE[N(dS ,TS+1)] ?/ 9 0<.)2 <+31: .8) -/ ,9 <(*)
: 3; )1 31 +)?.3/ 1 I 6! *12 )40) ,39 )1.*( ; *(<)+ / - E[N (d,T )] -/ , T = 0.2Dλ = 129 *12 S = 506
78) *1*(>.3?*( ,)+<(.+?/ 9 0<.)2 31 23+?,) .) 1) .E/ ,F+?()*,(> A312 .8) +39 <(*.)2 / 1)+31 ?/ 1.31</ <+
1) .E/ ,F+6

4 5$) %$- 7* ! #" +, 2 n3*)$ 1, 0)#, +( 0/ +’145)61, T, d ∈]0, 1]4λ ∈ R
∗ +, * S ∈ N

∗47 1 01- TS =
⌊T.S⌋4dS = ⌊d.S⌋89 1 <+61 ), (Γ(n,S), Q

′, Ppλ
) +, * (Ωn, Q, Pλ);

lim
S #→∞

N(dS ,TS) = N (d,T )
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A. 3+31.) ,)+.31: ./ 1/ .3>) .8*. .8) / ,)9 F *12 .8) / ,)9 G9 *= B) *00(3)2 ./ / .8) , ,*12/ 9 ; *,3*B()+
.8*1 .8) 8/ 0 23+.*1>) B) .? ) )1 .? / 1/ 2)+6

+ , &&-(. ’ #() " #) #/ $ / ) &0(1#’ ". $

A1 .83++)>.3/ 1C? ) *00(= .8) .8) / ,) .3>*( ,)+<(.+/ - +)>.3/ 1 G*12 +)>.3/ 1 H./ .8) +.<23)+/ - +)>.3/ 1 E
*12 +)>.3/ 1 F 31 23+>,) .) : ,*08+31 / ,2) , ./ 2)2<>) >(/ +)2 -/ ,9 <(*+31 .8) >*+) / - >/ 1.31</ <+: ,*08+6

+*2 341/ ("5 #/ $ -(6 (#(" 278 (6 $"1() "’ - . ) "#("4) 41 "$#9 ) %: 1

I )>.3/ 1 E6J 0,)+)1.+* >(/ +)2 -/ ,9 <(* -/ , E[r] 31 .8) ! K239 )1+3/ 1*( 23+>,) .) >*+)6L ) *,) 31.) ,)+.)2
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p = 1 − e−
λ

S = 1 − (1 −
λ

S
+ o(

1

S
)) =

λ

S
+ o(

1

S
))

; / $) %$6 <* 2, + 34*)$ 1, 0)#, +( , 1-5 #"678)91, + -"+, 0$ )00)#, "+, 81 T ∈ [0, 1] +, * + , #*1 *1, 0)-:
λ75 1 ; +91

E[r] =
T −

1

λ
− e−λT (λT

2

2
−

1

λ
)

1 − e−λT (λT + 1)

#$ %%&’ L ) 31.,/ 2<>) .8) (39 3.)2 2); ) (/ 09 )1. / - pλ 31 .8) -/ ,9 <(* / - +)>.3/ 1 F6J6 !
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0*.8 31 * ! K239 )1+3/ 1*( >/ 1.31</ <+ 1) .? / ,@6 7/ : ) .8) , ? 3.8 0,/ 0/ +3.3/ 1 ! C3. ()*2+ ./ * ; ) ,= : / / 2
*00,/ 439 *.3/ 1 / - .8) 9 )*1 8/ 0 23+.*1>) 31 +<>8 1) .? / ,@+6 &3: <,) ! N>/ 9 0*,)+ .8) ; *(<) / - E[r]
: 3; )1 B= .83+-/ ,9 <(* ? 3.8 .8) / 1) .*@)1 -,/ 9 +39 <(*.3/ 1+OT = 0.05C100000 3.) ,*.3/ 1+P6M+? ) >*1
+))C+39 <(*.3/ 1+*12 *1*(=.3>*( ,)+<(.+*,) +39 3(*,6
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T
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J[ M\ 0E’22"2’22’&0 N- 23’ 6 )- )6 $6 - *( ’ ( ’ . &’’ %- ( +*- - ’+2), )2; */ %9 )&’7’"" 6 $72)3*: - ’29 *&B0
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JLME0 E!%"I+I ; "I ; - %- ( ] 0 Q+3*220 1 : : &*G)6 %2’ ( ’+*6 : *")2)*- */ "*6 ’ 6 *( $7%2’( 5X*)""*-
_ *&*- *) 2’""’77%2)*- "089:/ +%8; ; */ <-$=5=/8KLTZ[ SWZ‘ ! 8! UUK0
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#$%&’( ) ( *+, - . , / 0) 1 23+45. 667) ( 47578. 9 82, , +857: 75; <*+, 2= +, . 7, = >957*2< 4. / 72 = 2/ +9?)
2%%%3"+, 0+’-)#, 0 #, 4 #$ $ &, )’+-)#, 0@"$A$BC$$DE$$$@F>9; GHI H)

#I %J ) K2>??+@L) M. 88+997@. , / N) 0*74. , ) O= <. 852P7, 5+4P+4+, 8+? 2, 5*+ 82, , +857: 75; 2P. / *28
, +5Q24R?) O, 5"#’6#72%%%28 ! 9 4 9 : @S. , L4. , 87?82@! DD") 52 . <<+. 47, OTTT 04. , ?. 8572, ?
2, U+5Q24R7, - )

#H%J ) K2>??+@N) 0*74. , @. , / V ) W. ?9+4) ( 2, , +857: 75; 7, . / ’*28 . , / *; 347/ , +5Q24R?) O, 5"#’6#7
2%%%28 ! 9 4 9 : @U+Q &24R@XSY@F>, + ! DD! )

#GD%F) Z74RQ22/ . , / ( ) [ . ; , +) N+4829. 572, 7, 82, 57, >2>? ?; ?5+= ?) N4+<47, 5"\ @O, ?5) V . 5*) Y<<9)@
X, 7: ) 2PV 7, , +?25. @GHI ")

#GG%0)N*797<?@S)N. , Q. 4@. , / Y)0. , 5. Q7) ( 2, , +857: 75; <42<+457+? 2P. <. 8R+54. / 72 , +5Q24R= 2/ +9)
2%%%3"+, 0+’-)#, 0 #, 2, 7#"$ +-)#, 3; 1#"<@"] A] BCGD\ \ EGD\ $@S+<5+= 3+4GHI H)

#G! %N) N74+5) J , 5*+ 82, , +857: 75; 2P4. / 72 , +5Q24R?) 2%%%3"+, 0+’-)#, 0 #, 2, 7#"$ +-)#, 3; 1#"<@
"$A] BCG\ HDEG\ H! @S+<5+= 3+4GHHG)

#G"%O) S52 =̂ +, 2: 78 . , / _ ) ‘ 7, ) N2Q+4. Q. 4+ 928. 976+/ 42>57, - 7, Q74+9+?? , +5Q24R?) 2%%%3"+, 0=
+’-)#, 0 #, 5+"+((1( +, * > )0-")?&-1* @<0-1$ 0@G! AGGBCGG! ! EGG""@! DDG)

#G\ %W) 0. R. - 7. , / ‘ ) Z9+7, 428R) J <57= . 954. , ?= 7??72, 4. , - +? P244. , / 2= 9; / 7?5473>5+/ <. 8R+54. / 72
5+4= 7, . 9?) 2%%%3"+, 0+’-)#, 0 #, 4 #$ $ &, )’+-)#, 0@"! A"BC! \ aE! ] $@GHI \ )

#G] %[ ) b*. , - . , / c >2*2, - ( . 2) J <57= 767, - 04++ 1 +82, d- >4. 572, P24V 2379+ 0. 4- +504. 8R7, - 7,
S+, ?24U+5Q24R?) O, 2, 7#’#$ ABBC@W2, - Z2, - @( *7, . @V . 48* ! DD\ ) OTTT)

! "#$$%$%&’()*$+ , -.

/ 0’$#’1 2- 2, + D=*)$ 1, 0)#, +( , 1-E#"FGH)I1, + , #*1 / "101, ’1 / "#?+?)()-<p +, * + "+, H1 TG

E [e] = C

[

T (T − 1)

2
(p − 1)T l +

(−1)T−1

p2

(

(1 − p) − (1 − p)T (Tp + 1 − p)
)

]

+, *
E [r] = T − E[e]

N1 J J LCL24n ≥ 0 . , / i ≤ T − 1@5*+ 54. , ?7572, <423. 379757+? . 4+ C

P
(

en+1 = k
∣

∣en = i
)

= 0 P24k > T − i − 1

P
(

en+1 = k
∣

∣en = i
)

=
p(1 − p)k

1 − (1 − p)T−i

25*+4Q7?+)
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#$ %&’ () *+’ ’ , - .’ / /0*$/ 1 − (1 − p)T−i 0/ %&’ - .*) ( ) 010%2 %&(%%&’.’ (%1’( /%*$’ - *0$%0$ T − i

/1*%/ 3/0$4’ en−1 = i 5 ’($/ %&(%%&’.’ ( .’ i /1*%/ 6 0%&*7%$*8’9($8 p(1− p)k 0/ %&’ - .*) ( ) 010%2 %&(%
%&’ :( .’ /%$*8’ 3nth &*- 9:.*5 %&’ .(80* .($; ’ T 0/ (%80/%($4’ k<

=&’ > ( .?*+ 4&(0$ 0/ &*5 *; ’$’*7/@0..’8740) 1’ ($8 &(/ ( A$0%’ $75 ) ’ . *: /%(%’/@%&’.’ :*.’ %&’
( /25 - %*%04 80/%.0) 7%0*$ (πi)i=0,..,T−1 *: %&’ 4&(0$ 0/ %&’ /*17%0*$ *: πP = π<

B’%) ’ e ( .($8*5 +( .0( ) 1’ 6 0%&80/%.0) 7%0*$ π@6 ’ &(+’ :*. i ∈ {0, .., T − 1}@

P (e = i) = πi = C
[

(p − 1)T + (−1)(T−1)(1 − p)i
]

6 &’ .’
C =

p

Tp(p − 1)T + (−1)T−1
(

1 − (1 − p)
T
)

C 0%&%&’ ?$*6 1’8; ’ *: %&’ 80/%.0) 7%0*$ π@6 ’ ( .’ ( ) 1’ %* 8’874’ %&’ (+’ .( ; ’ *: e ($8 r 36 0%&
r = T − e9<

E [e] = C

[

T (T − 1)

2
(p − 1)T

+
(−1)T−1

p2

(

(1 − p) − (1 − p)T (Tp + 1 − p)
)

]

E [r] = T − E[e]
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! "#$$%$%&’()*$+ , -.

/ 0’$#’1 . - /%0 123+4 )%#+$%0*%)56 $-789+: )%0 %$3) ; -)#)%<) ; -$=0=+*+5. p 0%3 0 -0%9) T8

E [e] = C

[

T (T − 1)

2
(−1)T (1 − p)(2T+1)T

+
(−1)T−1

(1 − (1 − p)2T+1)2
(

(1 − p)2T+1
− (1 − p)(2T+1)T

(

T (1 − (1 − p)2T+1) + (1 − p)2T+1
)

)]

0%3
E [r] = T − E[e]
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#$ %%&’ ( ) * + *, - .*- / 0) 12 , ) 13 45 6*7- *6 4- 0) 45 5*8041- , 5 T − e 9 ) *:* e 45 , :, - 61+ ; , :4, <.*
9 40) 0) * , 5=+ 301048 6450:4<>041- 12 0) * ? , :@1; 8) , 4- (en)n≥0A B- 6*: 0) * , 55>+ 3041- 12 , 3, 0)
*C450*- 8*D0) * 0:, - 54041- 3:1<, <4.404*5 12(en)n≥0 , :*

P
(

en+1 = k
∣

∣en = i
)

= 0 21: k > T − i − 1 , - 6 k "= T

P
(

en+1 = k
∣

∣en = i
)

=

(

1 − (1 − p)2T+1
)

(1 − p)(2T+1)k

1 − (1 − p)(T−i)(2T+1)

21: k ≤ T − i − 1AE 40) u = (1 − p)2T+1D9 * 1<0, 4-

P
(

en+1 = k
∣

∣en = i
)

= 0 21: k > T − i − 1 , - 6 k "= T

P
(

en+1 = k
∣

∣en = i
)

=
(1 − u) uk

1 − uT−i
21: k ≤ T − i − 1

( ) * 0:, - 54041- 3:1<, <4.404*5 , :* 0) * 5, + * , 50) * 1- *54- 5*8041- FA! A( ) *:*21:* 0) * 21:+ >., * , <1>0
0) * 50, 041- - , : 3:1<, <4.40= , - 6 E[e] 120) * 5*8041- FA! 8, - <* >5*6 9 40) u = (1− p)2T+1AE * 1<0, 4- ’

P (e = i) = πi = C
[

(−1)T (1 − p)(2T+1)T

+ (−1)(T−1)(1 − p)(2T+1)i
]

C =
1 − (1 − p)2T+1

A + B

9 40)
A = T (−1)T (1 − (1 − p)2T+1)(1 − p)(2T+1)T

, - 6
B = (−1)T−1

(

1 − (1 − p)(2T+1)T
)

E [e] = C

[

T (T − 1)

2
(−1)T (1 − p)(2T+1)T

+
(−1)T−1

(1 − (1 − p)2T+1)2
(

(1 − p)2T+1 − (1 − p)(2T+1)T
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)
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E [r] = T − E[e]
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! "#$$%&$%&’()*$+ ,

# $ %&’ ()*$+S ∈ N
∗ , ’ * %, -- DS : Ωn → Γ(n,S) ./ $ (, 0 1-)’ 2 &3Ωn )’ Γ(n,S) *$4’ $* , ( 3&--&5 (6

DS(ω)(i1, . . . in) =

{

1 )3ω ∩ Π
n
k=1[

ik−1
S

, ik

S
[%= ∅

0 &./ $+5 )($

- ’ . . / 01 DS -) / 0( )# +1# 2 ( $*) $"13"14$5 / +%6)7$76

∀γ ∈ Γ(n,S),∃ω ∈ Ωn, DS(ω) = γ

89 : : ; 6<&1+&=$ ./ )( ($’ .$’ %$>5 $ %&’ ()*$+γ ∈ Γ(n,S) , ’ * (/ &5 ./ , . ω = {( i1
S

, . . . , in

S
)|γ((i1, . . . , in) =

1} =$+)4$( DS(ω) = γ7 !

# $ *$4’ $ D−1
S (γ) = {ω|DS(ω) = γ}7

- ’ . . / 21 {D−1
S (γ)|γ ∈ Γ(n,S)} +# / 7%+1) 3/ -1+1+$%$8Ωn9

89 : : ; 6 DS )( *$4’ $* &=$+ ).( 5 / &-$ )’ 1?. *&0 , )’ , ’ * +$, %/ $( ).( 5 / &-$ &?.1?. *&0 , )’ @($$
-$0 0 , AB5 / )%/ )( 4’ ).$7 !

# $ %&’ ()*$+λ ∈ R
+∗>n ∈ N

∗>S ∈ N
∗7 # $ , -(&%&’ ()*$+./ +$$ 3?’ %.)&’ ( Vc : Ωn → R , ’ *

V 1
d , V 2

d : Γ(n,S) → R (?%/ ./ , . 3&+, -- ω ∈ Ωn>5 $ / , =$

V 1
d (DS(ω)) ≤ Vc(ω) ≤ V 2

d (DS(ω))

Vc )( , +, ’ *&0 =, +), C-$ )’ ./ $ 1+&C, C)-)(.)%(1, %$ (Ωn, Q, Pλ) , ’ * V 1
d , V 2

d , +$ +, ’ *&0 =, +), C-$( )’
(Γ(n,S), Q

′, Ppλ
) 5 / $+$ pλ = 1 − exp(− λ

Sn )7
# $ *$4’ $ .5 &3?’ %.)&’ ( V 1

D
−1

S

, V 2
D

−1

S

(?%/ ./ , .6

V 1
D

−1

S

: Ωn → R

ω *→ V 1
d ◦ DS(ω)

, ’ *

V 2
D

−1

S

: Ωn → R

ω *→ V 2
d ◦ DS(ω)

V 1
D

−1

S

, ’ * V 2
D

−1

S

, +$ +, ’ *&0 =, +), C-$( )’ ./ $ 1+&C, C)-)(.)%(1, %$ (Ωn, Q, Pλ)7
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! "# # $ %&2 )31, -41 / "13)#&0 *15, )-)#, 067 1 4+31

E[V 1
D

−1
S

] ≤ E[Vc] ≤ E[V 2
D

−1
S

]

#$ %%&’ Vc( V 1
D

−1
S

)*+ V 2
D

−1
S

) ,- +- . *-+ /* 01- 2)3 - 4,56)6/7/20/8 24)8- )*+ /* )++/0/5*( 95, )77

ω ∈ Ωn( V 1
D

−1
S

(ω) ≤ Nc(ω) ≤ V 2
D

−1
S

(ω): ;* 85*2-<=-*8-( 95, )77 7/*- ) , 54- ,)05,2 )*+ 95, 01-

->4-80-+ ?)7=- /* 4) ,0/8=7) ,( 01- /*-<=)7/0@157+2: !

! "# # $ ’ &2 )31, λ ∈ R
+∗6n ∈ N

∗6S ∈ N
∗ +, * γ ∈ Γ(n,S)67 1 4+318

Pλ(D−1
S (γ)) = Ppλ

(γ)

#$ %%&’ &5, ) A/?-* γ( B- 853 4=0- Pλ(D−1
S (γ)): C - . ,20 +/?/+- [0, 1]n /* 23 )77- , ?57=3 -2 59

855,+/*)0-2 [ i1−1
S

, i1
S

[× · · ·× [ in

S
, in+1

S
[ B/01 01- +/999- ,-*0ij ?) ,@/*A/* [1 . . . S]: D−1

S (γ) /2 01- 2-0
59)7785*0/*5=2 *-0B5,D2 2=81 01)001- ,- /2 *5 *5+- /* )77?57=3 -2 [ i1

S
, i1+1

S
] × · · ·× [ in

S
, in+1

S
] 95,

B1/81 γ(i1 . . . in) = 0 )*+ 5*- 5, 3 5,- *5+-2 /* 01- 501- ,2: E/?-* 01- 45/225*/)* 4,58-22 /*0-*2/0@
λ( 01- 4,56)6/7/0@591)?/*A*5 *5+- /* 5*- 23 )77?57=3 - /2exp(− λ

Sn ) )*+ 01- 4,56)6/7/0@591)?/*A
5*- 5, 3 5,- *5+-2 /21 − exp(− λ

Sn ): ;* 85*2-<=-*8-( B- 1)?- 01- 95775B/*A-<=)0/5*’

Pλ(D−1
S (γ)) = exp(−

λ

Sn
)0(γ).(1 − exp(−

λ

Sn
))1(γ)

= p
1(γ)
λ .(1 − pλ)0(γ)

= Ppλ
(γ)
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( ) "*+"# %&9 1 ’#, 0)*1" λ ∈ R
+∗6n ∈ N

∗6S ∈ N
∗: 9 1 +(0# ’#, 0)*1" -4"11 ;&, ’ -)#, 0Vc : Ωn → R

+, * V 1
d , V 2

d : Γ(n,S) → R 0&’4 -4+- ;#" +(( ω ∈ Ωn67 1 4+31 V 1
d ◦ DS(ω) ≤ Vc(ω) ≤ V 2

d ◦ DS(ω):
Vc )0 + "+, *#$ 3+")+<(1 ), -41 / "#<+<)()0-)’ 0/ +’1 (Ωn, Q, Pλ) +, * V 1

d , V 2
d +"1 "+, *#$ 3+")+<(10 ),

(Γ(n,S), Q
′, Ppλ

) 7 41"1 pλ = 1 − exp(− λ
Sn ): =41, 67 1 4+318

E[V 1
d ] ≤ E[Vc] ≤ E[V 2

d ]

#$ %%&’ &,53 7-3 3 ) ! ( B- D*5B 01)0{D−1
S (γ)|γ ∈ Γ(n,S)} /2 ) . */0- 4) ,0/0/5* 59Ωn: ;* 85*2-F

<=-*8-(

E[V 1
D

−1
S

] =
∑

γ∈Γ(n,S)

Pλ(D−1
S (γ)).V 1

d (γ)

&,53 7-3 3 ) G( B- 8)* +-+=8- 01)0
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E[V 1
D

−1
S

] =
∑

γ∈Γ(n,S)

Ppλ
(γ).V 1

d (γ)

= E[V 1
d ]

# $ %&’ ( ) % *+) , -&, , . / 01. 0

E[V 1
D

−1
S

] ≤ E[Vc] ≤ E[V 2
D

−1
S

]

2
3 &4( . --5 ) 60. 7(

E[V 1
d ] ≤ E[Vc] ≤ E[V 2

d ]

!

! "#$$%&$%&’()*$+ ,

- . ’$#’ / 01 , $- / %. n01+2 )%#+$%/ * #3/ 4)5 6+7)%T, d ∈]0, 1]5 λ ∈ R
+∗ / %1 S ∈ N

∗5 8 ) #)9
TS = ⌊T.S⌋5dS = ⌊d.S⌋: ; ) $<9/ +%+%(Γ(n,S), Q

′, Ppλ
) / %1 (Ωn, Q, Pλ)=

E[N(dS ,TS+1)] ≤ E[N (d,T )] ≤ E[N(dS ,TS)]

89 : ; < = > ? @A> > ? B <) ( $7C&+ n ∈ N
∗DT, d ∈]0, 1]Dλ ∈ R

+∗ . ( C S ∈ N
∗2 D; ) E+) F&017$

01&) +&, D%&%7-- G$&01&+&$G-0H7F&( 65 01&) +&, / %701 Vc 6&7( H&I G. - 0) N (d,T ) . ( C V1 . ( C V2

6&7( H+&$E&J07F&-5 &I G. - 0) N(dS ,TS+1) . ( CN(dS ,TS)2# $ J) ( $&I G&( J&D707$ &( ) GH1 0) $1) % 01. 0*) +
. H7F&( ω ∈ ΩnD

N(dS ,TS+1) ◦ DS(ω) ≤ N (d,T )(ω) ≤ N(dS ,TS) ◦ DS(ω)

<) ( $7C&+ω 7( Ωn2 K&0Jc = {(ji
1, . . . j

i
n)|i ∈ [0 . . . l], l ∈ N

∗} 6&. $1) +0&$0E. 01 6&0%&&( 0%)
( ) C&$ x . ( C y 7( Ωn2 3 &J) ( $7C&+ω′ ∈ Ωn %17J1 7$ 01&( &0%) +’ J) , E) $&C 65 01&J) ) +C7( . 0&$
J) ( 0. 7( &C 7( J2 3 &J) ( $7C&+Jd = DS(ω′)2 3 &J. ( $1) % 01. 0Jd 7$ . F. -7C E. 01 7( N(dS ,TS+1) ◦

DS(ω)2L( J) ( $&I G&( J&D%&1. F&N(dS ,TS+1) ◦ DS(ω) ≤ N (d,T )(ω)2
; ) $1) % 01. 0N (d,T ) ≤ N(dS ,TS) ◦ DSD%&$GEE) $&01. 001&+&&M7$0$ ω $GJ1 01. 0N (d,T )(ω) >

N(dS ,TS) ◦ DS(ω)23 &J) ( $7C&+. $1) +0&$0E. 01 Jd 7( DS(ω) . ( C6G7-0*+) , Jd . E. 01 Jc 7( ω $GJ1
01. 0|Jc| = |Jd|2L0-&. C$ 0) . J) ( 0+. C7J07) ( %17J1 E+) F&$ 01&01&) +&, 2 !

2 ’ / / 3 41 , $- / %. n01+2 )%#+$%/ *1+#4-)9) #3/ 4)56+7)%T, d ∈]0, 1]5λ ∈ R
+∗ / %1 S ∈ N

∗58 ) #)9
TS = ⌊T.S⌋5dS = ⌊d.S⌋ / %1 8 ) ( / 7) +%(Γ(n,S), Q

′, Ppλ
)=

lim
S $→∞

P(N(dS ,TS+1) = N(dS ,TS)) = 1
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#$ %%&’ ( ) *+,- . / T ∈]0, 1] 0*- λ ∈ R
∗1 2 . 3*) 4 5605N(dS ,TS+1) ≤ N(dS ,TS)1 76. 8/) 909,:,5;

) <60=,*> N(dS ,TS+1) #= N(dS ,TS) ,+,*<. /,) / 5) 56. 8/) 909,:,5; 560556. /) ?5,*> 0:>) /,56@9?,:- +54 )
- ,<<. /. *58056+ 4 ,56 TS 0*- TS + 11 76,+ 86. *) @. *0 ) AA?/+ 4 6. * 56. /. ,+ ) *. *) - . ,* 56. /0*>.
TS + 1 5605 ,+ *) 5 ,* 56. /0*>. TS 0*- 5605 ,+ A:) +. / 5) 56. - . +5,*05,) * 560* 56. *. B5 6) 8 A6) +. *
,* 56. /0*>. TS1 2 . A0* 9,*- 56,+ 8/) 909,:,5; 9; 56. ) *. ) < 60=,*> ) *. *) - . 05 /0*>. TS + 1’
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