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�

��� �o�}k�r�k���j��³�i��l~rv����Æ-�I{
�

Ç�k�k����³�i�¿l~r��}��g��SlFr����
r�gik���k�j&�²���i���i�&���ikIl�¹A@5k���{*�vkI��k��=rv��{

�

rFÆÂ�d�²�����S�v�³rvg�j�l-rv�dlv�³j��i���2r�k��i�³�i��gik�j������²��lv{}lFr�k�j&l0����lv����g
g|{=���v���´¾®����j�k�ÆÂ�S�vÇ�g��Z°�k¡�Qk�k��O�i�����Q�=l~kI�B)ô�²�

�

�S�<+ ¹�f-gik�{��²��k����Sl~k����S�±�d�i��k��}���¶r��³�S�O�������vkI�¶r��³�S�
rF{|�Qk�gik��i�v��l~rv����l0¾®���6rvg�k���k����³�2C��²rv��������¾,r�gik¡lFr��}��g���l~rv�������²�vrI¹+t¼�´�Q��rvg�����lvk�l

�

r�gik�j&���³�´���}k��&��l0rv�
Í���l~ro�i��k��}���¶rorvgik�r��³j�k¡���OÆ0gi����g±�dlFr��}��g���l~rv���Ãk�°�k��=r¿lvgi�S�i���´�i�����i�¿�����4rvg�k��Ok�°��S�³°�k�rvgik�l~{}l~rvk�j
��¾,�����}�³�Y�²��{&�i�»µGk���k��=rv���²�/k��=���²rv������l�¹ Ò rWlv�Qk����³ÍY���³��l~r�������kIl-�³��r��³j�k

�

rvgik�l~{}l~rvk�j3��l-�i�G���2rvkI�
�

�����
�³r-��l-��gikI��Ç�kI��Æ0gik�r�gik��+rvgik�l~rv�}��g���l~rv���6k�°�k��Sr-g��SlLr��¡�Qko�Qk��~¾®�S�vj�kI�&���+�i�²rI¹5f-gik¿���³�S�����»r�gij

�

r�gik��
��i���}��k�k��il¡��k����i��lv��°�k���{�¹ Ò �³rvgi�S�i��g7rvg�k�l~k´�²���������³rvgij&l¡lvk�k�j rv�Å�S�³°�k*�S�|�}�½��k�lv�i�³r�l

�

�i���Z°|���}k��½r�gik
r��³j�k
�¼l~rvk��4�²¾�rvg�k�u¿�EDºl~�S�³°�k��-��l0Ç�k��}rWl~j&���³�

�

rvg�k�{d������Ç�� j&�²rvgik�j��²rv�������|�¼�YlFr��»ÍY���2r��³�S�
�

����Æ0gi����g
���Sl~��lÂrvg�k����6�������i���S��{&�����i���d�Qk+�F���i��k��/¹5t¼�dr�gik¿¾®�S�³���ZÆ0���i�

�

ÆÂk��i�����Q�Slvk¿�¡��������������lÂj��²rvgik�j��²rv�������
�S�v�S�i��� ¾®�S�Âg={|�i������l~rv�}��g���l~rv���W�²�����ik�rvk��vj����i��lFr����Wj��}�}k��³�����i�����d��°�k���{ k���k��=�²�Sr+�����&�Y�2rv�������YÆ+�I{S¹
Ì k4����lv�±�i��k�lvk��Sr r�gi��k�k4�²�����S�v�³rvgij&l�¾®�����³r�l��³j��i��k�j�k��Sr��²rv�������²���\Í������³��{\lvgi�2Æ1Í���l~r����Sr��v�����i���i�
�|�ij�k��v�������%��k�l~���»r�l+¾®���-r�gikÃ������rvk��������ig�����k¿fWÏ�j��}�}k��/lv{}lFr�k�j4¹

F G �d!")0�¶� 	%���&�"����	%�����q�Ã!
#�)+��)-!5
.������	%����� 
.��#�)0��	

ÕÂ�S��l~���}k��
N
��gik�j������²�Wl~�QkI����k�l

S1, . . . , SN
���=°��S�³°�kI�7���

M
��k��S�¶r��³�S��l

R1, . . . , RM
¹xÕÂgik�j������²�

lv�Qk�����k�l-�²��kWj��}�}k��³��k��d�³�dr�k���j�l+�²¾��|�ij��Qk��-��¾�j�����k����i�³kIl
X(t) = (X1(t), . . . , XN (t))

¹5f-gik¿��k����
�
r��³�S� ���2r�k+¾®���Lk��S��g��vkI����rv�����

Rj
��l�l~�Qk����»ÍYk�� �={ ��lv� �¼�����³��k������v�S�Qk���lv�»rF{�¾®�i���¶r��³�S�

aj = aj(X(t), t) �Æ0gi����g½��l�kI�S�Y�²�Lrv�´rvgikd�i���}�}����r���¾0�´���²rvk�������l~r����Sr
cj
�����Årvgikd�=�ij��Qk����²¾0�Q�Sl�l~���i��k����Sj��i�������

ß�ß
ì.H�ÿ�þ �¶ÿ
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r��³�S��lo�²¾��vkI���¶r��²�=rWj��S�³kI���i��k�lo�³�|°�����°�k��´���O��k�����rv�����
Rj
¹ÃÔi�S�Wr�gik¡j��Sl~ro¾®�vkI�S��k��Sr��³{´��lvk����vkI����rv�����

rF{|�Qk�l
� Sa → ∗ � Sa + Sb → ∗

�����
Sa + Sa → ∗ �

ÆÂk��Sk�r
aj = cjXa(t) � aj = cjXa(t)Xb(t)�����

aj = cjXa(t)(Xa(t)− 1)/2 �

�vkIl~�QkI�¶r��³°�k��³{:)20I�
�

0�0�+ ¹0uo�Y��k�����k��S�¶rv�����
Rj
��l6�Qk��v¾®����j kI�

�

r�gik
�|�ij��Qk����²¾Gj�����k����i��k�l"¾®���LkI����g�lv�Qk����³kIl5��lL�i�G�i�2r�k��&�����������}���i�or���rvg�k6l~r��²rvk6��g����i��k0°�k��¶r����

νj �

�?¹ k�¹
�

X(t)← X(t) + νj
¹

�*É ¥ É ¦��\¬ ¯ ¬Ð¤�¥I¬Ð¨ � « Ü É Ë�� s+�Sl~kI�d���dr�gikÃ���ZÆ·�²¾,j&��l�l-����rv�����
�

��l~{}l~rvk�jØ��¾,�����i�i��k��*�����}�����²��{
�}�³µGk���k��Sr������SkI�=���2r��³�S��l = u¿� DÂl ?���l�k�l~r����i�³��lvgik���¾®����r�gik�rv��j�kÂk�°��S�³�}r��³�S�Ã��¾}rvgikE��
1�������-�²¾ij�����k����i�³kIl
X(t) ∈ R

N
+

=?l~k�k
�

k�¹ ��¹
�

)ô�
�

0<3�+!?

d

dt
X(t) =

M
∑

j=1

νjaj(X(t), t)
= 0�?

Æ0�³rvgÁl~�Sj k �³�i�³rv�����"°2���³�ik
X(t0) ∈ R

N
+

¹ Ì g��³��k¡r�gik&l~{}l~rvk�j lvgi�S�i���O�Qk��}kIlv���v���Qk��O�Sl¿�*°�k���rv���¿��¾
���Sr�k���k���l

�

rvgi��l�j��}�}k����ik�k���l��vk����L°2�²���ikIl�¾®���
X(t)

¹4f-gi��l���l�gi�2ÆÂk�°�k����S����k��}r����i��k&�i���}k���r�gikd�Sl �
lv�ij��}rv�����Ã�²¾|���²����k"�=��j��Qk����²¾|j�����k����i��k�l-=

Xi(t)À 1
?%lv�-rvg��²r%r�gikL��k����2rv��°�k"k��v�����/���²���QkL�ik��S�³kI�¶r�k��%¹

�%¥ « ¨���§i¤�¥�¬?¨ � « Ü É Ë�� s+�Sl~kI�Å���½�ig={}lv�����²�����ZÆ6l������Årvgikd���ik��4rvg��²r¡��gik�j����������vkI���¶r��³�S��l��²��k
kIlvlvk��Sr����²���³{Á���²���i��j �i���}��kIlvlvk�l

�

rvg�k4lFr��}��gY��l~rv���&¾®����j��i���2r��³�S�\��¾o��g�k�j������²�-�vkI���¶r��³�S��l���l¡�S�³°Sk��7�³�
r�k���j�l��²¾-��p����vÇ��2° �F�ij��Á�i���}��kIlvl

X(t) ∈ N
N )20��

�

����+ ¹ t r�lÃ��gY�²�����¶r�k���� CI�2rv��������l����Sl~k��±���Or�gik
�i���������i���³�³rF{

aj(X(t), t)dt
�²¾���k��S�¶rv�����

Rj
�}�����i�v�����i�½���ºrvgik±�ik�À=r��³�iÍ��i�³rvk�lv��j����Wr��³j�k±���Srvk��v°²�²�

[t, t + dt]
¹5�ok����²rv���i�¡�={

Tj(t)
rvgikorv��j k��2r+Æ0gi����gd�vkI����rv�����

Rj
ÍY��l~rÂ�}�����i��l��²¾ rvk��

t �

rvgi��l+�²j��S�i�Sr�l
r���Æ0�v�³rvk�rvg��²r

P[Tj(t) ∈ [t, t + dt] |X(t)] = aj(X(t), t) dt.
t rL��l5��l~�������³{���l�lv�ij�k���r�g��2rL�vkI���¶r�������l"�²��k+�³�i���²����{Ã�³�Y�}k��Qk��Y�}k��=rL��j �i��{|���i�¿rvg��²r

P[{Tj(t), Tk(t)} ∈
[t, t + dt] |X(t)] = aj(X(t), t)ak(X(t), t) (dt)2

¹
t¼�¡�S���ik���r��¿kIlFr��²�i����lvg �²� k�°������}r��³�S��kI�=���2r��³�S��¾®�S�

X(t)
�Sl,ÆÂk����i��lQ�F��lFr��»¾®{|���i��g|{|�i�v���¡l~rv�i��g��SlFr����

�������}k�r�k���j��³�i��l~rv���¿j��}�}k���l
�

r�gik�¾®�����³�2Æ0���i�¡r��³j�k�r�������lF¾®�S�vj&�²rv�����

gj(s|t) =

∫ s

t

aj(X(τ), τ) dτ

��l*�²¾�Ç�k�{���j��Q���vr��²�Y��k�¹ f-gikO¾®�i����rv�����
s 7→ gj(s|t)

��l*�i��� �¼�}kI���vkI��lv�³���Á¾®���
s > t �

l~������kOrvgik
�i�����Qk���l~�³rv��k�l

aj
���vk �i��� � �ik��=�2r��³°�k¡�={O�}k�ÍY�i�»r������/¹ �Wk��i�²r�k �|{

Exp(1)
rvg�k k�À}�Y�S�ik��=rv���²�"���²���}�Sj

°2���v�����i�³k��²¾��Y�²���²j�k�r�k��
1 �

�A¹ k�¹
� ξ ∼ Exp(1)

�³¾
P[ξ ∈ [x, x + dx]] = e−xdx

¾®�������³�
x ≥ 0=Ðgik���k

∼
�}k����²rvkIlWkI�=���²���»rF{4�³�O���IÆ �Qk�rFÆÂk�k���rFÆÂ�d���²���i��j °2���v���²�i��k�l�?��

ξ
g���l¿l~�i��°|�³°²�²�����v�S���²�i�����»rF{

P[ξ ≥ x] = e−x ¹�m6�2Æ
�

��k�r¡��l¡���S��lv���}k�����lvk��=�ik�����k
(ξjk)

��¾0�³�Y�}k��Qk��Y�}k��=r¡���²���i��j'°2�²�����²�i��k�l
ξjk ∼ Exp(1) �

Æ0�»r�g
j = 1, . . . ,M

�²�Y�
k ∈ N

¹5�ok�Í���kWrvgiko���²�Y�}��j °2���v���²���³kIl
Sj(n) =

∑n
k=1 ξjk¾®�S�

j = 1, . . . ,M
�²���

Nj(t) =

∞
∑

n=1

1{Sj(n)≤gj(t|t0)}.
=A��?

á ä,ß/á é
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f-gik��
�

�³r6���²���QkÃk���lv���³{dlvgi�ZÆ·rvg��²r0¾®���6���³�
j ∈ {1, ..,M}

P[Nj(t + dt)−Nj(t) = 1|X(t)] = aj(X(t), t)dt

lv��r�g��2r+r�gik¿�ik�À|r,�F�ij�� �Arv��j k���¾/rvgik¿�i���}��kIlvlvk�l
Nj(t)

g��I°�kWr�gik�lv��j ko���ZÆ�r�g��²�
Tj(t)

¹Lf-gik���k�¾®����k
�ÆÂkÃ��k�r-rvgikÃ��j��Q���vr��²�=r0�vk����²rv�����

Tj(t) ∼ g−1
j (Exp(1)|t),

=Ð�5?
�����drvgikÃ���ZÆ·��¾�rvgikÃk�°������}rv������k��=���²rv�����*��¾�rvgikÃ�|�ij��Qk��6��¾,j �S�³kI���i��k�l-��l0����°�k����={��

dX(t) =

M
∑

j=1

νj dNj(t).
=Ð�5?

mW�²rvkorvgY�2r
Nj(t)

�������Sr�lÂrvgik��=�ij��Qk��-��¾/rv��j�k�lÂr�g��2r-��k��S�¶rv�����
Rj
�i�������v��k���¾®�v�Sj r�gik¿���i�³rv���²�Qrv��j�k

t0
�i��rv��rv��j k

t
¹ D�°������}rv������kI�=���2r��³�S� =Ð�5?-��������k�lv�Q�����il�r�� r�gikÃ�³�}ÍY�i�»r�k�lv�³j&���/��k���k����2rv�S�

Af(x) = lim
s→t+

d

ds
E[f(X(s)) |X(t) = x]

=

M
∑

j=1

f(x + νj)aj(x, t)− aj(x, t)f(x).

f-gik*�}�����Â�Q�����Sr¡�²¾6°=��k�Æ =AÕÂg����ij���� ���W����j��������v�Z°�?o��k��S�ilÃr��´r�gikdÆÂk��³� �AÇ|�i�2Æ0�\��gik�j������²��j&�SlFr�k��
kI�S�Y�2rv����� ) 0Z�

�

����+

d

dt
P[X(t) = x] =

M
∑

j=1

(

aj(x− νj , t)P[X(t)− νj = x]−

aj(x, t)P[X(t) = x]
)

.

gi�S���i�³�i� ¾®�S�6�²���
x ∈ N

N ¹

� � ����!,��#�	%�,���"����	/�����'���*#(#�)+��)-!5
.���*��	%������
.��#�)0��	

Ô��i�³��{dlFr��}��g���l~rv���ol~��j��i���2r��³�S��l+�Qk����Sj�k¿�=�i�³rvk�lv���ZÆCÆ0gik��*j&�²�|{&j�����k������³kIl+�����&¾Ð�SlFr0�vkI���¶r��³�S��l+�²��k
���=°��S�³°�kI�

�

�}�ikÂr��Wr�gikÂ¾Ð�S�¶r,r�g��2r,r�gik+k�µQ�S�~r"��l,���v�S�Y�S�~r��������²��rv�or�gik+�=��j��Qk��"��¾���k�����rv������l��Qk��v¾®����j kI�%¹
ÄW�ZÆÂk�°�k��

�

¾®�S�0k�����g*rv��j�k
�¼��g����i��kI�d�"����lvlv�����i�v�i��k�l�l
Nj(t)

Æ+k�g��Z°�k

E[Nj(t)] = E[(Nj(t)− gj(t|t0))
2]

=

∫ t

0

E[aj(X(s), s)]ds

ß�ß
ì.H�ÿ�þ �¶ÿ
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¾®�S�
t > t0

¹�y|������k�rvg�kÃ�vk����²rv��°�k , ����rv���²rv�����4�Yk�r¼Æ+k�k��
Nj(t)

�²���
gj(t|t0)

��l-����°�k��*�|{

E[(Nj(t)− gj(t|t0))
2]

1/2

E[Nj(t)]
=

1

E[Nj(t)]1/2
,

�³r���l ��k���lv���Y�²�i�³k�r��Å�ik��S�³kI�¶r��»r������7���i�i���IÀ}��j&�2rvkdrvgik´lFr��}��g���l~rv���*�}{|���²j�����l �={\�»r�l������Sr��³�|�i���Yl
�����i�Sr�k������²�vr

gj(t|t0)
=?��l��³� r�gik´�}k�rvk��vj����i��l~rv����j��}�}k��#?¡Æ0gik��7r�gik4���v�S�Yk���lv�»rF{

aj
��l����²����k������

r�gik��=�ij��Qk���l0��¾"j�����k����i��k�l0���=°��S�³°�kI�*����r�gik��vkI����rv�����4�²��k��i��r0rv�|��lvj&�²���?¹Âf-gi��l0j���rv��°2�2r�k�l0j��»À}k��
l~rv�}��g��SlFr������²�����}k�rvk��vj����i��l~rv����j �i�}k���l�¹

ÕÂ����lv���ik��Â���Y�²�vrv�³rv�������²¾%r�giko�vkI����rv������l
R1, . . . RM

���Srv��r�gi�SlvkWj��}�}k�����k���l~rv�}��g���l~rv���������³{ =ÐÆ0�»r�g
�����}k�À

j ∈ S
?6������r�gi�Slvk�j �i�}k����³kI���}k�rvk��vj����i��lFr������²���³{B=ÐÆ0�»r�g������}k�À

j ∈ D
?¶¹oÔ����o������°�k��´j �i�}k��

�r�gik���kd�²��k&�²r��³kI��l~rÃr�gi�vk�k����}r��³�S��l�¾®�S����k�rvrv���i�Ol~����g\�4�Y�²�vrv�³rv����� � =®�!?Ã�v�i�\�4¾®�i�³��{Ál~rv�}��g��SlFr�������k
�
���³�2C��²rv�������²�����²�Y�²��{5C�k�rvgik´¾®�vkI�=�ik������³kIl�92�i�v�S�Qk���lv�»r���k�l �²¾�k��S��g��vkI����rv����� =®�i��rvk4r�g��2r�rvgik�j&�2�F���
����j��i�}r��²rv�����Y�²�����Sl~rW��l6���O����j��i�}r��³����j&�²�|{*��k����³�2C��²rv������l�?�� =Ð�³�!?0�Yl~k��i�³�S�³�S���������%����lv�³�SgSrI¹0t r¿l~k�k�j&l
��k��Sl~�S���²�i��k

�

¾®���L����lFr��²����k
�

rv�Ãj��}�}k��}�Sk��ik0�vk����i���2r����v{Ã�����~r�l5lFr��}��g���l~rv�������³��{
�

Æ0gi���³k0j�k�r��²�Q�S�³���+��k����
�
r��³�S��lÂ�}k�r�k���j��³�i��l~rv�����²����{ ��=Ð�³���!?5¾®���Âk��S��g��vkI���¶r��³�S�&��gi�|�=l~kW�����²�}r��³°�k��³{ �Qk�rFÆÂk�k��&r�gik6rFÆÂ�¡���i�i���S����gik�l
��lv���i�±�����v�³rvk��v�����½���Sl~kI�Á�S�½rvgik*�=�ij��Qk��¡��¾6j�����k����i��k�l¡�����½�³r�l¡�i�v�S�Qk���lv�»rF{±¾®�i����rv����� =Ðlvk�k4y|k�� �
r��³�S�67 ?¶¹Lf-g�k�k�°��S�³�irv������k��=���2r������d¾®�S�

X(t) ∈ R
N ��l-�i�2Æx����°�k����={�r�gikÃg={|�i������lv{}lFr�k�j

dX(t) =
∑

j∈D

νj aj(X(t), t) dt +
∑

j∈S

νj dNj(t)
=A��?

Æ0�³rvgd�³�i�³rv�����Y°2���³��k
X(t0) ∈ R

N
+

¹5�W�ikWr���rvgiko���²�vrv�³rv�������²¾%rvgiko��k�����rv������l
�

��lv�Qk�����k�lÂ�����&�Qk��³�S�i�Ãrv�
r�gik¡l~rv�i��g��SlFr�������lWÆÂk����,�Sl0r�gik �}k�r�k���j ���i��lFr��������²�vro�²¾5rvg�k�g|{|�i�v����l~{}l~rvk�j�¹ Ò lo�d���S��l~kI�=�ik�����k

�

�³r
j&�Z{Wrvgik�����k�rv�������³��{Wg����i�Qk���r�g��2r,lv��j�k

Xj(t)
�Qk�����j�k�l/�ik��=�2r��³°�kS¹ Ì kL�i��rvk5ÍY��l~r/rvg��²r/r�gi��l�lv�»r����2r��³�S�

�ik�°�k��"�}�����i���vkI�Ã��� ���i�5lv�³j������²rv������l
�

�������³r5��l"���2rvg�k��"�i�ik+rv�����¡�i��lv�i�³r��²���³k-j��}�}k������³�i����gi�S����k = rvg�k
�}k�rvk���j����i��l~rv���¿kI�S�Y�2rv���S��l-lvgi���i���*�i�²r6�S�¶r0�S��lvj&�²���/�S�Y�²�Sr��»r��³kIl ?�¹�y|k��������}��{

�

rvgi��l6l~�³rv�Y�2rv�����4�����*�Qk
lv����°�k��d�={*�²�4�����²�}r��³°�kÃlFr��2rvk�� �ik��Qk����ik��Sr6��gi�S����k¿��¾�r�gik���k��S�¶r��³�S��l�r����Qk�j��}�}k�����k���lFr��}��g���l~rv�������³��{
�S�0�}k�rvk���j��³����l~rv�������³��{S¹Ly|����g4���4�²�i���v�=����gd��l0�����v��k��=rv��{��i���}k��6l~rv���i{�¹
f-gik�g|{|�i�v����lv{|l~rvk�j =A��?-���S�v��k�lv�Q�����ilÂrv� r�gikÃ�³�iÍ��i�³rvk�lv��j����/��k��ik����2r����

Af(x) = lim
s→t+

d

ds
E[f(X(s))|X(t) = x]

=
∑

j∈D

aj(x, t)
d

dx
f(x) +

∑

j∈S

f(x + νj)aj(x, t)− aj(x, t)f(x).

f-gikÃ�}���²�%�Q�����Sr0�²¾�°|�³k�Æ = ÕÂg��²�ij&��� � �o����j �S�����v�Z°1?L�³kI���ilÂrv� rvgikÃ��gik�j������²�Gj&�SlFr�k��-k��=���2r��³�S�*���S� �
�i��k��*rv��� � �����i°|���³��k¿r¼{|�QkÃk��=���²rv�����B=Ð�¶¾F¹ ) ;

�

ÕÂg����/¹L�i¹ �.+ ?¶¹

á ä,ß/á é
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Ò r6�³kI��l~r+rvg��vk�k��i�»µGk���k��SrW�²�����S�v�³rvg�j ���¿�²�i�i���S�S��gikIl�¾®���6l~��j��i���2rv���i� rvg�kÃl~rv�}��g���l~rv���o���²�vr0�³�*r�gik�g|{ �
�i�����±j��}�}k�� =A��?��²��k��Z°2���³���²���³k ��=Ð�#?¿rvgik�ÍY��l~rÃ��k��S�¶rv�����Åj k�rvgi�i�>)20��

�

0�0�+
�

=®���#?¿rvg�k��}�³��k���rÃj�k�rvgi�}�
)20��

�

0�0�+,�²���B=Ð�³���#?+r�gik��ik�À|r6��k��S�¶rv������j�k�rvg��}� ) 3�+ ¹�t¼��rvgikÃ¾®�����³�2Æ0���i�
�

ÆÂkÃÆ0���³���}��l����Ylvl6�²�����S�v�³rvg�j ���
��k����³�2C��²rv������l+�²¾�rvg�kÃg={|�i�����*j��}�}k��%���Sl~kI�*����k��S��g��²¾�r�gik�lvk�¹

f����³���³�YlFr����²rvkor�gik����Sl~���o���}k��
�

������lv���}k��0� lv�³������k���g�k�j������²�/lv�YkI����k�l
S1
�Qk����i���³�|°�����°�k��d�Q�²r�g��³�

����k�����rv�����
R1
j �i�}k����³kI�dlFr��}��g���l~rv�������³��{��²���d����k��S�¶rv�����

R2
j��}�}k�����k��d�}k�r�k���j��³�i��l~rv�������³��{�¹Ly|k�r+r�gik

���i�³rv���²�"rv��j�k
τ = t0

������rvgik��|�ij��Qk��Ã��¾Âj�����k����i��k�l
X(τ) = X1(t0)

¹ �o���ZÆÎ�*�������}��j �=��j��Qk��
ξ1 ∼ Exp(1)

�����O�³�i�³rv���²���2C�k
g1(τ |t) = 0

¹ Ò l¿�����i�4��l
g1(τ |t) < ξ1

����l~rv�i��g��SlFr�����k�°�k��=r��}�����i��l
�����drvgik��i{=�Y�²j�����l-��l6lv�³j��i��{d����°�k����={�r�gik��}k�r�k���j ���i��lFr����������~r

dX

dτ
(τ) = ν2 a2(X(τ), τ)

=
75?

=?�¶¾F¹,k��Q¹A=?��? ?¶¹Ot¼�Ár�gik*�����i��l~k��²¾-r�gik =?�}k�r�k���j ���i��lFr�����?�k�°������}r��³�S�
�

gi�2ÆÂk�°Sk��
�

r�gikd°2���³��k��²¾
g1(τ |t)��������k��Sl~kIl�¾®�S�³���2Æ0�³���¡rvg�k��}�»µGk���k��=rv���²�/k��=���²rv�����

d

dτ
g1(τ |t) = a1(X(τ), τ).

=AÏ�?

ÄWk�����k
�

�²���������³rvgij��������³��{
�

Æ+k4lv�³j��i��{7l~��j��i�³r����ik��S��l~��{\lv����°�kdr�gik´l~{}l~rvk�j���¾Ãu¿� D�l = 7 ? �²�Y� =AÏ.?�¹
f-gikW�=�ij�k��������²�Ylv�����}r��³�S���²¾/lv����g&�����}�����²��{¡�}�»µGk���k��=rv���²�Yk��=���2r��³�S��lL��l�°�k���{�ÆÂk��³�Q�}�}���ij�k��Sr�k�� =®kS¹ �Y¹

�)ô�
�

0<7
�

0ZÏ
�

����+!?�¹ Ì kWr�gik���k�¾®����kWlv�i�i�Q�=l~k6rvg��²rÂÆ+ko�²��kW�²���³k6rv� ����j��i�}r�k6r�gik¿l~�S�³�irv�����&��¾%rvgikÃu¿�ED�l
�i� rv�Á���={\�ik�l~����k�� �������i������{½�²���7��k�����k���r rvgik´�}��l�����k�rv�2C��²rv�����7k��������¡��� Æ0g��²r ¾®�������ZÆ6l�¹7�o�ik�rv�
kI�Y¹ =Ð� ?

�

ÆÂk�Ç|�i�2Æxr�g��2rWrvgik�Í���lFrol~rv�}��g��SlFr�������k��S�¶rv���S���}�����i��l6�����������}���i� rv��rvgik��������}�Sj3°2���v���²���³k
T1(t0)

¹�ÕÂ����lvk��=�ik��Srv��{
�

Æ+k �³�=rvk��S���²rvk�r�gik�lv{}lFr�k�j �²¾0u¿�ED�l�= 7 ?¿�²���>=AÏ.?o�i�Sr��³�"r��³j�k
τ = s

lv����g
r�g��2r

g1(s|t) = ξ1
¹Of-g=��l

T1(t0) = s
�²���Árvgik*l~rv�i��g��SlFr����&��k��S�¶rv�����½��l��Qk��v¾®����j�k��%¹�f-gikdk��=rv���vk

�i���}��kI�}�i��k¿��l-rvgik��4�vk��Qk��2r�k��*�i�Sr��³����lv�Qk����³Í�k��*Í����²�%rv��j�k�¹

f-gik+���Q�Z°�k+�²���������³rvgij�����lv��gik�j�k+�vkI�S���³��k�l/r�gik+��lvkÂ�²¾Y�=�ij�k��������²�=���Sr�k��S���²rv����l%r�g��2r5���³���2ÆÁrv�¿l~rv�S�
���Sr�k������2r��³�S��Æ0gik��±lv��j�k l~��� ���²���³kI�4k�°�k��Sr¿¾®�i���¶r��³�S� =®���O�S�i�¿����lvk

τ 7→ g1(τ |t) − ξ1
?W°2�²�i��lvgik�l�¹ Ò

¾®k�Æº�|�ij�k��������²�Gu¿�ED\���Sr�k������2r�����l5���³��k��S�}{������������}kok�°�k��=rÂg��²���i�³���i��¹5Ä6�2ÆÂk�°�k��
�

rvgik¿l~�QkI�����²�����²rv�i��k
��¾W�S�i��k�°�k��Sr�¾ �����¶r��³�S��j���Ç�k�l �»r&kI��lv{År��Å��j��i�³k�j k��Sr&rvgik4k�°�k��Sr��}k�rvk���rv�����

�

lv�³����k
g1(τ |t) − ξ1��������k��Sl~kIld�³�

τ
=®�³r4��l��ik��=�2r��³°�k±�Qk�¾®����kOrvg�kÅk�°�k��=r�rv��j k½�²���C�Q�=l~�³rv��°�kOrvgik��vkI�2¾ r�k���?¶¹Øf-g=��l��S�ik

�|�ij�k��v���������³{*���Sr�k��S���²rvk�l0rvg�k¡l~{}l~rvk�j
��¾Âu¿�ED�lW�i�=rv����rvgik�ÍY��l~r6r��³j�k
τ+
Æ0g�k��´rvgik¡k�°�k��=rW¾®�i���¶r��³�S�

g1(τ+|t) − ξ1
�Qk�����j�k�lo�Q�Slv�»r��³°Sk

�

Æ0gi�³��k¡�³r���l�lFr��³���,��k��S�²rv��°�k¡�2ror�gik �i�vk�°|�³�S��l6rv��j�k
τ− = τ+ − δt=

δt
�Qk����i��r�gikÃr���j k¡lFr�k�� ?�¹0f-gik��

�

�&�Q����{|�i��j����²�/���Sr�k����Y�S���2rv�����4�Qk�rFÆÂk�k��
(t−, g1(τ−|t)− ξ1)

�����
(t+, g1(τ+|t) − ξ1)

���²�\�Qk*�Yl~kI�½���7�����}k���r��Ok�°2���³���²rvk�rvg�k*k�°�k��Sr¡r��³j�k
s ∈ [τ−, τ+]

�2r Æ0gi����g
g(s|t)− ξ1 = 0

¹Lf-gi��l-���v�}��k��}�i��ko��l+rvgik�lv��j k���l~kI��r�� �Sk��ik����²rvk¿���}k���lvk����}r��i�}r )20<7
�

0ZÏ<+
�

�²���*��l
��ÆÂk�����kIlFr��²�i����lvgikI�4j�k�rvg��}�%¹ Ò �³rvk��v���²rv��°�k���{

�

Æ0�»r�gOlv��j�k������}�»r��������²�,���Sj��i�}r��²rv�������������=lFr
�

�&Í��ik��
r��³j�k�l~rvk��´���S�i���*�QkÃ��lvk��dr��&lv����°�kor�gik¡u¿� D����*r�gikÃ���Srvk��v°²�²�

[τ−, τ+]
¹

ß�ß
ì.H�ÿ�þ �¶ÿ
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f-gik��}����k��¶rWj�k�r�gi�}�4k�À}�i�������³rv��{����������i���²rvkIl-Æ0g�����g´�vkI���¶r��������}�����i��l-��k�À|ro�²�Y��Æ0gik��4�³rW�i�����i��l ) 0I�
�0 0�+A¹Of-gikd�vkI���¶r������Årv��j�kd��l��S�³°�k��½�={±rvg�k��F�ij��\��¾-rvgik*�,����l�l~�S�Á�i���}��kIlvl

Nσ(t) =
∑

j∈S Nj(t)Æ0�³rvgÅ���Sr�k���lv�»rF{O����°�k��±�={´r�gik&���ij��i���2rv��°�k rv��j�k rv���²��l~¾®����j&�2rv���S�
gσ(τ |t) =

∑

j∈S gj(τ |t)
¹ f-g|��l

r�gik��²�����S�v�³rvgij����o�vkI�²��� CI�2rv���S�d�²¾�r�gik��}���vkI�¶r0g|{=���v���*j�k�r�gi�}�*��l6��l+¾®�����³�2Æ6l �
0�¹6y|k�r6�³���»r������Gr���j k

t = t0
�²�Y�*�³���»r������%�|�ij��Qk���l-��¾,j�����k������³kIl

X(t0)
�

�}¹ 4 k��ik����2r�k�� ���²���i��jØ°2�²�����²�i��k ξ ∼ Exp(1)
�

�i¹6y|k�r
gσ(t|t) = 0

������lv����°�kor�gik�l~{}l~rvk�jØ�²¾�u¿� D�l6l~r����~r��³�����2r0rv��j k
τ = t

dX

dτ
(τ) =

∑

j∈D

νjaj(X(τ), τ)
=
;5?

dgσ

dτ
(τ |t) =

∑

j∈S

aj(X(τ), τ)
=
35?

�i�=rv���%r��³j�k
τ = s

l~����g*r�g��2r
gσ(s|t) = ξ

�

��¹ 4 k��ik����2r�k��6�}��lv���vk�rvkL���²�Y�}��jx°²�²�������i�³k5Æ0�³r�g�°2�²���ikIl/�³� S �²���Ã�i�v�S���²���³���»r���k�l (aj(X(s), s))j∈S�����S���ik��+rv���}k�r�k���j��³�ik�rvgikÃ��k��S�¶r��³�S�
Rm

rv�&�Qk��Qk��~¾®�S�vj�k�� �
�}¹0nW�G�i�2r�k

X(s)
�S�����S���}���i��rv�d�vkI���¶r��³�S�

Rm �

gik�����k¡l~k�r
X(s) ← X(s) + νm

�Glvk�r
t ← s

�²�Y�
�S�¡rv�dy=rvk����}¹

���"! �����$#�
�%&�('*)�	+)���,���
���'*�-�.���/)0��� ��
���	0��������� 	�%

t¼�\rvgikdÍ���lFr¡��k��S�¶r��³�S�Áj�k�r�gi�}�
�

�´���}r��²rv��°�kd��k��S�¶rv�����Ár��³j�k*��l���k��ik����2r�k��Å¾®���¡kI����g½��k��S�¶rv����� �"r�gik
��k��S�¶rv�������������vkIl~�Q�����i�³�i�Årv�½rvgikOlvj&�²���³kIlFr&r��³j�k���ld��g��Slvk���rv�\�}�����i�

�

r�gikOl~r��2r�k´°�kI�¶rv�S�
X(t)

��l
�S�����S���}���i�S�³{Á�i�G�i�2r�k����²���\r�gik4�i���}��kIlvl¡��k��Qk��²rvkI� )20��

�

0 0�+A¹�f-gik4�ik�À|r&��k�����rv�����7j�k�r�gi�}�7��l����
k��&���³k��SrÂ�²��� kI�����i�Sj���� =®¾®�v�Sj�r�gik6�Y�S���SrL��¾Q°|��k�Æ��²¾G��lvk0�²¾G�������}��j °2���v���²�i��k�l�?�°²�²�������Sr5�²¾Qrvg�k-Í���l~r
��k��S�¶rv����� j�k�rvgi�}�%¹"t r���l5���Sl~kI� ������k���lvk0�²¾G���²���}�Sj °2�²�����²�i��k�l5�²�Y� ���}r��³j��2C�kI���i�²r��Ãl~rv�����¶r��i��k�l ) 3�+ ¹
f-gi��l¿��k���lvk �²���³�2Æ6lo��lorv�4l��²j��i��k¡�����³{´���ik ���²���}�SjÓ°2�²�����²�i��k¡�2r�k��S��gO�³r�k����2rv�����>=Ð�³��l~rvkI���O�²¾�r¼Æ+�
���³Ç�k����±r�gik&�}����k��¶rÃj�k�rvgi�}� ?¶¹&f-gik&�����������³rvgij�������k��²���2C��²rv������lo��¾�r�gik ÍY��l~r��²���Orvgik&�ik�À=r��vkI����rv�����
g|{=���v���*j�k�rvg��}�il6�²��k¿°�k���{dl~��j��³���²�

�

rvg=�Yl0ÆÂkÃl~r��²rvk¿r�gik�j
���4������j�������r-¾®����j �

0�¹6y|k�r6�³���»r������Gr���j k
t = t0

�²�Y�*�³���»r������%�|�ij��Qk���l-��¾,j�����k������³kIl
X(t0)

�

�}¹ 4 k��ik����2r�k��³�Y�}k��Qk����}k��=r����²���}�Sj °2���v���²���³kIl (ξj)j∈S �

���ik�¾®���¿k��S��gO�vkI����rv�����
Rj
���
S �

Æ0�³rvg
ξj ∼ Exp(1)

�

�i¹6y|k�r
gj(t|t) = 0

¾®���
j ∈ S

�
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m6�Y¹ �vkI���¶r��³�S� �i�����Qk���lv�³r¼{ ���2r�k�=5�i�Z{ −1 ? l~r��²rvkÃ��g����i��k
R1

��k�� c1−−→
r�k�j

a1 = c1 ·
��k��

c1 = 0.025 ν1 �
= 0

�

� 0
�

�5?
R2

rvk�j c2−−→ ∅ a2 = c2 ·
rvk�j

c2 = 0.25 ν2 �
= � 0

�

�
�

�5?
R3

rvk�j c3−−→
rvk�jdÖ ��k��

a3 = c3 ·
rvk�j

c3 = 1.0 ν3 �
=Ð�

�

0
�

�5?
R4

��k��GÖ¿lFr��v��� c4−−→
� °|���v��l �

a4 = c4 ·
��k��
·
l~rv�����

c4 = 7.5 · 10−6 ν4 �
=?�

�

� 0
�

��0<?

R5
rvk�j c5−−→

rvk�jdÖ¿lFr��v���
a5 = c5 ·

rvk�j
c5 = 1000 ν5 �

=?�
�

�
�

0<?

R6
lFr��v��� c6−−→ ∅ a6 = c6 ·

lFr��v���
c6 = 1.99 ν6 �

=?�
�

�
�

� 0�?

� ð�!Zïôë���� � ý�û 
 �IëFï=ë���í2ð�ö?ò 
¶ìIó

��¹6y|�S�³°�k¿r�gik�l~{}l~rvk�jØ��¾Lu¿� D�l6l~r����~r��³�����2r0rv��j�k
τ = t

dX

dτ
(τ) =

∑

j∈D

νjaj(X(τ), τ)
= 0��5?

dgj
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X(t)
�2r6r���j k

t
�²���´������lv���}k��o��rv��j�k

��������k�j�k��=r
∆t > 0

¹ Ì k����²�����i���2r�k
=Ð�#?Âr�gikÃ�i���������i���³�³r¼{&r�g��2r0r�gik���k���l-�i����k��S�¶r��³�S�*�Qk�rFÆÂk�k��

t
�����

t + ∆t
��l

P[Nj(t + ∆t)−Nj(t) = 0; j = 1, ..,M ] =

M
∏

j=1

exp(−aj(X(t), t)∆t)

= 1−
M
∑

j=1

aj(X(t), t)∆t +O(∆t2);

=Ð�³�!?Âr�gikÃ�i�v�S���²���³���»rF{&rvgY�2r6���i��{&r�gikÃ��k�����rv�����
Rk
�}�����i��l+�Qk�rFÆÂk�k��

t
�²���

t + ∆t

P[Nk(t + ∆t)−Nk(t) = 1
�²���

Nj(t + ∆t)−Nj(t) = 0; j = 1, . . . ,M, j 6= k] =

ak(X(t), t)∆t +O(∆t2).
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rvgik4�i���������i�³���³r¼{ÁrvgY�2r r�gik���k4�²��kdrFÆÂ�Å��� j��S�vk*��k��S�¶rv�����Yl��Qk�r¼Æ+k�k��
t
�����

t + ∆t
��l

O(∆t2)
¹LmW�ZÆ

�

¾®���6���={��Q�S�i���}kI�d¾®�i����rv�����
f : N

N → R
Æ+k����ir��²���

E[f(X(t + ∆t)) |X(t)] = f(X(t))(1−
M
∑

j=1

aj(X(t), t)∆t)

+

M
∑

j=1

f(X(t) + νj)aj(X(t), t)∆t +O(∆t2),

lv� Æ+k���k�r-rvgY�2r
X(t)

��l6p��²��Ç��2°=���²�
�

�²�Y�

lim
s→t+

d

ds
E[f(X(s)) |X(t)] =

M
∑

j=1

f(X(t) + νj)aj(X(t), t)− aj(X(t), t)f(X(t)).
= 0I� ?

f-gikÃ���³�SgSr0g��²�Y��l~���}kÃ�²¾�rvg�k��²�Q�2°�k¿k��=���²rv�����*�S�³°Sk�l-��l+r�gikÃ���}Í��i�³rvk�lv��j����/��k��ik����2r����

Af(x) =

M
∑

j=1

f(x + νj)aj(x, t)− aj(x, t)f(x)

��¾irvgik0p��²��Ç��Z°¿���v�}��k�l�l
X(t)

Æ0gi����g¡k��Srv����k���{Ã��g��²������rvk��v�2C�kIl/�³r�¹LÕÂ����lv���ik����³�i�
f(X(t)) = 1{X(t)=x}���B= 0�� ?

�

Æ+k����}r��²���*rvgik¡ÕÂgik�j������²�/pO��l~rvk�� D��=���²rv�����

d

dt
P[X(t) = x] =

M
∑

j=1

P[X(t) = x− νj ]aj(x− νj , t)− aj(x, t)P[X(t) = x].

� ��) � ���*!"��# 
.�&#*)0� �
ÕÂ�S��l~���}k��0rvg�k�g={|�i�����4lv{}lFr�k�j

X(t)
�2r0r��³j�k

t
�����4������lv���ik��6� r��³j�k���������k�j�k��Sr

∆t > 0
¹0ÕÂ����lv��� �

k��v���i��� �Q�S�i���}kI�
�

�}�³µQk��vk��Srv���²���³kÃ����lvk���°2���i�³k
f : (R+)N → R

Æ+k����ir��²���

E[f(X(t + ∆t)) |X(t)] = f
(

X(t) +
∑

j∈D

aj(X(t), t)∆t +O(∆t2)
)

×

(

1−
∑

j∈S

aj(X(t), t)∆t
)

+
∑

j∈S

f(X(t) + νj +O(∆t))aj(X(t), t)∆t +O(∆t2)

�����drvg|��l

lim
s→t+

d

ds
E[f(X(s)) |X(t)] =

∑

j∈D

aj(X(t), t)
d

dt
f(X(t))

+
∑

j∈S

f(X(t) + νj)aj(X(t), t)− aj(X(t), t)f(X(t))
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Af(x) =
∑

j∈D

aj(x, t)
d

dt
f(x) +

∑

j∈S

f(x + νj)aj(x, t)− aj(x, t)f(x),

Æ0gi����gd¾®�i����{d��g��²������rvk����2C�k�l�rvgik�g|{=���v���d�i���}��k�l�l
X(t)

¹5f-g|��l
�

ÆÂk¿g��Z°�k d
dtE[f(Xt)] = E[Af(Xt)]
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d

dt
P[X(t) ∈ dx] = −

∑

j∈D

d

dx

(

aj(x, t)P[X(t) ∈ dx]
) = 0�� ?

+
∑

j∈S

aj(x− νj , t)P[X(t)− νj ∈ dx]− aj(x, t)P[X(t) ∈ dx],
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M ′ �����}k��Qk����}k��Srdk�À}�Q���ik��Sr������0�������}��j °²�²�������i�³kIl
ξ1, . . . , ξM ′ ��¾

��������j�k�rvk��
1
�²�����������}kI����k���lv���i�¡¾®�i����rv������l

f1, . . . , fM ′

: R
+ → R

+ Æ0�»r�g´�³�|°�k���l~k (f j)−1(y) =
inf{x ≥ 0 : f j(x) ≥ y}

¹

f-gik��
�

rvgik-���IÆ7�²¾
(ξ1, . . . , ξM ′−1)

�����Y�}�»r��³�S�ik���r��
{fM ′

(ξM ′

) = min1≤j≤M ′ f j(ξj)}
��l"k��=�����

�������ZÆCr��
(ξ1 + (f1)−1[fM ′

(ξM ′

)], . . . , ξM ′−1 + (fM ′−1)−1[fM ′

(ξM ′

)])
¹

f��Ã�i���Z°�k+r�gi��l
�

���S��l~���}k��
M ′ ���S�Sr��³�|�i����l5�Q�S�i���}kI�¡¾®�i���¶r��³�S��l g1

�

¹�¹
� gM ′ ¹ Ì k0g��Z°�k+r������������i���²rvk

E = E

(

g1(ξ1)g2(ξ2) . . . gM ′−1(ξM ′−1)|fM ′

(ξM ′

) = min
1≤j≤M ′

f j(ξj)
)

=
E

[

∏M ′−1
j=1 gj(ξj)1ξj≥(fj)−1(fM′ (ξM′ ))

]

E

[

∏M ′−1
j=1 1ξj≥(fj)−1(fM′ (ξM′ ))

] =

∏M ′−1
j=1 E

[

gj(ξj)1ξj≥(fj)−1(fM′ (ξM′ ))

]

∏M ′−1
j=1 P

[

ξj ≥ (f j)−1(fM ′(ξM ′))
]

��lv���i��rvgiko�³�Y�}k��Qk����}k�����k�¹5nol~���i��r�gikW���S��Ç �²¾/j�k�j��S�v{ �i�����Qk��vrF{¡�²¾%rvg�kWk�À}�Y�S�ik��=rv���²�Y°2���v���²���³k$=®�A¹ kS¹
∀x ≥ a, P[ξj > x|ξj > a] = P[ξj + a > x]

?
�

Æ+k���k�r

E

[

gj(ξj)1ξj≥(fj)−1(fM′ (ξM′ ))

]

= E

[

gj
(

ξj + (f j)−1(fM ′

(ξM ′

))
)

]

P

[

ξj ≥ (f j)−1(fM ′

(ξM ′

))
]
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E =

M ′−1
∏

j=1

E

[

gj(ξj + (f j)−1(fM ′

(ξM ′

)))
]

Æ0gi����g��i���Z°Sk�lÂr�gik�lFr��2rvk�j�k��SrI¹

� �����¶� �����+���´	��������,����� ���´���*)
� ���*!"��# 	��&	%��)6
 �2�Ã!
S = {1, 2, 3, 4}

�
� k�r6��l-��k�j&���vÇ�r�g��2r0¾®���

S = {1, 2, 3, 4}
�²���
D = {5, 6} �

l~{}l~rvk�j3�²¾Lu¿�ED�l�=�; ? ��=
3 ?+��k�����l

d

dτ

rvk�j
= 0

d

dτ

��k��
= 0

d

dτ

l~rv�����
= c5 ·

r�k�j
− c6 ·

l~rv�����

d

dτ
gσ(τ |t) = c1 ·

�Sk��
+ (c2 + c3) ·

r�k�j
+ c4 ·

��k��
·
l~rv�����

Æ0�³rvg4���i�»r����������S���}�³rv������l+r�k�j
(t),
��k��

(t),
lFr��v���

(t)
�2r

τ = t
¹5t r6g��Sl+rvgik������²��{=rv�����²�/l~�S�³�}r��³�S�

rvk�j
(τ) =

r�k�j
(t)�Sk��

(τ) =
�Sk��

(t)
l~rv�����

(τ) =
( l~rv�����

(t)−
c5

c6
·
rvk�j

(t)
)

e−c6(τ−t) +
c5

c6
·
r�k�j

(t)

gσ(τ |t) =
(

c1 ·
��k��

(t) + (c2 + c3) ·
r�k�j

(t) +
c4c5

c6
·
��k��

(t) ·
rvk�j

(t)
)

· (τ − t)

+
c4 ·
��k��

(t) ·
( l~rv�����

(t)− c5

c6
·
r�k�j

(t)
)

c6

(

1− e−c6(τ−t)
)

.
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