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g�beg�wO � �a®¦ k�deV�pBghd¥xhV�wOjeY¢wBz�pB�3k�f�ZGdekmz:³µxhV�wOjeY¢wBz�p9yca3f�wOY�kmzÌºDo�(/³§o°��¾ªY7p3yhZG � �k�fh��©Å¶�Z�wByhycj�Z�b�b�V�ZGj�ZÀf�ZGk�deV�ZGj
ycjegh��j�Z�bekmb�d�wOf�z�ZJf�pBj7z�ZG � #zGa3zG mZªxhV�wBb�Z�bex�Z�zGk´Ë�zGk�d§a�½��hghd�j�wOdeV�ZGj��¸p9zGg�b�pBf­w¬��wO LwOf�z�ZJ��ZGd§¦�Z�ZGf®wOfndek#deghY7pBghj
Z:¤¢z�wBzGa�wOf�y�V�Z�wO �deVna�dekmb�beg�Z�d�p�£ckmzGk�d§a�pO�·zGa3d�pBd�p�£ckmz,ycjegh��b�½cwBb�V�wBb wO mb�p���Z�ZGfJyhpBf�Z�k�f)�-,83h½9���*�§©	�²f¢deVhkmb¯ �k�Y�k�d�Z�y
b�ZGdedek�fh��½(¦¯Z�z�pBf�b�kmyhZGj�pBghj�wOxhxhj�p�wBz�VÉpBjek���k�f�wO Wk�f�wBbeY�g�z�V­wBb�k�d�w +�g�b�Z�b�xhghj�Z

L∞ zGjek�d�ZGjekLw º1deV�pBgh��VCg�bek�fh�Àw
f�pBfh �k�f�Z�wOj,z�pBfBqÁgh�nwOd�Z���j�wByckmZGfnd/Y7ZGdeV�p9y�¾����,+�k�f�zG �g�yhZ�bto�(/³§o°� Y7p3yhZG � �k�fh�-��wOf�y¡z�+�d�wO��Z�b#k�f9d�pªwBz�z�pBghf9dtycjegh�
zGk�j�z�wByckLwOf¬Z:¹�Z�zGd�b�©

_3Z�zGdekmpBfª�/¦ k� � h��Z yhZG��pBd�Z�y�d�p,deV�Z bedeg�yca�pO��Y¢wOdeV�ZGY¢wOdekmz�wO �Y7p9yhZG mb"�DpBj(deV�Z z�ZG � hx�pBxhgh LwOdekmpBf�b�begh�hY�k�ded�Z�y�d�p
ycjegh�7k�fc�Dg�bekmpBfA©(¶�ZR¦ k� � �Ë�j�b�d#z�pBf�bekmyhZGj#deV�Z,V�Z�wO �deVnaJdekmb�b�g�Z�b#wOf�y�deV�ZGf�deV�ZRdeghY7pBghj�z�ZG � mb�©(¶�Z,¦ k� � �beV�p�¦ÌdeV�wOd
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deV�Z�Y�k�fhk�Y¢wO #ºDpBjtY¢wT£ck�Y¢wO P¾tz�ZG � �x�pBxhgh LwOdekmpBf�ycghjek�fh�¥w���k���ZGfÀdek�Y7Z�k�f9d�ZGje�BwO (V�wOxhx�ZGf�b/d�p¢��Z�w�yck´¹KZGj�ZGfndekLwO�h mZ
�Dghf�zGdekmpBf­pO�tdeV�ZJycjegh�Àk�fc�1g�b�kmpBfC Lw�¦�½°deV�ZJ��j�wByckmZGf9d7pO�t¦ Vhkmz�V­z�wOf ��ZJyhZGjek���Z�yK© �²f b�Z�zGdekmpBf �¡d²¦�p�yck´¹KZGj�ZGfnd
pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBfJxhj�pB�h mZGY7b#wOj�Z/wByhycj�Z�b�b�Z�y#�3deV�ZtZGj�wByckmz�wOdekmpBf�xhj�pB�h mZGYÅz�pBf�bekmbed�b�k�f�Ë�f�yck�fh��deV�Z/ycjegh��k�fc�Dg�bekmpBfª Lw�¦
 mZ�wByck�fh�Àd�p¥deV�ZªbeY¢wO � mZ�bed�½"wOf�y±x�p�b�bek��h �aÀ�BwOfhkmbeVhk�fh��½(deghY7pBghj�x�pBxhgh LwOdekmpBf �°deV�Zªz�pBfnd�wOk�fhY7ZGfnd�xhj�pB�h mZGY  mp3pB�3b
�¸pBj�w¨dej�Z�wOdeY7ZGfnd�deV�wOd��¸pBj�z�Z�b�deV�Z�fnghY���ZGj7pO�#deghY7pBghj�z�ZG � mb�d�p¨j�ZGY¢wOk�fÉwOd�deV�Z¢ mp<¦�Z�bed�x�p�b�bek��h mZ� mZG��ZG �¦ Vhk� mZ
xhj�Z�b�ZGje�3k�fh��wOf­wBz�z�ZGxhd�wO�h mZJ mZG��ZG ��¸pBj�deV�Z¢V�Z�wO �deV9a«dekmb�beg�Z�b<©)�²f b�Z�zGdekmpBf ~¡f9ghY7ZGjekmz�wO  j�Z�begh �d�b7wOj�Z¢xhj�Z�b�ZGfnd�Z�y#�
yckmb�zGg�b�bekmpBf¡wOf�y�z�pBf�zG �g�bekmpBf¨�DpB � mp<¦$k�f¨b�Z�zGdekmpBf¨}c©
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u/k���ZGf¡deV�Z�b�z�wOj�zGk�d²a¥pO�' mpBfh�¢�DpB � mp<¦ ghx¨VnghY¢wOf¬y�wOd�w7pBf¥ghf9dej�Z�wOd�Z�y¨deghY7pBghjt��j�p�¦ deVA½�¦�Z�g�b�Z�y¨wOfhk�Y¢wO �Z:£cx�ZGjek´³
Y7ZGf9d�wOdekmpBfA©RÍ�£�wO �k�xh LwOdek�fA½�pBf�Z�pO�°deV�Z��¸ZG¦&ycjegh��bRwBzGdek���Z�pBf¬Y7ZGd�wBbed�wOdekmz�z�pB mpBj�Z�zGd�wO "z�wOf�z�ZGj�½�kmb,wO mb�p¢�9f�p<¦ f¬d�p
��Z�wBzGdek���Z�pBfÀu/ LwBb���p�¦)p�bed�Z�p�b�wOj�z�pBY¢w¢k�f¨Y�kmz�Z�©�UWVhkmbtY�ghjek�f�Z�deghY7pBghj�½�dej�wOf�bexh LwOfnd�Z�y¬ghf�yhZGj/deV�Z�be�3k�f¡pO�°deV�Z
wOfhk�Y¢wO µ½'kmb�Z�wBb�k� �a¬Y7Z�wBb�ghj�wO�h mZ�wOd�deV�Z7 LwO��pBj�wOd�pBjea�¦ k�deV w�z�wO �k�x�ZGj�½'¦ Vhkmz�VCwO � mp�¦#b�deV�Z¢pB�hd�ZGf9dekmpBfCpO� deghY7pBghj
��j�p<¦ deV¡zGghje��Z�b�½c¦ k�deV¨pBj ¦ k�deV�pBghd�dej�Z�wOdeY7ZGfnd�½�k�f�¦ V�pB mZR �k��9k�fh�¢wOfhk�Y¢wO mb��-,�}$��º¸wOfhk�Y¢wO mb#k�f�¦ Vhkmz�V¨deghY7pBghj�b V�wBy
j�Z�wBz�V�Z�y7,��24ÅpO�(deV�ZGk�j#d�pBd�wO A��p9ycaª¦�ZGk���V9d�¦¯ZGj�Z�b�wBzGjek´Ë�z�Z�y��¸pBj#ZGdeVhkmz�wO Aj�Z�wBb�pBf�b:¾:©

UWV�Z¡Y¢wOk�f®d�p�£ckmzGk�dekmZ�bªpO��p�£hwO �k�xh LwOdek�f�k�f®]¬wOf�wOj�Z¨pBf®��pBf�Z¨Y¢wOjej�p�¦�½#x�ZGjek�xhV�ZGj�wO ,b�ZGf�b�pBjeaÉf�ZGje��Z�b�½#wOf�y
deV�Z�qeZÁqÁghf9ghY �Ú���$�§©��²f±Y�kmz�Z�½�deV�ZªY¢wOk�fÉd�p�£ckmzGk�d§aCkmb�pBf deV�Z�qeZÁqÁghf9ghY º1xhj�p9ycg�zGk�fh��Z:£cd�ZGf�yhZ�y f�Z�zGj�p�bekmb�pO�tdeV�Z
Y�g�z�p�b�w�¾��Ú��½����§½3¦ Vhkmz�V� mZ�y�g�b�d�p�yhZ�bek���f¥w�bek�Y�xh mZ/Y7p9yhZG ��¸pBj·qeZÁqÁghf�wO �Y�g�z�p�b¿w�xhj�pB �k´�¸ZGj�wOdekmpBf¨wOf�y�V�pBY7Z�p�bed�wBbekmb�½
¦ Vhkmz�V¬pBf�ZRY¢w�a�d�wO��Z�wBbtw�x�wOj�wByck���Y pO�(�¸wBb�d j�ZGf�ZG¦ k�fh�¢V�Z�wO �deVna¨dekmb�beg�Z,��ZGV�w��3kmpBghjtbegh�cqeZ�zGd#d�p¢ycjegh�¢d�p�£ckmzGk�d§a�½
¦ k�deVhk�fÀw��� mpB��wO AY7p9yhZG �yhZ�bek���f�Z�y�d�p�j�ZGxhj�Z�b�ZGf9d���pBdeV¥deV�ZGj�wOx�ZGghdekmz�Z:¤¢z�wBzGa�wOf�y¥d�p�£ckmzGk�d§a�©

o° LwBbeY¢w�xhV�wOjeY¢wBz�pB�3k�f�ZGdekmz/x�wOj�wOY7ZGd�ZGj�b¯�DpBj¯p�£�wO �k�xh LwOdek�fÀº¸w�ycjegh��¦ Vhkmz�V��hk�f�yhbWz�p<�BwO mZGf9de �a�½9kµ©ßZ�©(k�jej�ZG��ZGj�b�k��h �a
d�pRk�d�b°d�wOje��ZGd�b�pBj"d�p�yhZGd�p�£3kmz�wOdek�fh��Y7pB mZ�zGgh mZ�b°k�f7 �k��3k�fh��z�ZG � mb¿¾'V�w���Z ��Z�ZGf¢d�wO��ZGf��1j�pBY xhgh�h �kmb�V�Z�y¢y�wOd�w"�Ú�h½ ����wOf�y
k�fhxhghd°d�p�w,b�k�Y�xh mZWË�j�bed°pBj�yhZGj"Y7p3yhZG  ��dekmb�beg�ZWxhV�wOjeY¢wBz�pB�3k�f�ZGdekmz#x�wOj�wOY7ZGd�ZGj�b/º1Y7Z�wBbeghjek�fh��deV�Z yhZ�zGj�Z�wBb�Z#pO��ycjegh�
l9g�wOfndek�dekmZ�b,k�f¡��pBdeV¡d§a3x�Z�b/pO�°dekmb�beg�Z�b�½�deghY7pBghj�wOf�y�qeZÁqÁghf�wO 'Y�g�z�p�b�w�¾#¦�ZGj�Z�kmyhZGfndek´Ë�Z�y�ZGk�deV�ZGjt�Dj�pBYÎxhgh�h �kmbeV�Z�y
y�wOd�w"�Ú�h½��$�§½�pBj#�9a�wOf¡p���ZGj�wO � (Z�bedek�Y¢wOdekmpBf¨¦ V�ZGf¬y�wOd�w�¦�ZGj�Z�f�pBd/w���wOk� LwO�h mZ�©WUWV�Z�Z:¤¢z�wBzGa¥pBj#d�p�£3kmzGk�d²aJ�1ghf�zGdekmpBf
yhZ�b�zGjek��hk�fh��deV�Z/z�ZG � ��3k� � �Z:¹KZ�zGd¯¦¯wBbWz�V�p�b�ZGfJpO�AdeV�Z65�k� � �d§a3x�Z�½9d�wO�3k�fh��k�f9d�p�wBz�z�pBghf9d¯xhV�wOjeY¢wBz�pB mpB��kmz�wO Kg�b�Z�b¯wOf�y
j�Z�z�ZGf9d¯xhgh�h �kmb�V�Z�yªb�deg�yckmZ�b �Ú��2c½ ,����§½nk�d�b�Y¢wT£ck�Y�ghYÅ��ZGk�fh��Y7p3ycgh LwOd�Z�y��9a¢w��O~�Vc³µx�ZGjekmp3yckmz/z�p�bek�f�Z�j�ZGxhj�Z�b�ZGfndek�fh�
zGk�j�z�wByckLwOf¥xhV�wOjeY¢wBz�p�b�ZGf�bek�dek��9k�d²a�©�UWkmb�beg�Z/xhV�wOjeY¢wBz�p9yca3f�wOY�kmzRx�wOj�wOY7ZGd�ZGj�b ³µk�f�zG �g�yck�fh�¢Y¢wT£3k�Y¢wO ·wOf�yJY�k�fhk�Y¢wO 
xhV�wOjeY¢wBz�p�b�ZGf�b�k�dek��9k�d²a�xhV�wBb�Z�be³�¦¯ZGj�Z�kmyhZGf9dek´Ë�Z�y¢wBb�Y�g�z�V¢wBb'x�p�b�bek��h mZ��1j�pBY  LwO��pBj�wOd�pBjea�zGghje��Z�b��-,�}$�AºDz�pBY�x�wOjekmb�pBf
��ZGd§¦¯Z�ZGf�dej�Z�wOd�Z�y�wOf�yÀghfndej�Z�wOd�Z�yÀdeghY7pBghjR��j�p�¦ deV�¾/pBjRZG mb�Z�pBfh �a¨Z�b�dek�Y¢wOd�Z�y�pBf¬deV�Z���wBbekmb,pO�¯ �k���ZG �k�f�Z�b�b�wT�1d�ZGj
pBdeV�ZGj�ycjegh��pBj#dekmb�beg�ZRy�wOd�w�¦ V�ZGf¨f�p�j�ZG mZG�BwOf9dty�wOd�w�¦¯ZGj�Z�w���wOk� LwO�h mZ�©
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¶�Z�z�V�p�b�Z��¸pBj,deV�Z�j�ZGxhj�Z�b�ZGfnd�wOdekmpBf«pO�AqeZÁqÂghf�wO 'Y�g�z�p�b�w�V�pBY7Z�p�bed�wBbekmb�wªbek�Y�xh mZ�y�wOY�x�Z�yÀ �k�f�Z�wOj,Y7p3yhZG µ½�¦ Vhkmz�V
Y�k�Y�kmz�b�k�fCw¡b�wOdekmbÂ�µwBzGd�pBjea�¦¯w�a�¦ V�wOd�kmb��3f�p�¦ f pO�#deV�Z7j�Z�z�p<��ZGjea«��ZGV�w��3kmpBghj�pO��ZGf9d�ZGj�p9zGa3d�Z�b�begh�cqÂZ�zGd�d�p¨j�wT³
yckmpBd�p�£3kmz�pBj zGa3d�pBd�p�£ckmz,k�f�begh �d��Ú��3$�§©��²d¯Y¢w�aª��Z/deV�pBgh��VndtpO�(wBbWdeV�Z, �k�f�Z�wOjekmb�wOdekmpBf¥pO�"w�Y7pBj�Z/z�pBY�xh mZ:£Jf�pBfh �k�f�Z�wOj
Y7p3yhZG  � ~���wO��pBghd°wt��ZGjea�bed�wO�h mZWZ�l9ghk� �k��hjek�ghY x�pBk�fnd(j�ZGxhj�Z�b�ZGf9dek�fh��dekmb�beg�Z�V�pBY7Z�p�bed�wBbekmb<©�UWV�ZWycjegh�,d�p�£ckmzGk�d§a�Z:¹�Z�zGd
¦WwBb beghxhx�p�b�Z�y¢d�p���Z/pBfh �a¢pBfJdeV�Z/z�pBY�x�wOjedeY7ZGfnd#j�ZGxhj�Z�b�ZGf9dek�fh��deV�Z�k�f"!�gc£JpO�·a�pBghfh��z�ZG � mb¯d�p�deV�Z�qeZÁqÁghf�wO ��9k� � �kµ½
bek�f�z�Z�Y¢wOdeghj�Z�z�ZG � mbtwOj�Z,ghf�wO�h mZ�d�p�xhj�pB �k´�DZGj�wOd�Z�k�f�deV�ZWqÂZÁqÂghf�wO KY�g�z�p�b¿wc©
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UWV�ZÀY¢wOdeV�ZGY¢wOdekmz�wO �Y7p9yhZG /�¸pBjªdeV�ZÀ�3k� � �kRx�pBxhgh LwOdekmpBf

A(t)
wOdJdek�Y7Z

t
z�pBf�b�kmbed�bJk�fÇwCb�ZGd�pO���¸pBghj¥z�pBghxh mZ�y

yck´¹KZGj�ZGfndekLwO 'Z�lng�wOdekmpBf�b8/

dP

dt
= −λP +

i(t)

Vdist

Φ(t)
º�,<¾

dC

dt
= −µC + ξCP

º¸��¾

dZ

dt
= {−α − f(C, t)}Z − βA + γ

º���¾

dA

dt
= Z − Zeq

º1~9¾

¦ V�ZGj�Z
P
wOf�y

C
bed�wOf�yC�DpBj7ycjegh��z�pBf�z�ZGf9dej�wOdekmpBf�b¢k�fÉdeV�ZJxh LwBb�Y¢wOdekmz¨wOf�y d�wOje��ZGd¢z�ZG �  x�pBxhgh LwOdekmpBf&º1xh LwBbeY¢w

wOf�yCdeV�Z�qÂZÁqÂghf�wO ¯Y�g�z�p�b�wc½�d�wOje��ZGd�pO�td�p�£ckmzGk�d§a�½�kµ©ßZ�©¬pO�/ghfn¦WwOfnd�Z�y­bekmyhZªZ:¹KZ�zGd�b�pO��deV�Z�ycjegh�9¾�z�pBY�x�wOjedeY7ZGf9d�b
j�Z�bex�Z�zGdek���ZG �a�½

Vdist

kmb#deV�Z�yckmbedejek��hghdekmpBf¡��pB �ghY7Z�½�kµ©ßZ�©¯deV�Z���pB �ghY7Z�pO�(deV�Z�z�ZGfndej�wO  º1xh LwBbeY¢wOdekmz<¾ z�pBY�x�wOjedeY7ZGf9d�½
k�fC¦ Vhkmz�VCdeV�ZªwBzGdek���Zªycjegh�¬kmb�k�fc�Dg�b�Z�yK©

A
kmb�deV�Z7fnghY���ZGj�pO�#Y¢wOdeghj�ZÀº1�9k� � �kP¾ qeZÁqÁghf�wO ¯ZGfnd�ZGj�p3zGa9d�Z�b�½

Z
kmb�deV�Z

k�f�bed�wOf9d�wOf�Z�pBg�b !�p�¦ d�p��3k� � �k �1j�pBY zGjea9xhd�b<½�j�wOd�Z¡pO��j�ZGf�ZG¦¯wO /d�p�Y¢wO��Z¡ghxÉ�DpBj�f�wOdeghj�wO tZG �k�Y�k�f�wOdekmpBfÌpO�R�9k� � �k
ZGf9d�ZGj�p9zGa3d�Z�b�k�f�deV�Z7k�fnd�Z�bedek�f�wO ° �ghY7ZGfA½

Φ(t)
kmb���k���ZGfA½·Z�l9g�wO °d�p

1
ycghjek�fh�¡wOghdeV�pBjek�Æ�Z�y�k�fc�Dg�bekmpBf�x�ZGjekmp3yhb�wOf�y

0
ZG mb�ZG¦ V�ZGj�Z¥wOf�y

i(t) ≥ 0
kmb�deV�Z¢dek�Y7Z�yhZGx�ZGf�yhZGfnd7ycjegh�Àk�fc�Dg�bekmpBf  Lw�¦�©��hghf�zGdekmpBf

f
j�ZGxhj�Z�b�ZGf9d�b�deV�Zªycjegh�

d�p�£3kmzGk�d²a¨pBf¥deV�ZRV�Z�wO �deV9a�qÂZÁqÂghf�wO AY�g�z�p�b¿wc½�wBb�b�ghY7Z�y�d�p���ZRx�ZGjekmp3yckmz�½�Y7pBj�Z�xhj�Z�zGkmb�ZG �a�V�ZGj�ZRd�p�V�w���Z�zGk�j�z�wByckLwOf
��wOjekLwOdekmpBf�b#¦ k�deV¥x�ZGjekmp3y

TA
�hk�d kmb ��k���ZGf¥�9a /

f(C, t) = F

(

1 + cos(2π
t − ϕA

TA
)

)

CγA

CγA

50 + CγA

λ, µ, ξC , α, β, γ, Zeq , F, ϕA, γA, C50
wOj�ZWx�p�bek�dek���Z z�pBf�b�d�wOfnd�b�©"UWV�Z�b�Z Z�l9g�wOdekmpBf�b°j�ZGxhj�Z�b�ZGfnd�ycjegh��yck´¹�g�bekmpBf¢wOf�y
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Y7ZGf9d�b7º

P
wOf�y

C
¾:½KwOf�y¡f�pBjeY¢wO �qÂZÁqÂghf�wO (Y�g�z�p�b�w�V�pBY7Z�p�bed�wBbekmb/�9a¬w¢ �k�f�Z�wOj,b�a3bed�ZGY
beV�p<¦ k�fh��w�bed�wO�h mZ��¸p9zGg�b

wOd
(Zeq, Aeq = β−1(γ −αZeq))

½cx�ZGjedeghje��Z�y��na¢deV�Z,ycjegh��d�p�£ckmzGk�d§a��1ghf�zGdekmpBfJ¦ Vhkmz�VJz�pBY7Z�bWd�p�bedej�ZGfh��deV�ZGf�deV�Z
f�wOdeghj�wO (wOghd�pBj�ZG��gh LwOdekmpBf¡z�p3Z:¤¢zGkmZGfnd

α
©

?� LwBb�bekmz�wO �Í/� . deV�Z�pBj�ZGY7b�yhZGY7pBf�bedej�wOd�ZªdeV�wOd�½"k�fhk�dekLwO  z�pBf�yck�dekmpBf�b7wOd�dek�Y7Z
t0
��Z�ZGfC��k���ZGf±�¸pBj

XA(t) =
(P (t), C(t), Z(t), A(t))

½(wOf�yÀw¢xhkmZ�z�ZG¦ kmb�Z�z�pBf9dek�fng�pBg�bRk�fc�Dg�bekmpBfÀxhj�pOË� mZ
i(t)

��Z�ZGfÀxhj�Z�b�zGjek���Z�yK½�beacbed�ZGY º�,G³µ~9¾
V�wBb/w�z�pBfndek�fng�pBg�b<½�xhkmZ�z�ZG¦ kmb�Z

C1 ½hb�pB �ghdekmpBf��¸pBj t ∈ [t0, tf ]
ºP�DpBj�wOf9a

tf > t0
¾:©°]¬pBj�Z�p���ZGj8/

i ∈ L2([t0, tf ]) −→ A ∈ H4([t0, tf ])

kmb�w�z�pBf9dek�fng�pBg�b�½�¦�Z�wO�3 �aªz�pBf9dek�fng�pBg�b�½�yck´¹�ZGj�ZGf9dekLwO�h mZ�wOxhxh �kmz�wOdekmpBfA½
A(t)

��ZGk�fh�¢w
C3 ½cxhkmZ�z�ZG¦ kmb�Z C4 ½3�1ghf�zGdekmpBf
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�²f�pBj�yhZGjRd�p�Ë�f�y�pBxhdek�Y¢wO "k�fc�1g�bekmpBfÀ Lw�¦#bR�na¡Y7Z�wOf�b�pO�¯yhZ�b�z�ZGf9d�wO ���pBjek�deVhY7b�½K¦¯Z�f�Z�Z�yÀd�p��3f�p�¦ deV�Z���j�wT³
yckmZGf9d�bR¦ k�deVÀj�Z�bex�Z�zGd,d�pªdeV�Z�k�fc�1g�b�kmpBf¬ Lw�¦ pO�¯pB�cqeZ�zGdek���Z�pBj,z�pBf�b�dej�wOk�fndR�Dghf�zGdekmpBf�b�½�deV�wOd,kmb�½�k´�

W (i)
kmbRbeg�z�V�w

yck´¹KZGj�ZGfndekLwO�h mZ�j�Z�wO A�Dghf�zGdekmpBfÀpO�
i ∈ L2([t0, tf ])

½�wOf�y ∂W

∂i
∈ L(L2([t0, tf ]), R)

k�d�b/yck´¹�ZGj�ZGf9dekLwO �¦ k�deV¬j�Z�bex�Z�zGd
d�p

i
½cdeV�Z���j�wByckmZGfnd

∇iW (i)
kmb deV�ZRZG mZGY7ZGf9dtpO�

L2([t0, tf ])
beg�z�V¨deV�wOd8/

∂W

∂i
.di =< ∇iW (i), di >

¦ V�ZGj�Z
< ∇iW (i), di >

kmb deV�Z�b�z�wO LwOj xhj�p3ycg�zGd�pO�
L2([t0, tf ])

/

< ∇iW (i), di >=

∫ tf

t0

∇iW (i)(τ)di(τ)dτ

UWVhkmb�¦ k� � A��ZRyhpBf�Z�k�f�deV�Z,�DpB � mp<¦ k�fh�7x�wOj�wO��j�wOxhV�b�©

'�� '��	' ���(�O����� � # ���%$ Ô # Ô �#� ) Ð � $ � ��$ 5°Ô65 � �1�c�%$ Ô #
� ZGd�g�b#yhZ:Ë�f�Z�½h�¸pBj

η
w���k���ZGf¨dek�Y7ZRk�f

]t0, tf [
½�w��Dghf�zGdekmpBf

F̃A
pO�(deV�ZRycjegh�7k�fc�Dg�bekmpBf¥ Lw�¦$�na

F̃A(i, η) = τA −
A(η)

Aeq

¦ V�ZGj�Z
Aeq

kmb�w,j�Z:�¸ZGj�ZGf�z�Z# mZG��ZG h�¸pBj°deV�Z��9k� � �k�x�pBxhgh LwOdekmpBfªwOf�y
τA ∈]0, 1]

w,d�pB mZGj�wO�h mZ��Dj�wBzGdekmpBf¢pO�KdeVhkmb°j�Z:�¸ZGj�ZGf�z�Z
 mZG��ZG µ©t¶�Z��3f�p�¦ deV�wOd

FA
kmb,w7z�pBf9dek�fng�pBg�b�½K¦¯Z�wO�9 �a¡z�pBfndek�fng�pBg�b<½Kyck´¹�ZGj�ZGf9dekLwO�h mZ��1ghf�zGdekmpBfÀpO�

i ∈ L2([t0, tf ])
©

U�p7pB�hd�wOk�f¨k�d�b ��j�wByckmZGf9d�½�¦¯ZR¦ k� � ·yhZGY7pBf�bedej�wOd�Z�deV�Z/�DpB � mp<¦ k�fh�¢ mZGY�Y¢w�/
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∇iF̃A
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F̃A
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i
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L2([t0, tf ])

/�0.

∇iF̃A =







Φ(t)

Vdist

Pa1(t) ∀t ∈ [t0, η]

0 ∀t > η

º¸}�¾

� � �����
Pa1

� � ��� � � 
�
��¢Ä���� 
 � 1��:��
�Ä �/�B�GÄ ��� � �<��� 
 � � � �:�
t0 ≤ t ≤ η

.

dPa1

dt
= λPa1 − ξCPa2

º�0�¾

dPa2

dt
= µPa2 + Pa3Z

∂f

∂C
(C, t)

ºµ��¾

dPa3

dt
= {α + f(C, t)}Pa3 − Pa4

º�2�¾

dPa4

dt
= βPa3

º�3�¾

� �DÄ�� ��
 �DÄ���
�� ���:
,�:�DÄ�����
 ��
�Ä�Ä���� �
η
.

Pa1(η) = Pa2(η) = Pa3(η) = 0

:
 �

Pa4(η) = −
1

Aeq
.

UWV�Z,xhj�p3pO��pO��deV�Z/ mZGY�Y¢w�z�wOfJ��Z/pB�hd�wOk�f�Z�yJ�9a¢Y7ZGj�Z/kmyhZGfndek´Ë�z�wOdekmpBfA© �²f�yhZ�Z�yK½hpBf�ZtV�wBbWd�p���ZGjek´�Da7deV�wOdW�¸pBjWwOf9a
di ∈ L2([t0, tf ])

/

∂F̃A

∂i
.di = −

Ā(η)

Aeq
=

∫ tf

t0

∇iF̃A(τ) di(τ) dτ
º�,���¾

��� ×�Ehò��GóGñ



2 � 
 ���<���B
:
�Ä����	�-
:����
���
�
:���´Ä�
������%�

¦ V�ZGj�Z
Ā =

∂A

∂i
.di
½(deV�Z¢yck´¹KZGj�ZGfndekLwO  pO�

A
¦ Vhk�deV«j�Z�bex�Z�zGd�d�p

i
wOxhxh �kmZ�y±d�p

di
½'kmb�pB�hd�wOk�f�Z�y±�na�b�pB ��3k�fh�¬deV�Z

�¸pB � mp�¦ k�fh�� �k�f�Z�wOj#d�wOfh��ZGfnd/bea3b�d�ZGY¥½hyhZ:Ë�f�Z�yJ�DpBj
t ≥ t0

/

dP̄

dt
= −λP̄ +

di(t)

Vdist
Φ(t)

º�,�,<¾

dC̄

dt
= −µC̄ + ξC P̄

º�,���¾

dZ̄

dt
= {−α − f(C, t)} Z̄ −

∂f

∂C
(C, t) C̄ Z − βĀ

º�,8��¾

dĀ

dt
= Z̄

º�,G~9¾

¦ k�deV¥��wOfhkmbeVhk�fh�7k�fhk�dekLwO �z�pBf�yck�dekmpBf�b/wOd
t = t0

©
UWV�Z�z�wO mzGgh LwOdekmpBf¨deV�ZGf¥��p3Z�b�wBbW�¸pB � mp�¦#b���k´�

∇iF̃A
kmb yhZ:Ë�f�Z�y¨�na«º¸}�¾:½cdeV�ZGf=/

∫ tf

t0

∇iF̃A(τ) di(τ) dt =

∫ η

t0

∇iF̃A(τ) di(τ) dτ

=

∫ η

t0

Pa1(τ)
Φ(τ)

Vdist

di(τ) dτ

wOf�y�g�bek�fh�7Z�l9g�wOdekmpBf�b�º�,�,G³�,G~9¾�/

=

∫ η

t0

{

Pa1(τ)

(

dP̄

dt
+ λP̄

)

+ Pa2(τ)

(

dC̄

dt
+ µC̄ − ξCP̄

)

+ Pa3(τ)

(

dZ̄

dt
+ {α + f(C, t)} Z̄ +

∂f

∂C
(C, t) C̄ Z + βĀ

)

+Pa4(τ)

(

dĀ

dt
− Z̄

)}

dτ

yhpBk�fh��pBf�Zªk�fnd�ZG��j�wOdekmpBfÈ�naCx�wOjed�b�½"deV�Zªj�Z�begh �d¨º�,���¾�kmb�pB�hd�wOk�f�Z�yÉg�bek�fh��Z�lng�wOdekmpBf�b¥º�0B³ 3�¾�wOf�yCdeV�Zª��pBghf�y�wOjea
z�pBf�yck�dekmpBf�b,wOd

t0
�¸pBj deV�Z

P̄ , C̄, Z̄, Ā
wOf�y¨wOd

η
�¸pBj

Pa1, Pa2, Pa3, Pa4
©
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[/p�¦Çz�pBf�b�kmyhZGj#deV�Z�z�pBf�bedej�wOk�f9d8/

FA(i) = τA − min
t∈[t0,tf ]

A(t)

Aeq
≤ 0,

¦ V�ZGj�Z7wO�nwOk�f
Aeq

kmb�w¢j�Z:�¸ZGj�ZGf�z�Z� mZG��ZG (�DpBj/deV�Z��3k� � �k�x�pBxhgh LwOdekmpBf±wOf�y
τA ∈]0, 1]

w�d�pB mZGj�wO�h mZ��1j�wBzGdekmpBf�pO�¯deVhkmb
j�Z:�¸ZGj�ZGf�z�Z� mZG��ZG µ©W¶�Z��9f�p<¦&deV�wOd

FA
kmb/w7z�pBfndek�f9g�pBg�b�½�¦�Z�wO�3 �a¥z�pBfndek�f9g�pBg�b�½�j�Z�wO A�Dghf�zGdekmpBf¬pO�

i ∈ L2([t0, tf ])
©

UWV�Z��DpB � mp<¦ k�fh��deV�Z�pBj�ZGY{d�ZG � mb�g�b�deV�wOd¯k�f¢Y7p�b�d¯z�wBb�Z�b�deV�Z���j�wByckmZGf9d pO�
FA

Z:£ckmbed�b¯wOf�y�z�wOf���Z�z�pBY�xhghd�Z�yªg�bek�fh�
deV�Z�wByOqepBk�fndtbea3b�d�ZGY º�0O³ 3�¾:©
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tA(i)
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∇iFA
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/�0.

∇iFA(i)(t) =

{

∇iF̃A(i, tA)(t) ∀t ∈ [t0, tA]

0 ∀t > tA

� ZGd�g�b�beV�p<¦{Ë�j�b�d�deV�wOd�½(ghf�yhZGj�deV�Z�b�Z�Vna3x�pBdeV�Z�bekmb<½
tA
kmb�w¨yck´¹KZGj�ZGfndekLwO�h mZª�Dghf�zGdekmpBf pO�

i
© �²f��µwBzGd

tA
kmb

 mp3z�wO � �aJk�f¥dek�Y7Z�yhZ:Ë�f�Z�y¨�naJdeV�Z�Z�l9g�wOdekmpBf ∂A(i, tA(i))

∂t
= 0

©�¶®k�deV¥deV�ZRVna3x�pBdeV�Z�bekmb#deV�wOd ∂2A(i, tA(i))

∂t2
> 0
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wOf�y�deV�Z�xhj�pBx�ZGjed§a¢deV�wOd
A
kmbWw�yck´¹KZGj�ZGfndekLwO�h mZ/�Dghf�zGdekmpBfªpO�

i
½9deV�Z�k�Y�xh �kmzGk�d¯�1ghf�zGdekmpBfªdeV�Z�pBj�ZGYÅ��k���Z�b�deV�Z�j�Z�begh �d�©

UWV�ZGf¥deV�Z�z�pBY�xhghd�wOdekmpBf¡pO�(deV�ZR��j�wByckmZGfndtj�ZG �kmZ�b�pBf�deV�Z�yck´¹KZGj�ZGfndekLwOdekmpBfÀz�V�wOk�f¥jegh mZ�/�wBb
FA(i) = F̃A(i, tA)

½

∂FA(i)

∂i
.di =

∂F̃A(i, tA)

∂i
.di +

∂F̃A(i, tA)

∂t

∂tA
∂i

.di

UWV�ZRY�k�fhk�Y�ghY pO�
A(t)

��Z�ZGf¨j�Z�wBz�V�Z�y¡wOd dek�Y7Z
tA
k�dW�¸pB � mp�¦#b#deV�wOd ∂F̃A(i, tA)

∂t
= 0

wOf�y�deV�Z,j�Z�begh �d�b#�DpB � mp<¦#b�©
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U·ghY7pBghj"��j�p�¦ deV�¦¯wBb(Y7p3yhZG � mZ�y�wBz�z�pBj�yck�fh�Rd�p/w,u,pBY�x�ZGjedeÆW Lw�¦�½�¦ Vhkmz�V�kmb(pBf�ZWpO��deV�Z¯bek�Y�xh mZ�bed( Lw�¦#b"zG LwBb�bekmz�wO � �a
g�b�Z�yª�¸pBj deVhkmbWxhghjex�p�b�Z�©°UWV�Z,��wOjekLwO�h mZ

B
¦ Vhkmz�V¡bed�wOf�yhbW�¸pBj deghY7pBghj#z�ZG � Ax�pBxhgh LwOdekmpBf�f9ghY���ZGj�ºDb�Z�Z,Z�l9g�wOdekmpBf�b

��ZG mp�¦t¾�kmb¯k�fJdeVhkmbWY7p9yhZG ���pBghf�yªd�p�ZG��ZGf9deg�wO � �a�j�Z�wBz�V¨w�xh LwOd�Z�wOg
Bmax

½hwT�Dd�ZGj wOfJk�fhk�dekLwO KZ:£cx�pBf�ZGf9dekLwO K��j�p�¦ deVA½
�¸pB � mp�¦ k�fh�ÈwOfÇ_n³§beV�wOx�Z�y�zGghje��Z�© UWV�Z�wBz�zGghj�wBzGa®pO��deV�Z�u,pBY�x�ZGjedeÆÀY7p9yhZG /�¸pBj�deghY7pBghj���j�p<¦ deVÌV�wBb�pO�1d�ZGf
��Z�ZGf»l9g�Z�bedekmpBf�Z�yK½ �hghd�wO mb�p�qÂg�bedek´Ë�Z�y»pBfÈj�Z:Ë�f�Z�y»Y7p9yhZG � �k�fh�C��j�pBghf�yhb�º1g�bek�fh�±l9ghkmZ�b�z�ZGfnd�wOf�y­xhj�pB �k´�¸ZGj�wOdek���Z
begh�hx�pBxhgh LwOdekmpBf�b°k�f�b�kmyhZWdeV�ZWdeghY7pBghj¿¾��nk�d(kmb(��ZGf�ZGj�wO � �a7wBz�z�ZGxhd�Z�y¢wOd" mZ�wBbed°wBb�w�Ë�j�bed"k�f9d�ZGfndekmpBf�b�k�Y�xh mZWY7p9yhZG � �k�fh�
wOxhxhj�p�wBz�V¨�¸pBj deVhkmb xhghjex�p�b�Z�½�wOf�yJ¦�Z�yhZ�zGkmyhZ�y¥d�p�g�b�ZRk�d k�f�deVhkmbtb�ZGf�b�Z�©

'��-4 ��! � �c� ) Ð 	«�c�%$1��� ��	 Ô Õ Ð ��� Ô ��� ) Ð ���
	 Ô �·�7� Ð � � 5°Ô65 � �1�c�%$ Ô #
UWV�ZWY¢wOdeV�ZGY¢wOdekmz�wO �Y7p3yhZG 3�DpBj(deV�ZWdeghY7pBghj°z�ZG � cx�pBxhgh LwOdekmpBf

B(t)
wOd(dek�Y7Z

t
z�pBf�b�kmbed�b'k�f¢wtb�ZGd'pO��deVhj�Z�Z z�pBghxh mZ�y

yck´¹KZGj�ZGfndekLwO 'Z�lng�wOdekmpBf�b8/

dP

dt
= −λP +

i(t)

Vdist
Φ(t)

º�,�}�¾

dD

dt
= −νD + ξDP

º�,80�¾

dB

dt
= −aB ln(

B

Bmax
) − g(D, t)B

º�,<��¾

¦ V�ZGj�Z#Z�l9g�wOdekmpBf¨º�,�}n¾·kmb(deV�Z b�wOY7Z#wBb#º�,<¾G½
D
bed�wOf�yhb(�¸pBj(ycjegh��z�pBf�z�ZGf9dej�wOdekmpBfÀº¸wBb�beghY7Z�y�d�p/��ZWV�pBY7pB��ZGf�Z�pBg�be �a

yck´¹�g�b�Z�y�¾�k�f�deV�ZWdeghY7pBghj�wOf�y
B
kmb(deV�ZWfnghY���ZGj�pO��deghY7pBghj�z�ZG � mb�© �hghf�zGdekmpBf

g
½n¦ Vhkmz�V7j�ZGxhj�Z�b�ZGfnd�b�wOf9dek´³µdeghY7pBghj

ycjegh�7Z:¤¢z�wBzGa�½hkmb#wBb�beghY7Z�y�º¸wBbWkmbW�Dghf�zGdekmpBf
f
�¸pBj d�p�£ckmzGk�d§a�¾¯d�p�xhj�Z�b�ZGfnd�zGk�j�z�wByckLwOf¨�BwOjekLwOdekmpBf�b ¦ k�deV�x�ZGjekmp3y

TB
�

k�d#kmb#��k���ZGf¥�na /

g(D, t) = H

(

1 + cos(2π
t − ϕB

TB
)

)

DγB

DγB

50 + DγB

¦ V�ZGj�Z
λ, ν, ξD, a, Bmax,H, ϕB , γB , D50

wOj�ZRx�p�bek�dek���ZRz�pBf�bed�wOf9d�b�©

�²fhk�dekLwO ·z�pBf�yck�dekmpBf�b,wOd dek�Y7Z
t0
��Z�ZGf���k���ZGf��¸pBj

XB(t) = (P (t), D(t), B(t))
½�wOf�y¨w�xhkmZ�z�ZG¦ kmb�Z�z�pBfndek�f9g�pBg�b

k�fc�Dg�bekmpBf�xhj�pOË� mZ
i(t)

��Z�ZGf�xhj�Z�b�zGjek���Z�yK½�beacbed�ZGY º�,�}O³�,<��¾tV�wBb�wJz�pBfndek�fng�pBg�b<½·xhkmZ�z�ZG¦ kmb�Z
C1 ½·b�pB �ghdekmpBfÀ�¸pBj t ∈

[t0, tf ]
�¸pBj�wOfna

tf > t0
©°]¡pBj�Z�p<��ZGj8/

i ∈ L2([t0, tf ]) −→ B ∈ H3([t0, tf ])

kmb#w�z�pBfndek�f9g�pBg�b�½�¦¯Z�wO�9 �aJz�pBfndek�f9g�pBg�b�½�yck´¹KZGj�ZGfndekLwO�h mZ�wOxhxh �kmz�wOdekmpBfA½
B(t)

��ZGk�fh�7w
C2 ½cxhkmZ�z�ZG¦ kmb�Z C3 ½9�1ghf�zGdekmpBf

pO�¯dek�Y7Z�©�UWV�Z�yhZGY7pBf�b�dej�wOdekmpBf�kmbRbek�Y�k� LwOj�wBb,deV�Z�pBf�Z��¸pBj
A
º1f�pBd�Z�deV�wOd�Z�lng�wOdekmpBfÈº�,<��¾�kmb�wª �k�f�Z�wOj�Z�lng�wOdekmpBf

�¸pBj deV�ZRghfh�3f�p�¦ f
ln(B)

¾:©
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 ���>����Ä���� � � ���1Ä����8�DÄ�� ���
P,C


:
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B ��� ���:���:Ä�� ���-����� � ��� ����� ����
 � � �<���Ä��D
�Ä¯Ä�� ��Ä��>� �:�D� �D
:� 
�����
 ���:� � � �GÄ ���(�&�>� �:Ä����
�<� � � �

B(t) < 1
�¯Ä��<�>����
�Ä � �:��
�Ä����:
7��� � ! ��
�Ä����:
Ìº�,<��¾ ��
 ��Ä � 
��

�GÄ � � � � �3� � ��
�Ä��<�	��
:��� ��� � �
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�ªÐ 	«�h�	� & � ! � 
�Ä�����
Cº�,<��¾ � � � 
 �<� ���/Ä���� � �:� � ���GÄ + �-

� ���:�tÄ����RÄ��>� �:�D� � ��� � � � � ���-
�Ä����:
 �:���
�°Ä�� 
:
 � ��� 

� � 
 ��
:� �<� �:Ä���� ��Ä�����
�� 
4� � � ���:� � 
�Ä � � 
/�JÄ���� � ������
 �:��
:
 � � ����Ä(� ���:��Ä���� 
:
�Ä�� � Ä��D� �:�D����� ��
<��� � � ��� �-
�Ä¸Ä ���*�D
 �

�Ä � ��
 �GÄ"Ä�� � �:��

� 
�
 ���%� � 
 �����GÄ��'Ä���� ��� �4��� � �-����� 
�
,� �-����� ��� � ��� 
�Ä � ����
¥Ä����RÄ��>� �:�D�2�>�GÄ�� ��� 
�� � ��� � �:
 � � 
4�
� �:
 �<��� � �,Ä��>�	� 
�� �D
��8�����>�*�	� ����
*� � �:Ä���� � � �:
 � ��� �����(�$��Ä���� ��� �4� � � � �����*
:
,� � �:��� ��� � � ��
�Ä*� ����
¬Ä�����Ä��D� �:�D�
�<��Ä�� � 
:� �<��� � � ��� �8�¥Ä�� � ����Ä������ � 
�� ��
*�8���:�>� � ��� � � 
�� 
 � �0�«Ä����A
 �D� ��� ����
*� ��� �����´Ä�� 
:��� � 
 � ��
 ��Ä������ 
 ��
:���(�
��
,�<� � ��
,�<��
�Ä ���7Ä���� � 
6�1Ä���
*� � � +%�

B(0)
���7Ä����ªÄ��D� �:�D� �
	 
 
*�´Ä ����
�
�Ä���� � � ���<����� ��
�� 
 � � �D� � Ä����:
 ���:� � ��
��ªÄ �

��� � �-
 ���
−g(D, t)B


/��
 
��:
 � � 
 ��
:�tÄ ����� � � ��� 
 �
−g(D, t)

B

1 + B

� 
 �%! � 
�Ä����:
Éº�,<��¾ � � �3Ä ��
�Ä���� 
 
 �8��
���� ���
��� � ����� � ��
�Ä 
�� �:� ��� ��
 ����
*� �<
�Ä 
 � � � � �:�GÄ���
��ªÄ��<�	� ��� � ��Ä���� ���	� �*� � �<��� � �<� ��Ä ���:��� � Ä����"�:���
�°Ä��A��
 �<� 
��1Ä����:
ÀÄ �����
��
 �DÄ�� � ��
 ��
�� � ��� � �
'��-4 �	' ���(�O����� � # ���%$ Ô # Ô �#� ) Ð ��� 	 Ô ���¢� Ð � � 5°Ô�5 �
�1�c�%$ Ô #
� ZGd�g�b#yhZ:Ë�f�Z�½h�¸pBj

η ∈ [t0, tf ]
½�w��1ghf�zGdekmpBf

F̃B
pO�'deV�ZRycjegh�¢k�fc�1g�bekmpBf¨ Lw�¦$�9a /

F̃B(i, η) = B(η).

¶�Z¢�9f�p<¦¼deV�wOd
FB

kmb�w�z�pBfndek�f9g�pBg�b�½(¦�Z�wO�3 �a�z�pBfndek�f9g�pBg�b�½"yck´¹KZGj�ZGfndekLwO�h mZ��1ghf�zGdekmpBfCpO�
i ∈ L2([t0, tf ])

©ª¶�Z
¦ k� � ·yhZGY7pBf�b�dej�wOd�Z�deV�Z,�¸pB � mp�¦ k�fh�7 mZGY�Y¢w�/
��Ð 	 	«� ' � � � �:��
 �:� ��
�Ä

∇iF̃B
���

F̃B
� �1Ä�� ����� � ����Ä Ä �¢Ä�������
8���<�����:
 � ������� �

i
� � �>��� 
 � � ��


L2([t0, tf ])

�� .

∇iF̃B =







Φ(t)

Vdist
Pb1(t) ∀t ∈ [t0, η]

0 ∀t > η

� ��� ���
Pb1

� � �:� �:��
 
/��Ä���� 
 �%1 �:��
�Ä �/� �:Ä ��� � �<��� 
 � � � ���
t0 ≤ t ≤ η

.

dPb1

dt
= λPb1 − ξDPb2

º�,82�¾

dPb2

dt
= νPb2 + Pb3B

∂g

∂D
(D, t)

º�,83�¾

dPb3

dt
= Pb3

(

a ln(
B

Bmax
) + a − g(D, t)

) º¸����¾

� �DÄ�� ��
 �DÄ���
�� ���:
,�:�DÄ�����
 ��
�Ä�Ä���� �
η
.

Pb1(η) = Pb2(η) = 0

:
 �

Pb3(η) = 1.

s/bRk�d,V�wBbR��Z�ZGf�yhpBf�Z��DpBj
F̃A
½�deV�Z�xhj�p9pO�WpO�¯deV�Z� mZGY�Y¢wJz�wOf«��Z�pB�hd�wOk�f�Z�y��9a¡Y7ZGj�Z�kmyhZGf9dek´Ë�z�wOdekmpBfA© ��pBj

wOf9a
di ∈ L2([t0, tf ])

/

∂F̃B

∂i
.di = B̄(η) =

∫ tf

t0

∇iF̃B(τ) di(τ) dτ

¦ V�ZGj�Z
B̄ =

∂B

∂i
.di
½�deV�Z¢yck´¹KZGj�ZGfndekLwO WpO�

B
¦ Vhk�deV±j�Z�bex�Z�zGd�d�p

i
wOxhxh �kmZ�y±d�p

di
½·kmb�pB�hd�wOk�f�Z�y«�9aÀb�pB ��9k�fh�¡deV�Z

�¸pB � mp�¦ k�fh�� �k�f�Z�wOj#d�wOfh��ZGfnd/bea3b�d�ZGY¥½hyhZ:Ë�f�Z�yJ�DpBj
t ≥ t0

/

dP̄

dt
= −λP̄ +

di(t)

Vdist

Φ(t)
º¸��,<¾

dD̄

dt
= −νD̄ + ξDP̄

º¸����¾

dB̄

dt
= −aB̄ ln(

B

Bmax
) − aB̄ − g(D, t)B̄ −

∂g

∂D
(D, t)D̄B

º¸����¾

¦ k�deV¥��wOfhkmbeVhk�fh�7k�fhk�dekLwO �z�pBf�yck�dekmpBf�b/wOd
t = t0

©

�1ä����6"
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[/p�¦Çz�pBf�b�kmyhZGj#deV�Z�pB�cqeZ�zGdek���Z,�1ghf�zGdekmpBf=/

JB(i) = max
t∈[t1 ,tf ]

B(t),

¦ V�ZGj�Z
t1
kmb�wª��k���ZGf±dek�Y7Z7wT�1d�ZGj�deV�Z7k�fhk�dekLwO °xhV�wBb�Z7pO�WdeV�Z�dej�Z�wOdeY7ZGfnd�©¢¶�Z��3f�p�¦ deV�wOd

JB
kmb�w�z�pBfndek�f9g�pBg�b�½

¦¯Z�wO�9 �a¨z�pBf9dek�fng�pBg�b�½�j�Z�wO ��Dghf�zGdekmpBf¬pO�
i ∈ L2([t0, tf ])

©tUWV�Z��¸pB � mp�¦ k�fh�ªdeV�Z�pBj�ZGY
d�ZG � mb�g�btdeV�wOd/k�f¡Y7p�bed/z�wBb�Z�b
deV�ZR��j�wByckmZGf9dtpO�

JB
Z:£ckmbed�b�wOf�y¥z�wOf���ZRz�pBY�xhghd�Z�y¥g�bek�fh�¢deV�Z�wByOqÂpBk�f9d�beacbed�ZGY º�,82T³²���n¾:©

(*) Ð9Ô � Ð 	 ' � � � 
CÄ���� �8��� � 
6�1Ä�� ��� � 
8���>� ���:

i
Ä���� � 
 �:� ���D� ���

B(t)
� 


]t1, tf [
�	� �D
 � ! � � � �DÄ�� 
A�:Ä�������Ä � �


 � � 
�Ä���� � �8�����:
,� �<����� �B
�Ä�� � ���WÄ���� 

JB

�	�*
&�:� � ������
�Ä���
 
�� � ���>
 ��Ä�����
 ���
i � � � � � �<��
���Ä ��
/�

tB(i)
Ä�����Ä���� ��
�Ä

� �<�����
B

����
 ���������1Ä�� � 
 �:�����>� ��Ä���� 
ÀÄ�� � �:��
 �:� ��
�Ä
∇iJB

�	� �:��� ��
 
/�0.

∇iJB(i)(t) =

{

∇iF̃B(i, tB)(t) ∀t ∈ [t0, tB ]

0 ∀t > tB

UWV�ZRxhj�p3pO�"pO�'deV�Z,deV�Z�pBj�ZGY kmb�bek�Y�k� LwOj#d�p�deV�ZRpBf�Z,�¸pBj deV�Z,�9k� � �k·x�pBxhgh LwOdekmpBf¡wOf�yJj�ZG �kmZ�btpBf�deV�Z�yck´¹KZGj�ZGfndekLwOdekmpBf
z�V�wOk�f¨jegh mZ�wBb

JB(i) = F̃B(i, tB)
©

�ªÐ 	«�h�	� + 	 ��� ����� 
�� ��� �����´Ä �	� �B
*� � � ���:�
GB(i) = min

t∈[t0,tf ]
B(t) �

� ��� ��� �������
����	W������� ����������!°�
�

����� 89":
 
��2��� �+')�$�2�<(*� �#��(-. �+
��
� ZGd¯g�b¯z�pBf�bekmyhZGj�deV�Ztxhj�pB�h mZGY pO�KË�f�yck�fh��deV�Z#k�fc�Dg�bekmpBf� Lw�¦® mZ�wByck�fh��d�p�deV�ZtbeY¢wO � mZ�b�d�½3wOf�y¢x�p�b�b�k��h �a���wOfhkmbeVhk�fh��½
deghY7pBghjRx�pBxhgh LwOdekmpBf�¦ Vhk� mZ�xhj�Z�b�ZGje�3k�fh��w�Y�k�fhk�Y¢wO "�3k� � �k(x�pBxhgh LwOdekmpBfA©�]¬wOdeV�ZGY¢wOdekmz�wO � �a¬deVhkmbRz�wOfÀ��Z�¦ jek�ded�ZGf=/
Ë�f�y�deV�Z�k�fc�1g�bekmpBf� Lw�¦

i ∈ L2([t0, tf ])
½
i(t) ≥ 0

½cdeV�wOd#Y�k�fhk�Y�kmb�Z�b�deV�Z�pB�cqÂZ�zGdek���ZR�1ghf�zGdekmpBf=/

GB(i) = min
t∈[t0 ,tf ]

B(t)

begh�cqeZ�zGd#d�p�deV�Z�z�pBf�b�dej�wOk�fnd

FA(i) = τA − min
t∈[t0,tf ]

A(t)

Aeq
≤ 0.

s/b
FA

kmbW¦¯Z�wO�9 �a�z�pBfndek�f9g�pBg�b�½�deV�Z�ZGf�b�ZGY��h mZ�pO�"wBycY�kmb�b�k��h mZ�b�pB �ghdekmpBf�b

U =
{

i ∈ L2([t0, tf ]) | i ≥ 0 , FA ≤ 0
}

kmb�¦�Z�wO�3 �a«zG mp�b�Z�y±k�f
L2([t0, tf ])

��wBb�deV�Z¢k�fc�Dg�b�Z�y±ycjegh�¬yhZ�bedej�p<a3b�deV�Z��9k� � �k�x�pBxhgh LwOdekmpBf
U
kmb�wO mb�p¨��pBghf�yhZ�y#�

GB
��ZGk�fh�¢¦�Z�wO�3 �aJz�pBf9dek�fng�pBg�b�½�deVhkmb�ZGf�b�ghj�Z�b#deV�Z�Z:£ckmbed�ZGf�z�Z�pO�°wOf¨pBxhdek�Y¢wO ·k�fc�Dg�bekmpBf¥ Lw�¦$�¸pBj deV�Z�ZGj�wByckmz�wOdekmpBf

xhj�pB�h mZGY¥© 5/p�¦¯ZG��ZGj�f�ZGk�deV�ZGj�deV�Z¢pB�cqeZ�zGdek���Z��Dghf�zGdekmpBfA½�f�pBj�deV�Z7z�pBf�bedej�wOk�f9d�wOj�Z�z�pBfn��Z:£��Dghf�zGdekmpBf�b�pO� deV�Z7k�fc³
�Dg�bekmpBfC Lw�¦�©¬UWV�Z�pBxhdek�Y�ghY�Y¢w�a�f�pBd���Z¢ghfhkmlng�ZÀº1k�f�yhZ�Z�y

i(t)
j�ZGY¢wOk�f�b�ghf�yhZ:Ë�f�Z�yC¦ V�ZGj�Z

Φ(t) = 0
¾�wOf�yK½

Y7pBj�Z�p<��ZGj�½ck�d�Y¢w�a¢Z:£3kmb�d� mp3z�wO �Y�k�fhk�Y¢wc©°[/ZG��ZGjedeV�ZG mZ�b�b¯deV�Ztj�Z�begh �d�b°�Dj�pBY xhj�ZG�9kmpBg�bWb�Z�zGdekmpBf�bWwO � mp�¦�g�b�d�p�yhZ:Ë�f�Z
yhZ�b�z�ZGf9d�wO ���pBjek�deVhY7b�d�p�Ë�f�y�lng�wBbek´³§pBxhdek�Y¢wO �bedej�wOd�ZG��kmZ�b�©�s \�Æ<w�¦¯wJ �k���Z�b�wByhyc mZ:³µx�pBk�fnd�wO ���pBjek�deVhY��¸pBj�b�pB ��9k�fh�
deV�Z�ZGj�wByckmz�wOdekmpBf¡xhj�pB�h mZGYÎkmb8/

,�©t_9d�wOjed#¦ k�deV¡w � wO��j�wOfh��Z�Y�gh �dek�xh �kmZGj
α0

A > 0

�c© �'k�f�y
ik
½�Y�k�fhk�Y�kmbek�fh�

J(i) = GB(i) + αk
AFA(i)

k�f
L2([t0, tf ]) ∩ {i ≥ 0}

�c©#�,Z:Ë�f�Z
αk+1

A

�na
αk+1

A = max
{

αk
A + ρFA(ik), 0

}
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FA(ik) ≈ 0

�²fJbed�ZGx�º���¾"deV�Z,z�p3Z:¤¢zGkmZGfnd
ρ > 0
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αA
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FA = 0
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\tfc�DpBjedeghf�wOd�ZG �aJdeV�ZGj�Z�Y¢w�aªf�pBd�Z:£3kmb�d�w�dej�Z�wOdeY7ZGfndtdeV�wOd�yhZ�bedej�p�acb#ghx�d�p�w�begc¤¢zGkmZGfnde �a� mp<¦$ mZG��ZG AdeV�ZRdeghY7pBghj
z�ZG � mb/¦ Vhk� mZ���Z�ZGxhk�fh��w¢begc¤¢zGkmZGfnde �a¡Vhk���V¡ mZG��ZG (pO�°�3k� � �k'z�ZG � mb�©�stbtdeV�Z�f9ghY���ZGjRpO�°�9k� � �k(z�ZG � mb�kmb/pO�°xhjek�Y¢wOjea¨k�Y�³
x�pBjed�wOf�z�Z#�¸pBj°deV�Z�x�wOdekmZGfnd �ßb� �k´�DZ�½9pBf�Z#V�wBb�deV�ZGf¢d�pRj�Z�ycg�z�ZtdeV�Z k�fc�Dg�bekmpBf¢j�wOd�Z/wOf�y¢z�pBf�b�Z�l9g�ZGfnde �a�deV�Z�dej�Z�wOdeY7ZGfnd
z�pBghj�b�Z�¦ k� � �ZGf�y¨¦ k�deV¬w�f�pBf¡f�ZG�� �k���k��h mZ�f9ghY���ZGj,pO�"j�Z�bekmycg�wO �deghY7pBghjtz�ZG � mb�©W�/g�Z�d�p¢deV�Z�u,pBY�x�ZGjedeÆ� Lw�¦�½�deV�Z
deghY7pBghj�¦ k� � �deV�ZGf���j�p�¦ ghx�j�wOxhkmyc �a�wT�Dd�ZGjRdeV�Z7ZGf�y�pO�¯deV�Z�z�pBghj�b�Z�© �§f�deV�wOd�z�pBf9d�Z:£3d�pBf�Z7V�wBb,d�p� mp9pB�¨�DpBj�w
z�pBf9d�wOk�fhY7ZGfnd�dej�Z�wOdeY7ZGfnd�½°deV�wOd�kmb�w�dej�Z�wOdeY7ZGfnd�j�ZGx�Z�wOd�Z�y«x�ZGjekmp3yckmz�wO � �a�k�f«dek�Y7Z�deV�wOd��¸pBj�z�Z�b�deV�Z�fnghY���ZGj�pO�
deghY7pBghj z�ZG � mb¯d�p�j�ZGY¢wOk�fJwOdWdeV�Zt mp�¦�Z�b�d¯x�p�b�bek��h mZt mZG��ZG �¦ Vhk� mZ�xhj�Z�b�ZGje�9k�fh�7wOf�wBz�z�ZGxhd�wO�h mZ,fnghY���ZGj pO�·�3k� � �k�z�ZG � mb�©
]ÀwOdeV�ZGY¢wOdekmz�wO � �a�deVhkmb�z�wOf¥��Z,¦ jek�ded�ZGf=/"Ë�f�y¥deV�ZRk�fc�1g�b�kmpBf¥ Lw�¦

i ∈ L2([t0, tf ])
½
i(t) ≥ 0

½�deV�wOd#Y�k�fhk�Y�kmb�Z�btdeV�Z
pB�cqeZ�zGdek���ZR�Dghf�zGdekmpBf=/

JB(i) = max
t∈[t1,tf ]

B(t)

begh�cqeZ�zGd#d�p�deV�Z�z�pBf�b�dej�wOk�fnd

FA(i) = τA − min
t∈[t0,tf ]

A(t)

Aeq
≤ 0.

�²fÀdeV�wOd�z�wBb�Z��1ghf�zGdekmpBf
Φ(t)

½�deV�wOd�yhZ:Ë�f�Z�bRk�fc�Dg�bekmpBf�x�ZGjekmp3yhb�½KbeV�pBgh my¬�¸pBjRZ:£hwOY�xh mZ�d�wO��Z�deV�Z���wO �g�Z
1
ycghjek�fh�

d²¦�p�y�w�acb�½�deV�ZGf
0
ycghjek�fh�RË���Z�y�w�a3b/º1f�pRdej�Z�wOdeY7ZGfnd¿¾:½hwOf�y7deV�ZGf¢j�ZGx�Z�wOd�Z�yc �a�ghf9dek� 

tf
�3wBb"�DpBj

t1
k�d�z�wOf7��Z d�wO��ZGf

d�p���Z
1
pBj

2
y�w�a3b�wT�Dd�ZGj

t0
k�f¥pBj�yhZGj#d�p¢wO � mp<¦$deV�ZRk�fhk�dekLwO Ak�fc�Dg�bekmpBf¥d�p�j�Z�ycg�z�Z�bek���fhk´Ë�z�wOfnde �aJdeV�ZRdeghY7pBj�©

�²f±deV�ZJb�wOY7Z�¦¯w�aCwBb��¸pBj�deV�ZJZGj�wByckmz�wOdekmpBfÉxhj�pB�h mZGY¥½
JB

kmb�w¥¦¯Z�wO�9 �aCz�pBfndek�f9g�pBg�b��Dghf�zGdekmpBfCpBf­w¨��pBghf�yhZ�y
¦¯Z�wO�9 �a�zG mp�b�Z�y±ZGf�b�ZGY��h mZ�½(deV9g�b�deV�Z�pBxhdek�Y¢wO �k�fc�Dg�bekmpBf«Z:£ckmbed�b�½�V�p�¦¯ZG��ZGj�deV�Z7Y�k�fhk�Y�ghY Y¢w�a�f�pBd���Z7ghfhkmlng�Z
wOf�y� mp3z�wO AY�k�fhk�Y¢w�Y¢w�a¥wO mb�p�Z:£3kmb�d�©

UWV�Z,\tÆ<w�¦Ww� �k���Z,wO ���pBjek�deVhY yhZ:Ë�f�Z�yªxhj�ZG�3kmpBg�be �a¢z�wOfJ��Z/wOxhxh �kmZ�yJbek�Y�k� LwOje �a�d�p�deV�Z/z�pBfnd�wOk�fhY7ZGf9d�xhj�pB�h mZGYA/

,�©t_9d�wOjed#¦ k�deV¡w � wO��j�wOfh��Z�Y�gh �dek�xh �kmZGj
α0

A > 0

�c© �'k�f�y
ik
½�Y�k�fhk�Y�kmbek�fh�

J(i) = JB(i) + αk
AFA(i)

k�f
L2([t0, tf ]) ∩ {i ≥ 0}

�c©#�,Z:Ë�f�Z
αk+1

A

�na
αk+1

A = max
{

αk
A + ρFA(ik), 0

}

~�©#\�f9dek� 
FA(ik) ≈ 0
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¶�Z,¦ k� � K�hjekmZ�!�a�yhZ�b�zGjek���Z�w�yhZ�b�z�ZGfndtwO ���pBjek�deVhY yhZ�bek���f�Z�y�d�p�b�pB ���Z/deV�ZRY�k�fhk�Y�kmb�wOdekmpBf¨xhj�pB�h mZGY k�f¥bed�ZGx�º¸��¾¯pO�
deV�Z�\tÆ<w�¦Ww�xhj�p3z�Z�ycghj�Z,�¸pBj deV�Z�z�pBfnd�wOk�fhY7ZGf9dtxhj�pB�h mZGY ºDpBj deV�Z�ZGj�wByckmz�wOdekmpBf¨xhj�pB�h mZGY�¾:©

,�©t_9d�wOjed �Dj�pBYÎwOf¥k�fhk�dekLwO Ak�fc�Dg�bekmpBf�xhj�pOË� mZ
i0
©

�c©tu/k���ZGf¬deV�Z�k�fc�Dg�bekmpBfÀxhj�pOË� mZ
ik
½�k�fnd�ZG��j�wOd�Z�deV�Z�yca3f�wOY�kmz�wO "bea3b�d�ZGY º�,G³µ~9¾twOf�yCº�,80B³�,<��¾W�Dj�pBY

t0
ghfndek� 

tfd�p�pB�hd�wOk�f¥�3k� � �k�wOf�yJdeghY7pBghj�x�pBxhgh LwOdekmpBf�b�©
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tA
wOf�y

tB
wOf�y�z�pBY�xhghd�Z deV�ZW��wO �g�Z pO�

JB
½
FA

wOf�y
J
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FA
�1j�pBY

tA
yhp�¦ f�d�p

t0
wOf�y¬deV�Z�wByOqepBk�fnd�beacbed�ZGY�º�,82O³²����¾tpO�

JB
�Dj�pBY

tB
yhp<¦ f¥d�p

t0
½cd�p7pB�hd�wOk�f¥deV�ZR��j�wByckmZGf9dtpO�

J
©

}c©#�,ZGd�ZGjeY�k�f�Z�w�yhZ�b�z�ZGf9d�yck�j�Z�zGdekmpBf
dk

g�bek�fh�ªdeV�Z���j�wByckmZGfnd�pO�
J
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0c©#�,ZGd�ZGjeY�k�f�Z

ik+1
�na7Y�k�fhk�Y�kmb�k�fh�

J(ik + sdk)
wO mpBfh��yck�j�Z�zGdekmpBf

dk

ºDpBf�Z,yck�Y7ZGf�bekmpBf�wO Kb�Z�wOj�z�V�¾�ghf�yhZGj¯deV�Z
z�pBf�bedej�wOk�fnd

i ≥ 0
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Φ(t) = χ[t0,ti](t)
©�UWV�ZGfA½

k�fÉdeV�Z�ZGj�wByckmz�wOdekmpBf­xhj�pB�h mZGY¥½�deV�Z�pB�cqeZ�zGdek���ZJ�1ghf�zGdekmpBf
GB

wOf�y deV�ZJz�pBf�bedej�wOk�fnd
FA

z�wOfÉ��Z�z�pBf�bekmyhZGj�Z�y­wBb
�Dghf�zGdekmpBf�btpO�

i
wOf�y¡pO�

ti
�hdeV�Z�pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBf¡z�wOf¡��Z�z�pBf�ycg�zGd�Z�y¬pBf¥deV�Z�xhj�p9ycg�zGd�b�x�wBz�Z

L2([t0, tf ]) × [t0, tf ]
©

UWV�Z�pBfh �a�yck´¹�ZGj�ZGf�z�Z¢¦ k�deV±deV�Z¢xhj�ZG�9kmpBg�b�yhZG��ZG mpBxhY7ZGfnd�b�kmb�deV�wOd�¦�Z�f�Z�Z�y�d�p¥z�pBY�xhghd�Z�deV�Z7��j�wByckmZGf9d�pO�#deV�Z
��wOjekmpBg�b/�1ghf�zGdekmpBf�b,¦ k�deVÀj�Z�bex�Z�zGd,d�p

ti
º1��j�wByckmZGf9d�b�wOj�Z�k�f¨�µwBzGdRbek�Y�xh mZ�yhZGjek��BwOdek���Z�b,k�fÀdeVhkmb,z�wBb�Z<¾:©�UWV�Z�b�Z�wOj�Z�½

�¸pBj
FA(i, ti) = τA − min

t∈[t0 ,tf ]

A(t)

Aeq

/

∇tiFA(i, ti) =











−
Ǎ(tA)

Aeq

k´�
ti < tA

0
k´�(f�pBd

¦ k�deV
A(tA) = min

[t0,tf ]
A(t)

½�wOf�y
Ǎ
��k���ZGf¨�naªdeV�ZR �k�f�Z�wOj#d�wOfh��ZGfnd/beacbed�ZGY¥½hyhZ:Ë�f�Z�yJ�¸pBj

t ≥ ti
/

dP̌

dt
= −λP̌ +

i(t)

Vdist
δ(t − ti)

º¸�O~9¾

dČ

dt
= −µČ + ξC P̌

º¸��}�¾

dŽ

dt
= {−α − f(C, t)} Ž −

∂f

∂C
(C, t) Č Z − βǍ

º¸��0�¾

dǍ

dt
= Ž

º¸����¾
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δ(t)

kmb deV�Z��/k�j�wBz/�1ghf�zGdekmpBfÀwOd#pBjek���k�f¡wOf�y�¦ k�deV¥��wOfhkmbeVhk�fh�7k�fhk�dekLwO �z�pBf�yck�dekmpBf�btwOd
t = ti

©

stf�yJ�¸pBj
GB(i, ti) = min

t∈[t0,tf ]
B(t)

/

∇tiGB(i, ti) =

{

B̌(tB)
k´�

ti < tB

0
k´�'f�pBd

¦ k�deV
B(tB) = min[t0,tf ] B(t)

½�wOf�y
B̌
��k���ZGf¨�naªdeV�ZR �k�f�Z�wOj#d�wOfh��ZGfnd/beacbed�ZGY¥½hyhZ:Ë�f�Z�y��¸pBj

t ≥ ti
/

dP̌

dt
= −λP̌ +

i(t)

Vdist
δ(t − ti)

º¸��2�¾

dĎ

dt
= −νĎ + ξDP̌

º¸��3�¾

dB̌

dt
= −aB̌ ln(

B

Bmax
) − aB̌ − g(D, t)B̌ −

∂g

∂D
(D, t)ĎB

º�����¾

¦ k�deV¥��wOfhkmbeVhk�fh�7k�fhk�dekLwO �z�pBf�yck�dekmpBf�b/wOd
t = ti
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¶�Z°z�pBf�ycg�zGd�Z�y�b�ZG��ZGj�wO �f9ghY7ZGjekmz�wO 9Z:£cx�ZGjek�Y7ZGf9d�bA�¸pBjK��pBdeV�deV�Z°z�pBfnd�wOk�fhY7ZGf9d°wOf�y�ZGj�wByckmz�wOdekmpBf�xhj�pB�h mZGY7b�©(UWV�Z�b�Z
Z:£cx�ZGjek�Y7ZGf9d�b�g�b�Z�yJdeV�Z,�DpB � mp<¦ k�fh�¢y�wOd�w�/

� ��pBj�ycjegh��k�fc�Dg�bekmpBf=/
λ = 6

V −1 � Vdist =10
zGY 3 ºDyckmbedejek��hghdekmpBf¡��pB �ghY7Z,�¸pBj#p�£�wO �k�xh LwOdek�f¨k�f¡w�Y7pBg�b�Z<¾:©

� ��pBj#deV�Z,�3k� � �kAx�pBxhgh LwOdekmpBf=/
µ = 0.015

V −1 ½ ξC = 1
V −1 ½ Aeq = 106 z�ZG � mb<½ Zeq = 16500

z�ZG � mb +TV·½
α = 0.0153

V −1 ½ β � = 0.002
V −2 ½

γ = βAeq+αZeq = 2213.8
z�ZG � mb +TV·½

F = 0.5
V −1 ½ ϕA = 10

VA½
TA = 24

VA½
γA = 1

½
C50 = 10 µ

��+OzGY 3 ©

� ��pBj#deV�Z,deghY7pBghjtx�pBxhgh LwOdekmpBf=/
ν = 0.03

V −1 ½ ξD = 1
V −1 ½ a = 0.015

V −1 ½ Bmax = 5.3 106 z�ZG � mb�½
H = 2

V −1 ½ ϕB = 21
VA½

TB = 24
V·½

γB = 1
½
D50 = 10 µ

��+OzGY 3 ©
UWV�Z�b�Z�f9ghY7ZGjekmz�wO �y�wOd�wJV�w���Z���Z�ZGf�yhZ�ycg�z�Z�yÀ�1j�pBY
 LwO��pBj�wOd�pBjea�Z:£3x�ZGjek�Y7ZGfnd�b���V�p�¦¯ZG��ZGj�½'wª LwOje��Z7ghf�z�ZGjed�wOk�fnd§a
j�ZGY¢wOk�f�b¥pBf�Y7p�bed�pO��deV�ZGY¥½�deV9g�bJdeV�ZÀ��p�wO ,pO��deV�ZÀbegh��b�Z�l9g�ZGfnd�fnghY7ZGjekmz�wO �j�Z�begh �d�bJkmbJpBfh �aÈd�pCxhj�p���Z�deV�Z
�¸Z�wBbek��hk� �k�d§a�pO�"pBghjtwOxhxhj�p�wBz�V¡j�wOdeV�ZGj#deV�wOf¥d�p7pB�hd�wOk�f¡zG �k�fhkmz�wO Ax�ZGjedek�f�ZGf9d�j�Z�begh �d�b<©
st � (deV�Z�Z:£cx�ZGjek�Y7ZGfnd�bRbed�wOjed,¦ k�deVÀk�fhk�dekLwO "z�pBf�yck�dekmpBf�b /

P0 = C0 = D0 = 0 µ
�
/
zGY 3 ½ A0 = 106 z�ZG � mb , B0 =

106 z�ZG � mb , Z0 = 16500
z�ZG � mb +TV�©"UWV�ZRk�fhk�dekLwO Adek�Y7Z

t0
¦WwBb#f�p3pBf¡wOf�yJdeV�ZRdek�Y7Z�bed�ZGx

0.1
V�pBghj�©

�:��� � �2��� �+')�$�2�<(*�>�#�2(-. �<
��
UWV�Z�j�Z�b�gh �d�b�xhj�Z�b�ZGfnd�Z�y­¦�ZGj�Z¨pB�hd�wOk�f�Z�y­k�fÉdeV�ZJ�1j�wOY7ZG¦¯pBje�ÉpO�tdeV�Z¥ZGj�wByckmz�wOdekmpBf»xhj�pB�h mZGY ¦ V�ZGfÈpBxhdek�Y�kmbek�fh�
¦ k�deV¡j�Z�bex�Z�zGd���pBdeV¥d�p

i
½hdeV�Z�k�fBqeZ�zGdekmpBf¥j�wOd�Z�½�wOf�y

ti
½�deV�Z�k�fc�1g�bekmpBf¨x�ZGjekmp3yK©�U�pB��ZGdeV�ZGjt¦ k�deV¥deV�Z�z�pBf�bedej�wOk�fnd/pO�

xhj�Z�b�ZGje�3k�fh��w���k���ZGf� mZG��ZG 
τA
pO�'deV�Z,�9k� � �k�x�pBxhgh LwOdekmpBfA½�w�z�pBf�bedej�wOk�f9d#¦¯wBb�wO mb�p�k�Y�x�p�b�Z�yJpBf�deV�Z,k�f�bed�wOf9d�wOf�Z�pBg�b

k�fc�Dg�bekmpBfÉj�wOd�Z�½�f�wOY7ZG �a
i(t) ≤ 10 µ

��+TV·© .(£cx�ZGjek�Y7ZGf9d�b7bed�wOjed�Z�yÉ¦ k�deVÈw¡dej�Z�wOdeY7ZGfndªycghj�wOdekmpBfÈpO�t~<2¬V�pBghj�b
º
ti − t0 = 2

y�w�a3b:¾:½�wOf�y�deV�ZGa�z�pBfn��ZGje��Z�y¥d�p7w�dej�Z�wOdeY7ZGfndtpO�°wO �Y7p�bed ����V�pBghj�b<©
�'k���ghj�Z�b ,�d�p ��yckmbexh Lw�a¨j�Z�bex�Z�zGdek���ZG �a�½�wBb/w��1ghf�zGdekmpBfÀpO�"dek�Y7Z�½�deV�ZR��Z�bedtk�fc�1g�bekmpBf¨j�wOd�Z

i(t)
½�deV�Z��3k� � �k·x�pBxc³

gh LwOdekmpBf
A(t)

wOf�y¥deV�Z�deghY7pBghj/z�ZG � �x�pBxhgh LwOdekmpBf
B(t)

�¸pBj�deVhj�Z�Z�yck´¹�ZGj�ZGf9dt��wO �g�Z�b�pO�"deV�Z�Y�k�fhk�Y¢wO "wBycY�kmb�bek��h mZ
�
α = 1

72
ln 3 ç β = (α

2
)2 + ( 2π

144
)2 ç�Þ��TÛÂÝ¸Û�Ù¿â¿éÚëTÛÂÝ�íÁå¿Ü¸ÜµÛÂÝ¸ð�å¿×Bæ,Þµå#íÂå�Û
	 íÂØÚÛÂ×�ÞµÝ(å0��âtæTâ¿î ð�Ûeæ��Oâ�Üµî å¿×OØÚí°å:Ý¸íÂØÚéÚéêâ�Þµå¿Ü°å0��ð�Û²ÜµØêå�æ
�

æOâ��<Ý·â¿×BætæOâ�î ð�ÛÂ×OØÚ×���íÂå�Û
	 íÁØêÛÁ×�Þ 1

3
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�Dj�wBzGdekmpBf�pO�KdeV�Z �3k� � �k�x�pBxhgh LwOdekmpBf
τA = 0.4

½
0.5

wOf�y
0.6
©�Ítf �'k���ghj�Z�,n½�deV�Z#k�Y�x�wBzGd¯pO��deV�Z�yck´¹�ZGj�ZGf9d�zGk�j�z�wByckLwOf

jeV9a9deVhY7b��DpBj�deV�Z#�3k� � �k�wOf�y7deghY7pBghj�x�pBxhgh LwOdekmpBf�b¯kmb°zG mZ�wOje �a7b�Z�ZGfªwBb°deV�ZGa�k�Y�x�p�b�Z�wRbedej�pBfh��z�Vhj�pBf�pBY7p3ycgh LwOdekmpBf
pBfJdeV�Z/k�fc�1g�b�kmpBfªj�wOd�Z�©�UWVhkmb�k�Y�x�wBzGd kmbWZGfhV�wOf�z�Z�yJ¦ V�ZGf�deV�Z,z�pBf�bedej�wOk�f9d#pO�·xhj�Z�b�ZGje�3k�fh��deV�Zt�3k� � �k�x�pBxhgh LwOdekmpBf�kmb
bedej�pBfh��ZGj�©�[tpBd�Z�wO mb�p�deV�Z�Z:¹�Z�zGd#pO�(deV�Z, �k�Y�k�d�wOdekmpBf¨pO�(deV�Z,k�f�bed�wOfnd�wOf�Z�pBg�btk�fc�1g�b�kmpBf�j�wOd�Z�©°UWV�Z�z�Vhj�pBf�pBY7p3ycgh LwT³
dekmpBf¥kmbtwO mb�p�b�Z�ZGf¨pBf�deV�ZR�3k� � �kKx�pBxhgh LwOdekmpBf¨��ZGV�w��3kmpBghj�yckmbexh Lw�a�Z�y¡pBf �'k���ghj�Z��c©
U'wO�h mZ ,¢xhj�Z�b�ZGf9d�b�deV�Zª��Z�bed�dej�Z�wOdeY7ZGfnd7ycghj�wOdekmpBf

ti − t0
wOf�yCpB�cqÂZ�zGdek���Zª�Dghf�zGdekmpBf

minB(t)
½'�¸pBj�deV�Z¢deVhj�Z�Z

Z:£cx�ZGjek�Y7ZGf9d�b�©
ºDy�w�acb¿¾ º1V�pBghj�b¿¾

τA ti − t0 ti − t0 min
t

B(t)
�c© ~ ,�©1��� ��,�©13 �c© ~
�c©Ú} ,�©1��� ��,�©ê� ,�,G~
�c©10 ,�©1��2 �O~ �����T~
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*�'Ä��>� �:�D�*�������=
 �D� 
���� � � � ��
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 � �
UWV�Z�deghY7pBghj�x�pBxhgh LwOdekmpBf�kmbRbedej�pBfh�� �a¬j�Z�ycg�z�Z�y�¦ V�ZGf

τA
yhZ�zGj�Z�wBb�Z�b�½KV�p�¦¯ZG��ZGj�½·¦ k�deV�deV�Z�y�wOd�wª¦¯Z�g�b�Z�yK½KdeV�Z

z�pBY�xh mZGd�Z�ZGj�wByckmz�wOdekmpBf¨pO�'deV�Z�deghY7pBghj�º
B < 1

¾�¦¯pBgh my�j�Z�l9ghk�j�ZRd�p�yck�Y�k�fhkmbeV¥deV�Z,�3k� � �kKx�pBxhgh LwOdekmpBf¡ mp�¦¯ZGj#deV�wOf
��324
pO�WdeV�Z�j�Z:�¸ZGj�ZGf�z�Z�fnghY���ZGj�½�¦ V�wOd�ZG��ZGj�deV�Z�ycghj�wOdekmpBfCpO�¯deV�Z�dej�Z�wOdeY7ZGf9d�½'wJ mZG��ZG "deV�wOd�kmbRf�pBd�wBycY�kmb�bek��h mZ
�¸pBj,deV�Z�x�wOdekmZGf9d�©�UWV9g�b�½��¸pBj/deV�Z�Z:£cx�ZGjek�Y7ZGf9d�bRxhj�Z�b�ZGf9d�Z�yK½·w¢�DZG¦)deghY7pBghj�z�ZG � mb,j�ZGY¢wOk�f«wT�Dd�ZGj/deV�Z�ZGf�yÀpO��deV�Z
dej�Z�wOdeY7ZGf9d�ºDb�Z�Z �'k���ghj�Z �n¾:½ wOf�yK½ ycg�Z�d�p«k�d�b¢Z:£cx�pBf�ZGf9dekLwO t��j�p<¦ deV»deV�Z¨deghY7pBghj¢x�pBxhgh LwOdekmpBf»¦ k� � µ½W¦ k�deV�pBghd
dej�Z�wOdeY7ZGf9d�½tj�wOxhkmyc �a»j�Z�z�p���ZGj¥wOf�y�p���ZGjed�wO��ZÀk�d�bªk�fhk�dekLwO , mZG��ZG µ© UWVhkmbªkmb�¦ V9aÈ¦¯Z¬b�deg�yckmZ�yÈdeV�ZÀz�pBfnd�wOk�fhY7ZGf9d
xhj�pB�h mZGY deV�wOd beV�pBgh myJ��ZRwOxhxh �kmZ�yJd�p�z�pBfndej�pB KdeV�Z,deghY7pBghj ��j�p<¦ deV¥¦ V�ZGf�deV�Z,z�pBY�xh mZGd�Z�ZGj�wByckmz�wOdekmpBf¥kmb pBghd pO�
j�Z�wBz�VA©

�:�7� �9(*���������#��
���� �#�2(*. �<
 �
�'k���ghj�Z�b,~Jd�p 0�xhj�Z�b�ZGf9d,deV�Z�j�Z�b�gh �d�b/�DpBj/deV�Z�z�pBfnd�wOk�fhY7ZGfnd�xhj�pB�h mZGY�¦ k�deV�w�¦¯Z�ZG�9 �a¬b�z�ZGf�wOjekmpJpO�¯wOfÀk�fc�1g�bekmpBf
x�ZGjekmp9y»pO����y�w�acb��¸pB � mp�¦¯Z�y®�naÈ}�y�w�a3bªpO�Rj�Z�z�p���ZGjea�½twOf�y®wOf»wBz�z�ZGxhd�wO�h mZ¡�1j�wBzGdekmpBf

τA = 0.5
�¸pBj¢deV�Z¥�3k� � �k

x�pBxhgh LwOdekmpBfA©ÅUWV�Z�z�wO mzGgh LwOdekmpBf$¦¯wBbJx�ZGjÂ�DpBjeY7Z�yÌpBfÇw«Ë���Z¬¦�Z�ZG�cb�dek�Y7ZÀk�f9d�ZGje�BwO µ© �'k���ghj�ZÀ~Éxhj�Z�b�ZGfnd�b�deV�Z
k�fc�Dg�bekmpBf¨ Lw�¦�½�b�pBY7Z�yhZGd�wOk� mb/pO�°¦ Vhkmz�V�wOj�Z�beV�p<¦ f¬pBf �'k���ghj�Z�}c© UWV�Z�k�fc�1g�bekmpBf¡ Lw�¦&kmb�½�wBb/Z:£3x�Z�zGd�Z�yK½�bedej�pBfh�� �a
z�Vhj�pBf�pBY7p9ycgh LwOd�Z�yK½�wO mb�p�k�d#ZG��pB ���Z�b d�p<¦¯wOj�y¡w�x�ZGjekmp3yckmz,dej�Z�wOdeY7ZGfnd/wT�Dd�ZGj deV�ZRk�fhk�dekLwO AyhZ�zGj�Z�wBb�Z�pO��deV�ZRdeghY7pBghj�©
UWV�Z�deghY7pBghjWwOf�y¢�9k� � �k�x�pBxhgh LwOdekmpBfA½cyckmbexh Lw�a�Z�yªpBf �'k���ghj�Z 0c½�V�w���Z,wO mb�pRdeVhkmb�x�ZGjekmp9yckmz�d�ZGf�yhZGf�zGa7ZGf�beghjek�fh��deV�wOd
deV�Z¯dej�Z�wOdeY7ZGfnd�z�wOf���Z�j�ZGx�Z�wOd�Z�y�¦ Vhk� mZWz�pBfndej�pB � �k�fh��deV�Z�deghY7pBghj(��j�p<¦ deVA©"U�wO�h mZ#�txhj�Z�b�ZGfnd�b(deV�Z¯��Z�bed(pB�cqÂZ�zGdek���Z
�Dghf�zGdekmpBfA½

max B(t)
½�wT�Dd�ZGj�wOf�k�fhk�dekLwO �dej�Z�wOdeY7ZGfnd�x�ZGjekmp3y�pO� ��y�w�acb�½(wOf�y�deV�Z�Y�k�fhk�Y¢wO �deghY7pBghj�x�pBxhgh LwOdekmpBf

j�Z�wBz�V�Z�yK½��¸pBj'k�fc�Dg�bekmpBf�zGaczG mZ¯Z:£cx�ZGjek�Y7ZGfnd�b°pO�����,},y�w�a3b°wOf�y�deVhj�Z�Z yck´¹KZGj�ZGfnd"��wO �g�Z�b(pO��deV�Z¯Y�k�fhk�Y¢wO �wBycY�kmb�bek��h mZ
�Dj�wBzGdekmpBf¨pO�(deV�ZR�9k� � �kKx�pBxhgh LwOdekmpBf

τA = 0.4
½
0.5

wOf�y
0.6
©

τA max
t

B(t) min
t

B(t)
�c© ~ ��0������ ��,
�c©Ú} ,�,83������ ��3��
�c©10 ��}�������� }�3����
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� � �
¶®Vhk� mZ¢deV�Z¢deghY7pBghj�x�pBxhgh LwOdekmpBf z�wOf±��Z7�hj�pBgh��V9d�d�pÀw���ZGjea� mp<¦{ mZG��ZG µ½(ycg�Z�d�p¥deV�Z¢Z:£cx�pBf�ZGfndekLwO W��j�p�¦ deV pO�
deV�Z�deghY7pBghj�½�deV�ZRY¢wT£ck�Y¢wO ·f9ghY���ZGj/pO�(deghY7pBghjtz�ZG � mb�½�wT�1d�ZGj/w�k�fhk�dekLwO ·x�ZGjekmp9y�pO� ��y�w�a3b<½hj�ZGY¢wOk�f�btl9ghk�d�ZRVhk���VA½
deV�pBgh��V¡ghf�yhZGj�z�pBfndej�pB µ©
U'wO�h mZ �,z�pBjej�Z�bex�pBf�yhb(d�pRZ:£3x�ZGjek�Y7ZGfnd�b"x�ZGjÂ�¸pBjeY7Z�y�k�f¢w#�¸pBghj"¦�Z�ZG�cb°z�pBghj�b�Z�½�¦ k�deV¢wOf�k�fc�1g�bekmpBf�zGaczG mZ pO���c©Ú},y�w�a3b
�¸pB � mp�¦¯Z�y±�9a�~�©Ú}¨y�w�a3b�pO� j�Z�z�p���ZGjea�©)�§f«deVhkmb�x�wOjedekmzGgh LwOj�b�ZGdedek�fh��½'¦�ZJwO mb�p¬wBb�b�Z�b�b�Z�y�V�ZGj�Z¢deV�Z¢�nwOk�fCpB�hd�wOk�f�Z�y
�9aÉdeV�Z¨z�Vhj�pBf�pBY7p3ycgh LwOd�Z�y�b�z�V�ZGY7ZÀwBb¢z�pBY�x�wOj�Z�y»d�p«wOf®Z�lnghk���wO mZGfndªz�pBf�bed�wOfndªk�fc�1g�b�kmpBf»b�z�V�ZGY7Z�/¡deV�Z¥��Z�bed
pB�cqeZ�zGdek���ZR�Dghf�zGdekmpBfA½

maxB(t)
wT�Dd�ZGjtw ��y�w�a3b�k�fhk�dekLwO Adej�Z�wOdeY7ZGfndtx�ZGjekmp3yK½ckmb ��k���ZGf��¸pBj deV�Z�z�Vhj�pBf�pBY7p3ycgh LwOd�Z�y

k�fc�Dg�bekmpBfC Lw�¦ wOf�y��¸pBj�w¡z�pBf�bed�wOf9d�k�fc�Dg�bekmpBfC Lw�¦�º¸wOxhxh �kmZ�y ycghjek�fh�¡deV�ZJ�c©Ú}¡y�w�acb�k�fc�Dg�bekmpBfCx�ZGjekmp3yhb¿¾R¦ k�deVÉwOf
k�fc�Dg�bekmpBf¥j�wOd�Z�Z�l9g�wO Kd�p�deV�Z,Y7Z�wOf¨pO�(deV�Z�z�pBjej�Z�bex�pBf�yck�fh��z�Vhj�pBf�pBY7p9ycgh LwOd�Z�y¡k�f�bed�wOf9d�wOf�Z�pBg�b�k�fc�Dg�bekmpBf !�p�¦�©
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τA max
t

B(t) max
t

B(t)
k�fc�1g�bekmpBf z�Vhj�pBf�pBY7p9ycgh LwOd�Z�y z�pBf�bed�wOfnd
�c© ~ ,82O~n��� ��2�}����
�c©Ú} �B}������ ,���3�0����
�c©10 �O~9�B����� ��0��B�����
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 � ��
�Ä(�4. � � � � 
4�B������Ä�����
�Ä�� ��
�Ä ��� � � � 
4�B����� ��������� ���/���
���D��
��:� ���:� � 
�Ä � � 
:
,� �%! �D���B
*� ��
�Ä ���:
 �GÄ 
:
�Ä¯Ä�����
�Ä�� ��
�Ä �

Ítf�Z�b�V�pBgh myJf�pBd#��Z,beghjexhjekmb�Z�y�deV�wOdW�DpBj deV�Z�b�wOY7ZRz�Vhj�pBf�pBY7p3ycgh LwOd�Z�y¨b�z�V�ZGY7Z�½�w�¦¯Z�ZG�9 �aJz�pBfnd�wOk�fhY7ZGf9dtdej�Z�wOdÂ³
Y7ZGf9d�¦ k�deV¬wOf¨k�fc�1g�bekmpBf¨x�ZGjekmp3y¥pO�°�c©Ú}�y�w�acb# mZ�wByhb�d�p¢w� mp�¦¯ZGjt mZG��ZG �pO�(deghY7pBghj/z�ZG � mb#deV�wOf¥deV�Z�b�wOY7ZR¦ k�deV¬wOf
k�fc�Dg�bekmpBf¨x�ZGjekmp3y¥pO����y�w�acb8/°deV�Z� mpBfh��ZGj�deV�Z�j�Z�bed#x�ZGjekmp9yK½hdeV�Z�Vhk���V�ZGj�deV�Z�deghY7pBghjtz�wOf¨��j�p<¦ÇghxA©¯s dej�wByhZ:³§pO¹
V�wBbtd�p���Z,�DpBghf�y¨��ZGd²¦�Z�ZGf¬deV�Z� mZGfh��deV¬pO�(deV�Z�f�Z�z�Z�b�b�wOjeaJj�Z�bed#x�ZGjekmp3y¨wOf�y¥deV�Z�wBycY�kmb�bek��h mZ�Y¢wT£ck�Y¢wO · mZG��ZG ·�DpBj
deV�Z�deghY7pBghj�©-�hghjedeV�ZGjeY7pBj�Z�½cU�wO�h mZ ��wO mb�p�beV�p<¦#b°deV�Z f�ZGd��nwOk�f¢pB�hd�wOk�f�Z�y7�9a�deV�Ztz�Vhj�pBf�pBY7p3ycgh LwOdekmpBf�bedej�wOd�ZG��a /
deV�Z�fnghY���ZGj,pO�°deghY7pBghj/z�ZG � mbtkmb�b�k���fhk´Ë�z�wOfnde �a¥j�Z�ycg�z�Z�y¡¦ V�ZGf¡deV�Z�dej�Z�wOdeY7ZGfnd,d�wO��Z�bt��ZGf�Z:Ë�d,pO�"deV�Z�zGk�j�z�wByckLwOf
jeV9a9deVhY¥©
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�²f7deVhkmb�x�wOx�ZGj�½n¦�ZtV�w���Z�yhZGd�wOk� mZ�yJwOf¢pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBfªxhj�p3z�Z�ycghj�Z�d�wO�3k�fh��k�f9d�p�wBz�z�pBghfndWpB�cqeZ�zGdek���ZtwOf�y¢z�pBf�b�dej�wOk�fnd
�Dghf�zGdekmpBf�b/deV�wOd/wOj�Z�pBxhdek�Y�kmb�Z�y¨k�fÀwOf

L∞ Y¢wOfhf�ZGj�½KwOf�y¥f�pBdRwBz�z�pBj�yck�fh��d�pJw7l9g�wBycj�wOdekmz
L2 ½�pBj L1 zGjek�d�ZGjekmpBfA½

wBbtV�wBb/wO �j�Z�wByca¨��Z�ZGf¬yhpBf�Z���Z:�DpBj�Z�k�f¨deV�Z� �k�d�ZGj�wOdeghj�Z�©�U�p�pBghj/�9f�p<¦  mZ�yc��Z�½�deVhkmb/wOxhxhj�p�wBz�V¬kmb/pBjek���k�f�wO µ½KwBb/wOj�Z
deV�ZJyck´¹KZGj�ZGfndekLwO�hk� �k�d§a j�Z�begh �d�b�bed�wOd�Z�yCV�ZGj�Z�©�UWVhkmb�wOxhxhj�p�wBz�VÉkmb�k�f9d�ZGf�yhZ�y d�p¬b�dekmz���d�p¬deV�ZJwBzGdeg�wO WzG �k�fhkmz�wO #pBj
Z:£cx�ZGjek�Y7ZGf9d�wO �xhj�pB�h mZGY¥½cwOf�y7k�f¢deVhkmb°j�Z�bex�Z�zGd�Z:£cdej�ZGY7Z#��wO �g�Z�b�wOj�Z�pO��ghxhx�ZGjeY7p�bed�k�Y�x�pBjed�wOf�z�Z/wBb°deV�ZGa�Y¢w�a���Z
�µwOd�wO K�¸pBj#deV�ZRx�wOdekmZGfnd�½�pBghj

L∞ wOxhxhj�p�wBz�V¬z�pBf9dej�pB mb#deV�ZGY ¦ V�ZGj�Z�wBb
L2 pBj L1 k�fnd�ZG��j�wOd�Z�y¬zGjek�d�ZGjekLw7yhpBf � d�© �§d kmb

zG mZ�wOj/V�p�¦¯ZG��ZGj/deV�wOd/pBghjtY¢wOdeV�ZGY¢wOdekmz�wO (Y7p3yhZG ·kmb/bedek� � ·d�p3p7bek�Y�xh mZ�wBb#k�d/beV�pBgh my¡d�wO��Z�k�fnd�pJwBz�z�pBghfndRyck´¹KZGj�ZGfnd
d�p�£3kmzGk�dekmZ�bRºDpBdeV�ZGj�deV�wOfªdeV�Z#k�f9d�Z�bedek�f�wO µ½cbeg�z�VJwBb°��pBf�Z#Y¢wOjej�p<¦»d�p�£3kmzGk�d²a¢pBj�b�ZGf�b�pBjea�f�ZGghj�pBx�wOdeV9a�½�wBb�kmb�deV�Z�z�wBb�Z
¦ k�deV«p�£hwO �k�xh LwOdek�f±k�f«zG �k�fhkmz�wO �b�ZGdedek�fh��b¿¾:©7UWVhkmbR¦¯pBgh my� mZ�wBy�d�pJY7pBj�Z7Z�l9g�wOdekmpBf�b�wOf�y�Y7pBj�Z7z�pBf�bedej�wOk�fnd�b<½·¦ k�deV
x�p�b�bek��h mZ¢¦�ZGk���Vndek�fh�À³µ mZ:�Dd�d�p¡deV�Z¢zG �k�fhkmzGkLwOfc³R��ZGd§¦¯Z�ZGfCdeV�ZGY¥½(�hghd�pBghj�wOxhxhj�p�wBz�VÉZ:£3d�ZGf�yhb�Z�wBbek� �a�d�p¡beg�z�V±�¸wOj
Y7pBj�Z�z�pBY�xh �kmz�wOd�Z�y¬z�wBb�Z�b�©
�hj�pBY{deV�Z�wO ���pBjek�deVhY�kmz#x�pBk�fnd�pO���3kmZG¦�½nwO �deV�pBgh��V�¦�Z�z�wOfhf�pBd¯wBb�b�ZGjed°deV�wOd�pBghj�pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBfªwO ���pBjek�deVhY{j�Z�wBz�V�Z�b
w��� mpB��wO AY�k�fhk�Y�ghY¥½�deV�ZRY�gh �dek�xh �kmzGk�d§a¥pO�(k�d�ZGj�wOdekmpBf�btwOf�y�deV�ZRb�d�pBjek�fh�¢pO��deV�ZR��Z�bed b�pB �ghdekmpBf¡wOd#Z�wBz�V¥k�d�ZGj�wOdekmpBfA½
d�pB��ZGdeV�ZGj7¦ k�deVÉdeV�ZJg�b�ZªpO�,b�pBY7ZJj�wOf�yhpBY ¦WwO ��±d�pÀZ:£cxh mpBj�ZJdeV�ZJxhV�wBb�Z�bex�wBz�ZJ��k���Z�b�g�b�Vhk�f9d�b7pO�tk�d�b7wBzGdeg�wO 
pBxhdek�Y¢wO �k�d²a¨wOf�y�j�pB�hg�bedef�Z�b�b�©

���7� �/�+� � �2@9( � �2" �+@ ��(��:
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UWV�Z"Y7p3yhZG �¦¯Z"g�b�Z�y�wByhycj�Z�b�b�Z�bAdeV�Z°pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBf�pO�hz�wOf�z�ZGj·z�V�ZGY7pBdeV�ZGj�wOxna�g�bek�fh� xhV�wOjeY¢wBz�pB�3k�f�ZGdekmz:³µxhV�wOjeY¢wByca3f�wOY�kmz
wOf�y�zGk�j�z�wByckLwOf�Y7p3yhZG � �k�fh��¦ k�deV¨w�d�p�£ckmzGk�d§aJz�pBf�bedej�wOk�fnd�© �§d yhp3Z�b�f�pBd�wByhycj�Z�b�bWdeV�Z,xhj�pB�h mZGY pO�'ycjegh��j�Z�bekmbed�wOf�z�Z
wOf�y�k�d�b(ZG��pB �ghdekmpBf�k�f�deghY7pBghj°z�ZG � 3x�pBxhgh LwOdekmpBf�b<½�¦ Vhkmz�V�kmb"wO mb�p,wOf�k�Y�x�pBjed�wOfnd" �k�Y�k�d�wOdekmpBf�k�f�z�wOf�z�ZGj"z�V�ZGY7pBdeV�ZGjÂ³
wOx9a�½(wOf�y«V�wBb���Z�ZGf±bedeg�yckmZ�y«�na���wOjekmpBg�b�wOghdeV�pBj�b�wO �j�Z�wByca �1��,9½ ,��c½���,��§©J[/pBj�yhp3Z�b�k�d�wByhycj�Z�b�b�deV�Z��µwBzGd�deV�wOd
Y7p�bedªwOfndekmz�wOf�z�ZGjJycjegh��b¡º1�hghd7f�pBdªp�£�wO �k�xh LwOdek�fA½Wd�p�pBghj7�3f�p�¦  mZ�yc��Z<¾7wOj�Z¥�9f�p<¦ fÈd�p�beV�p<¦Îz�ZG � tzGaczG mZ�xhV�wBb�Z
bex�Z�zGk´Ë�zGk�dekmZ�b�©"UWV�Zt�¸pBjeY7ZGjWb�V�pBgh my¢��Z�d�wO��ZGfJk�f9d�p�wBz�z�pBghf9d �naJwOfªZ:£cd�ZGf�bekmpBf�pO��pBghjWbek�Y�xh mZ/Y7p9yhZG �d�p�begh�hx�pBxc³
gh LwOdekmpBf�b(�¸pBj(deghY7pBghj(��j�p�¦ deVA½nl9ghkmZ�b�z�ZGf9d�½�xhj�pB �k´�DZGj�wOdek���Z�ycjegh�B³§b�ZGf�bek�dek���Z#wOf�y�xhj�pB �k´�DZGj�wOdek���Z ycjegh�B³µj�Z�b�kmbed�wOfnd�©"UWV�Z
 LwOded�ZGj�k�Y�xh �kmZ�b"�Dghdeghj�Z#Y7p3yhZG � �k�fh��pO�Kz�ZG � �zGa3zG mZ#xhj�pB��j�Z�b�bekmpBfªwOf�y�wOx�pBxhd�p�bekmb¯wOd°deV�Z#dekmb�beg�ZW mZG��ZG ��¸pBj°deghY7pBghj�z�ZG � 
x�pBxhgh LwOdekmpBf�b�½�¦ k�deV¡z�pBghxh �k�fh�7d�p� mp3z�wO AzGk�j�z�wByckLwOf¡zG mp3z��cb ³²w�z�pBghxh �k�fh�¢¦ Vhkmz�V¥V�wBb#��Z�ZGf¥beV�p<¦ f¡Z:£cx�ZGjek�Y7ZGf9d�wO � �a
d�p���Z,ghfhkmyck�j�Z�zGdekmpBf�wO µ½�kµ©ßZ�©°z�pBfndej�pB 'pO�(z�ZG � Axhj�pB �k´�¸ZGj�wOdekmpBf¨�9a�deV�Z�zG mp9z���½�wOd� mZ�wBbedW�DpBj deV�Z�j�ZG��ZGf�ZGj�wOdek�fh�� �k���ZGj#k�f
Y�kmz�Z��Ú��0�½6�����§©�UWV�Z�b�Z�wOxhxhj�p�wBz�V�Z�bRwOj�Z�z�pBY�xh mZGY7ZGf9d�wOjea�½KwOf�y¡wBz�z�pBj�yck�fh�¢d�p7deV�Z�x�wOjedekmzGgh LwOj/deghY7pBghj/wOf�y¥ycjegh�
k�f9��pB ���Z�yK½�x�wOjedekLwO ·pBj#Z:£cd�ZGf�yhZ�y¥Y7p3yhZG mb#beV�pBgh my¥��Z,g�b�Z�yª�¸pBj#z�V�ZGY7pBdeV�ZGj�wOx9a¨pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBfA©
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¶�Z¢Y�g�bed�bedej�Z�b�bRdeV�wOd�deV�Z7f9ghY7ZGjekmz�wO �j�Z�b�gh �d�b�xhj�Z�b�ZGf9d�Z�yCwOj�Z¢Vhk���Vh �a�yhZGx�ZGf�yhZGf9d�pBf±deV�Z7��wO �g�Z�b�pO�#x�wOj�wOY7Z:³
d�ZGj�b�g�b�Z�yK½�b�pBY7Z7pO�¯¦ Vhkmz�V±V�wBy�d�p���Z7��j�p�b�be �aÀZ�bedek�Y¢wOd�Z�y�k�f«pBghj�y�wOd�wBb�ZGd�³µ��Z�bekmyhZ�b�½·deV�Z7y�wOd�wBb�ZGd�b�V�pBgh my���Z
z�pBY�xh mZGd�ZG �a¨yck´¹KZGj�ZGfndt�¸pBj�pBdeV�ZGj�deghY7pBghj�b,wOf�y¨pBdeV�ZGj/zGa9d�pBd�p�£3kmz�ycjegh��bÂ³�½�b�p�deV�wOd/wOf9aª��ZGf�ZGj�wO �kmb¿wOdekmpBfÀpO�"deV�Z�b�Z
j�Z�begh �d�b,d�p�zG �k�fhkmz�wO °z�pBf�zG �g�b�kmpBf�bR¦�pBgh my�wOdRdeVhkmbRbed�wO��Z���Z�z�pBY�xh mZGd�ZG �a¬V�wOÆ<wOj�yhpBg�b<©���ZGd�½AwBb/�µwOj�wBbRZ�lnghk���wO mZGfnd
Y7p3yhZG � �k�fh�¥Z�lng�wOdekmpBf�b�wOf�yÀdeV�ZGk�j/x�wOj�wOY7ZGd�ZGj�b�Y¢w�a¡��Z�kmyhZGfndek´Ë�Z�y�k�fÀpBdeV�ZGj�b�ZGdedek�fh��b�½KdeV�Z�b�wOY7Z�pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBf
xhj�p3z�Z�ycghj�Z�z�pBgh my���ZRbeg�z�z�Z�b�be�1gh � �aJwOxhxh �kmZ�yK©

¶�ZJ¦ k� �  f�pBd�VhkmyhZJdeV�wOd¢kmyhZGfndek´�Da9k�fh��z�ZG � �wOf�y dekmb�b�g�ZJxhV�wOjeY¢wBz�pB�9k�f�ZGdekmz�bªwOf�y xhV�wOjeY¢wBz�p9yca3f�wOY�kmz¨yhp�b�Z:³
Z:¹KZ�zGd�b¢ºDZG��ZGf�k´��deV�Z�b�Z�d²¦�p¨wBb�x�Z�zGd�b�wOj�Z�Y7ZGje��Z�y�d�pB��ZGdeV�ZGj¿¾tY7Z�wOf�b�wBz�l9ghk�jek�fh���3f�p�¦  mZ�yc��Z7pO�¯VhkmyhyhZGf�Y7Z�z�V�wT³
fhkmbeY7b(¦ Vhkmz�V�wOj�Z¯f�pBd°Z�wBbek� �a�wBz�z�Z�b�bek��h mZ¯k�f7ZG��ZGjea3y�w�a�zG �k�fhkmz�wO hj�pBghdek�f�Z�½nwOf�y�deVhkmb(j�ZGY¢wOk�f�b°d�p9y�w�a�w/beV�pBjed�z�pBY�k�fh�
pO�'deV�Z�Y7ZGdeV�p3yJxhj�pBx�p�b�Z�y¢V�ZGj�Z�©°[/ZG��ZGjedeV�ZG mZ�b�b�½3¦¯Z,V�w���Z/j�Z�wBb�pBf�wO�h mZ,V�pBx�Z�b�deV�wOd beg�z�V�y�wOd�wc½cxhj�p��3kmyhZ�yJ�na¢deV�Z
yhZG��ZG mpBxhY7ZGf9d¢pO�tY7p3yhZGjef xhV�wOjeY¢wBz�pB�9k�f�ZGdekmz�bÂ³µxhV�wOjeY¢wBz�p3yca3f�wOY�kmz�b¬ºDo�(/³§o��R¾�wOf�yCY7pB mZ�zGgh LwOj7�hkmpB mpB��a±d�Z�z�Vc³
fhkml9g�Z�b�½h¦ k� � K��Z�z�pBY7ZRY7pBj�Z�wOf�y�Y7pBj�Z�w���wOk� LwO�h mZ�k�f�deV�ZRf�Z:£cdW�1ghdeghj�Z�©

UWVhkmb�k�fÉpBghj�Y7Z�wOfhk�fh�ªqÁg�b�dek´Ë�Z�b�yhZG��ZG mpBxhk�fh��beg�z�VÉpBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBfÉY7ZGdeV�p3yhb�¦ Vhkmz�V Y¢wO��ZJk�d�f�Z�z�Z�b�b�wOjea«d�p
Y7p3yhZG �k�f9dek�Y¢wOd�Zªdekmb�beg�Z�Y7Z�z�V�wOfhkmbeY7b��¸pBj�ycjegh�ÀZ:¤¢z�wBzGa±wOf�y±d�p�£ckmzGk�d§a±Z:¹KZ�zGd�b�©¨¶»V�pB mZªpBje�nwOfhkmbeY Y7p9yhZG � �k�fh�
wOf�y­o (/³§o°��yhZG��ZG mpBxhY7ZGfndJz�pBgh myÉ mZ�wBy g�b�d�p�g�b�Z�pBdeV�ZGj7pB��b�ZGje�BwO�h mZ�b¢deV�wOfÈz�ZG �  x�pBxhgh LwOdekmpBfÈfnghY���ZGj�b7³¸�DpBj
k�f�bed�wOf�z�Z�½�wBbW�¸wOj�wBb�p�£�wO �k�xh LwOdek�f¥kmb#z�pBf�z�ZGjef�Z�yK½�x�ZGjek�xhV�ZGj�wO ·b�ZGf�b�pBjea¢f�ZGghj�pBx�wOdeVna�V�wBb#j�Z�z�ZGfnde �aJ��Z�ZGf¨xhj�pBx�p�b�Z�y
d�pR��ZW �k�fh��Z�y�d�pRk�f�b�gh �d�b"d�pRfng�zG mZ�pB �k�k�f�f�ZGje��Z �nwOfh�� �kLw"�Ú���$�§½�f�pBd°Y7Z�wBbeghj�wO�h mZ#�9a�z�ZG � ��9k� � �ZG��wO �g�wOdekmpBf�bÂ³�½9�hghd°beg�z�V
�Dghdeghj�Z�½hY7pBj�Z�yhZGd�wOk� mZ�yK½�Y7p9yhZG mb ¦ k� � �bedek� � K��Z, �kLwO�h mZR�DpBj#deV�ZRpBxhdek�Y�kmb¿wOdekmpBf¨Y7ZGdeV�p3y�¦�ZRxhj�Z�b�ZGfnd�Z�y¥V�ZGj�Z�©
�'k�f�wO � �a�½°pBf�ZªY¢w�a�f�pBdekmz�ZªdeV�wOd�k�d���k���Z�b�w¥j�wOdekmpBf�wO mZ�½°f�pBd�pBfh �a��DpBj�zGk�j�z�wByckLwOf­z�Vhj�pBf�pBdeV�ZGj�wOxna deV�Z�pBj�ZGdekmz

bedeg�yckmZ�bW¦ Vhkmz�VªË�j�bed�Y7pBdek���wOd�Z�yªk�d�½3�hghd wO mb�ph½9g�b�k�fh��pBxhdek�Y�kmb�wOdekmpBf�k�fªdeV�Z/xhj�p9ycg�zGdWbex�wBz�Z
L2([t0, tf ])× [t0, tf ]

½
�¸pBj/b�pO³§z�wO � mZ�y¨k�f9d�ZGf�bek���Z�deV�ZGj�wOxhkmZ�b<½�k�f¬¦ Vhkmz�VÀdeV�Z�bedej�Z�b�btkmb�xhghd,pBf¨deV�Z���Z�b�d�dej�Z�wOdeY7ZGfnd�z�pBghj�b�Z�wOf�y¡��ZGd²¦�Z�ZGf
z�pBghj�Z�b#ycghj�wOdekmpBf�b#Y¢wO�9k�fh��x�p�b�bek��h mZRw�f�Z�z�Z�b�b�wOjea¢k�f�zGj�Z�wBb�Z,k�fªdeV�Z,yhZG �k���ZGj�Z�y¥yhp�b�Zt¦ V�ZGf�zG LwBb�b�kmz�wO KdeV�ZGj�wOx�ZGghdekmz
b�z�V�ZGY7Z�b#V�w���ZR�µwOk� mZ�yK©
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�-,���st��ghj�½��'½Astjef�pBfA½'v�½·_3z�V�Z�z�Vnd�ZGj�½�r,©=."¹�Z�zGd�pO�WdeV�Z�yhp�bek�fh�¨k�f9d�ZGje�BwO ¯pBf«Y�a�ZG mpBd�p�£ckmzGk�d§aCwOf�y±beghje�3k��BwO °k�f
Y�kmz�Z�dej�Z�wOd�Z�y¥�naJzGa3d�wOj�wO�hk�f�Z�© � �D� ��� � � 
:
�� ���#��2Bs�º�0T³Á��¾�/-,���2�}T³ 3��c½�,83�3��c©

�Ú����rWpBgh��V�wOded�wBb�½�[ts�½ � iG�3kµ½ �
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