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Résumé : Nous présentons une nouvelle méthode de type Galerkin-discontinu appliquée 4 la résolution
numérique des équations d’Euler linéarisées autour d’un écoulement uniforme ou non. Nous utilisons une
formulation centrée pour approcher les intégrales en surface et un schéma de type saute-mouton en temps.
Nous construisons une condition aux limites absorbante et une condition aux limites réfléchissante. Nous
démontrons dans le cadre d’un écoulement uniforme le caractére non diffusif de notre schéma ainsi qu’une
condition de stabilité L? de type CFL, tandis que dans le cadre non uniforme nous disposons de bilans
énergétiques hautement dépendant de la régularité de ’écoulement. Nous illustrons les capacités de notre
schéma, sur plusieurs cas tests.
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Discontinous Galerkin method for the resolution of linearized
Euler equations around an uniform or a non uniform flow.

Abstract: A general discontinous Galerkin framework is introduced to the propagation of aeroacoustic
perturbations of either uniform or non uniform, steady solution of the three-dimensional Euler equations.
An explicit leap-frog time-scheme along with centered numerical fluxes are used int the proposed Disconti-
nous Galerkin Time Domain (DGTD) method. We are developed slip and absorbing boundary conditions.
Stability is proved , under CFL-like stability condition on the time step for steady uniform flow. Whereas,
for steady non uniform flow, we disposed of energetics estimations depending of the regularity of the flow.
Some tests cases will illustrate the potential of our scheme.

Key-words: linearisation of the Euler equations, uniform and non uniform flow, Py and P; discontinous
Galerkin method, absorbing boundary condition, reflecting boundary condition, leap-frog time scheme,
L? stability, unstructured meshes
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Introduction

L’aéroacoustique est un domaine en pleine expansion. En effet, la génération et la propagation de
champs sonores dans les écoulements constituent aujourd’hui une étape indispensable dans I’étude de
bon nombre de problémes industriels. Il existe aujourd’hui plusieurs courants de pensée pour ce type
de problémes. Les méthodes les plus utilisées proviennent du domaine de la CFD (computational fluid
dynamics), et consistent & résoudre les équations de Navier-Stockes sans distinguer I’évolution des per-
turbations de nature aérodynamique et celles de nature acoustique. Les limites de ces méthodes résident
dans le contraste de ces deux types de fluctuations car il s’agit d’un probléme multi-échelles et nécessitent
donc des méthodes numériques trés précises et fort cotteuses [4]. Une alternative récente a ces méthodes
est apparue avec |’utilisation de méthodes hybrides consistant & séparer la détermination du champ aéro-
dynamique ainsi que la génération de bruit de la propagation des ondes acoustiques [5, 6, 7]. Les équations
d’Euler linéarisées constituent un opérateur de propagation trés efficace car elles décrivent exactement
la propagation des fluctuations acoustiques au sein d’écoulements moyens complexes (contrairement &
Panalogie de Lighthill ou a I’équation du troisiéme ordre de Lilley), le bruit généré pouvant étre introduit
comme un terme source dans ces équations.

Un autre probléme récurrent, en aéroacoustique est la construction de conditions aux limites appropriées.
En effet si il existe de nombreuses approches [15, 16, 18, 17], la construction de conditions aux limites
absorbantes dans le cadre de la linéarisation autour d’un écoulement non uniforme reste un probléme
actuel [8]. Les travaux présentés dans ce rapport conduisent par l'intermédiaire des équations d’Euler
linéarisées & I’élaboration d’un opérateur de propagation précis et robuste utilisable en géométrie com-
plexe et pour des écoulements porteurs uniformes ou non. Nous avons adapté, dans ce but, une nouvelle
méthode de type Galerkin-discontinu P;. Nous avons utilisé une formulation centrée pour approcher les
intégrales en surface et un schéma de type saute-mouton en temps. Nous avons démontré ’existence d’une
condition suffisante de stabilité sur maillage quelconque dans le cadre des équations d’Euler linéarisées
autour d’un écoulement uniforme en deux et trois dimensions d’espace. Pour étre plus précis, grace a
I’élaboration de conditions aux limites absorbantes et réfléchissantes, nous avons montré 'existence d’une
énergie ayant la propriété sur maillage non structuré et dans le cas de la linéarisation autour d’un écou-
lement uniforme, sous une condition de type CFL, de se conserver si le domaine ne comporte pas de
parois absorbantes, ou sinon de décroitre & chaque itération temporelle (assurant ainsi la stabilité). De
plus, dans le cas de la linéarisation autour d’un écoulement non uniforme, par le biais de la symétrisation
des équations d’Euler [9], nous possédons une estimation de cette énergie dépendant de la régularité de
I’écoulement. Nous avons pu observer le bon comportement de notre schéma pour des configurations de
géométrie et d’écoulement plus ou moins complexes. Nous illustrerons ces résultats sur plusieurs cas tests.

1 Linéarisation des équations d’Euler

Les équations de ’aéroacoustique proviennent de la linéarisation des équations d’Euler 3D autour
d’un écoulement stationnaire. Nous rappelons qu’en 3D les équations d’Euler s’écrivent :

P pu pv pw
pu pu2 +p puv puw
ol pv | +0. PUV +0,| p?’+p |+0. PVW =0, (1)
pw puw pUW pw? +p
e (e +p)u (e +p)v (e +p)w

ou p, V= t(u, v,w), e et p correspondent respectivement & la masse volumique, & la vitesse du fluide, &
P’énergie volumique et a la pression. Nous supposerons la loi des gaz parfaits vérifiées, p = (y—1)(e— % pV?).

1.1 Linéarisation autour d’un écoulement uniforme
L] 2 2 . 2. 2 7 . .
Considérons un écoulement uniforme caractérisé par (po, Vo, po), une petite perturbation de ce champ

N
aérodynamique caractérisé par (6 p, 0V, 5p> vérifie aprés linéarisation le systéme d’équations :

OW + A0, W + A0, W + A.8.W =0, (2)

RR n°® 5292



6 Bernacki € Piperno

- - t t —
ot W est donné par W = (0p — c3dp, pocodV, Op), co correspond & la célérité de 1’écoulement
c2 = ypo/po et les matrices symétriques constantes A, Ay, et A, sont données par

uy 0 0 0 O v 0 0 0 O wg 0 0 0 O
0 uwp 0 0 ¢ 0 vp 0O 0 O 0 wp 0 0 O
Ay=] 0 0 uw 0 0 [,A,=] 0 0 v 0 ¢ |,A.=| 0 0 wy 0 0 [. (3)
0 0 0 Ug 0 0O 0 O Vo 0 0 0 0 wo Co
0 Co 0 0 Ug 0 0 Co 0 Vo 0 0 0 Co Wo

Dans ce cadre de la linéarisation des équations d’Euler autour d’un écoulement uniforme, I’énergie aé-
roacoustique £ définie par £ = 3 L||W||2 vérifie Péquation 9,€ + divF = 0, le flux d’énergie F étant donné

par
t - -
L WaW
= too =

F=z
| m
WA, W

Ainsi, I’énergie aéroacoustique est conservée.

1.2 Linéarisation autour d’un écoulement non uniforme

Dans le cadre plus complexe de la linéarisation autour d’un écoulement non uniforme solution des équa-
—
tions d’Euler caractérisé par (po, Vo, p0>, l’équation (1) nous permet d’obtenir le systéme suivant :

W +0, (AIW) +9, (AIW) + 0. (A2W) =0, (4)

ol les matrices AJ, A) et A? non constantes en espace et le vecteur W sont donnés par :

op
. podu + ugdp
W= podv + vodp , A=~v-1
podw + wodp
5p/3 + po (uodu + vodv + wodw) + 3Viop
0 ‘e, 0
~ — t— —
Ag = %%2€I —upVo uols — &é’m Vo -|- V() €r VEu
Bouo CVo €x — Yo Vo Yo
(€s,€y,€.) BC de R3 0 ta, 0
2 V2 - . N -
@0 = %0 T ) Ay=1| 3Vie, —wVo wvols - ’Yey Vo —|— Vo €y  YEy (5)
Bo=(3-1) V5~ %0 Bovo ap'ey — ’~YU0 Vo Yo
0 ‘e, 0
~ — t— —
A= 2V@e. —woVo wolz —7€. Vo+ Vile, Ae.
~ t—
Bowo ap'€. — Jwo Vo Ywo

Malheureusement, nous avons perdu la propriété de symétrie des matrices que nous avions pour le sys-
téme (2). Apparemment il n’est donc plus aussi simple de faire de bilan énergétique. Nous allons démontrer
que cela est possible en utilisant un changement de variable traditionnellement utilisé pour la symétrisa-
tion des équations d’Euler. En effet, si nous considérons le changement de variables dans les équations
d’Euler (1) :

_ U, Fpi\ Uz Us Uy Uy
. i . f = | —— 1-1 T ) Ty Ty T T T
G WJK65:$<U>7; ( A n<UY) Rt m) (6)

Ui + U2+ U;

avec pi = Us — oTi;
1
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La linéarisation nous fournit un systéme semblant plus complexe que celui exprimé par (4) :
M@V+@(&V}+@(@v)+@(&9):a (7)

avec,

— — ~

AJV =W, Al =A%A5, AY=A%AJ, AY=A%A]

1 Vo o — 2 /vy
Ay =2 Vo S, + %t% aoVb :
Y v t =
a—cg/y a0 Vo =3/ (09)
0 tém Uug
Ag = UOAg + pTO € gxt% + ‘Z)tgx UO% + o€y )
! Uo Uotvo + ', 2apug (8)
0 tgy Vo
AY = vpAf + R ey éytVO + Vo', wVo+ aoé, |,
/7 Vo Uot‘% + aoté’y 20&0’1)0
0 té'z wo
A= wead+ 2 e §%+%z woVh + 0
7 wWo wot% + ao e, 20wy

Les matrices A9, Ag et A? sont symétriques tandis que la matrice AY est symétrique définie positive,
cela explique l'intérét de cette formulation. Ainsi si nous considérons 1’énergie acoustique définie par

- 1o t o o
&= %tWAg "W = L' VAQV, elle vérifie Iéquation :

€ + divF = S, 9)
ou le flux énergétique F et le terme source S sont donnés par :
X tWAO_lAOW tVAOV .
F=g| ‘Waytagw | = | VAW |, s=-3'V[a.A) +0,(h) +0.AY| V. (0)
"WAQ 1AOW VAOV

L’énergie n’est donc pas conservée. Les fluctuations aérodynamiques influent sur I’énergie aéroacoustique.
Nous pouvons remarquer que pour un écoulement uniforme, nous retrouvons un bilan énergétique nul.
Dans la suite, nous utiliserons le systéme le plus simple (4) pour notre schéma tout en nous référant
grandement aux nouvelles variables pour les résultats théoriques.

2 Méthode de type Galerkin discontinu (DGTD)

Les méthodes de type Galerkin discontinu qui ont déja fait leurs preuves pour les équations de Maxwell
ont toutes les qualités requises pour s’adapter parfaitement aux problémes de CAA en écoulement non
uniforme [10, 1, 2, 3]. Supposons que nous disposons d’une partition en polyédres d’un domaine 2 (dont la
frontiére O est la réunion des frontiéres physiques de 1’objet 9QPY* et des frontiéres artificielles 92°>°) en
un nombre fini de polyédres (chacun d’eux ayant un nombre fini de faces). Pour chaque polyédre 7;, appelé
"volume de controle" ou "cellule", V; correspond a son volume. Nous appellerons face entre deux cellules
leur intersection lorsqu’il s’agit d’une surface polyédrique. La réunion de ces faces F regroupent les faces
internes F'"* = /052, les faces physiques FPhYs = F [ 9QPYs et les faces absorbantes F2P5 = F (90>
Pour chaque face interne a;;, = 7; () 7, nous noterons S;;, la mesure de a;; et 7i;; la normale unitaire ,
orientée de 7; vers 7. Les mémes définitions sont étendues aux faces frontiéres, I'index k correspond alors
4 une cellule fictive en dehors du domaine. Enfin, nous noterons V; ’ensemble des indices des cellules
voisines 4 la cellule 7; et P; son périmétre : P, = ) keV; S:k- Rappelons le résultat géométrique suivant
pour chaque cellule : Zkevi Sikmie = 0.

RR n°® 5292



8 Bernacki € Piperno

2.1 Discrétisations en temps et en espace

Dans cette partie, nous supposerons que les écoulements utilisés sont non uniformes, le cas uniforme
se déduisant alors trés simplement des résultats que nous allons exposer. Nous nous restreindrons, pour
limiter le cotit de calcul, au cas ou les matrices AY, Ag, A9 exprimées dans (5) sont constantes par cellule.
Pour chaque cellule 7;, nous noterons A%, A?, A’ les approximations respectives de ces matrices. Comme

annoncé, pour chaque cellule le vecteur des inconnues W, est identifié & une combinaison linéaire des
vecteurs de bases locaux @;;, 1 < j < d; et nous supposerons le champ discontinu au niveau de l'interface
entre deux cellules. En multipliant I’équation (4) par n’importe laquelle des fonctions de base &, et en
intégrant tout d’abord sur 7; puis par partie, nous obtenons

aV_V t = =
G — = D53 Ay W—/ - nAW | . 11
Je%=/1 X o | © (11)

s€{x,y,z} s€{z,y,2}

Dans cette équation (11), pour chaque intégrale de volume sur 7;, nous remplagons le champ W par son
approximation W; et les matrices AJ, AY, A? par leurs approximations respectives A%, Al , A’. Pour les
intégrales aux bords sur 97;, nous considérons des flux centrés :

{ VZ,V’G S Vi, (nikmAl. =+ nikyAy + ’I’LikZAz)WL ~ % (szwl —+ ]Pfkv_(fk) R (12)
Ak

avec ]P);k = nlkrA; + nikyA; + nikZAlz, Pfk = nlkIA’; + nlkyA’; + nikZAIZC.
Concernant la discrétisation en temps, nous utilisons un schéma de type saute-mouton. Les inconnues
W, sont approximées aux instants t” = nAt en utilisant un schéma saute-mouton & trois pas de temps.

En supposant que nous disposons de W:»L_l et de W7, les inconnues W?H sont approximées sur la base
des fonctions de base de P;,

L Wit _wrt e _ PLWI 4 PE WY
/ 7 - —At :/ Z tasw Aswi _ Z/ g - k 5 kYVk (13)
% T sefw,2) key;” @ik

Le schéma en temps est explicite, ainsi, chaque pas de temps ne requiert que l’inversion d’une matrice
5x5 par bloc locale symétrique définie positive de taille (5d; x 5d;), ou le bloc 5x5 (jl) est égale &
f,]—i Pij - Pu. Comme annoncé, les conditions aux bords sont traitées de maniére faible. Pour les équations
de 'aéroacoustique dérivant des équations d’Euler , la condition physique aux bords correspond & une
condition réfléchissante pour ’écoulement et pour les perturbations acoustiques. Ainsi nous supposerons
qu’au niveau de toute interface réfléchissante a;;, appartenant & la cellule 7;, I’écoulement porteur solution
des équations d’Euler vérifie une condition de glissement de maniére discréte, i.e. :

CONDITION DE GLISSEMENT POUR L’ECOULEMENT PORTEUR : Va;, € FP™ 74 - V0 =0. (14)

K3

Au niveau des interfaces réfléchissantes, nous utilisons des cellules miroirs fictives. Ainsi au niveau du
calcul du flux dans ’équation (13), le terme W, est définie de la maniére suivante : Opr = 0p;, Opr = 0Py,
et 6V, = 8V, — 2(7g, - X_/;)ﬁzk (ce qui signifie que la vorticité fictive 5V, posséde la méme composante
tangentielle que §V; et une composante normale opposée). En utilisant I’hypothése de ’équation (14),
notre condition s’écrit en terme de W sous la forme

1 0 0
CONDITION REFLECHISSANTE :  PE WP, =PI [ 0 Iy — 27y 0 | Wi, (15)
0 0 1
Hig

Au niveau d’une interface absorbante a;;, un décentrage est utilisé pour conserver uniquement les

ondes sortantes. Avant la discrétisation en temps, un décentrage classique consisterait & prendre un flux
i\t R . . . _

absorbant Fy;, sous la forme Fy;, = (P4,)" W, ou pour toute matrice diagonalisable Q = S™'DS avec D

INRIA



Méthode de type GD pour les éq. d’FEuler linéarisées en écoulement uniforme ou non 9

diagonale, Q* = (Q +|Q|)/2 et |Q| = S~1|DJS, |D| correspondant & la matrice diagonale dont les termes
sont les modules des valeurs propres. Nous allons présenter deux conditions absorbantes possibles qui
utilisent la matrice A} données par (8) calculées dans la cellule d’indice i. Rappelons que la matrice A}
est une matrice symétrique définie positive, ainsi elle est diagonalisable dans une base orthonormée et
ces valeurs propres sont toutes positives. Il existe P € O (IR) et D diagonale & valeurs positives telles
que Ai = 'PDP, nous noterons v/D la matrice diagonale dont les termes sont les racines de ceux de D et

/Al = '"P\/DP. Considérons & présent la matrice y/A} IP \/ = AL 'pi i /AL | cette matrice est

symetrlque grace au caractére symétrique de \/A} et de P, elle est donc dlagonahsable. Ces quelques
résultats nous permettent d’introduire les deux condltlons absorbantes suivantes :

—1 —1
N . kX . . . . . Prn—1
1**® CONDITION ABSORBANTE : Pj W} = /A} Loy Ay WITH (16)
N . —1 leT‘*l—i—W’-lﬂ
2EME CONDITION ABSORBANTE : PN W2 = \/Ai|\/A} Pi A} Agiggéiggigf. (1)

Ces deux conditions sont assez proches. Bien qu’un peu plus complexe & implémenter par son caractére
localement implicite, la deuxiéme condition permet d’obtenir un schéma partout centré en temps et
d’ordre 2 ce qui n’est pas le cas de la premiére. En fait dans les différents cas tests que nous présenterons,
nous avons obtenu peu de différences entre ces deux méthodes.

Pour chacune de ces conditions absorbantes nous définissons une énergie aéroacoustique discréte FY 5
par

1 o 1o o 1o
=§Z W W W
T JT

Z/ W (W) = (W e (W)

(18)
71 tsxrn a i~ Inwrn t"n—&-l i —Ixxrn—1
=53 [ Wy W W,

A Z/ Al "W 1) zk(Az (W”1+W”+1))
a;k€Fabs

Les variations de F} et de F} pour un pas de temps prennent des formes identiques et s’écrivent (voir
annexe 1) :

-1 _ —1

avec, A}

]Fn+1 _ ?72 _ (19)
5> / (457" ") (Bi — Pix) (A’SAWZ*l) + (467" Hh) (Bl - Piy) (a6 'WE)

alkE]:mt
. -1
b /ak ( Az Wn 1 Wn-H )‘ /Az zk /AL ( /AB (W?‘1+Wf“))‘
a;p €Fabs =T

Le premier terme correspond & ’analogue discret du terme source de I’équation (10). Le second terme est
négatif et correspond & ’absorption énergétique de nos conditions aux limites absorbantes. Nous pouvons
également remarquer que les parois réfléchissantes n’influent pas sur le bilan énergétique. De plus nous
avons le résultat (voir annexe 2) que [ 5 sont des formes quadratiques définies positives de toutes les

inconnues numériques (VAV?A,V#V?) sous une condition de type CFL quasiment identique :

Vi, Yai, At (2Na; + Bikpir) < ou (20)

2,
P

RR n°® 5292



10 Bernacki € Piperno

«; et B;, sont des coefficients de régularité portant sur les fonctions de bases choisies.
Ni =D acay.: P (AL) = [ub| + |v§| + |wh] + 3cf.

e Pour une interface réfléchissante : p;, = p (%) = ‘VO’ i

i
+¢p-

+ ¢ pour F7.

e Pour une interface absorbante : p;;, = 0 pour F% et pj = p (Pi,) = “702 ik

. . -1 ; i Akl
e Pour une interface interne : p;; = sup (p (PE) 1/ (A’gAg ),p (Pi) /P (AOA’S ))

Enfin , nous pouvons remarquer que dans le cas d’un écoulement uniforme P, = IPfk et donc nos deux
énergies aéroacoustiques F7 , sont décroissantes (et mémes exactement conservées en l’absence de condi-
tion absorbantes), notre schéma est donc non diffusif et stable sous une condition de type CFL.

3 Cas tests

3.1 Introduction

A ce jour, nous possédons une implémentation en 3D paralléle de notre schéma utilisable pour tout
type d’écoulement. Nous allons présenter plusieurs cas tests 2D et 3D dans différents buts :

— Valider notre méthode sur des cas tests traditionnels.

— Eprouver notre méthode sur des cas tests complexes.

— Tester les performances de notre code 3D paralléle.
Tout en étant succinct sur le sujet, nous pouvons préciser que les calculs 3D sont réalisés sur un cluster de
16 PC pentium 4 bipro (2 Ghz/proc) avec 1 Gb de mémoire RDRAM. Le code est programmeé en Fortran
77 et 'implémentation MPICH de MPIT est utilisée. Les tableaux récapitulatifs qui suivront résumerons
les performances de notre code avec N, le nombre de processeurs, 'REEL’ le temps total de I’exécution
du code, ’CPU’ le temps CPU de I’exécution du code, % CPU’ le pourcentage du temps CPU par rapport
au temps total et S (IV,,) Iaccélération du code calculé par rapport au temps réel en fonction du nombre
de processeurs.

3.2 Un instationnaire périodique 2D

Le but de ce premier cas test est d’introduire un terme source dans nos équations pour obtenir une
solution simple que nous avons fixée préalablement et ainsi vérifier la précision de notre schéma. Par la
présence du terme source, I’équation (11) devient

L OW T » . S
/Tiwat: . > 0. As W—/ -l D nAW +/ﬂH-<p,

se{z,y,2} oT; se{z,y,2}

avec ‘H D’expression du terme source. Au niveau du schéma, nous approximons les intégrales portant sur
‘H grace a une formule de Gauss & 7 points. Pour ce cas test, le terme source est fixé de telle maniére que
la solution exacte soit :

op Po
ou —ug
s | =1 —u Bcos (wt)exp (—A (2° +v?)) ,
op Po
avec,
In (2
A=) B 01T 280w = 0.025m

288
Nous réalisons ce cas test sur deux maillages non structurés en triangles (pour le premier : 31870 sommets

et 63098 triangles ; pour le deuxiéme : 59801 sommets et 118720 triangles). Les grandeurs de I’écoulement
sont :

po =1, u0:00:0.5/\/§, po=1/7v, ¢o=1.
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Nous imposons notre deuxiéme condition absorbante aux niveaux des frontiéres du domaine qui est
un carré de coté [—100, 100] x [—100, 100] .

Le temps final choisi correspond & deux périodes pour la solution exacte. La figure (1) correspond
3 l’évolution de lerreur L? en pression par rapport & la solution exacte au cours du temps pour les
deux maillages, on retrouve le résultat classique d’une croissance linéaire. La figure (2) correspond a la
comparaison entre la solution exacte et la perturbation en pression selon la coupe y=0 & I’instant t=160s
pour les deux maillages. La figure (3) représente dp pour t=160s pour le deuxiéme maillage.

RR n°® 5292

delta p

0.08

0,003

Erteur L2 en pression

0.0025

0.002

0.0015

Erreur L2

0,001

0.0005

mailagel ——

)

L
20 40 60 80 100

temps

120 140 160

Fi1G. 1 — Erreur L2 au cours du temps.

coupe de dela p en y=0

coupe de delta p en y=0

007

0072

maillagel ——

sol.exacte —— 0071

0.07

0.069

0.068

delta p

0.067

0.066

0.065

0.064

T T
maillagel ——

sol.exacte ——

L 0.063
1

F1G. 2 — coupe de dp en y=0 au bout de deux périodes.
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F1G. 3 — 0p aprés deux périodes.

Les résultats obtenus sont trés précis comme l'illustre ’erreur L2 sur ’ensemble du maillage ainsi que
la coupe réalisée & t=160s.

3.3 Cas test de Tam [11, 13, 14]

Ce premier cas test en 3D a pour but de tester sur différents points la qualité de notre schéma 3D.
1l s’agit d’étudier la propagation de perturbations & la fois acoustique, entropique et de vorticité au sein
d’un écoulement uniforme de vitesse dirigée selon ’axe des x de mach 0.5, tout en connaissant la solution
exacte. Deux maillages non structurés en tétraédres ont été construits pour une géomeétrie cubique dont les
caractéristiques sont énoncées dans le tableau (1). Nous imposons aux bords du domaine notre deuxiéme
condition absorbante.

TaB. 1 -

Maillage  # sommets # tétraédres # faces absorbantes
M1 68,921 384,000 19,200
M2 531,441 3,072,000 76,800

TAB. 2 -

Maillage N, CPU REEL % CPU S(Np)
M1 1 33381ls 33447 s 100% 1

- 4 8167 s 8412 s 97% 4

- 8 4286 s 4465 s 96% 7.5

- 16 2195 s 2381 s 92% 15.2
M2 8 34012s 35651 s 95% 1

- 16 17203 s 18760 s 92% 1.98

Les résultats obtenus sont satisfaisants, en effet nous avons pu constater le bon comportement de
notre schéma par rapport aux différentes perturbations ainsi que la qualité de notre deuxiéme condition
absorbante. Au bout d’un temps t=50s, nous avons obtenu une erreur L2 sur ’ensemble du domaine de
Pordre de 2% pour M1 et de ’ordre de 1% pour M2 par rapport & la solution exacte. Nous avons également
relevé des réflexions parasites au bord du domaine de ’ordre de 1% pour M1 et de ’ordre de 0,5% pour
M2 (en amplitude par rapport & la valeur maximale au méme instant) ce qui est tout & fait raisonnable.
La figure (5) est en accord avec nos résultats théoriques. En effet, comme nous travaillons autour d’un
écoulement uniforme, ’énergie est parfaitement conservée jusqu’a t=15s, instant ol la premiére paroi est
atteinte par notre perturbation. Ensuite, nous constatons deux changements de pente lors de I'arrivée
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“rame 00" E Aup 024 |
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“rame 00-_E AupZ04 |

“rame 00" EAupZ004 |

Frame 001 6 Aug 2004 |

Frams 001 6 Aug 2004 |

Fic. 4 — Evolution de dp a t=10.7, 25, 39.3 et 50 s.
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temps

Fi1G. 5 — Evolution de I’énergie.

de notre perturbation sur les autres parois. Enfin, nous pouvons remarquer grace au tableau (2) que les
temps de calculs deviennent tout & fait raisonnables grace & notre stratégie de parallélisation.

3.4 Cas test avec écoulement de Couette subsonique[12]

Ce troisiéme cas test, plus complexe, permet de vérifier la précision de notre schéma pour un écoule-
ment non uniforme cisaillé. Nous conservons comme condition initiale un mélange des différentes pertur-
bations. Deux maillages non structurés ont été construits pour une géométrie parallépipedique dont les
caractéristiques sont énoncées dans le tableau (3). Nous imposons aux bords du domaine notre deuxiéme

>
condition absorbante. La, vitesse de ’écoulement est donnée par Vo = (0.92,0,0).

TAB. 3 —

Maillage  # sommets # tétraédres  # faces absorbantes
M1 73,629 405,600 23,504
M2 522,801 3,000,000 90,000

TAB. 4 -
Maillage N, CPU REEL % CPU S(N,)
M1 4 12830s 13008 s 99% 1
- 8 6428 s 6590 s 98% 2
- 16 3230 s 3373 s 96% 3.9
M2 8 46359 s 47743 s 97% 1
- 16 23412 24959 s 94% 1.98

Les résultats obtenus montrent comme pour le cas test précédent le bon comportement de notre
schéma tant sur la rapidité de calcul que sur la précision. Nous obtenons en sortie de domaine au bout
de t=2s des réflexions parasites de l'ordre de 1.5% pour M1 et de 'ordre de 1% pour M2 (en amplitude
par rapport a la valeur maximale au méme instant). La figure (7) illustre le fait que notre énergie n’est
pas exactement conservée en écoulement non uniforme. En effet, nous pouvons voir qu’avant d’atteindre
la premiére paroi absorbante, ’énergie augmente trés légérement.
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F1c. 6 — Evolution de dp a t=0.35, 0.82, 1.41 et 2s.
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0.0025

0.002

0.0015 [

0.001

0.0005 [

Fi1G. 7 — Evolution de I’énergie.

3.5 Cas test autour d’une sphére en écoulement réel

Ce dernier cas test, plus complexe, consiste & étudier la propagation d’une perturbation acoustique
gaussienne en espace et périodique en temps (de période 0,2s) au sein d’un écoulement 3D réel autour
d’une sphére. L’écoulement est obtenu grace a un code Euler 3D, la figure (8) en présente allure. Le
mach est compris entre 2.1073 et 0.8 avec une valeur de 0.5 loin de la sphére. Le maillage utilisé¢ est non
uniforme, les caractéristiques sont détaillées dans le tableau (5). Le domaine est cubique de coté 10 et
la sphére est centrée de rayon 1. Nous imposons notre condition réfléchissante au niveau de la sphére et
notre deuxiéme condition absorbante au niveau des autres parois frontiéres. Par rapport & la finesse du
maillage, le cas test a uniquement été réalisé sur 16 processeurs, le tableau (6) résume les performances.

La figure (9) montre clairement la diffraction de notre perturbation acoustique résultant de la présence

TAB. 5 —
Maillage  # sommets # tétraédres  # faces absorbantes # faces réfléchissantes
M1 324,471 1,870,288 10,092 46,080
TAB. 6 —
Maillage Np CPU REEL % CPU
M1 16  2j2h4dmn  2j3h18mn 97,6%

de la sphére. Ces résultats sont tout 4 fait encourageants car ils semblent & la fois pertinents et d’un cott
raisonnable malgré la complexité du cas test.
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F1G. 8 — Coupes de I’écoulement porteur (pg)

F1G. 9 — dp au bout de 10 périodes et de 25 périodes
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4 Annexes

4.1 Annexe 1

Nous allons démontrer le résultat (19), soit :

n+41
]F12 _FIQ_

TN () (Bl Bl (5T (W) B Bl (467

1k€.7'-]nt
—1
T X / ( A (W” fwit )’\/ zk\/g (./Ag (W?—1+W$+1)).
CLkE]:abS

Nous avons grace & la symétrie de A},

A (FF ) = e ST WAy (W W) o WA (W W)
i 7T

—i - / (46 Wit ) M (857 W ) — 2 (467" Wi ) v (457 W7)
a; EFabs
e ),
ajpeFabs V@
S (F ) = QLN S [ Wy (Wt W) WA (Wt W)
y / W) Mo (W2 1 W) = (AT W) My T (W 4 W),
a”‘ cFabs
K (Fyt! —F}) =
OIDY [ to (vr)mvet o (Vi)
7 se{z,y,z}
(2) % 3 / V(BT RV 4+ TV (BT + BV
a;p €Fint 7 %
(3) f% 3 v (PlkV” + P Vk> 4yt (P,ﬂvk P v:f)

M -3 % / NV (PVIT PR V) + VT (P VE 4 PLH V)

a;p €Fref

(5) % > / V" Nf“+MiN?)+t\7f“ (@WHMM\?;H)

Lke}‘abs
6 - > / VM VI - 2 VM VT 4 VT IM VT
lkE]:abb
- T U
et, (B —F5) =D+ +@)+ @+ @ +@), avec,

~ 1 ton (=i <n \7?+‘7;’l+2 ton i ” Vn 1+Vn+1
(7) D) Z / Vi (Pikvi+1+Mik2 + VIt Pl WV +Mzkf

/ VM, <V" + V"”) NI, (\7;.1*1 T Vy“) _

@i € Fabs
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Or, P est symétrique et P;, = —P;,

Q) +3) =- V"szv"+1 + Vk]P’,”V"‘H
7ke]:mt a;
5> / (Bl - Bl Vit + VR (B - B VI
a7k€f1nt a;

et, (9)+(‘3)+(4)+(5) O =@Q+@+@D+M+E@) =

8
1 N ~ .
>3 / VIRV -5 S [V (B B Vi g (B - B Vi
ik

i ke, “CEJ:mL
5 X[ VIBLELVIT BT
aike]:ref A5k
1 t Crn— 320 Crn— 320
2 > (V? ' +Vi+1) Mk (Vz‘ ' +Vi+1> :
aikE]‘-abS ik
Finalement,
1 n n
At (IF1,J2r1 - 1,2) =
- t - - t — ~ -
® / > ( 0. (Vi) AV 4 o, (Vi) A;V?) / AA A
i 7 se{z,y,z} k€9
- Z / v (]Pfk _p )V"“ Ly (Rk B ) vt
Lkg]:mt
- 1 -
() —5 X[ o (B (B ) Vi
a; ke]:ret
32 [ (e (Vi e V)
a; kE]:'xba

grace a la symétrie et au caractére constant par cellule de A s, en intégrant par parties nous obtenons
(9)=0. De plus la matrice P, Hj;, est antisymétrique, donc (10)=0. En utilisant ’expression de Mjy, et en
revenant  la variable W, nous obtenons le résultat (19).

4.2 Annexe 2

N

Nous allons & présent démontrer que F7, sont biens des formes quadratiques définies positives de
toutes les inconnues numériques (W?‘l, VV?) sous la condition de type CFL donnée par (20). Pour cela

nous utiliserons les définitions suivantes :

— — —

Définition 4.1 VX € Vect (@i, 1 <j <d;), nous notons | X||7; la norme L? du vecteur X sur T;,
— — - —

c’est-a-dire | X3 = [, [IX|]> =< X, X >7,. Grdce au caractére symétrique défini positif de la matrice

) . ; — - 1= — — N .
4, nous définissons également la norme || X|||3 = [ 'XA} X =< X, X >7,. Les mémes notations
K i
seront utilisées pour les normes et les produits scalaires d’un vecteur sur une interface a;i,. Nous pouvons

alors remarquer que Vi e Vect (Fij, 1<j<d;) Ag_
Définition 4.2 Nous supposerons une certaine régularité des fonctions de base F;;, 1 < j < d;. Plus
précisément, nous supposerons que sur chaque volume 7;, il existe des constantes «; et ﬂzk (k € 0;) telles
que
a; P;
V)_(>€Vect(@j7 1<j<d;), Vse{x,y,z} <%\_) T, (21)
1
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< ﬁzk”n

Qi —

(22)

VX € Vect (@j, 1<j<d;), Yai, € F, | X|?

remarquons que vérifier ces deut inégalités par rapport 4 |||| est équivalent & les vérifier par rapport a |||

Définition 4.3 Nous noterons,

-1
AL WP, Zp = |ug| + [v§| + |wh]| + 3ch,

aix € F™, pij, = sup < (PE) (AkArl>7p (Pi) /P (AEA](fl)) — Pik = Pki

Vi
’ azke}-ref’ sz:/)( “/0 Tik +C()
aix € F*, pour Fy piy, = p (PY,), pour Fa pi, =0,
Toujours par convention nous noterons dans le cas ou a; est une interface réfléchissante ou absorbante

avec k Uindice d’une cellule fictive,

Wiz, = [|W7 Villlz = [|W7 Bri = Bik, Vi =Vi, pri = pik-
Commencons par démontrer le résultat intermédiaire suivant :
1 = a; PNCAt n
Fis, > 5 (IW} 5) - I
(23)
At pirBirl| 7 pmﬂm”ﬁ)kiﬂ S
-Gy (el g+ 2ol el

ke,

Nous allons démontrer ce résultat pour F7, la démonstration étant similaire pour F%. Nous avons :
1> 2

1/ o
Fr, = 5 (W7 + W72, ) + A
avec,
n_i tein—1 441 ”n+17 Xrn—1
K= g W (W W)
" i =l L1 = t L1 = L1 -
DY / AW ) M (5T W) = (AW ) M (A5 W ),
a;x €FAPsNIT;
X7 ixrn 1 — ™
z / Z )Asvz _5 Z/ V 1< sz +]P)'Lkvk:)
1se{zyz} €9,
1 7 n n— n—
-1 3 | VMV — VI M VI

a;, €FAPSNIT;

t . ~ - -~ -
/ 3 ( By (V?‘l) AV tV?—lA;aSVf> / NPk v
T se{z,y,z} keﬁ
1 ., . . .
_- Z tVZLMZkV? — tV?’lMikV?“,

4
a;, €EFabsNYT;  Vik

t — ~ — ~ —
X? = % 3 ( o, (v;“) AV tV?’lAQGSV?) - % 3 / Nk N
aik EFINtNT;

T sefa,y,z2}

> / VMV 4+ VI M VI
a;, €EFAPSNIT;

NH

1
5 / VUL H VT —
a; kefrefmaT
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ST R R R () o

¢ se{z,y,z}

5 X[ Eea aa ya z ()

a;x EFINNIT;

1 : 1 ) 1, _
-5 > / 'z H/AL Piry/AY  /AIH/AY  Z7  (13)
a; K EFrfNIT;
1 n '71"2' '71 Zn— tgn ‘71"1' ‘71
-1 > / VWAL P AL ‘Zi L TZT AL Pl /AL
——1 ~ . ——1
e La matrice \/Aj AL+\/Ay est symétrique, de plus,

a; €EFAPSNIT;
-1 ——1 —1 _ :
p(\/Aa Aly/AY ):p(\/% As\/Aa)=p(As),

donc en utilisant les définitions,

()] <

)\Oéz ACM'L

SNZE 2 | = S W W7

1= -1
e La matrice \/AL PY /AL est symétrique, de plus,

p (\/Ai’éilﬁ’?k\/x’éil) =p <\/A7]0671P§k\/§§) =p <]P)fk> )
@<y S p(eh) \/p (JATAJX) 1Z5 ™ s 127 s

aix EFINtNIT;

donc,

1 k i —1 xXrn— xXrn
=2 > o (Bh) o (AEALT I it IV

a; EFINtNIT;

e Les matrices A}) et H;; commutent et H? = Id, d’ou,

o (o) (o)) -

ainsi ,

[(B3)] <

N[~

a;, €FrENAT; a;, €FrENaT;

- 1
e La matrice ‘ Ay P /AL ‘ est symétrique, de plus,

o(|Vas B/a ) =0 (Va0 me/ag

>=p( k)

donc,
~ 1 i Zn— 7n
<y S o) (1202, +12002,)
a;, €EFAPSNIT;
1 . — _ -
=2 o (E) (W + W) -
a;, €FINOT;

En utilisant I'inégalité ab < 3 (a? + b*), la définition 2, la définition 3 et I'inégalité T, > 3 (| [
At |XT| , nous obtenons le résultat intermédiaire souhaité.
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% Fn— 7n 1 i Xrn— 2 n
S (P I el 2l =5 X o (Pl W s W
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[ |
1l s’agit & présent de démontrer le résultat principal, pour cela repartons du précédent résultat :
n 1 2 n 2 n— OéiPi)\iAt 2 n 2 n—
to0 > 5 (IIWEIE, + WP ) = S =R Wl Wl
2 Vi
At PikBit |7 ikl | xxrn—112 . PriBrill W will | xwrn 2
- = PikZik L kLW g PRPRT R W ,
2 (el o 2Pl i 5
kev;
ce que 'on peut récrire sous la forme,
1 - 1 Birpir At 2m—12
T, > Wil | == [|WFF + [ == — 222222 ) (wr :
a2 3 1Tl (G W2 N + (5 - 2200 ) ey
eV,
QN AL s, 2 BripriAt || 2n 2
- Z\/;- W3l [[[W3 1H|Ti_T|HWkLH|Tk :
d’ou,
Fio, >
- 1 i N At 2o 2 LiﬁikpikAtiaiAiAt wn—1y2 _ BripkiAt oo
k%;l\nml\«ﬁf v, )HIWiIHT,L.Jr<2H v 2V, )HIWi i -~ HIWkHITk>~
Finalement,
T2 > Z 17 ire | Vi + Z Wikl Zin,  avec,
a; €Fint a;p €Fint
1 Bikpir At N At 2rm (12 2rn—112
Vi = - - ( W22 +|[W! )
= (g — PRt - SBU) (IR + ) +
1 BripriAt  ap\*At ( 212 rn—112
— - W \%% )
(g - 2t - B0 (I, + 11
1 Bikpir At XAt 2om 12 Frn—112
7. = _ — ( W; 3 W, )
w= (g — PRt SO (W, + W I
Les énergies 7 , sont donc des formes quadratiques définies positives de toutes les variables si
, 1 kpikAt o NTAL
Vi, Vk € 9;, L BwpuAl o >0,
P; 2V; Vi
ce qui achéve la démonstration.
[ |

Conclusion

Cette article nous a permis d’illustrer 'intérét & la fois théorique et numérique que pouvait apporter
I'utilisation de méthodes de type Galerkin discontinu sur les équations d’Euler linéarisées en domaine
uniforme ou non. En effet pour la linéarisation autour d’un écoulement uniforme, nous disposons d’un
schéma non diffusif et d’une condition de stabilité de type CFL et ce pour tout type de maillage. Pour
la linéarisation autour d’un écoulement non uniforme, 'utilisation originale d’une forme symétrique pour
les équations d’Euler nous a permis d’obtenir en continue une estimation énergétique dépendante de la
régularité de I’écoulement que I’on retrouve dans notre formulation discréte. Les différents cas tests ont
montrés que notre schéma nous permettait de travailler sur des géométries et pour des écoulements plus
ou moins complexes. A ce jour, nous sommes entrain de tester notre code 3D paralléle sur des cas tests
physiques. Nous travaillons également sur une méthode permettant d’éviter I’apparition d’instabilités
de type Kelvin-Helmholtz et sur des améliorations possibles concernant la précision de nos conditions
absorbantes (modéle localement Py, autres flux absorbants...)
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