archives-ouvertes

Stratégie optimale d’un probleme dans le cadre de la
lutte biologique

M. Jerry, Jean-Luc Gouzé

» To cite this version:

M. Jerry, Jean-Luc Gouzé. Stratégie optimale d’un probléme dans le cadre de la lutte biologique.
RR-5253, INRIA. 2004, pp.25. inria-00070745

HAL Id: inria-00070745
https://hal.inria.fr /inria-00070745
Submitted on 19 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche frangais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.inria.fr/inria-00070745
https://hal.archives-ouvertes.fr

ISRN INRIA/RR--5253--FR

ISSN 0249-6399

ZIINRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Stratégie optimale d’un probleme dans le cadre de la
lutte biologique

M. Jerry — J.L. Gouzé

N° 5253
Juillet 2004

Theéme BIO

apport
derecherche







% I N R I A

SOPHIA ANTIPOLIS

Stratégie optimale d’un probléme dans le cadre de la
lutte biologique

M. Jerry *, J.L. Gouzé*

Théme BIO — Systémes biologiques
Projet Comore

Rapport de recherche n° 5253 — Juillet 2004 — 25 pages

Résumé : Ce travail consiste en I’étude d’un probléme de controle optimal dans le cadre de
la lutte biologique coccinelle/puceron. Nous nous intéressons & trouver la condition initiale
optimale de coccinelles que nous devons introduire pour réduire les dégats causés par les
pucerons. Nous considérons différents critéres de minimisation, et différents modéles, de
complexité croissante.

Mots-clés : Condition initiale optimale, lutte biologique, critéres de minimisation, controle
optimal.

* jemounir@yahoo.fr

T Laboratoire SIANO, Département de Mathématiques et d’Informatique. Université Tbn Tofail, Faculté
des Sciences, B.P. 133, Kénitra, Maroc

 Jean-Luc.Gouze@sophia.inria.fr

Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis

2004, route des Lucioles, BP 93, 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)
Téléphone : +33 4 92 38 77 77 — Télécopie : +33 4 92 38 77 65



Optimal strategie of a problem of biological control

Abstract: This work consists in the study of a optimal control problem within the frame-
work of the biological control ladybird/aphids. We are interested to find the optimal initial
condition of ladybirds which we must introduce to reduce the damage caused by the aphids;
we consider several criteria for optimizing, and several models, of increasing complexity.

Key-words: Optimal initial condition, biological control, criterion of minimization, optimal
control.
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4 Jerry € Gouzé

1 Introduction.

Nous nous intéressons dans ce papier & résoudre analytiquement un probléme de lutte
biologique, ol notre principal objectif est de déterminer la condition initiale optimale des
coocinelles que nous devons lacher sur une culture ravagée par les pucerons : 'immense
majorité des pucerons connus sont des espéces monophages ou associées étroitement 3 une
série de plantes de la méme famille botanique. Ils forment un exemple de ravageurs hautement
évolués, singuliérement spécialisés et avec une forte capacité d’adaptation au milieu. Ainsi le
puceron Aphis gossypii est un ravageur des cultures de cucurbitacées sous serre (concombre et
melon). Ravageur car les dégats qu’il cause entrainent une baisse du rendement des plantes.

Dans ce contexte, diverses méthodes ont été développées pour pallier & ces problémes.
I’utilisation de pesticides dans le cadre de la lutte chimiques a des conséquences néfastes
sur I’écosystéme. Ces inconvénients ont encouragé la recherche d’alternatives moins nuisibles
pour l’environnement. La lutte biologique est définie par [9] comme étant 'utilisation d’étres
vivants ou de leurs produits pour empécher ou réduire les pertes ou dommages causés par
des organismes nuisibles.

Le développement des stratégies de lutte biologique semble judicieux étant donné qu’un
nombre croissant d’espéces nuisibles développent une résistance aux insecticides. Rabasse
et al [10] ont mis en évidence ce phénomeéne chez le puceron Aphis gossypii. Cependant,
I'utilisation pratique en lutte biologique exige de l'auxiliaire une voracité importante, un
potentiel reproducteur élevé et la possibilité d’étre produit en masse. Ces critéres de sélection
sont, remplis par la coccinelle Harmonia azyridis. Cette derniére en provenance de Chine a été
importée en France par ’équipe “entomologie et lutte biologique” du centre INRA d’antibes.
Une étude approfondie des caractéristiques biologiques et comportementales de cette espéce
a montré qu’il s’agissait d’un auxiliaire potentiel de lutte biologique contre les pucerons.

Il y a plusieurs travaux mathématiques qui ont étudié la prédation du puceron par
les coccinelles, ou tout simplement les problémes de proie-prédateur, soit en étudiant les
systémes décrivant 1’évolution des deux biomasses d’une fagon analytique ou par simulation
numérique, pour montrer l’existence des points d’équilibres et la stabilité du systéme en
question, soit en ajoutant un contrdle classique dans le modéle et résoudre le probléme
de controle optimal en appliquant les outils d’optimisation : entre-autres le théoréme du
principe du maximum, le hamiltonien et ’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman, citons par
exemple le travail de Frazer et Gilbert [5], Chaudhuri et Saha [2], ainsi que Guitierrez et al.
[7].

Mais notre principal objectif est la mise au point des stratégies optimales de lacher sur
cultures [6], pour améliorer Vefficacité du traitement biologique, en utilisant les outils de I’au-
tomatique et des systémes dynamiques. Nous allons nous intéresser dans ce travail a I’étude
d’un probléme de controle optimal, pour le cadre de la lutte biologique coccinelle/puceron, et
notre objectif est de trouver le nombre des coccinelles qu’il faut introduire de maniére & mi-
nimiser les dégats causés par les pucerons sur 'agriculture, avec une contrainte non classique
sur I’état. Nous allons utiliser dans ce travail des outils mathématiques et de simulations
pour résoudre les différents problémes envisagés pour cette étude.

INRIA
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2 Modélisation et le probléme de controéle.
Dans ce paragraphe nous introduisons les différents modéles ainsi que le critére de mini-

misation que nous utiliserons tout au long de ce travail.

2.1 Les modéles.

Le modéle de base pour notre étude est un modéle non linéaire, de type proie-prédateur
[1, 3,4, 8] :

P(t) = a.P(t)(1 — PI(;)) _ bpg)(:)_ () o
C(t) = 6%0(& —d.C(t).

P(t) représentant la biomasse de la population de pucerons et C(t), la biomasse de la
population de coccinelles.
Les paramétres de ce modéles sont a, K, b, ¢, e et d :
— a : taux de croissance intrinséque des proies,
— K : capacité de soutien du milieu, P(t) € [0, K],
— b : masse maximale de pbroies attaquées gar unité de temps,
o x
— ¢ : défini tel que f(c) = 5 avec flz) = e
relation entre la masse de proies attaquées par un prédateur par unité de temps et la
masse de proies disponibles,
— e:e =b.cy ol ¢, est le coefficient d’utilisation, autrement dit le pourcentage de proies
ingérées par les prédateurs,
— d : taux de disparition des prédateurs (mortalité et fuite).
On effectue une mise a ’échelle afin que les valeurs de P et C' ne deviennent pas trop
grandes. Pour ce faire on applique un changement de variables :

ol la fonction f est le taux de prédation,

P c

P.==, Co=—.
K Cu

Comme la variable P varie entre 0 et K, on choisit pour le changement de diviser par K,
et ainsi, la nouvelle variable P, varie entre 0 et 1. On cherche & faire de méme pour la variable
C, or on ne connait pas la valeur maximale que peut prendre cette variable, néanmoins on
prendra Cj assez grand (proche de K') afin d’avoir Cs le plus souvent possible dans [0, 1].
Le systéme devient, :

B.(t) = a.P.()(1 = P.(t)) — %.Lt)ch.Ce(t)
Pe(t) + E
- P.(t) ®
Ce(t) = 7006(7:) - d-Ce(t)'
Pe(t> + Jid

RR n° 5253



6 Jerry € Gouzé

Dans la suite, par souci de simplification, on notera (P, C) pour (P.,C.). Le modéle (2)
sera étudié sur un intervalle de temps [0, 77, le temps 0 étant le moment ou la biomasse des
pucerons atteint le seuil minimum de détection P, et la variable T' indiquant le temps final
considéré, le moment de la récolte.

Le comportement du systéme (2) est présenté par les deux graphes suivants, et les para-
métres du systéme sont donnés par [4], donc :

a=0,4, K = 40000, b =2, ¢ = 100000, e = 1, d = 0,1, Cy = 30000, Py = 0,0375, Cy = 0, 015.

T
— pucerons
— — coccinelles
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0.1f 1 01l

OO 0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 1o 00 0‘1 0‘.2 0.‘3 0‘4 O‘.S 0.‘6 0‘7 0‘.8 0‘.9 1
Temps en jours Pucerons
Fi1G. 1 — Evolution des populations au cours F1G. 2 — Portrait de phase.
du temps.

Les points d’équilibres du systéme sont solution du systéme suivant :

P(t)=0
C(t)=0
Le systéme (2) admet trois points d’équilibres : (0,0), (1,0) et (P*,C*), ou
cd
pr=_“
K(e—d)

= e iwale)cM (1 - K(eCd— d))

Ces points d’équilibres agissent sur le comportement du systéme : (0,0) est instable,

e
1,0) est stable sous la condition —d < 0, or cette condition n’est jamais vérifiée, en
C

14—
+K

= P* > 1, et comme P* € [0,1], alors (1, 0) est instable,

e cd
£F - _
eet(1+% d<0)—>(k(e_d)

INRIA
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K —
¢ . cd
g 2 = e
choisis tels que cette derniére condition soit vérifiée.
Les variations des solutions du systéme (2), P(t) et C(t), sont définies par les courbes
isoclines. Ces courbes sont déterminées par P(t) = 0 pour les isoclines liées & P, et par C(t) =
0 pour celles liées & C'. Les points d’intersection des isoclines sont les points d’équilibre. La

figure ci-dessous illustre ces variations.

et (P*,C*) est stable sous la condition

. Les paramétres du systéme (2) sont

1 T

T T T T
—— Coccinelles en fonction des pucerons C(P)
= lIsocline dC/dt=0, P=P*

= = isocline dP/dt=0

0.9
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o o o o
w kS @ >

o
N

o
e

o

T T ; T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Pucerons

o

Fi1c. 3 — Détermination des isoclines du systéme et de la variation des deux états C' et P
par rapport au temps.

Le deuxiéme modéle pour notre étude est un modele simplifié du premier (2). Si nous
supposons que le paramétre ¢ prend des valeurs assez grandes, alors les deux fonctions

P(t P(t P
- *) et ®) & du systéme (2) peuvent étre approchées par les deux fonctions —
K.P(t)+c P(t) + = c

KP
et —— respectivement, ainsi nous considérons le modéle de Lotka-Volterra [3, 2, 8] :
c

{ P(t) = a.P(t)(1 — P(t)) — b'.P(t).C(t) 3)
C(t) =€ .P(t).C(t) — d.C(t).
Ou: %

b = bCum et e = 6'7 ,

mais dans la suite, on notera b’ et ¢’ par b et ¢ respectivement. Les points d’équilibres de ce
systéme sont : (0,0), (1,0) et (P*,C*), ou

RR n° 5253
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P*

d
ale — d)
b

le point (0,0) est instable, ainsi que le point (1,0), car leurs matrices jacobiennes ne
vérifient pas les conditions de Routh-Hurwitz, par contre le point (P*, C*) est stable, puisque
sa matrice jacobienne vérifie la condition de Routh-Hurwitz.

Le comportement du systéme (3) est présenté par les deux graphes suivants, ou :

C*

a=0,4,b=0,6e=0,4, d=0,1, P, =0,0375, Cy = 0,015.

1 T

= Isocline dC/dt=0, P=P*
= = Isocline dP/dt=0

1
— Pucerons
— — Coccinelles

T T T T
— Caoccinelles en fonction des pucerons C(P) L

09

) o
Coccinelles

)

o

Biomasse des populations mise a I'echelle

0.2

00 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 10 00 0‘1 0‘.2 0.‘3 0‘4 015 0.‘6 0.7 08 0.9 1
Temps en jour Pucerons
FiG. 4 — Evolution des populations au cours Fi1G. 5 — Portrait de phase.
du temps.

Comme nous pouvons remarquer, d’aprés ces figures, il n’y a pas de grandes différences
(numériques) entre ce modéle (3) et le modéle (2).

2.2 Controle et critére

Dans notre probléme, P(t) représente I’évolution de la population des pucerons, et C(t)
celle de la population des coccinelles. Notre but est d’agir sur la population de pucerons (de
la faire diminuer) en introduisant des coccinelles Cp.

Ce qui correspond dans notre systéme, & agir sur la condition initiale Cy, qui prend
ses valeurs dans l'intervalle [CF*", C"®], ot le temps O est le moment ot la biomasse des
pucerons atteint le seuil minimum de détection Py. Ainsi notre étude se focalisera sur trois
critére de minimisation, nous allons commencer par le plus simple :

INRIA
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min aCy , avec P(t) < Py, . 4)
Coe[Cyrin,Corac]

ol « présente le prix d’achat des coccinelles par unité, ainsi aCy représente le coit
de l’introduction des coccinelles et P,,, le seuil maximum économiquement acceptable par
les agriculteurs, donc la biomasse des pucerons doit rester toujours en-dessous de ce seuil
(une contrainte sur I’état) pour tout ¢ € [0,7] . Le deuxiéme critére de minimisation est le
suivant :

T
min aCy + / P(t)dt . 5
Coe{oénin,canaz] 0 /8 0 ( ) ( )

T
ou / P(t)dt représente les dégats effectués par les pucerons sur l'agriculture. La
0

résolution de cette étude a été faite par Caroline Bidot [1]. Le dernier critére de minimisation
est tout simplement une combinaison entre le premier (4) et le deuxiéme (5).

T
min aCy + / P(t)dt, avec P(t) < P, . 6
COE[Canin,CSnam] 0 ﬂ 0 ( ) ( ) ( )

Ainsi nous aurons un probléme de controéle non classique puisqu’il correspond & controler
la condition initiale des coccinelles ou tout simplement le nombre du lacher des coccinelles
avec une contrainte sur la biomasse des pucerons.

3 Reésolution du premier critére de minimisation

Nous étudierons dans ce paragraphe la combinaison entre le systéme (2) et le critére a
minimiser (4), alors le probléme s’écrit de la fagon suivante :

aCy , avec P(t) < P, ou,
: P(t)

P(t) =a.P(t)(1—-P(t)) —b——+—Cny.C(t
uin (t) = a.P( P)((ﬂ (1) = bz ppy o O € o
CoSIGETT N O(t) = e——L O (t) — d.C(1).
P(t) + —
() +
Le critére de minimisation pour le probléme (7) est une fonction linéaire par rapport &
Cy. Or le paramétre « est de signe positif, donc la solution optimale est Cy = C§**", mais

comme le critére contient une contrainte non classique sur la biomasse des pucerons, alors
nous aurons trois situation possible suivant les paramétres du probléme, et chaque situation
sera justifier par une figure :

Situation 1 VC, € [C"", Ci"o*], la trajectoire (P(t),C(t)) du systéme (2) ne coupe pas
la droite P = le, et dans ce cas, nous chercherons la solution optimale du probléme dans
Vinterval [CJ**™, CT***].

RR n° 5253



10

Jerry € Gouzé

Coccinelles
o o o o o o ° o o
[ o w IS @ > 3 ® © [

)

Pucerons

F1G. 6 — La position de la trajectoire (P(t), C(t)) par rapport & la droite P,.

Situation 2 il existe un Cy € [CJV'™, Cin9®] tel que la trajectoire correspondante (P(t), C(t))

est tangente & la droite P = P,, au point (Pm,

a(l — P,)(KP,, +¢)

bCum

), alors dans ce cas,

nous allons chercher la solution optimale du probléme dans linterval [Co, CFo®].

Coccinelles
o o o o o o ° o o
[ o w IS @ > 3 ® © [

)

Pm

T
0 0.2

0.6 0.8 1
Pucerons

F1G. 7 — La position de la trajectoire (P(t), C(t)) par rapport

4 la droite P,,.
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Situation 3 toutes les trajectoires coupent la droite P = P,,, ce qui implique que dans ce
cas, il n’existe pas une solution optimale du probléme.

Coccinelles
o o o o o o o
@ IS @ @ 3 @ ©
T T

o
o

o
e

o

T T T L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Pucerons

F1G. 8 — La position de la trajectoire (P(t), C(t)) par rapport & la droite Pp,.

D’aprés cette étude, nous avons tous les ingrédients pour donner la solution optimale dans
chaque situation : dans la situation (1) la solution est Co = C**", pour la deuxiéme (2), la
solution est Cy = Co, par contre dans la troisiéme (3), nous n’avons aucune solution pour
le probléme.

Conclusion : La solution optimale pour le premier critére de minimisation ne dépend
pas du colit « dans les deux premiéres situations (1,2), par contre nous remarquons que dans

la deuxiéme (2) elle prend une valeur comprise entre CJ*'" et CJ***.

4 Reésolution du deuxiéme critére de minimisation

L’étude consiste & rechercher, pour les problémes donnés dans le deuxiéme paragraphe,
la condition initiale Cy, pour un Py donné, qui va minimiser la fonction coft :

J(Co) = aCy + B / " oyt

Tout d’abord, simplifions le probléme.

4.1 Cas d’un systéme linéaire

Regardons ce qu’il se passe dans le cadre d’un systéme linéaire X=AX+BouX =
(P,C)T, B = (by,by)T et A une matrice carrée. Dans ce cas, minimiser par rapport a X le

RR n° 5253
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critére -
J(Xo) = QXo +R/ X(t)dt,
0

ot Q = (Q1,Q2) et R = (R, Ry), revient & choisir pour X, 1'une des bornes de son intervalle
de définition [X§*'", X5*®]. En effet, la solution de X = AX + B est donné par la formule :

t
X(t) =e" . Xo + / eAt=") Bdr .
0

Si on remplace X par son expression dans celle du critére, on obtient :
T t
J(Xo) = (@ + RIr)Xo +/ R/ A=) Bdrdt | (8)
0 0

T T t
avec It = / etdt. Le terme R / e""T) Bdrdt est constant par rapport a Xo, de
0 0

méme que le %ecteur Q + RI7 (une étude exhaustive est faite sur la valeur (Q+ RI7)X, dans
le prochain paragraphe). La fonction J est donc linéaire en Xy, et par conséquent en Cj.
Alors si le signe de la valeur (Q + RIT)XOAest positif, la solution optimale est X, = X",
par contre si c’est négatif, la solution est Xy = X§***.

4.2 Cas d’un systéme non linéaire
Nous considérons maintenant le probléme suivant :

T

| aCo + / P(t)dt ,
Coclor i ey { P(t) = a.P(t)(1 - P(t)) — b.P(t).C(2) ©)
C(t) = e.P(t).C(t) — d.C(t).

Or Pexpression de C (C = e.P(t).C(t) — d.C(t)) améne, pour Cy # 0, P = % + g. En

intégrant sur [0,7], on obtient :

T 1 d
/ P(t)dt = X (In(C(T)) — In(Co)) + 47 .
0 € e

D’ou
J(Co) = aCo — gln(C’g) + g (dT +1n(C(T))) . (10)

En supposant T assez grand, C(T') tend vers I’équilibre qui est stable, quelle que soit la
condition initiale, on peut considérer C(T") comme indépendant de Cy. Alors, en dérivant J

par rapport & Cp, on obtient &« — ——.
600

INRIA
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Pour trouver Cy qui minimise .J, on cherche Cy qui annule %(Co) =a-— ei (car la
0 0

fonction J(Cy) est convexe par rapport 4 Cy. Ce qui donne Cy = 5 si b € [cgrin, cpres),
e exa

sinon la condition initiale optimale est Cp = CJ**" si J(CF**") < J(C§**®) ou Cy = CF*® si
J(Cgr*) < J(Cg™™).

Conclusion : Pour ce probléme (9), le choix de la condition initiale pour minimiser le
critére va étre dépendant du rapport — entre le cott des dégats causés par les pucerons et

o

le cotit des coccinelles.

5 Reésolution du troisiéme critére de minimisation

Nous analyserons dans ce paragraphe le troisiéme critére de minimisation, qui contient
une contrainte non classique sur la biomasse des pucerons, et nous allons commencer par
résoudre le cas linéaire ; nous entamerons apreés le cas non linéaire.

5.1 Cas linéaire

Nous allons étudier dans cette section le linéarisé des deux systémes (2) et (3). Notre
objectif est de résoudre le probléme autour du point d’équilibre. Nous commencerons par le
systéme (3) :

(S) { P(t) = a.P(t)(1 — P(t)) — b.P(t).C(t), P(0)= P, est une constante (1)

C(t) = e.P(t).C(t) —d.C(t),  C(0) = C, € [CF™, CFe2].
L’unique point d’équilibre stable du systéme est le suivant :

d a d
=2 c=20-9.
e’C b( e)

*

Maintenant, nous linéarisons le systéme (.5) autour du point d’équilibre (P*, C*). Posons :

{ x(t) = P(t) — P*
c(t) — C*.

<

~
~

=
Il

oy oo b
S B R Ui O )

i(t) = Z2 (1= )alt)

En remplacant z(t) et y(t) par leur valeur, on trouve le systéme suivant :
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| P(t)= —“—'dP(t) - %C(t) 4 od
(57) : e.q d. S ad, ©d (13)
Ct) = (1 = 2)P(t) - ~(1-2).

Nous pouvons réécrire le systéme (S’) de la fagon suivante :

C(t) = an P(t) + aznC(t) + be, (14)

(S,) { P(t) = auP(t) + a120(t) + b1
ou :
a1 <0, a2 <0, 021>0, az =0, b1>0, by < 0.
Etudions maintenant le systéme (S’), en s’intéressant & son plan de phase. Cherchons
tout d’abord les isoclines du systéme (14) :

Pty=0— p=_2C=b
: _p, M (15)
Ct)y=0—P= "2,

a21

La figure suivante décrit le résultat donné par le systéme (15).

‘Pm\P

J

F1G. 9 — Détermination des isoclines du systéme S’ et de la variation des deux états C et P
par rapport au temps.

Or d’aprés cette figure, nous pouvons constater que nous avons aussi trois situations
possibles :
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Situation 4 VCy € [CJ*'™, Ci**], la trajectoire (P(t),C(t)) du systéme (14) ne coupe pas
la droite P = P,,, et dans ce cas, nous chercherons la solution optimale du probleme dans
Vinterval [CJ*™, CF**7).

F1G. 10 — La position de la trajectoire (P(t), C(t)) par rapport a la droite P,,.

Situation 5 il existe un Cy € [CFV™, Cie?] tel que la trajectoire correspondante (P(t), C(t))
est tangente & la droite P = P, au point (Pm, %(1 - Pm)), alors dans ce cas, nous allons

chercher la solution optimale du probleme dans linterval [Co, CJ®].

L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 Pmn 0.25 03

F1G. 11 — La position de la trajectoire (P(t), C(t)) par rapport a la droite P,,.
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16 Jerry € Gouzé

Situation 6 toutes les trajectoires coupent la droite P = P,,, ce qui implique que dans ce
cas, il n’existe pas une solution optimale du probléme.

F1G. 12 — La position de la trajectoire (P(t), C(t)) par rapport & la droite P,,.

Maintenant, nous intéresserons & 1’évaluation de la fonctionnelle J(Cp). Posant X*t(t) =
(P(t),C(t)). Ainsi le critére de minimisation va s’écrire dans le cas linéaire :

T
J(Co) = @ X +/ Bt X (t)dt (16)
0
ou :
dt = (0704)7 Bt = (Bao)a Xé = (P()aCO)-

Développons maintenant le critére de minimisation du probléme en simplifiant son écri-
ture. La solution du systéme (14) est donnée par ’équation suivante :

t
X(t)=e*" Xy + /0 A" Bdr | (17)

_ ai1 a12 _ by
a= (o) mo (b)), a9

Donc la fonctionnelle J(Cy) s’écrit de la fagon suivante, en remplagant X (¢) par son
expression (17) :

avec :

T t
J(Cy) = a'Xy+ / i [eA-t.X0+ / eA(t_T)BdT] dt
0 0

INRIA



Stratégie optimale d’un probleme dans le cadre de la lutte biologique 17

T
= at.Xo+ / Bt [ett.Xg— A" B+ A1t B] dt
0

= a'Xo+ B (A (e Xg— Xo) — AT BT + (A7')%.e*T.B - (471)%.B)
= (a'+ B A et —BLATY) Xo + B(ATH) e T B B (ATLBT + (A71)2.B) .
Comme on cherche le minimum de la fonctionnelle J(Cy) par rapport a Cp, nous pouvons

déduire de la derniére équation, que le minimum dépend du signe de la valeur
(@' + Bt A7 erT — A7) Xp. On a:

AL = -1 0 — a12
a12.0421 —a21 04

Le polynone caractéristique de la matrice A est :

)\2 — )\(111 — ai120a91 = 0

Donc, le discriminant correspondant est :

d 4d
A= afl + 4ai2a21 = ad (i_Q + ? —4)

D’aprés cette équation, on remarque que nous avons aucune information sur le signe du
discriminant A, ce qui laisse dire que nous avons trois cas possible : soit la matrice A admet
deux valeurs propres distinctes réelles ou complexes, soit une valeur propre multiples. Ainsi,
commencons par les deux premiers cas : lorsque la matrice A admet deux valeurs propres
distinctes (réelles ou complexes) A1 et A2. En utilisant 'interpolation de Sylvester, on calcule

eAT en résolvant I’équation suivante :

1 )\1 eAlT
1 X eT | =0 (19)
I A AT

Alors :

AT _ 1 (A2 —a11)eMT + (agy — A)eT  aga(eT — eMT) (20)
A2 — M az (erT — eMT) AoeMT — \jeteT
Donc :

@-pax = (0o-——@o( o ")) () e

Il
Vi
)
|
5 ‘u

S
N———
!
~
[\&]
[\V]
N—r

Et,
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18 Jerry € Gouzé

Bt.A_l.eA'T.XO =
—pB —arasr (eMT —eMT)  —aga(AgeMT — e T) X
(A2 — M)arz.az \ —a21(A2eM? — Ae?2 ™) eMT(arpa1 + Aparr) — €T (ar2a21 + Manr) ) 0

-1

= m (—ﬁalzagl (GAQT - €A1T)P0 - ﬂalg ()\2€>\1T - )\1€>\2T)Co) .

Ce qui donne le résultat suivant :

T AT AT _ T
a21 (A2 = A1)az: Ao — A1

(23)
Dans le cas ou les valeurs propres de la matrice A sont complexes, autrement dit, si
A =a+1ibet Ay = a—1b, alors on aura :

B BAaeMT — NerT) B [eT .
a— -~ + Do — W) =a+ -~ (T(b cos(bT') — asin(bT)) — 1) , (24)

a1y
a=—= et b=/—a}; — 4a12a21

Maintenant, nous pouvons donner la solution optimale du probléme (14), si la matrice
admet deux valeurs propres distinctes réelles ou complexes. Si nous sommes dans la premiére
situation (4), la solution optimale est soit Co = C*™™ si le signe de I'équation (24) est
positive, soit Cy = Cim® i le signe de I’équation (24) est négative, dans la deuxiéme situation
(5), la solution opt1ma1e est soit Cop = Cq si le signe de 'équation (24) est positive, soit
Co = Ci*® i le signe de l’équation (24) est négative.

Les deux figures suivantes justifient 1’étude faite au-dessus dans les deux cas réels et
complexes respectivement :

ou
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3k

4t

1k

22 I I I I L L L L L _ I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 60 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

F1G. 13 — Evolution de la fonction (23) dansF1G. 14 — Evolution de la fonction (24) dans
le cas réel en fonction de T'. le cas complexe en fonction de T'.

Par contre si la matrice A admet une valeur propre multiples A, en utilisant I'interpolation
de Sylvester, on calcule e4” en résolvant I’équation suivante :

01 TerT
1xer | =0 (25)
I A eAT
Alors :
6AT _ 6>‘T (1 + T((LH — /\)) a12T€/\T (26)
“\ @ TerT AT (1 —T))
Donc :
BLA AT X, = —B —ayza Ter — a2 (1 =TN) Py
’ ) o= a12.021 —azleAT (1 — T)\) — a12021T6>\T + aue)‘T(l — T)\) 00
—1
= (—ﬁalgangeATPo - ,80/126’\T(1 - T)\)Co) .
a12-021
Ce qui donne le résultat suivant :
> - AT(1 =T
(a'+ 34 M - A7) X = (a -2, e =T >) Co+ ATATR, . (20)

Maintenant, nous pouvons donner la solution optimale du probléme (14), lorsque la
matrice A admet une racine multiple. Si nous sommes dans la premiére situation (4), la
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AT
A . e (1-TA

solution optimale est soit Cy = C7**" si le signe de la valeur (a _s + M) est
a21 az1
AT

N e (1-TA
positive, soit Cy = C§*** si le signe de la valeur (oz - £ + M) est négative,
az1 a1

dans la deuxiéme situation (5), la solution optimale est soit C‘O = () si le signe de la

A(1—TA A
valeur (a — ﬂ + M) est positive, soit Cy = C§**" si le signe de la valeur
a21 a21
A1 —T)
(a - ﬁ + M est négative.
a1 a21

La figure suivante justifie I’étude faite au-dessus dans le cas d’une valeur propre multiple :

2.8 q

26 1

241 1

22 q

121

1 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

F1G. 15 — Evolution de la fonction (27) dans le cas réel en fonction de 7.

Conclusion : Nous constatons dans cette étude que nous avons deux différents cas :
le premier cas est lorsque la matrice A admet deux valeurs propres distinctes réelles ou
multiples négatives, or nous remarquons que d’aprés la représentation graphique des deux

T AT AT
fonctionsa—£+ﬁ()\26 Co ) et o¢—£+M
a21 ()\2 - )\1)a21 a21 a1
figures (13,15) respectivement, que leurs signes changent au plus une fois, alors la solution
optimale ne change qu’une fois suivant la valeur de T'. Cette solution ne sera donc pas trés
sensible & la valeur de T', par contre dans le deuxiéme cas ou la matrice A admet deux valeurs

propres distinctes complexes (c’est le cas qui nous intéresse le plus), nous remarquons suivant

donnée par les deux

an \ b
par la figure (14), que son signe peut changer plus qu’une fois suivant les valeurs de « et 3,

aT
la représntation graphique de la fonction « + p (e (bcos(bT) — asin(bT)) — 1) donnée
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ainsi dans ce cas la détermination de la solution optimale devient de plus en plus difficile,
car la fonction oscille en changeant de signe.
On passe maintenant au systéme (2) :

P(t) =a.P(t)(1 — P(t)) — b%C’M.C(t), P(0) = P, est une constante
(51) C(t) = eL)CC(t) —d.C(t), C(0)=Cy € [CF*™, CT*®].
P(t) + ¥7d

(28)
Nous étudierons ce probléme de la méme fagon que dans le cas précédent. Ce dernier
admet un seul point d’équilibre stable (P*,C*), ou

cd
K(e—d)

e fcde)cM (1 - K(Sd— d))

Maintenant,nous allons linéariser le systéme S; autour de son point d’équilibre stable.
Le systéme trouvé est le suivant :

P =

RS [_ap*; Sl ] e - ) - g et - o) "
VY Cw) = ﬁ(P(t) — PY).
<

Nous pouvons réécrire le systéme S de la fagon suivante :

P(t) = auP(t) + a120(t) + by
S’ . 30
( ){ C’(t):a21P(t)+a220(t)+b2, ( )
ou
( . ODKCyP*C*
= [—C‘P * W]
a bC P*
12= ——5———
KP* +
a ecC* ¢
n= oy
az =0
bC P* bKCyP*C*
= M oF — |—qP* M-~ | p*
b= el [ KPP oy ]
ecC* N
by = — —© 2P
{ K(P* + E)
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Maintenant, nous nous intéressons au signe des paramétres ai1, d12, G21, b1 et ba. En
remplacant P* et C* par leur valeur, on a :

K’ P* *
. [_ P BEC C]

(KP* + c)?
acP* —cd? _ 2cd ot eK  ecd
(KP*4+¢)?2 \(e—d)? e—d e—d (e—d)?

K-c cd . oa s .
> < T qui peut s’écrire de la facon suivante :
e —

eK < 2ecd 4 ec
e—d~ (e—d)? e—d

En prenant compte de la condition

Alors, on aura :

acP* —cd? _2cd  ecd N %¢ecd . ec
e (KP*+c)?2 \(e—d)? e—d ¢ (e—d)? " (e—d)? e—d
acP* ) , ;
-2 — -
- (KP*+c)*(e—d)? (cd® — 2cde — c(e — d)* + ce?)
< 0.

D’oit les signe des paramétres du systéme S est le suivant :

a11 <0, a12 <0, ag1 >0, aga =0, by >0, by <O0.

En conclusion, nous avons trouvé que les signes des paramétres du systéme S| sont les
mémes que ceux du systéme S’, ce qui laisse dire que les résultats trouvés dans ’étude
précédente seront valables pour ce cas. On s’intéresse maintenant & résoudre le probléme
dans le cas non linéaire.

5.2 Cas non linéaire

Le probléme S est donné comme suivant :

T
.Co + / B.P(t)dt avec P(t) < Py, , ¥t € [0,T] ot
. ",
coelegmoper) | [ P(t) = a.P(t)(1— P(t)) — b.P(t).C(t), P(0) = Py est une constante
C(t) = e.P(t).C(t) —d.C(t),  C(0) = Cy € [Cprin, Ciraz],
(32)
Les isoclines du systéme S sont :
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50 — 0 s :a(l—P)
r=0=¢ g b (33)
Ct)=0—-P= o

Or les signes des paramétres du systéme S sont tous positifs, alors on aura trois situations
possibles :

Situation 7 VCy € [CJ*'™, Ci"*], la trajectoire (P(t),C(t)) du systéme (14) ne coupe pas
la droite P = P,,, et dans ce cas, nous chercherons la solution optimale du probléeme dans
Vinterval [CJ¥*™, CFo®].

Situation 8 il existe un Cy € [CF¥'™, Cn2®] tel que la trajectoire correspondante (P(t), C(t))est
tangente a la droite P = P,,, alors dans ce cas, nous allons chercher la solution optimale

du probléme dans interval [Cy, CF*].

Situation 9 toutes les trajectoires coupent la droite P = P,,, ce qui implique que dans ce
cas, il n’existe pas une solution optimale du probléeme.

Maintenant, nous intéresserons a 1’évaluation de la fonctionnelle J(Cp), en remplagant
P(t) par sa valeur donné par (32), on aura :

T
J(Co) = a.Co+ / B.P(t)dt
0

e
O/,.Co-l-/o ﬁ(m +d> dt

+ g(ln C(T) +dT) .

En supposant T assez grand, C(T') tend vers I’équilibre qui est stable, quelle que soit la
condition initiale, on peut considérer C(T") comme indépendant de Cp. Alors, en dérivant J
par rapport & Cj, on obtient,

oo B
600 )
Etudions maintenant la fonctionnelle J :
1
J(Cy) = a.Co— @ n g(ln C(T) + dT)
dJ 8
E(CO) = a— a
azJ 8
—(C = —>0.
ac, 2 o) eCZ
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Pour trouver Cy qui minimise .J, on cherche Cy qui annule %(Co) =a-— % Ce qui

0 €Co
B

donne Cj = —.
Revenons aux trois situations du probléme, alors si on est dans la premiére situation
(7) la solution optimale du probléme (32) est Co = C§ si L € [CJ™, Cim "], sinon clest
eq

soit Cyp = CPim si J(CFrim) < J(Ce®) ou soit Co = Cre® si J(CJe®) < J(Cv™). Dans
la deuxiéme situation (8), nous avons deux possiblités : la premiére est lorsque Cy < C,
alors la condition initiale optimale est tout simplement Co = Cy, et la deuxiéme est lorsque
C¢ < Cy, ce qui implique que nous devons chercher I'optimum de la fonctionnelle J dans
lintervalle [Cp, Cg***]. Puisque la fonction J(Cp) est convexe, d’ou elle est croissante sur
Vintervalle [C§, C§**], et en particulier sur [Co, Cg***], alors la solution optimale dans ce
cas est Cy = Cp.

Conclusion : Ainsi méme pour ce cas, le choix de la condition initiale pour minimiser le
critére va étre dépendant du rapport entre le cott des coccinelles et le colit des dégats causés
par les pucerons. Mais si T' n’est pas toujours assez grand, cette étude n’est plus valable, or
la figure suivante montre que lorsque le temps 7" est assez petit, on ne trouve pas les mémes
résultats que dans le cas linéaire.

45

40 T=100 7

35 il

w
S
T
L

La fonctionnelle J
—
I
@
3

N
@
T
L

20+ q

T=20

10 . . . . . . .
0 min - 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 (‘: max 0.035 0.04
Cy 0

La condition initiale

F1G. 16 — Evolution de la fonctionnelle J par rapport a la condition initiale Cj.

6 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce travail & chercher la condition initiale optimale
du lacher des coccinelles dans le cas linéaire et nonlinéaire avec trois différents critéres a
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minimiser, et nous avons trouvé que la résolution du probléme devient de plus en plus difficile
lorsqu’on se place dans le cas nonlinéaire. Comme nous pouvons voir, ces études ont permis
de répondre d’une facon générale & plusieurs questions. Cependant, les résultats obtenus
ne sont pas directement appliqués, mais constituent une base de réflexion intéressante pour
déterminer 'impact et Vefficacité de certains outils de controle et déduire des tendances pour
la lutte biologique.
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