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Démonstrations avec Coq de théorémes de géométrie
plane utilisant les angles orientés.

Résumé : Dans ce rapport, nous présentons une formalisation en Coq de la théorie des
angles orientés de vecteurs non nuls. En utilisant ces objets, nous avons démontré en Coq
des théorémes classiques de la géométrie plane dont : le théoréme qui donne une condition
nécessaire et suffisante pour que quatre points soient cocycliques, le théoréme qui montre
que les symétriques de 'orthocentre d’un triangle par rapport & ses cotés sont sur son cercle
circonscrit, le théoréme de la droite de Simson et le théoréme de Napoléon. Nous décrivons
la, construction de preuves en Coq qui suivent les démonstrations classiques de géométrie,
et les difficultés rencontrées lors de ce travail. Nous montrons que 1'utilisation de l'interface
Pcoq permet des notations proches de celles des mathématiques.

Mots-clés : Coq , Pcoq , géométrie, théoréme, démonstration, angle, cercle.



Démonstrations avec Coq de théorémes de géométrie plane utilisant les angles orientés.

3

1. I ntroduction.

Dans le cadre du travail de formalisation de théories mathématiques en Coq, nous avons en 1999 et
2000 formalisé en Coq [1] les bases de la théorie des matrices et de celle des nombres complexes et
des racines de I'unité, en utilisant la formalisation de I’algébre de [2]. Ce travail a été effectué sous
Ctcoq [3], puis sous Pcoq [4] afin de faciliter la lisibilité des notations mathématiques et son
éventuelle utilisation didactique.

Nous avons mis a jour des difficultés liées a la manipulation des sétoides qui rend tres lourdes les
réécritures et la définition des fonctions.

La notion de quotients proposée [5] pour pallier ces inconvénients a été utilisée pour formaliser la

théorie des groupes finis.

Pour abandonner un moment I'algébre et puisqu’on veut produire en Coq des preuves lisibles par des
néophytes en calcul des constructions inductives mais qui ont des connaissances de mathématiques,
nous avons pensé faire des preuves de théorémes de géométrie ; I'apprentissage du raisonnement

déductif se faisant essentiellement avec les démonstrations de géométrie.

Il existe des systémes de génération automatique de preuves de théorémes de géométrie qui utilisent
des méthodes de calcul : différence de Pythagore, aires signées de triangles orientés, volumes signés de
solides, produit interne et externe de vecteurs etc... Ces systémes sont tres performants et permettent
de démontrer automatiqguement un nombre trés important de théoréemes mais les démonstrations
produites par la machine consistent en une suite de calculs incompréhensibles pour un néophyte (voir

par exemple le livre [6]).

Nous avons choisi de faire la preuve en Cog (en utilisant I'interface Pcoq) du théoreme dit de
cocyclicité et de I' utiliser ensuite pour faire des preuves de théorémes qui en découlent. Le but avoué
étant de rester au plus pres des démonstrations ‘classiques’ afin qu’'un étudiant en mathématiques

puisse les suivre et les comprendre pas a pas en s'aidant éventuellement d’ une figure.

[1] L Butil d ide a la preuve Coq, http://pauillac.inria.fr/cog/cog-fra.html

[2] Loic Pottier, <<Notions de base d 8lgebre>>, contribution utilisateur de Coq,
http://pauillac.inria.fr/cog/contribs-fra.html

[3] L 8nvironnement de preuves CtCoq, http://www-sop.inria.fr/croap/ctcog/ctcog-fra.html

[4] L Bnvironnement de preuves Pcoq, http://www-sop.inria.fr/lemme/pcoq/pcog-fra.html

[5] Loic Pottier, <<Quotients dans le CCI>>, rapport de recherche INRIA n° 4053, nov. 2000,
http://www-sop.inria.fr/rapports/sophia/RR-4053.html

[6] ‘Machine proofs in geometry* de Shang-Ching Chou, Xiao-Shan Gao et Jing-Zhong Zhang
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e Théoréme de cocyclicité : quatre points deux a deux S £
distincts A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si
et seulement si (EAFB) = (ﬁ, 53) [7] A
D
A
e Théoréme de I’orthocentre : Soit un triangle ABC Hy
et son orthocentre H. Les symétriques du point H
par rapport aux cotés du triangle appartiennent @ Hy
au cercle circonscrit a ce triangle. B c
Hy

e Théoréme de la droite de Simson : Soit un triangle ABC

non aplati, un point M et ses projetés orthogonaux
respectifs P, Q et R sur les cOtés du triangle. Les
points P, Q etR sont alignés si et seulement si M

appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.

» Théoréme de Napoléon : Soit un triangle ABC et les
triangles équilatéraux RAB, QAC et PBC construits
extérieurement & ABC. Alors les cercles circonscrits
a ces trois triangles sont concourants en un point |

et le triangle 0O;0,03 joignant les centres de ces

cercles est équilatéral.

Les démonstrations ‘classiques’ de ces théorémes utilisent uniquement des calculs d'angles orientés
de vecteurs non nuls.

Nous avons donc écrit un module dans lequel ces outils de base sont mis en place (sans chercher a
reprendre le travail fait en algébre sur les quotients).

Nous avons fait la preuve du théoreme de cocyclicité, en donnant des preuves ‘constructives’.

Nous avons ensuite démontré les théoremes dits de I'orthocentre, de la droite de Simson et de
Napoléon pour vérifier que le théoréme de cocyclicité est utilisable dans d’autres preuves.

Dans ce rapport, nous suivrons le plan chronologique de notre travail, expliquerons nos choix et partis

pris et indiquerons les difficultés rencontrées.

INRIA
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2. Objetsconstruits dans Coq et premier s axiomes.

C'est en étudiant la démonstration classique (donnée ci-dessous) du théoréme de I'angle inscrit et de

I'angle au centre que I'on a décidé des premiers objets a construire dans Coq et des axiomes de départ.

» Théoréme de I'angle inscrit et de I'angle au centre :

Soit A, B et M trois points deux a deux distincts sur un cercle

de centre O. On a (OTA,OTB)z Zm W%) [27]

Démonstration : (N.B. : dans cette démonstration, on confond un angle orienté de vecteurs non nuls et

une de ses mesures, on remplace par exemple I’angle plat par 7 et I’angle nul par 0 ou 27)

Les points A, B et M étant sur un cercle de centre O, les triangles OAM et OBM sont isoceles en

O et donc on a les égalités d” angles orientés de vecteurs :

(AMO)=(ac,aM) et (mo,mE)=(EM,BO).

En utilisant la relation de Chasles, on obtient (W&WBF (A_0m)+ (WB—O) et d’autre part

4.08)- (.0 v o)

En utilisant la somme des angles dans un triangle isocéle et en utilisant la propriété : pour tous

vecteurs non nuls u et v : ona (Q,G): —@,\7)
on obtient successivement OA,W): - Z(W,E): T+ 2(E)m)
et de méme ((WFB): - 2(@,@): T+ Z(W@) . Et en sommant, il vient

(O_A,(ﬁ): T+ Z(E,mﬁ T+ 2\BM ﬁ)') ce qui permet d’écrire

(0A.0B)=2|(ac, AM )+ (M, BG ) = 2(mA, MB). (QED)

L'étude de cette démonstration montre qu'’ il suffit de créer un Type V de vecteurs non nuls, puis un
Type AV d'angles orientés de vecteurs non nuls et une fonction cons de type V ->V -> AV qui
permet de construire un angle avec un couple de vecteurs. On définit ensuite une relation
d'équivalence R sur AV qui sera interprétée comme I'égalité d'angles orientés de vecteurs non nuls

(ou comme [I'égalité modulo 27 de leurs mesures). Ce qui donne a I'écran en utilisant I'interface

Pcoq :

RR n° 4356
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Variable V' Type

Variable AVY: Type

Variable cons:V ==V =» AV

Variable R:AV == AV == Prop

Axiom reflexive : ¥a @ AV a=a

Axiom symetrigue : ¥a, b AV a=b => h=a

Axiom transitive ; ¥a, h, cAV.ash =:rh=c =» a=r.

On définit aussi une relation d'équivalence VR sur V qui sera interprétée comme I'égalité des
vecteurs et qui vérifie : si u=u et v=v alorsona (ﬁ,\?): (JV) [27].

Variable vR:V ==V == Prop

Axiom ¥ refl . Yu !V u=u

Axiom v_sym : Yu, v V.u=v == yv=1u

Axiomn v _trans : ¥u, v, wo V. u=v =:rv=w = u=w

Axiomn ¥R R compatible : Yu, o', v, v V. u=u ==v=v =» (u,v={, v

Il faut aussi une opération plus de type AV -> AV -> AV compatible avec la relation R et qui a les

propriétés algébriques liées a la structure de groupe et d'autres propriétés spécifiques aux angles
comme celles-ci :

Variable plus: AV == AV == AV

Axiom compatible : ¥a, b, ¢, d: AV . ash ==c=d =» a+c=b+d

pour tous vecteurs non nuls u,vet wona:

=)

(G,G):O [27] ; (G,—ﬁ):rr [27] v

et la relation de Chasles : @,\7)+ G/ Vv): @Vv) [27] T _—ﬁ; ) T

(qui correspond a I'idée intuitive de somme d'angles adjacents) d'ou I'on tire des relations du type :
@,\7)2 —(\7, ﬁ) [2r1] et (ﬁ,\?)+ (Vv,:J)+ (:/ :v): T [2n]

C'est cette derniere relation qui permet de montrer que la somme des angles orientés dans un triangle

ABC est I'angle plat, en effet si on I'applique avec G:E, v=AC et v—v:B—C, on obtient :

(Ea,?c)+ Eﬁ% (CTACTB)z T [25]

INRIA
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Variable opp:V == V.
Variable 0: AV
Variable m: AV

Axiom angle nul ; ¥u: V. (u,uw=0

Axiom angle _plat . ¥u V. (u, =1
Axiom Chasles : Yu, v, w V. (u,v)+ (v, w)={u, w).

Lemma permute: ¥u, v V. (u,vj+(v,wm=10

1l
ol

Lemma oppu W ¥u:@ V. (-u, u)
Lemama pi_plus pii a+7=10
Lemama u oppv: Yu, v V. (u,-vi=(u v +n

Lemma oppu_oppv: %u, v V. (-1, -¥)=(u, v

Il faut aussi pouvoir construire un vecteur non nul a I'aide de deux points distincts (exemple : ﬁ). 1l
faut donc créer un Type PO de points et une fonction vec de type
PO -> PO ->V qui permette de construire de tels vecteurs (remarque : les vecteurs devant étres non
nuls, les points sont considérés comme distincts deux a deux).

La théorie élémentaire de la géométrie vectorielle n'a pas été formalisée puisque ce sont les angles
orientés de vecteurs non nuls et non les vecteurs qui nous intéressent ici.

Variahle PO: Type

Variable vec:P0 ==P0 == ¥

Lemma semme_pi. ¥u, v, w. V. (u,v)+[(w, w+(v, -w))=n

=T

Theorem somme_triangle: ¥a, B, C: PO (ABAC+H\(BC,BAY+(C A CB)

Si I'on veut suivre la démonstration classique du théoréme de I'angle inscrit, bien que I'on parle de
cercle (ce qui sous-entend une distance), on n'a besoin ici que de I' égalité de 2 angles orientés dans les

triangles isocéles. On donne donc une définition de triangle isocéle qui répond a cet objectif :
le triangle ABC est isocéle en A signifie ici (@E’-\): ((7%?8) [27] . A
et on remplace I'hypothese : A, Bet M trois points deux a deux

distincts sur un cercle de centre O par : les triangles OAM et

OBM sont isocéles en O.

RR n° 4356
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Definition isecele: PO =>P0 =>P0 => Prop :=
—_— — —_— —
A, B, C:PO(BC BA=(CA CB).

Lemma triangle isocele: ¥A, B, C: PO
—_— —_—
(isocele &4 B C) =» (ABAC)+2BC.B A=

Dans I'énoncé du théoréme de cocyclicité, apparait I' égalité modulo 7 des mesures d’angles orientés,
on pourrait définir en Cog une autre relation d'équivalence sur AV pour la décrire, mais nous
avons choisi d' utiliser la proposition :

a=b [n] équivauta 2a=2b [27r]
On aura besoin dans la suite des notions d' orthogonalité et de colinéarité de vecteurs, qui s'énoncent
facilement en utilisant les angles de vecteurs non nuls.
Deux vecteurs non nuls uet v sont colinéaires si et seulement si

2@,\7): 0 [27] qui peut se lire (G,(/): 0 [7n]

Deux vecteurs non nuls uet v sont orthogonaux si et seulement si

2(6,\7)277 [27i] qui peut se lire (u,Q):% [7]

Definition celineaire: V =V == Prop:= 2, v:V 2(uwi=0
Definition eorthegonal := du, v V. Ju, vi=xn

Lemma orthogeonal sym: ¥u, v:V.ulv == wlu

Lemma ceolineaire sym: ¥u, v: V. ulv = viu

INRIA
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3. Deux démonstrations du théoréme de cocyclicité.

On a vu dans le paragraphe précédent que la preuve du théoréme de I'angle inscrit et de I'angle au
centre est facile a suivre avec les objets construits dans Coq. L’ application de ce théoreme donne une
preuve immédiate de la partie directe du théoreme de cocyclicité : y

soit A, B, M et M’ quatre points deux a deux distincts A

sur un cercle de centre O. Ona
<>

2(MA,MB)=2M"A M'B)=(0A OB [27] =
e s o) Yoo
-

Theorem angle inscrit A, B, M, O : PO,
—_— —» — —
(isocele O M &) =>(isocele O M B) =» (M A, MBE)=(0 &, O B},

Theorem cocycligue: WhI, A, B, O, LT': PO.
(isocele O A B) ==
(isocele O M &) ==
(izocele O W B) ==

—_—s —» —_— ——»
(isocele O M &) == (isocele O M' By == XM A M Ey= XM A, ME).

C'est la preuve de la réciproque qui est difficile. Pour démontrer que quatre points M, M’, A et B deux
a deux distincts et non alignés sont cocycliques, il suffit de montrer que les cercles circonscrits aux
triangles MAB et M'’AB sont confondus.

3.1.  Existence et unicité du cercle circonscrit a un triangle non aplati.

Etant donné un triangle non aplati MAB, il existe un unique cercle circonscrit a ce triangle. Ce cercle
a pour centre, on le sait, le point de concours des médiatrices des cotés du triangle.

On peut poser ce résultat en axiome ou essayer de le démontrer. La difficulté de la démonstration tient
au fait qu'il faut construire le point de concours de trois droites, ce qui n'est pas facile avec nos objets
primitifs : les angles de vecteurs non nuls. On arrive a construire des vecteurs directeurs de droites et a
montrer des propriétés intéressantes sur ces vecteurs mais on ne peut passer des vecteurs aux points.
Bien que I'on ne puisse aller au bout des démonstrations, il nous a semblé intéressant de les faire parce

qu’elles ‘donnent des constructions'.

RR n° 4356
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Pour la démonstration de I'unicité, de maniére classique, on suppose qu'il existe deux cercles
circonscrits au triangle non aplati MAB et on montre que leurs centres O et O’ sont confondus (ou
plutét ici que les droites (OA)et (O'A) sont confondues ainsi que les droites (OB)et (O'B) et les
droites (OM)et (O'M))
Lemma unicité circonserit: ¥, 4, B, O, Q' : PO,
(zocele O A BY =»
(izocele O W B) =»
(isocele O N AY =»
(isocele O A BY =»
(isocele O M By =>
—_— —, — — _— —
(1zocele O W A) == (O AN AANDRBID B;'n O WA O ML

Pour I'existence, la démonstration classique utilise le point de concours des médiatrices des cotés du
triangle. Encore une fois, n'ayant pas de distance, nous ne pouvons utiliser les médiatrices. Nous
procédons donc ainsi :

o analyse: si le cercle circonscrit a MAB  existe, son centre O  doit vérifier:
OAB est isocéle et (O—A O—B): Z(WQ WB) d'apreés le théoréme de I'angle inscrit
+ synthése : il suffit de construire un triangle isocele OAB de base [AB] et d’angle au sommet de

mesure égale a Z(WAWB) et de vérifier ensuite que les triangles OMA et OMB ainsi obtenus

sont aussi isoceles en O.

Nous avons prouvé le lemme suivant : Etant donné deux points A et B et a une mesure d’angle, il

existe deux vecteurs non nuls u et v tels que (HB,G): (\7 EA) et (ﬁ,(/): 2a

Lemma construction_isocele base: ¥a, B PO.
— —
Wa AV Ju:V. v V. ((AB,u)E(v,E.A))n[(u,vjsza)_

>
o YO
- u >
o, u RV N
,\ A - /B 3 v
- 7 ?7 -
u u vy
v
0 A B
A B

Saufdans le cas ou u et v sont colinéaires, on admet qu’ on sait alors construire le point O point de

concours des droites de vecteurs directeurs respectifs uetv passant respectivement par les points A
et B.

INRIA
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Le cas ol U et v sont colinéaires correspond au cas : 2a =0 [Zn] c'est-a-dire si 2a= Z(MA,WB)

au cas o0 MA et MB sont colinéaires (soit encore MAB triangle aplati)

Une fois les vecteurs u et v ainsi définis, on construit
un vecteur non nul w qui vérifie (m, Vv): (GM)
En utilisant (ﬁ,a): G/ EA) et @,\7): 2 MA,WB)

on démontre que (VV,WB): (W\?) et que

(o w)=2(pB A ) et (i,w)=2BABM ).

u et v étant des vecteurs directeurs des droites (OA) et (OB), le vecteur w est un bon candidat pour

étre un vecteur directeur de la droite (OM ) mais on ne peut le démontrer. On admet donc I'existence

du point O, point de concours des trois droites de vecteurs directeurs respectifs u,v etw.

Lemma construction circonscrit vecteur:
WM, &, B:FOQ
Ju V.
Iy V.
dw o V.

EE(H) = Q(H,_Mjﬂ’) )f\ (((uﬂs Q(EE\,:, ﬁp‘D )r\ ((v, W= Q(E, H‘D )))r\

—— —
(AB,uw=(v,B &) Jn (((w, M By =(B I, v) )n ((M A, w) =(u, & WD )))
Axiom
construction_circonscrit :
¥, A, B PO,
—_— —
-MASMEB == 30 PO. (isocele O A B)n((isucele O A Myafisocele O B I'\u'I))l

3.2, Une démonstration de la réciproque de théoréme de cocyclicité.

Soit quatre points M, M’, A et B deux a deux distincts et non alignés, pour démontrer qu'ils sont

cocycliques, il suffit de montrer que les centres des cercles circonscrits aux triangles MAB et M’AB

sont confondus. Nous avons tous les lemmes nécessaires pour le faire.

RR n° 4356
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Definition circenscrit :=
MM, & B, O PO, (isocele O A Byn(Gisocele O & M)n(isocele O B WD)

Definition sont cocycliques :=
A, A, B, W' PO
30 PO, 3J0'; PO, ((circnnscrit M A B Oyafcaconsert W' A B O'))r\(O ANOD' AnOBNO'B,

Theorem reciprogue cocyclique:
WM, A, B, W' PO,
—_— —» —_— —_—
“MMANMEB =>20 A MB = 2AMA MBE) => (zont cocycligues M A B L%

Reprenons les étapes de la preuve de la réciproque du théoréme de cocyclicité :

e Hypothéses: A, B, M et M’ quatre points fixes deux a deux distincts et non alignés qui vérifient

2(M_A,W3): 2(M,W3): 2a.

» Il existe un cercle circonscrit (C) au triangle ABM, on appelle O son centre.

» llexiste un cercle circonscrit (C') au triangle ABM’, on appelle O' son centre.

e Onutilise le théoréme de I'angle inscrit dans (C), on a ((TACY?;): Z(W, ﬁi)

e Onutilise le théoréme de I'angle inscrit dans (C'), ona O‘A,WB): Z(WA, M)

e Onutilise I'hypothese Z(WA,W?;): Z(W, Wé): 2a et on obtient OA,OTB): mﬁ): 2a

» Lestriangles OAB et O'AB étant isocelesen O et O’ respectivement, ona:
2(aB, A0)=2(B0,BA)=1-20 & 2(aB, AO)=2(6T,BA)= 77~ 20
(lesdroites (AB) et (AO) d'une part et (BA) et (BO) d’autre part ne sont pas perpendiculaires car
2a # 0, les points A, B, M n’étant pas alignés )

e Ce qui donne en utilisant la relation de Chasles: 2(@, E’): 0 et 2(§), B—O’): 0
c'est-a-dire que les droites (OA)et (O’A) d'une part et les droites (OB) et (O’'B) d'autre part sont
confondues. Ceci prouve que les points O et O sont confondus (point de concours de deux

droites non paralléles)

e donc les points A, B, M et M’ sont cocycliques

INRIA
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3.3.  Une démonstration de la réciproque de théoreme de cocyclicité  utilisant le

théoréme de la tangente.

L'idée de cette autre démonstration est la suivante : étant donnés deux points distincts A et B , pour
démontrer que deux cercles passant par A et B sont confondus, il suffit de montrer que leurs tangentes

en A sont confondues.

En effet, étant donné un segment [AB], on sait construire
sa médiatrice (unique) notée D.
Etant donné une droite notée T distincte de la droite (AB)

passant par A, on sait construire sa perpendiculaire en A

(unique) notée D’.
D et D' ne sont pas paralleles (car les droites (AB) et T ne sont pas confondues), alors D et D' se
coupent en un point O. Il existe un unique cercle de centre O passant par A et B, et de plus la droite

T est tangente en A a ce cercle.

Si nous voulons utiliser cet argument, il nous faut démontrer d'abord le théoréme suivant :

e Théoréme de la tangente : Soit A, B deux points

distincts sur un cercle de centre O et T un point

quelconque distinct de A. T appartient a la

<
\ . . . o N
tangente en A ace cerclesi et seulementsiona: 2 \- B
(0A,08)=2(AT, AB) 1271 o

Démonstration :

en utilisant la somme des angles dans le triangle OAB isocéleen O ona: @,FB): - 2(@@)

et avec la relation de Chasles : (O—A(TB): Vi Zl(ﬁ,ﬁ))— (ﬁﬁé)]z m-2 AT,R))+ 2 AT,NB) .
Si T appartient a la tangente en A a ce cercle, la droite (AT) est perpendiculaire & la droite (AO), on

al'égalité: 2 AT,A—O): 7. Onen déduit que @(ﬁ): 2 AT,E)

Réciproguement, si (O_AO—B): 2 AT’,HB) et si T un point quelconque distinct de A de la tangente en
A au cercle de centre O. On a 2AT’,H3): Z(EHB) donc par la relation de Chasles:

2 AT,E’): 0 donc les vecteurs AT et AT sont colinéaires ce qui prouve que T’ est aussi un point

de la tangente en A au cercle de centre O. (Q.E.D)
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Les objets construitsen Coq permettent de suivre cette démonstration sans difficulté .

Theorem tangente: YA B, O, T:POD.
— — —_— — —_— —
(isocele O A B) =2 AT 1 OA =+ AT AB=(04 OB

Theorem tangente reciprogue: ¥a B, O T, T':FO.
(isocele O A B) ==»
—_—s —> —_— — —_— — —_— —
ATLOA =>XAT, AR)=(0OA OB) == ATHAT.

Reprenons les étapes de la preuve de la réciproque du théoréme de cocyclicité qui utilise le théoréme

de la tangente

* Hypothéses: A, B, M et M’ quatre points fixes deux a deux distincts et non alignés qui vérifient
2(MAMB)=2(M"AMB).

» Il existe un cercle (C) circonscrit au triangle ABM, on appelle O son centre.

« |l existe un cercle (C') circonscrit au triangle ABM’, on appelle O’ son centre.

» |l existe une droite perpendiculaire en A a la droite (AO). Soit T un point de cette droite, distinct
de A. La droite (AT) est tangente en A au cercle (C).

» Il existe une droite perpendiculaire en A a la droite (AQ’). Soit T' un point de cette droite, distinct
de A. Ladroite (AT") est tangente en A au cercle (C').

e On utilise le théoréeme de la tangente et le théoréeme de I'angle inscrit dans (C), on a
(0A,08)= 2(aT, AB)-= 2(vA MB)

e On utilise le théoreme de la tangente et le théoreme de I'angle inscrit dans (C'), on a
(O'AOE)=2(AT, A8)= 2 A W'B)

e Onutilise I'hypothese Z(W,WB): Z(WWB) et on obtient 2 AT,A—B): 2\AT’, @)

» Ceci prouve que les vecteurs AT et AT’ sont colinéaires car 2 AT,E’)z 0

. OnaOAOAT et O'AD AT donc les vecteurs OA et O'A sont colinéaires

» puis en utilisant les triangles isocéles OAB et OA'B on obtient 2(50\,%): Z(EA. %) ce qui

prouve que les vecteurs OB et O'B sont aussi colinéaires
» les cercles (C) et (C') sont confondus car leurs centres sont confondus (point de concours des

droites (OA) et (OB) qui ne sont pas paralléles car les points A, B, M ne sont pas alignés)

e donc les points A, B, M et M’ sont cocycliques

INRIA
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4.  Des preuves qui utilisent le théoréme de cocyclicité.

4.1.  Des conséquences immédiates.

On montre facilement les lemmes suivants en utilisant le théoreme de I'angle inscrit :

e Siletriangle MAB est rectangle en M M
Q
alors son cercle circonscrit a pour diamétre [AB] . A
* Si M est un point du cercle de diamétre [AB] A B

alors le triangle MAB est rectangle en M .
En effet si M est un point du cercle de centre O passant par A et B alors ((TA@): Z(WA,WB) Et

ona Z(W,W): 77 si et seulement si (O_A FB): T

Lemma triangle rectangle: w¥a, B, M, O : PO

(izocele O M A) =>qisocele O M B) ==MALMBE == (DA OB=x

Lemma triangle diametre: ¥A, B, M, O PO

—_— _ —
(isocele O M &) =>(isocele O M B) =»(0 A, OB)=% => MALME.

L'énoncé du théoreme de cocyclicité : ¢ B
« quatre points deux a deux distincts A, B, C et D sont

cocycliques ou alignés si et seulement si A
2(CA,CB)= 2(pA,DEB) [27] . » >

fait jouer un role privilégié aux deux points A et B (que nous appellerons points de base) qui
n’apparait pas dans la proposition : les quatre points A, B, C et D sont cocycliques.

On peut changer les deux points de base et on obtient par exemple :
Si Z(CTA,@F 2@@) alors les quatre points A, B, C et D sont cocycliques et donc
2 AC,E): 2 BC,@) enprenant C et D comme points de base ou encore

2 BC,EA): 2 DC,EA) enprenant C et A comme points de base .

Pour démontrer ces propriétés, on ne peut utiliser la définition de points cocyliques qui a servi
jusqu’ici, car elle utilise 2 centres de cercles différents et la colinéarité de 2 vecteurs. Ceci ne suffit pas

ici, d'ou I' utilité de I'axiome suivant :
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Axiom
cocyclicite six :
WA, B, C, D:PO.
(sont cocychgques C A B D) ==
0 PO ((circanscrit C AB Oya(ctrconsert D A B O))r\(isucele 0 C Dy

Lemma changement base_cocyclique: ¥A, B, C, D PO.
—_— —
“CANCE =>
—_— — —_— — —_— — —_— —
ACACEY=2DADE == XAC, AD)=2XRBC,BD)
Lemma changement base cocyclique 20 ¥A B, C, D PO
—CAJCE ==
—_— — —_— — —_— — —_— —
ACACEI=2ADADE = ABC,BA=2DC,D &)

Un cas particulier du théoréme de cocyclicité est le cas ou I'on a

deux triangles rectangles de méme hypoténuse :

SiCAOCB et DADB alorsona B
Z(CTA,C—B)z Z(ﬁ\,ﬁ):n [27] donc les points D

A, B, C et D sont cocycliques et on a par exemple

2(&:,51’): 2 DC,FA) [27]

Lemma deux rectangles: WA, B, C, D PO.
— — —_— — —_— — —_— —
C41CBE ==DALDBE =+ ABC,B&Y=2DC, DAY

INRIA
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4.2. Démonstration du théoreme de I’orthocentre.

Il faut définir I'orthocentre H d'un triangle ABC non aplati, ce qui se fait sans difficulté avec la

notion d’ orthogonalité de vecteurs.

A
Definition eorthocentre :=
—_— —® —= —F —_— —
M, A, B, C: PO (HAJ_B CnHBLAC)nHCLAB.
o . B ' C
Quitte & renommer les sommets, on peut supposer que le triangle
H'

ABC n'est nirectangle en B, nirectangleen C.

11 faut définir le symétrique H’ du point H par rapport a la droite (BC) avec uniquement des angles
de vecteurs (on sait que la réflexion inverse les angles orientés).

On écrit : (ﬁB—C): (E:WB) et (ﬁ%): E%)

Ces deux égalités permettent de voir H' comme le point d’intersection des deux droites symétriques
des droites (BH) et (CH) par rapport a la droite (BC). Ces droites ne sont pas paralléles car le point
H n'est pas sur la droite (BC), le triangle ABC n’étant pas aplati et n’'étant ni rectangle en B, ni

rectangle en C.

Parameters H, A, B, C: PO
— —
Hypothesis triangle: ~AB YA C
Hypothesis H_orthecentre: (othocentre H A B 0

—_— — — —>
Lemma otthocentre double: XHC HE)=2AABR A C)

Theorem symetrique orthocentre cercle: WH': PO .

(HBE B =(CHBE ==
— —» — —
HCBO=BCHC = (sont cocyclques & B C HY

Pour démontrer que H’ appartient au cercle circonscrit & ABC, il suffit de démontrer en utilisant la
réciproque du théoréme de cocyclicité que : 2(H’B,H’C)=2AB,E) , soit encore en utilisant la
propriété d’ inversion des angles par une réflexion

Lemma reflexion: ¥i u, w, u', + V.

w.ii=dw ==, 0=01v = (uw=0v, u)

—2(@,%): 2(@,@): 2 HC,WB) ce qui se montre  facilement en  écrivant
2 HC,@): 2 HC,N?;)+ 2(@,?@%2 AC,WB) puis en utilisant la définition de I'orthocentre , on

a: 2(HC, HB)= 77+ 2(AB, AC)+ 7= 2(B, AC) (QED)
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4.3. Démonstration du théoreme de la droite de Simson.

Etant donné un triangle ABC non aplati, et un point M , il faut définir ses projetés orthogonaux
respectifs sur les cotés du triangle , ce qui se fait sans difficulté en utilisant les notions d’ orthogonalité

et de colinéarité des vecteurs : par exemple, Pest le projeté orthogonal de M sur la droite (BC)

signifie PM OPB et (PC et PB sont colinéaires)

On démontre d'abord le lemme suivant: Si P, QetT

sont les projetés orthogonaux respectifs de M
sur les cOtés du triangle ABC. Avec les notations de

la figure, ona: Z(FQ,ﬁ)z 2 CA,C—M)+ 2\BM E&)

Une conséquence immédiate de cette égalité est que: 2(%,ﬁ):0 si et seulement si
Zﬁ,c—M)+ZBM,ﬁ):O,cequise lit :
P, Q et T sont alignés si et seulement si 2((:—A,C—M)=ZBA,W)

(c'est-a-dire M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC) (Q.E.D.)

Lemma projete ortho cote: WA B, C, M, P, O, T:PO.
—_— —3
CAHFCD =2
—_— —>
PCHPBR ==

—_— —

BANBT ==

—> —
TMLTE ==

FPMLPE =»
_— s —3 —_— — — — — —%
OMLOC = XPQPT)=2CA CM+2BME A

Theorem droite_Simson:
wa, B, C, M P, Q T:PO.
—_— s —>
“CANCM ==
CalcQ =»
— = —
FCHEPB ==

—_—s —>

BAN#BT ==
— —

TMLTE ==
—_—s —= —_—s —= —e —
PMIPE ==QMLQC => (P QiP T)<=>(sont_u:ocyc]iques A N B
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Pour démontrer que 2(P_(j,ﬁ:): 2(C—A,m)+2 BM,EA), on utilise deux fois le théoréme des 2

triangles rectangles de méme hypoténuse : ce qui donne 2(P_Q,W): 2(CZ—Q,W ) et
2PM,ﬁ):ZBM,ﬁ). Puis on utilise I'hypothése : BT et BA sont colinéaires qui donne
Z(W,ﬁ):ZBM,gA) et Ihypothése: CQ et CA sont colinéaires qui  donne
Z(C—Q,m): 2@ W) Finalement, en utilisant la relation de Chasles on a

2(PQ, PT)=2[PG, PM )+ 2(PM, PT )= 2(CA,CM )+ 2(gM , BA) (QED)

4.4. Démonstration du théoreme de Napoléon.

On peut douter que Napoléon, comme la légende le prétend, soit le pére de ce théoreme. « Mon
général, nous nous attendions a tout de vous, sauf a des lecons de géométrie » lui auraient dit Lagrange
et Laplace.

Intéressons-nous & sa démonstration .

En prenant les notations de la figure, on remplace ici
I"hypothese : les triangles TAB, QAC et PBC construits
extérieurement a ABC sont équilatéraux par I'hypothese
plus générale : (H) ﬁﬁé% (ﬁﬁ)+ (TA,GC)= T

Et on veut montrer que les cercles circonscrits a ces trois

triangles sont concourants en un point | .
Pour cela , on suppose que les cercles circonscrits aux deux triangles
TAB et QAC se coupenten A et en un deuxiéme point | et il faut montrer que le point | appartient

au cercle circonscrit a PBC.

Lemma c¢oncours_3circonscrits:
¥a, B, C, P, Q T, 01, 02, 1:FO.
(circonscrit T A B O1) ==
(circonscrit T A B O1) =
(circongctit ) A C 0O ==
(circonsert 1 A C 02 ==
—_— —
-PB#PC ==
— — — —» —s —3
(P C,PB)+<(T B, T&+(Q 4, 0 C))E‘.II == (sont cocycligues P B C I}
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Il suffit de montrer que 2(@,@): 2(@P—C) Pour ce faire, on utilise les 2 autres cercles et on a
Z(E,UA): Z(ﬁaﬁ) et Z(FA,E): 2@&:) En utilisant la relation de Chasles, on obtient :
Z(WB,E)= z(ﬁa,ﬁ)+ 2 QA,@) . Puis, en utilisant I' hypothése (H)

2(iB,1C)= 277 2[pC, PE)= 2(PE, PC) (QED)

Sion appelle les centres des 3 cercles respectivement Oy, O, et Os, on veut démontrer alors que le

triangle 010,03 a des angles respectivement égaux aux angles T (5 eP.

A
)
Pour cela, il nous faut un nouveau résultat : si on a deux
triangles isocéles ABC et DBC de méme base [BC], s . c
alors (AD) O (BC). '(.'

Il est clair que cette propriété est liée a la notion de médiatrice que nous n’avons pas. Nous avons donc
utilisé la notion de bissectrice (facile a définir avec les angles orientés) et démontré que si dans un
triangle isocéle ABC en A, (Al) est la bissectrice de I'angle orienté (EA—C) alors (Al) O (BC) et

réciproquement.

Definition bissectrice :=

—_— — —_— —

M, A, B, C:PO. (AB,AD=(ALAC

Lemma Isocele hauteur bissectrice: ¥I, A B, C:PO.

— —

{isocele &4 B C) ==ATL1BC == (hissectrice [ A B C).

Lemama isocele bissectrice hauteur %[, A B, C: PO,
— e
(hissectrice 1 A B C) =>(socele &4 B C) == AILBC.

En appliquant ces lemmes on montre que si (Al) est la bissectrice de I'angle orienté (A—BE) dans le

triangle isocele ABC en A, alors (Al) O (BC) donc la droite (Al) est aussi bissectrice de I'angle

orienté (ﬁBD—C) dans le triangle isocéle DBC enD .Par unicité de la bissectrice, la droite (Al)

passe donc par le point D etona (AD) O (BC). (Q.ED)

Lemma hkissectrice_unicite: ¥I, A, B, C, J:PO.
— —
(hissectrice [ A B C) =>rhissectrice J &4 B C) == ATNAT

Lemma existence mediatrice_base isocele:
wa, B, C, D:PO.
{1socele & B C) ==(1socele D B ) == (hissectrice D0 A B Chn(bissectrice & D B C).
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On peut appliquer ce résultat aux triangles O,Al et O, Al

qui sont isoceles et de méme base [Al], on obtient donc
(0©,0,) O (Al) . De la méme facon, on obtient (O,0,) O (BI)
et (0,0,) O (Cl).

En utilisant la propriété :si u Du’ et vOV alors 2(&,\7)2 2(5’,\7’)

Lemma double_orthegenal: ¥u, w, w, ¥ V.
uluy =s=vlv == 2u,v)=2u, v

On en déduit les égalités : 2(@ ITB): 2 0102,0103) et 2(@,@): 2 0103,0203) et enfin
2iA1€)= 2l0,0,,0,0,)
Puis en appliquant le théoréme de cocyclicité 2('FA,'ITB): 2 0102,0103) et

2[PB,PC)= 210,0,,0,0;) etenfin 2{QAQC)= 2(0,0;,0,0,) (QED)

Lemma circonscrit_3centres:
wa, B, C, 01, 0Z, 03, 1:PO.
(cconscrt [ A B OL) ==

(circonscrit 1 A C 02 ==

(circonscrt 1 B C O3 ==
—_— ———» & B g
) {201 02,02 03 )

— —
(2(01 02,01 0= K1 A1 B))n((z(m 03,0203 =181 Jal 201 02,02 05 =K1 A 1C)

Theorem general Napoleon:
¥a, B, ¢, P, Q, T, @1, 02, 1:PO,
(cconsert T A B Oy ==
(circonscrit 1 A B Ol =»
(circonscrt Q@ A © 02) ==
(citconscrit [ A C O ==
— —

~PBHPC =
— — — — —_— —>
PCPB+((TETM+(QAQ0) =1 =
303 - P,

—_—

%01 02,01 03y = 2(T_i,T__B:))ﬂ .
(01 03,02 03)= XF B,P C) Jn (%01 02,02 0 =X0 4,0 C) ) )
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5. Conclusion

Le travail présenté ici ne représente qu’ une tentative de formalisation en Cog de la théorie des angles
orientés de vecteurs non nuls pour la description de la notion de cocyclicité de quatre points. Nous
avons voulu montrer que les démonstrations classiques des théorémes ou intervient cette notion se
résument & une manipulation habile de ces angles orientés, manipulation que nous pouvions faire en
Coq.

Le parti pris “minimaliste’ qui consiste a ne vouloir utiliser que ces objets pour faire des preuves a

conduit a quelques difficultés.

e On n'a pas voulu donner les bases de la géométrie affine euclidienne donc on n'a pas défini de
distance, et par conséquent on n’'a pas les définitions habituelles de cercle, médiatrice de segment,
triangle isocéle etc... ce qui fait perdre en lisibilité.

e Onn'apas non plus de notion de droite (avec les angles de vecteurs non nuls, on ne peut parler que
de direction de droite) et il est difficile voire impossible de faire des preuves qui utilisent des points
de concours de droites comme on I'a vu par exemple pour le centre du cercle circonscrit a un

triangle.

Si I'on garde I'idée de ne pas faire de géométrie analytique, c¢'est-a-dire de ne pas identifier le plan a
IR? pour ne pas réduire les preuves a une suite de calculs dans IR, il serait possible de reprendre ce
travail en prenant comme objets de base les points du plan, en définissant ensuite les bipoints, puis les
vecteurs comme classes d'équivalence de bipoints. On pourrait alors définir une opération notée ‘+*
pour ces vecteurs. On peut imaginer pour ce faire d'utiliser la notion de quotients [1]. On pourrait
formaliser ainsi la théorie élémentaire de la géométrie vectorielle plane.

Les angles orientés de vecteurs non nuls seraient alors des classes d'équivalence de couples de
vecteurs non nuls pour lesquels on définirait une addition qui aurait les mémes propriétés que celles
que nous avons utilisées.

Il faudrait de plus, définir la notion de points alignés, de concours de droites et définir une distance
puis donner les définitions habituelles de cercle, médiatrice etc... On commencerait alors a formaliser
la théorie élémentaire de la géométrie affine euclidienne plane. Tout ceci permettrait de gagner en
lisibilité, puisqu’on retrouverait les définitions et propriétés habituelles des objets mathématiques

utilisés.

[1] Loic Pottier, <<Quotients dans le CCI>>, rapport de recherche INRIA n° 4053, nov. 2000,
http://www-sop.inria.fr/rapports/sophia/RR-4053.html
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A contrario, il nous a semblé intéressant de ne pas trop enrichir les structures de base, puisque nous
avions choisi de faire les démonstrations de théorémes qui n'utilisaient qu’un type d'objets, quitte a

écrire des axiomes pour les résultats relevant d’une autre théorie.

Si le travail de formalisation de la géométrie élémentaire ‘de la regle et du compas’ en Coq intéresse

un public, il y a d’autres champs “a structure légere’ de ce type a explorer.

Du point de vue de la forme, I'utilisation de I'interface Pcog permet une écriture proche de I'écriture
mathématique et il serait intéressant, si I'on veut faire de la géométrie dans un but didactique, de
pouvoir insérer a coté des définitions et théoremes des figures dynamiques interactives, le lecteur
pouvant alors les modifier a loisir et éventuellement créer d'autres objets pour vérifier des résultats ou
faire des conjectures.

Dans I'exemple du théoreme de cocyclicité :

C B
quatre points deux a deux distincts A, B, C et D
sont cocycliques ou alignés si et seulement si
. . Al
(CTA, CB)= @\, DB) [7i], il peut &tre utile d’avoir une
D

figure interactive dans laquelle on peut déplacer les points
sur le cercle et faire des mesures d'angles pour comprendre par exemple qu’'on ne peut avoir I'égalité
(&x,@): (E%ﬁ?;) [27:] dans ce théoréme.

Dans I'exemple du théoréme de la droite de Simson :

Soit un triangle ABC non aplati, un point M et ses projetés
orthogonaux respectifs P, Q et R sur les cotés du triangle.

Les points P, Q et R sont alignés si et seulement si M

appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
Il peut étre intéressant pour le comprendre, de pouvoir faire des ‘manipulations’ sur une figure
interactive. On peut par exemple, effacer le cercle et déplacer le point M dans le plan et voir se
déplacer les points P, Q et R. On peut alors essayer de construire point par point, I'ensemble des
points M tels que les points P, Q et R soient alignés.
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