N

N

Identification de fissures droites depuis des mesures
frontiere incompletes
Amel Ben Abda, Moez Kallel, Juliette Leblond, Jean-Paul Marmorat

» To cite this version:

Amel Ben Abda, Moez Kallel, Juliette Leblond, Jean-Paul Marmorat. Identification de fissures droites
depuis des mesures frontiere incompletes. RR-4153, INRIA. 2001. inria-00072471

HAL 1d: inria-00072471
https://inria.hal.science/inria-00072471
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00072471
https://hal.archives-ouvertes.fr

ISRN INRIA/RR--4153--FR

ISSN 0249-6399

ZIINRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Identification de fissures droites depuis des mesures
frontiere incompletes

Ame BEN ABDA, Moez KALLEL, Juliette LEBLOND, Jean-Paul MARMORAT

N° 4153
Mars 2001

THEME 4

apport
derecherche







VAV 1 IN I 1 A

SOPHIA ANTIPOLIS

Identification de fissures droites depuis des mesures
frontiére incomplétes

Amel BEN ABDA*, Moez KALLEL', Juliette LEBLOND?, Jean-Paul
MARMORAT

Théme 4 — Simulation et optimisation

de systéemes complexes
Projets MIAOU

Rapport de recherche n® 4153 — Mars 2001 — 21 pages

Résumé : Nous nous intéressons a la détection et a I'identification de fissures rectilignes a
I'intérieur d’un conducteur isotrope plan (2D) & partir de mesures de la solution du probléme
de Neumann pour le Laplacien effectuées sur une partie seulement de la frontiére extérieure du
domaine. Nous procédons d’abord a ’extension a toute la frontiére d’une estimation de la trace
de la solution, au moyen de méthodes constructives d’analyse complexe et d’approximation
issues de [13], puis a la localisation de la fissure, en utilisant les algorithmes proposés dans [17].

Mots-clés : Problémes inverses géométriques, Laplacien 2D, détection et localisation de fis-
sures, fonctions analytiques et méromorphes, approximation méromorphe uniforme
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Cracks identification from incomplete boundary data

Abstract: We are concerned with nondestructive control issues, namely detection and recovery
of cracks in a planar (2D) isotropic conductor from partial boundary measurements of a solution
to the Laplace-Neumann problem. We first build an extension of that solution to the whole
boundary, using constructive approximation techniques from |[13|, and then use localisation
algorithms from [17].

Key-words: Geometrical inverse problems, 2D Laplace operator, cracks detection and recov-
ery, analytic and meromorphic functions, uniform meromorphic approximation
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1 Introduction

Nous considérons ici le probléme inverse géométrique consistant a détecter et localiser la pré-
sence de fissures dans un matériau depuis des mesures sur la frontiére. Ce type de problémes
survient dans de nombreuses applications industrielles relevant du controle non destructif (ima-
gerie et tomographie, prospection de sous-sols, surveillance, par exemple). Les phénoménes phy-
siques mis en jeu et les mesures effectuées peuvent étre de nature thermique, électrostatique,
acoustique, ou élastique. Cependant, le cadre de ce travail se limite aux phénomenes régis par
I’équation de Laplace en dimension 2 (2D). Pour plus de simplicité, nous ferons références aux
différentes quantités physiques dans le contexte thermique. Le probléme d’identification de fis-
sures rectilignes enfouies dans un milieu 2D a initialement été considéré dans [24]. Les auteurs
y établissent la propriété d’unicité d’une fissure correspondant a la mesure des températures
associées a deuz flux spécifiques, que la fissure soit parfaitement isolante ou conductrice (ces
deux cas se déduisant I'un de l’autre par conjugaison harmonique). Ce résultat d’identifiabilité
reste vrai pour une famille de fissures intérieures, [5|. Dans le cas d’une famille de fissures dé-
bouchantes, la mesure de la température correspondant a un flux unique (sélectionné a priori)
suffit & assurer le résultat d’unicité, [8, 23|. Concernant la stabilité de tels problémes inverses,
un résultat partiel et local a été établi dans [24] pour le cas de fissures droites intérieures ainsi,
dans [3], que des résultats logarithmiques pour des fissures courbes suffisamment réguliéres (les
estimations obtenues étant meilleures si les fissures sont droites). Des propriétés locales de sta-
bilité lipschitzienne ont de plus été prouvées dans [8] pour une fissure droite débouchante, ainsi
que dans [6] pour une fissure intérieure. Peu de résultats existent en 3D. Notons toutefois dans
[4] une propriété d’unicité pour une fissure parfaitement conductrice (ou parfaitement isolante,
sous I’hypothése que la fissure est plane). Les procédures existantes pour I'identification de la
fissure a proprement parler (localisation, détermination) nécessitent généralement la résolution
itérative du probléme aux limites (probléme direct) correspondant, voir |6, 36]. Cependant,
dans le cas particulier de fissures planes (dans un domaine 3D) ou droites (en 2D), la notion
d’écart a la réciprocité introduite dans [7] a permis de prouver que celles-ci sont complétement,
déterminées par des donnés complétes (flux et température connus sur tout le bord extérieur
du domaine). De plus, des formules d’inversion permettent d’identifier le plan (ou la droite)
contenant la (ou les) fissures. Ce travail a donné lieu & des procédés d’identification non itératifs
(ne nécessitant aucune résolution du probléme direct) et, par 14 méme, trés économiques. Ces
procédures sont décrites et mises en oeuvre pour I’équation de Laplace dans [9, 17| et, pour le
controle de systémes élastiques, dans [16].

Le présent travail est consacré & I'identification de fissures intérieures dans un conducteur iso-
trope plan (2D) € depuis des données mesurées sur une partie seulement du bord extérieur
0€). On suppose en effet que 'on dispose sur un sous-ensemble K C 0f) de la trace ux d’une
solution (température) de I’équation de Laplace dans ) privé de I’éventuelle fissure, ainsi que
de la donnée d’une condition de Neumann (flux de chaleur) sur 0€2. Il s’agit-1a d’une hypothése
réaliste ol une partie seulement de la frontiére est accessible aux mesures. Le but de ce travail
est obtention d’un algorithme robuste pour la résolution effective de ce probléme inverse, pour
une fissure rectiligne.

Nous décrivons dans ce cadre une stratégie d’identification de fissures en deux temps.

I/ La premiére étape, d’extension des données, consiste a trouver un prolongement u a tout le
bord 02 de la trace mesurée ug de la solution, compte-tenu de la connaissance du flux ®. IT/
Lorsque la fissure est rectiligne, sa détermination depuis le prolongement u des mesures a 02
obtenu en T fait alors usage du concept d’écart a la réciprocité et consiste a son tour en deux
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étapes successives: i) identification explicite de la droite portant la fissure, ii) localisation sur
cette droite, par identification des extrémités de la fissure.

Dans la suite de cette introduction, nous précisons le probléme considéré et donnons quelques
indications concernant les algorithmes de résolution de ’étape II issus de [17]|. Puis nous dé-
taillons en section 2 quelques outils d’analyse complexe et d’approximation utilisés ici pour
traiter I’étape I. Les algorithmes subséquents sont décrits, avec certaines propriétés de conver-
gence, et illustrés numériquement en section 3.

1.1 Probléme direct

On considére les fissures intérieures modélisées par des courbes simples ¢ de classe C? incluses
dans un ouvert régulier Q de R?, simplement connexe. On se donne un flux de chaleur de densité
® € L*(09), non identiquement nul le long de 99 et satisfaisant :

/ ®ds =0,
89

si s est 'abcisse curviligne sur 0€). On considére alors le probléme suivant.
Etant donnés 2, o C Q2 et ® comme ci-dessus, trouver une solution u de:

((Au = 0 dans Q\o
ou

$ 5, = 0 sur o (1)
8—” = & sur 0N

\ On

La seconde équation correspond a une condition de flux nul sur ¢ ce qui signifie physiquement
que la fissure o est parfaitement isolante. Ce probléme admet une solution u (température),
unique dés que l'on ajoute la condition de normalisation suivante, [21]:

/ uds = 0.
o0

Sous les hypothéses précédentes, on déduit de résultats de régularité classiques [10, 24] que la
trace au bord de la solution u appartient a la classe de Hélder C*/2(9Q) ainsi que le saut de
température sur la fissure: [u] = ut —u~ € C'/%(0).

Notons que I'on peut aussi bien considérer un probléme analogue pour une fissure parfaitement
conductrice en remplacant la condition sur o dans (1) par u = cte. Toutefois, pour que ce qui
suit s’applique dans ce cas aussi, il faut imposer & u une condition supplémentaire de flux nul
autour de la fissure, et ce afin que la fonction harmonique conjuguée soit monovaluée dans Q\ o,
voir |2, 5.

1.2 Probléme inverse

Le probléme inverse étudié ici concerne I'identification (géométrique) d’une fissure o C ) depuis
la donnée du flux ® et d’une mesure ux de la solution de (1) sur une partie K du bord, supposée
accessible et de mesure positive. Autrement dit :

FEtant donnés Q, K C 09, ® et ug, trowver o C Q telle que la solution u de (1) vérifie:

INRIA



Laentification ae JiSSures aepuls aes mesures jrontiere tncompletes o)

U = UK-

D|ans le cas 2D, la propriété d’identifiabilité d’une fissure de régularité C? par un choix de deux
flux particuliers et en supposant connue la trace de u sur une partie du bord est établie dans
[24]. Pour des données complétes (si K = 0f2) et dans le cas d’une ou plusieurs fissures portées
par une méme droite, un flux unique suffit & en assurer I'unicité, dés que ce flux induit une
discontinuité [u] du champs de température & moyenne non nulle sur la fissure, voir [7]. Si la
sélection a priori d’un tel flux est une question ouverte, notons toutefois qu’il est facile de tester
a posteriori si cette condition est verifiée, en exploitant les données surdéterminées sur 0€2. La
preuve de ce résultat est constructive et fournit les bases de deux algorithmes d’identification
développés dans [17], que 'on utilise ici afin de résoudre I’étape II. On les décrit briévement
ci-dessous ainsi qu’a la section 3.1.

Ces procédés reposent sur la notion d’écart & la réciprocité et l'exploitation de la quantité
suivante, que 1’on peut calculer depuis des informations recueillies sur 02 :

RG(v) = /89(@11 - ug—Z)ds, (2)

pour les fonctions v harmoniques dans 2. En effet, la deuxiéme formule de Green relie cette
intégrale a la géométrie o inconnue, puisque :

RG(v) = / [u]g—z dr,

si ’on désigne par 7 ’abcisse curviligne sur o. La détermination de la droite D portant la fissure
se fait suivant les formules d’inversion données dans [7]|. Cette ligne étant identifiée, il s’agit
alors de déterminer les extrémités de la fissure. Pour cela deux algorithmes non itératifs ont été
décrits et mis en oeuvre dans [17], qui restent adaptés au cas de plusieurs fissures rectilignes et
alignées. Le premier algorithme consiste a reconstruire le saut [u] de la température u sur D, par
un développement suivant la base orthogonale des polynoémes de Legendre. La détermination
de o se fait par identification du support de [u]. Le deuxiéme algorithme, désigné par (RGE),
reconstruit les extrémités de la fissure par la détermination du minimum de la fonctionnelle
o0 — RG?*(wgz), ou o représente un intervalle de D (une fissure “fictive”), ws une fonction
harmonique dans Q \ ¢ telle que RG(w,) = 0, voir section 3.1.

1.3 Hypothéses, notations et définitions

Dans la suite, nous supposerons {2 = I, le disque unité ouvert du plan complexe C; ainsi,
02 = T le cercle unité. Ceci se fait sans perte de généralité, puisque tout domaine 2 C C
simplement connexe est conformément équivalent & ID. Si de plus la frontiére 02 est une courbe
de Jordan de classe C'?, 0 < 8 < 1 (admettant une paramétrisation dont la dérivée appartient
a CP(09Q), voir ci-dessous), la transformation conforme en question admet une extension de
classe C™? a 09, [19]. Dorénavant, K désignera donc un sous-ensemble de T de mesure de
Lebesgue strictement positive de méme que son complémentaire T\ K.

Pour 1 < p < o0, on désigne par L?(T) I’espace de Lebesgue classique muni de sa norme || || z»(t)
et HP ’espace de Hardy du disque, ensemble des fonctions analytiques dans D et bornées en
norme LP sur les cercles centrés en 0 et de rayon r < 1. Muni de la norme || ||z»(ry, 'espace H?
est un espace de Banach que 'on peut identifier au sous-espace fermé de LP(T) des fonctions
dont les coefficients de Fourier d’indice négatif sont nuls. On trouvera dans [22, 25, 26, 27, 35]
les définitions et propriétés précises des espaces de Hardy.

RR n’ 4153
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On notera d la distance (induite par la norme) dans L>°(T). Soit Ry le sous ensemble de L>(T)
constitué des fonctions rationnelles (sans pole sur T) et admettant au plus N poles dans D.
Pour tout F C T, C(FE) désigne I'espace des fonctions a valeurs complexes continues sur F, xp
la fonction caractéristique de F,

LP(E) ={f, xef € LX(T)},

muni de la norme || f||zez)y = || x&f| z#(r). La fonction concaténée valant f sur E et h sur T\E
sera notée
IV h=xpf+xrsh.

Etant donnée f dans C(F), on définit son module de continuité par

wr(0) = sup [f (@) = f(W)l.

(zY)EEXE, |z—y|<é
Pour 0 < a < 1, on désigne par C*(F) la classe de Holder-Zygmund :
CUE)K) ={f € C(E),ws(d) = 0(6%)},

muni de la norme

wr(6
[/l = 1wy +sp 22
5>0
On introduit le sous-ensemble A\, (F) des fonctions f € C*(E) telles que

)
w](;—((x)—>0 quand ¢ — 0.

Notons que la classe de Holder-Zygmund séparable \,(E) coincide avec I'adhérence des poly-
nomes trigonométriques dans C*(E). On définit aussi

M(E)={f € Xa(E), f 20}, A\UE)={f € \J(E),f =0sur 0E},
et, finalement,

M={M e L*(T\K),M >0 p.p. sur T\K}, M, ={M € M,infrgM > 0}.

2 Complétion des données

Dans le présent contexte du disque unité, rappelons que le systéme (1) s’écrit :

((Au = 0 dans D\o,
ou 0

L oan = sur o, (3)
ou

5, = ® sur T,

pour un flux ® € L*(T) vérifiant

INRIA
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et avec la condition de normalisation

/ud9=0.
T

Le probléme inverse considéré consiste alors, étant donnée une fonction (batie depuis des me-
sures) ug sur K C T, a déterminer o C D tel que la solution u de (3) vérifie:

U|K = Uk .

2.1 Conjugaison harmonique et fonctions analytiques

La solution u du probléme direct étant harmonique dans D\ o, il existe une fonction U analytique
dans D\o telle que u = Re U. Celle-ci est définie (a une constante imaginaire pure prés) par

U=u-+iu,

la fonction @ étant la conjuguée harmonique de u, voir par exemple |2, section 4.6.1]. Classi-
quement, une relation entre u et u sur le bord est donnée par 'équation de Cauchy-Riemann :

ou _ Ou

00  on’
Au vu de la condition de flux nul (fissure isolante) sur o dans (3), ceci détermine une fonction
harmonique monovaluée u dans D\o, & une constante prés que I’on normalise en imposant la
condition #(a) = 0, en un point fixé a de T. Par conséquent, pour tout & € T,

¢
() = / B(e?) db .

Ainsi, la fonction U est connue sur K puisque u y est mesurée, tandis que InU = % est
disponible (par calcul) sur T. Concernant la régularité de U, les théorémes de Privalov [15] ou de
Carleson-Jacobs [25] assurent que la conjugaison harmonique préserve la régularité holderienne.
Par hypothése, u, et donc aussi u et U, appartiennent a C/%(T) C M(T), a < 1/2. En
particulier, la fonction U appartient aux classes de Hardy des fonctions analytiques et bornées
dans D \ o. On peut méme prouver que:

1 [ [uf(7)
U(z)_27r/,,z—TdT+g(Z)’VZ€D\U’ (4)
pour une fonction g € H* = H*(D), voir [10].

Le probléme inverse s’exprime alors de la facon suivante:

étant données ReU sur K et ImU sur T, trouver le lieu o des singularités de U dans D.
Comme indiqué plus haut, on attaque ici cette question en deux temps, le premier consistant a
trouver une extension de U (ou de ReU), donnée sur K, a toute la frontiére T. En réalité, une
telle extension est unique dans les classes de Hardy de D \ o, le sous-ensemble K C T étant de
mesure positive.

Nous décrivons dans ce chapitre un procédé de calcul d’une approximation Uy de U sur T,
robuste et convergent dans les classes de Holder, qui fournit I’extension cherchée. Celui-ci repose
sur "approximation uniforme d’une fonction donnée sur K par les fonctions méromorphes dans
D que 'on détaille dans les sections 2.2, pour K =T, et 2.3, pour K C T. L’idée sous-jacente
est la “discrétisation” de la singularité o de U dans D par les poles de 'approximant Uy ou,
de facon plus générale, la résolution d’un probléme aux limites par approximation, non plus de
I'opérateur, mais des conditions au bord dans une classe de fonctions appropriée (harmoniques
pour le Laplacien).
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2.2 Probléme d’Adamjan-Arov-Krein

Il s’agit-la du probléme extrémal suivant, d’approximation méromorphe en norme uniforme
sur T. Etant donnée une fonction f € L*(T), peut-on trouver un meilleur approximant gy de
f en norme L*°(T) parmi les fonctions méromorphes dans le disque D appartenant & H>® + Ry ?

Probléme 1 (AAK) Soit f € L>(T). On cherche gy € H™ + Ry telle que

|f — gnllzoe(r) = jomin lf — gllzoe(m)-

Cette question, qui remonte a [1], a suscité depuis de nombreux travaux. On trouvera des
résultats la concernant dans [25, 31, 33, 34, 37|, notamment. En particulier, ce probléme admet
une solution unique dés que f € H* + C(T). Dans ce cas la solution est donnée sous la forme

suivante: r
hVUN
gy = [ — ; (5)

Un

ou I'y est 'opérateur de Hankel de symbole f donné par
—=2
Ty:H* = Hy, Tyv=Pgp(fv),

si F(z) désigne le complémentaire orthogonal de H? dans L?*(T), Pﬁﬁ la projection orthogonale

de L*(T) sur H(Q) et vy est le (N + 1)éme vecteur singulier de I';. L’erreur, dans ce cas, est
circulaire: |f — gn| = on p.p. sur T, oy désignant la (N + 1)éme valeur singuliére de I'y. On
définit alors 'opérateur de meilleure approximation associé:

Ay : H® + C(T) = H® 4+ Ry : Anx(h) = gn,

qui vérifie la propriété de continuité suivante:
Théoréme 1 ([33]) Soit f € A\o(T) telle que la (N +1)éme valeur singuliére de L'y est simple.
St (hy)n>o0 est une suite de fonction dans A\ (T) telle que lim ||h, — h||or = 0, alors

Tim [ A () = Ay (B)lla = 0.

Le fait que ’hypothése de simplicité de oy est “génériquement” vérifiee dans A, (T) (c’est a
dire pour toutes fonctions d’un sous-ensemble ouvert et dense de A\, (7)) est établi dans [13].
Notons au passage que lopérateur Ay est discontinu en tant qu’application de H* + C(T)
dans H* + Ry [30].

Le probléme 1 peut s’interpréter comme une formulation faible du probléme inverse considéré
ici, tel qu’il est énoncé en début de section 2, dans la situation ol les données fournies sur la
frontiére sont complétes et ot K = T. On trouvera dans [11, 29| des considérations détaillées
sur les liens entre U, o et la localisation des poles des approximants ainsi construits.

2.3 Problémes extrémaux bornés

Lorsque I’on ne dispose de f que sur un sous-ensemble K de T, accessible aux mesures, ce qui
correspond a la situation de la fonction U introduite en section 2.1, la question concernant la
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possibilité d’en trouver une extension sur T “proche d’étre méromorphe” peut se formuler de la
maniére suivante. Soit

Dyry ={h € L*(T\K), |h — | < M p.p. sur T\K}.

Probléme 2 (PCB) FEtant donnée f € L¥(K), ¥ € L*(T\K) et M € M,et N > 0, on
cherche hy € Dy telle que:

d(thN,HOO+RN) = hmin d(th,Hoo+RN) Z’)’N(f\/@ﬁ,M)

€D,y

Il s’agit dans ce cas de compléter f par une fonction Ay de Dy, telle que fV hy soit le plus
proche possible en norme L* de la trace sur T d’une fonction méromorphe de H* + Ry . Cette
question a été traitée dans dans [13]| ou I'on trouve le résultat d’existence et d’unicité suivant.
Introduisons I’ensemble :

By, ={9€ H°+ Ry, |g— | <M p.p. sur T\K},

et 'ensemble de ses traces sur K: Cﬁyd, = {9k, 9 € Bﬁﬂp}.
Théoréme 2 ([13]) Si fVvy € H®+C(T) et M € M, alors on a:
(i) (PCB) admet une solution hy unique.
(i) Lorsque f ¢ CJy . la fonction ¢ — hy est de module égal & M p.p. sur T\K.
De plus, un algorithme permettant le calcul de hy depuis des valeurs de f sur K et de (¢, M) sur
T\K est disponible dans [13|. La description de cette procédure implique un autre probléme
d’approximation méromorphe sur K, le probléme extrémal borné (PEB). Celui-ci consiste a
chercher une fonction méromorphe dans I, contrainte sur T\ K, dont la trace sur K est la plus
proche possible en norme L* de f.
Probléme 3 (PEB) Pour f € L*(K), ¢ € L*(T\K), et M' € M, on cherche gx € By, ,
telle que:

If = gnllz=ry = min ||f = gllrey = B (f Vb, M). (6)

gEBM,#’

Lorsque fV¢ € H*+C(T) et M’ € M,, I'existence et I'unicité de la solution gy sont assurées
par [13, thms 2 et 5|, ainsi que les égalités suivantes si f ¢ Cﬁ,ﬂp | f—gn| =PBnet [Y—gn| = M
p.p. sur K et T\ K, respectivement.
Dans ce type de problémes, il est indispensable d’introduire une contrainte sur T\ K pour éviter
les problémes d’instabilité suivants, qui surviennent déja dans le cas analytique ou N = 0 [12,
prop. 2|. Si (g,) désigne une suite de fonctions de H* telle que g, converge vers f dans
L®(K) et si f n’est pas déja la trace sur K d’'une fonction de H*, alors ||g,||re(r\x) — 00.
En particulier, lorsque f € HY 4+ C (K), une telle suite (g,) existe, et la propriété précédente
traduit le fait que les problémes (PCB) et (PEB) sont mal posés en I’absence de contrainte
sur T\ K. Ce n’est plus le cas, en revanche, aprés adjonction d’une contrainte en norme ou en
module sur T\ K.
Pour p € L>(T) a valeurs positives telle que log p € L'(T), introduisons la fonction extérieure
w, appartenant & H*, de module égal a p en presque tout point de T définie par [22, 25, 27, 35| :

1 et + z ;
w,(z) = exp {% /T T log p(e™)dt}.
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On observe que si infy p > 0, alors w, est inversible dans H* et wp_1 = wy/,. Lorsque f V) €
H>™+ C(T) et si f ¢ Cjy,, on peut calculer les solutions hy et gy de (PCB) et (PEB) comme
suit, voir aussi [13] et la section 3.1.

— Calcul de vy = vy (M) par résolution de problémes de type (AAK) : yx(M) coincide avec
I'unique v € R tel que

. -1 —
e NV Wy = tlimi =1

On a alors By (M + yn(M)) = yn(M). Soit vy I'unique solution (voir (5)) de

. -1 _ -1
'UEFI};I"IERN I(F V) Wopv(MAyy) — UHL&(T) =[I(fv¥) Wapv(M+yy) ~ UN”L“’(T)'

— Les solutions hy et gy de (PCB) et (PEB) sont alors données par:

hy = —— +1l—— ¥
= UN W
N M N N WynV(M+vn) M Y ;

gN = UN WynVv(M+y) -

Un résultat de convergence générique de cet algorithme de calcul pour hy a été prouvé dans
[3] pour des données (f V ¢,M) appartenant au sous-ensemble ouvert dense U de A,(T) x
ADUT\K):

U= {(G,M) € A\o(T) x \UT\K) / yn(G,M) # 0 et on(Tg,-1 ) simple}. (7)
YN V(yn+M)
Dans ce cas, la solution hy appartient a Ao (T\K) et la convergence a lieu en norme ||||om\ x,
voir section 3.2.

2.4 Retour a ’extension des données

Comme nous ’avons indiqué plus haut, U'introduction d’une contrainte sur T \ K est indis-
pensable pour le calcul robuste et stable d’une approximation Uy de U sur T. En effet, les
données dont on dispose sur K sont expérimentales ou calculées et ne permette de batir sur K
qu'une approximation de U qui, elle, ne coincide pas exactement avec la trace d’une fonction
analytique dans D\ o, bien qu’elle puisse en &tre trés proche. De plus, on déduit de I’expression
(4) de U qu’elle n’appartient pas au sous-ensemble H*® + Ry de H*® + C(T). Dans la mesure
ou l'on suppose ici connue Im U sur T, il serait naturel d’imposer a Im Uy d’en étre proche
sur T\ K. Si des problémes extrémaux avec de telles contraintes sont maintenant résolus dans
H?, voir [28], leur étude dans H> + Ry est plus difficile et reste & mener. En attendant, I'idée
consiste a faire le changement de variable suivant, par passage a ’exponentielle. La fonction

F =exp(iU),
reste analytique dans D\o, et est encore connue sur K cependant que, sur T, on a
|F| = | exp(iU)| = exp(—ImU).

Ainsi, la contrainte naturelle sur la partie imaginaire de U et de ses approximants:

ImU%/CD,
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s’exprime au travers du module de F':

Flren(- @),

On se raméne ainsi & la recherche d’une complétion Hy de F' a tout T sujette a une contrainte
sur son module, et donc a la recherche d’une solution Hy du probléme 2 associée a f = F sur
K et ¢p=0sur T\ K. A la suite de ce calcul, Uy = —i log Hy fournit I’extension souhaitée.

3 Algorithmes d’identification de fissures

Nous précisons ici ’algorithme mis en geuvre pour le calcul de I’extension Uy, ainsi que certaines
de ses propriétés et des simulations numériques, On supposera que K est un arc de T, bien que
les considérations qui suivent restent valables dans le cas d’une union finie d’arcs.

3.1 Description des procédures

On considére maintenant une partie K¢ & K, pour € petit, mesure de K \ K¢, et l'on fixe «,
0 < a < 1/2. L’algorithme d’identification de fissures que nous proposons procéde en plusieurs
étapes.

0. A partir des données @ sur T, ® € L*(T), et ux sur K, construire' les fonctions

{F = exp(iU)=expi(uxg +i[®) dans N (K®),
M = |F|=exp(— [ ®) dans A (T\K®).

Batir un polynéme P, qui s’annule ainsi que sa dérivée aux extrémités 27 de K° mais pas sur
T\ K.

1. Pour N > 0, calculer la solution Ay du probléme (PCB) associée & Fy = Py F' € A\, (K®), a
la contrainte My = |Py| M € M\FO(T\K?) et a 1 = 0 (de sorte que Fy V1) € A\, (T)), en utilisant
la procédure développée dans [13], voir aussi section 2.3, et dont la mise en geuvre effective se
fait comme suit. 1) Construire un approximant rationnel r de Fy V 0 dans A, (T).

it) Trouver I'unique réel v > 0 tel que la (IV + 1)éme valeur singuliére oy de l'opérateur de
Hankel I', de symbole 7“111;\}(7 + M) Verifie:

O’N(F,y) =1.

-1

(y+M) dans H* + Ry donné par I'expression

iit) Construire I'approximant AAK vy de rw

(5):
| Iy v

si vy désigne le vecteur singulier de ', associé & oy. iv) Calculer sur T\K®

M() Y MO F,y UN

——— UN W + r=r——"uw —

1. On ne discutera pas ici les possibilités de construction de ces fonctions F' et M, qui dépendent de la
nature des données et doivent elles-mémes garantir une forme appropriée de convergence, voir [14, 32] pour ces
questions.

hN:
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2. Calculer sur T\K C T\K*

Py

la détermination choisie du log étant telle que uy et ux coincident a I'une des extrémités de
K. La fonction Uy = ug V uy fournit une extension & T des données — et donc une solution
approchée de (3). Notons qu’elle dépend, notamment, du choix des paramétres r, € et N.

3. Appliquer I'algorithme (RGE), introduit a la section 1.2, voir [17], pour I'identification de la
fissure supposée rectiligne a la fonction Uy issue de I'étape 2.. Il s’agit de:

i) Calculer ’équation de la droite D contenant o par détermination de sa normale n, et de sa
position par rapport a n,. Si l’on désigne par (vy)r=1 les fonctions définies par vi(z1,22) = xx,
ot (x1,72) sont les coordonnées cartésiennes dans R? et si 'on note L, = RG(vy), que l'on
calcule au moyen de lexpression (2) appliquée & u = Uy, alors les coordonnées de n, sont
données par:

h
uy = —1 log [M_l —N] ,

L
%,k:]ﬂQ.
\/Li+ L;

Perpendiculairement & n,, la position de D est donnée par la valeur de la constante:
RG(p)
VP13

i1) On définit la fonctionnelle

1
avec p(x1,z3) = 3 (m% — x%) )

J : (x4,23) = RG*(ws) ,
z, et x, étant les abcisses des extrémités a et b de &, avec

wg(z) =Im(z —a)®? (2 = b)*?, 2 € Q\ 7.

La localisation de la fissure o sur la droite D se fait comme suit :
1. Choisir un état initial (29 z7).

2. Trouver x5! tel que:
K+l kY o k
J(.Ta 7331))_ min J(Tvxb)
c1<7<c2
3. Trouver zf*! tel que:
k1, kY k+1
J(xa "Ly )_ min J(ma ,6)
c1<{<c2

Les bornes ¢; et ¢, sont des constantes déterminées de sorte que les segments (7,z) et
(xz5*1.€) soient contenus dans D N'D. On utilise la méthode “du nombre d’Or” pour la

minimisation scalaire.
4. Evaluer || (z5+1,25+1) — (2%,2%) ||. Si cette quantité est suffisamment petit alors & ~ o

et (zF+1,z8*1) correspond aux extrémités de o sur D; sinon, reprendre & I'étape 2 avec
k+ k+1.
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3.2 Etude de la convergence

L’idée ici est d’indiquer en quel sens le procédé décrit ci-dessus est convergent ou continu et
permet effectivement le calcul d’une position pour la fissure proche de sa position réelle, o. Nous
établissons une propriété de convergence générique des étapes 1. et 2. de ’algorithme décrit
en section 3.1, autrement dit le fait qu’elles permettent de calculer une fonction /n proche de
la solution v de (3), au moins pour une large classe de données. Concernant les propriétés de
convergence de I’étape 3. de l'algorithme parler, nous référons a [17]; celles-ci sont cependant
illustrées par les résultats numériques des sections suivantes.
Rappelons que 'extension Uy des données calculée au point 2. dépend des parameétres NV, ¢ et
r; on désignera par d, le degré de r.
Proposition 1 Génériquement,

dm = () =
La validité générique de ce résultat est relative a l'appartenance de (F, V 0, M) au sous-
ensemble ouvert et dense U de A\, (T) x \>(T\K) défini par (7), voir [13]. Celle-ci est garantie
par l'appartenance du flux ¢ & un sous-ensemble ouvert et dense de L?(T) et le fait que si
f1 € Au(K) et fo € Ao(T\K) coincident aux extrémités de K, alors fi V fo € A\ (T).
Preuve : tout d’abord observons que, avec les déterminations adaptées du logarithme, on a sur
T\ K,

u—uy =1 (loghy —log Fp) .

Etablissons donc le fait que, puisque Fy € H*(D \ o) N A (T),

lim ||F0 — hN(Tag)”a,’]I‘\KE = 0.

N—o00,d,—00

Soit gy = gn(r,e) la solution de (PEB) associée aux quantités K¢, r et M| = My+y introduites
dans I'étape 1. de l'algorithme. On a gy = vn Wyv(y+1p) €1

hn — gy = (g +7) sur T\ K*°.

v+ Mo
Ainsi, puisqu’avec les hypothéses de régularité holderienne des fonctions Fy et My, la quantité
v — 0 lorsque N — oo [13], on a
lim ||hN — gN||a"ﬂ‘\Ks =0.
N—o0
De plus, dans ce cas,
lim ||F0 - gN”a,']I‘ = 0. (8)

N —o00,d,—00

En effet, il existe une suite de fonctions rationnelles (7,,)m>0 de degré m (polynémes trigonomé-
triques de type Jackson ou De La Vallée Poussin, voir [14, 32| et leurs références) qui converge
vers Fy dans \,(T). Posons ¢, = r,, — Fy sur T\K. On constate tout d’abord que

Hm (|7 V thm — Fo VO|lar = lim ||r, — Fyllar = 0.

Si I'on note gn,m la solution du probléme (PEB) sur K°®, associée a r,, sur K°, 9, et M,,, =
My + YN (Tm V Y, M) sur T\ K¢, on montre grace aux résultats de continuité de [13] et au
théoréme 1 que génériquement (pour tout (Fy Vv 0, My) € U),

lim ||gnm — gn|la,r = 0.
m—0Q0
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Finalement,

||F0 - gN“a,T S ||F0 - Tm”oe,'ﬂ‘ + ”Tm - gN,m”a,'I[‘ + ||gN,m - gN”a,'JI‘ .

Pour N suffisamment grand (N > m) r,, appartient a la classe Bﬁm’d}m des approximants gy m
auquel cas 7, = Gy, Le passage aux limites en N et en m & I'infini établit (8) et achéve la
démonstration. m

3.3 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section les tests numériques des algorithmes de complétion de
données et d’identification de fissure.

Les données d’entrée sont simulées numériquement. Sur le disque unité D privé d’un segment
intérieur o représentant la fissure, on résoud I’équation de Laplace Au = 0 par une méthode
d’éléments finis. Comme dans (3), la fissure o est supposée parfaitement isolante et le flux de
chaleur ® est imposé sur T par une condition au bord de type Neumann. On choisit ici:

o — —1 sur [0,7)
N 1 sur [m,2m)

Ceci permet de se doter de la mesure uy de la solution sur la partie K de la frontiére T supposée
accessible. Sauf mention expresse du contraire, on prendra K = [%,37“] On peut alors appliquer
la procédure telle qu’elle est décrite en section 3.1. L’algorithme d’approximation dans H*+ Ry
(étapes 0. a 2.) est developpé en MATLAB, 'algorithme (RGE) — pour l'identification de o a
partir des données complétées (étape 3.) — en FORTRAN.

La figure 1 représente les différentes étapes de la mise en oeuvre de cette procédure. Le schéma
(1.1) montre la température sur T et 'intégrale de flux associée. On représente en (1.2) les lignes
de niveaux (iso-valeurs) de la solution u. Insistons sur le fait que seule la trace uyx sur K de la
température est supposé connue pour le déroulement de I’algorithme. Le schéma (1.3) montre
le lieu de Nyquist de la fonction Fy sur K. Il s’agit de la représentation (Re Fy(e'?),Im Fy(e'))
paramétrée par § € K. Le schéma (1.4) montre la contrainte M, sur T\K. L’approximation
dans H*> + Ry fournit alors la fonction Fy V hy sur tout le cercle T; son lieu de Nyquist est
représenté sur le schéma (1.5). Ici N = 38 et o est le segment (0,0.4). Le schéma (1.6) montre
la fonction uy reconstituée sur T\ K avec ¢ = 0. On constate un “mauvais” comportement aux
extrémités de K, di a la division par P, dont les valeurs en ces points sont nulles.

En revanche, I'introduction dans I’algorithme d’un parameétre € > 0 permet de n’avoir a calculer
uy que suffisamment loin des zéros de Py (qui se situent sur 0K¢, a distance € de T \ K), et
fournit une meilleure solution représentée par le schéma (1.7). Ici € vaut 5% de la mesure de K,
I'erreur commise sur T\ K par rapport & la vraie fonction u est inférieure a 3% en norme L* et
a 2% en norme L?. Finalement, P’algorithme (RGE) reconstruit la fissure ¢ comme indiqué au
test (1.8), avec une erreur inférieure a 2% sur sa longueur et 3% sur la position de son centre.
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(1.3) Experimental data (1.4) Contrainte Mo
T T T T T T T T T 6 T T T T T T
40+ B
sk
30 1
201 1
aF
101 |
or A 3r
10k ]
ok
o0 ]
=30+ 4
\
-40[ B
-20 -10 o 10 20 30 40 50 60 70 80 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15
(1.5) Final matching (Nyquist): N=38 (1.6) Reconstruction of unknown data (eps=0)
T T T 2 T T T T T T
401
15F
30
5
201
0.5
101
of ok
10k
-0.5[
20
af
a0}
-15F
a0k
-20 [ 1 2 3 4 5 6
15 1 r T
actual crack -
recons. crack
05 -
| 0 P T X
-05 -
-1 L —— J
s . , , . , . 1 05 0 1

F1G. 1 — Complétion des données et identification de la fissure.
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3.3.1 Influence du nombre N de poéles

Ceci section concerne ’étude numeérique de I’erreur commise dans la phase de complétion des
données en fonction du nombre de poles N de ’approximant rationnel. Les deux premiers
dessins de la figure 2 montrent le comportement de ug et de uzs. La valeur de vy en fonction
de N est représentée dans le troisiéme schéma. Pour N > 30, yx < 1072 et I'on aboutit & de
bonnes approximations, d’aprés les courbes d’erreurs (relatives) sur T \ K données en norme
L* et en norme L? au dernier schéma de la figure 2. Notons en passant que la décroissance de
vn et de l'erreur sur T \ K en fonction de N est sensiblement plus rapide dans le cas d’une
fissure conductrice ou la solution u est plus réguliére dans ). De plus, un critére approprié au
choix de la valeur de N est fourni par le comportement du ratio vy /vyn11 (plutdt que par celui
de la valeur de 7yy).

Reconstruction of unknown data (N=8) Reconstruction of unknown data (N=38)
T T T T T T T

ol ——  known 4 /
unknown
compl

Sl ] r - ——  known
unknown
compl

- L L L L L L L L . .
[ 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

L N S error-int
= .

F1G. 2 — Erreur en complétion en fonction de N.

3.3.2 Etude par rapport a la position de la 0 et de K

Dans la suite de cette étude on a N = 38. La figure 3 représente un cas ou la fissure o n’est
pas portée par I’axe réel. Des résultats intéressants sont obtenus, une erreur inférieure a 2%
sur T \ K pour la mesure complétée, inférieure a 5% sur la longueur et la position du centre
de la fissure reconstruite. La figure 4 montre des exemples de fissures proches du bord T du
domaine. Les résultats sont trés satisfaisants pour deux situations assez différentes: K = [%,37“]
(0 est proche de la partie accessible aux mesures K') puis K = [-7,7] (o est proche de T \ K,
partie oul la solution est complétée). L’erreur trouvée sur la position de la fissure (longueur et
centre) ne dépasse pas 4%. Afin d’étudier la sensibilité des données complétées par rapport a la

position de la fissure, on représente dans la figure 5 les courbes d’erreurs entre u et uy sur T\ K,
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L/

selon différentes positions de o sur (—1,1), avec une longueur constante et K = [—n/3,7/3].
Ces courbes sont tracées en fonction de la distance de o a la partie accessible K. On constate
que la complétion n’est pas trés sensible a la position, ’erreur ne dépassant pas 5% en norme L°°.

RR n’ 4153

Reconstruction of unknown data
T

1r AR~ . A

actual crack -->---
recons. crack &
05 - &

_h NT
= \
0% -
0.5 - S -
1L - T J
-1 -0.5 0 0.5 1
1r S B
Kok
T-K -

actual crack -->---
recons. crack &
05 - F

0%
0.5 - S -
1L - T J
-1 -0.5 0 0.5 1
1r bl

actual crack -
recons. crack -

05 -

-05 -

1L -
-1 -0.5 0 0.5 1

F1G. 4 — Fissure proche du bord (de K puis de T \ K ).
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T T
- error=inf
B error-L2
4 e @ < i
s
- N
o O
3 o S i
e AN
s | ¢ ©
2 ,
-3 -
1 g R
o- - - 8- &
B-g

F1G. 5 — Sensibilité par rapport a la position o sur R.

3.3.3 Stabilité par rapport au bruit

Ce paragraphe est consacré a une étude numérique de la robustesse de notre algorithme. Pour
cela on perturbe les données par un bruit additif aléatoire. Plusieurs tests ont été menés pour
différentes valeurs du rapport signal /bruit : les résultats obtenus sont représentés pour des taux
de bruit de 0%, 2%, 5% et 10% de la norme uniforme de la fonction U sur K = [-%,%], pour
o = (0,0.4). Il s’agit donc a la fois d’une température et d’un flux bruité, donnés respectivement
sur K et sur T.

1
Reconstruction of unknown data r ! K - 1
15 T T W
T-R%
— S actual crack - ¥ -
L known N | recons. crack -
compl AN 05 -/
\\ 7
05 ‘\
\\
\ 0r e
ok
\
\ \
o5k \ 05 -\
\ . \
\
-1
1L I —
) 1 2 B 4 5 6 7 -1 0.5 0 0.5 1

F1G. 6 — Reconstruction sans bruit (err. longueur = 3%, err. centre © 1%).
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1r [ h
s ‘ ‘ Recunst:ucllunoﬂunkn‘owndata ‘ ‘ o Koo
7 T-
— v, actual crack -
I known | Y, | recons. crack -
1 compl M'\ 05 -/
N /
\ /
050 \ g h
\ /
| 0 :,_ [ R
0\’ 4 v‘
x\ \\\
-05F &\ B 05 - \\
R
b A\, i
! MW\W N
" ~.
qL T
5 1 : s P s s 7 -1 -0.5 0 0.5 1
FI1G. 7 — Bruit a 2% (err. longueur = 7%, err. centre = 2%).
Reconstruction of unknown data ir '/,/’//( - W,
15 T T T T T T -7
T-
»W»’\M actual crack -
i ninown Yl | recons. crack -
compl WMMJ 05 - /
) /
\ /
050 W\” 1 /
1 / o
1 0r X=mmmmm=3 X
°or 1 i
\ \
| \
g k‘r‘ 05 -\
‘/\‘mwku
- Wl 1 .
f VW'\MW\ i .
: 1L b T
5 1 : s P s s 7 -1 0.5 0 05 1
F1G. 8 — Bruit 4 5% (err. longueur = 1%, err. centre = 9%).
Reconsirucion of unknown data 1r [P
15 T T T T T T -7 %
[l - T-K*
U“W‘ “,‘ actual crack -
il m u‘w‘y | recons. crack -
M,
05 1‘“‘ 1 /
\ J
\ or Xemmmmmem X
cm m\ B | ]
i !
[
fusfw“ 1 05 _\\
'W‘
i
LM
-1t w | i .
! M\\‘L il ——  known
M Wvﬁ‘ I unknown L
' L M compl 1L | T S
5 1 s s 7 s s 7 -1 05 0 0.5 1

FI1G. 9 — Bruit a 10% (err. longueur = 11%, err. centre = 12%).

On constate alors numériquement que cette procédure de complétion des données est suffisam-
ment stable puisque lerreur trouvée sur 'extension a T\ K est controlée par celle effectuée sur
la partie de mesure K. Les résultats obtenus concernant la reconstruction de la fissure restent
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aussi concluants. Par ailleurs, on observe que la méthode utilisée pour la détermination de la
droite D contenant la fissure est plus sensible au bruit que les étapes de complétion ou de
détermination des extrémités de o sur D.

4 Conclusion

Ce type de méthodes d’approximation, permettant d’étendre des mesures incomplétes, peut
s’appliquer & la résolution de différents problémes inverses d’identification de coefficients ou
de géométries pour le Laplacien 2D, voir par exemple [20]. Il est aussi possible et intéressant
d’exploiter directement la forme intégrale (singuliére) fournie par (4) de la solution de (1), afin de
localiser o en considérant les poles des approximants méromorphes uniformes ou rationnels L?
de U sur T. En effet, le comportement de ceux-ci est en rapport avec la position des extrémités
de o, comme le montrent les résultats récents de [10, 11, 29|. De plus, I'utilisation des résultats de
[28] permettant 'extension dans 1’espace de Hardy H? avec contrainte sur la partie imaginaire,
suivis par une étape d’approximation rationnelle, pourraient permettre de résoudre le présent
probléme plus efficacement.
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