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Finite volume methods on moving grid for
one-dimensional scalar hyperbolic equations

Abstract: We present in this report finite volume methods based on variable grids (moving
and possibly self-adaptive) for the transient solution of hyperbolic linear or non-linear equa-
tions in one space dimension. The stability limitation on the time step linked with adapted
meshes is overcome with the use of a possibly locally implicit scheme. At the same time, we
modify the finite volume schemes to cope with variable mesh topology.

Key-words: computational fluid dynamics, finite volumes, ALE formulation, moving mesh,
unstructured mesh, self-adaptive mesh, Riemann problem, hybrid explicit/implicit scheme,
monotonicity, TVD scheme
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Introduction

L’objet de ce rapport est de présenter une méthode numérique conservative formulée
en volumes finis, inspirée de la méthode de Godunov [10] et utilisant un maillage variable
(mobile et & topologie éventuellement variable) pour la résolution d’équations hyperboliques
en une dimension d’espace. Nous nous intéressons plus particuliérement & ’advection linéaire
et & I’équation de Burgers, non linéaire.

Les problémes concrets en Mécanique des Fluides demandent souvent un maillage trés
raffiné dans certaines zones. Par exemple, on devra probablement raffiner le maillage prés
des discontinuités pour le calcul de solutions stationnaires [5], ou prés des couches limites et
dans les zones importantes de 1’écoulement (tourbillons, recirculations, décrochements, rat-
tachements) pour des écoulements instationnaires [3]. Dans certains cas, on se retrouve alors
avec des portions de ’espace ou le maillage devrait étre raffiné, trés importantes. Ceci peut
alors entrainer un cott de calcul prohibitif. Pour des cas ol ces zones sont instationnaires,
on pourrait penser i adapter le maillage de maniére instationnaire au cours du calcul. Il faut
alors le faire bouger le maillage de maniére "adéquate" et résoudre dans le méme temps les
équations initiales en maillages mobiles. Cette deuxiéme partie, qui demande la reformulation
de I’équation de départ, est peu difficile pour des méthodes en volumes finis conservatives
[9, 13].

On peut se demander ici quelle nouvelle approche pourrait fournir un gain par rapport
aux méthodes déja existantes d’adaptation de maillage. Fondamentalement, I’adaptation de
maillage est performante, méme si elle est souvent fondée sur des remaillages intermédiaires
avec extrapolation non conservative. Cependant, pour des problémes ou le mouvement de
maillage est une nécessité — par exemple, la simulation numérique d’écoulements en domaine
déformable — il serait évidemment judicieux de profiter du mouvement du maillage pour
I’adapter. On peut noter que jusqu‘d maintenant, la littérature sur la simulation numérique
des interactions fluide-structure s’appuie trés majoritairement sur des maillages mobiles
a topologie constante [1, 11, 6, 4], trés minoritairement sur de ’adaptation de maillage
éventuellement dynamique [12, 2], en tout cas pas sur des méthodes en maillages variables
comme nous en présentons ici.

Le but fondamental de ce travail est donc I’étude et I’implémentation de méthodes numé-
riques utilisant des maillages mobiles et auto-adaptatifs. Dans cette perspective, nous nous
intéressons ici au mouvement, & ’ajout et a la suppression de points du maillage. Nous envi-
sagerons de coupler ces opérations & des critéres automatiques d’adaptation instationnaire.
Nous nous limiterons donc dans ce rapport & des maillages variables non auto-adaptatifs.

Pour des raisons de simplicité, nous nous plagons dans le cadre restreint des équations hy-
perboliques scalaires mono-dimensionnelles. Cependant, nous aurons en permanence le souci
de pouvoir étendre simplement les idées proposées en deux et trois dimensions d’espace. Dans
cette démarche générale, le premier point examiné dans ce rapport concerne les propriétés
classiques de stabilité (principe du maximum, décroissance de la variation totale, stabilité
L?) des schémas en volumes finis que 1’on cherche & conserver pour des ajouts/suppressions
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Volumes finis en maillages variables 5

de points. Le maillage étant amené & étre raffiné localement, on introduit un schéma en
temps spatialement variable et localement implicite.

Ce rapport se présente comme suit. Dans un premier temps, nous adaptons un ensemble
de notions valables pour des schémas numériques en maillage fixe & des schémas en maillages
mobiles.

La deuxiéme partie est consacrée & ’extension de la méthode de Godunov au maillage
mobile ainsi qu’a la résolution numérique de ’équation d’advection et de Burgers & ’aide
de cette derniére. Utilisant des maillages raffinés, nous sommes rapidement confrontés aux
conditions trop restrictives de stabilité. Afin de les éviter, nous considérons un schéma (lo-
calement) implicite en temps, dont ’étude fait 'objet de la troisiéme partie.

Dans la derniére partie, nous nous intéressons aux schémas envisagés écrits en maillages
mobiles & topologie non constante.

1 Généralités sur les schémas numériques

Dans cette section, nous situons le cadre de notre étude. Nous nous intéressons aux
équations hyperboliques en une dimension d’espace, linéaires ou non.

1.1 Equations hyperboliques

Pour une fonction scalaire u(x,t) en une dimension, un probléme de Cauchy pour une
équation hyperbolique sous forme conservative s’écrit :

we+ (fu))e = 0,
{ u(,0) = 1 (z), @)

ou f est une fonction de classe C! et les indices x et t représentent des dérivations en espace
et en temps. u° est la donnée initiale.

A priori, la fonction de flux f peut étre quelconque. On se limitera néanmoins aux cas
ol cette fonction est convexe, ce qui simplifie notablement ’expression de la solution exacte
des problémes de Riemann. Nous distinguons entre autres ’équation d’advection :

Ut + cugy = 0, (2)

ot f(u) = cu est linéaire (¢ € R), et I’équation de Burgers:

2 . ’ . . ’ . .
ot f(u) = % est non linéaire et strictement convexe. Ces deux équations reproduisent
chacune partiellement les différents aspects des équations régissant la mécanique des fluides

compressibles non-visqueux.

RR n° 4042
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1.2 Formulation en volumes finis

Nous décrivons ici le cadre général des méthodes de volumes finis pour la résolution
numérique de I’équation de conservation (1).

Pour résoudre numériquement (1), on adopte un processus itératif temporel, ou 'on
cherche & approcher la solution & des instants successifs ™. On définit alors le pas de temps
éventuellement variable At® = t"*t! —t". Le principe de base des méthodes de volumes finis,
présenté sur la Figure 1, est de partager & tout instant ¢ le domaine spatial en volumes finis
ou cellules (ce principe général est valable en toute dimension) définies en une dimension
d’espace comme suit :

Cilt) = [y (07,4 (1)

2
dont on notera le point milieu x;(¢). En avangant par pas de temps discrets, on obtient des
partitions successives du domaine spatial en volumes finis définis & I’instant ¢™ suit :
n _ ny __ n n — n n
C =Gi(t") = [x'—%(t )7$i+%(t )= [xi_%vxlq.%]v
on notera encore le point milieu z? = z;(¢").

On g’intéresse alors aux valeurs moyennes de la fonction inconnue dans ces volumes de
controle (ce qui, pour une approche en éléments finis, consisterait & considérer que la solution
est constante sur ces cellules). Sur la Figure 1, on a représenté les éléments supplémentaires
suivants :

n+%
- B,-+% = Ute[t";t"+1]{xi+%(t)} x {t}

nt}
-5 = Ute[t";t"+1] Ci(t) x {t}

n+1/2 n+1/2
Bi-12 Bis12
n+1l n+l n+1l n+1l
X i-3/2 Xi-1/2 Xi+1/2 Xi+3/2 [
n+1/2 n+1/2 n+1/2
) S. S
i-1 1 i+1
n
t
n n n n
X i-3/2 Xi-1/2 Xi+1/2 Xi+312

Fi1G. 1 — Principe des formulations en volumes finis.

Plus précisément, les inconnues numériques u}* sont supposées représenter des approxi-
mations a 'instant ¢" de la moyenne de la solution inconnue u sur la cellule C}*, soit

1
ul ~ A:v"/ u(z,t™)dz,
i Jer
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avec, pour tout ¢ et pour tout n, Az} =27 , —a7 1 >0
2 2
Posons +1
ntl T
2 — 2 2
W, =
i— 5 Atn

n-l—l , . . .
w, ', représente la vitesse moyenne entre les instants ¢" et t"*+1 du point Ti_1. Pour plus

2
. el s7ey 2 , . N n-l—l n—l—l
de lisibilité, nous nous contentons d’écrire S;, Bi_% et w;_1 & la place de S; " *, B, '\* et
2

nti
w. 2
i—3
Si nous intégrons 1’équation de conservation (1) sur chaque volume S;, nous obtenons:

0 = fSi(ut"'f(u)z)dxdt Grgen fE)Si( ezt+f( ). ezt) o

0 = [ontru(z,t™)de - fcn w(z,t™)dx

+ fBi_% x’L ( ; B +f xz 1+“’i2_l
+ S5 @i (0))—= + fu(a 1 (t)t) ——5—| do .
i+} F 14w?
+3

avec

Ainsi, nous obtenons:

0 = fcz—p,+1 u(z ") dz — fcn w(z,t™)dz
— T [ yue y (0.0 + Fut,y (0),0)] de @
T e (00 + fulzgy 0] dt

1.3 Schémas conservatifs

Nous considérons des schémas dits conservatifs, qui peuvent se mettre sous la forme

Ax "+1 ”+1 — Azlul
At"

+ iy — b1 =0, (5)

ol les termes ¢, +1 sont des flux numériques qui approchent 'intégrale des flux au cours du
pas de temps, autrement dit :

g1

Mgy~ [ [ yulen (00 + fule y 0.0)] de

RR n° 4042
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En général, le flux numérique entre S; et Siyy est donné par ¢, 1 = P(uf ufy g w; +%), ot la
fonction ¢ est une fonction de flux numérique.

Remarque 1 Ces schémas sont dits conservatifs car, pour N cellules consécutives, la va-
riation de l'intégrale de u sur les N cellules ne dépend que des flux numériques auz bords.
En effet, nous avons :

jo+N jo+N
> Aapttuptt = 37 Acu
Jj=jo+1 j=jo+1 _
At + ¢j0+N+% - ¢jo+% =0.

Remarque 2 On peut remarquer qu’une solution exacte et assez réquliere de (1), qui vérifie
ausst (4), vérifie une sorte de schéma conservatif exact, puisque

/Cn+1 w(z,t™)dr = Azlal,

ot ' est la moyenne exacte de u sur C* a linstant t™ et

tn+1

A" Geactiri = /1t [—wi +%u($i+%(t),t)+f(u(xi+%(t)7t))] dt .

1.4 Précision spatiale des schémas numériques

La précision spatiale des schémas en volumes finis est souvent interprétée en termes d’er-
reur de troncature (dans une approche vraiment plus proche des différences finies). C’est
pourquoi la précision spatiale en volumes finis non uniformes (et a fortiori mobiles ou va-
riables) est moins couramment précisée.

Pour un maillage fixe et uniforme, 'approximation numérique fournie par le schéma
spatial est d’autant meilleure que ’erreur de troncature est faible. Celle-ci est donnée par :

1 —0 1
e = PPk (),

Définition 1 Le schéma (spatial) est dit consistant si, pour une solution u suffisamment
réguliére,
e = 0(Az) quand Az — 0 .

Le schéma conservatif (5) sur un maillage fize uniforme est consistant si la fonction de fluz
numérique ¢ vérifie
o(uu,0) = f(u) .

De méme, Uapproximation spatiale est d’ordre p si

€” = O(AxP) quand Az — 0 .

INRIA
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Pour un maillage mobile dans le cas général, I’erreur de troncature est donnée par:

¢i 1= ¢i—l
€ = et — (f(w) ~ wu)s

ot Az est une mesure du plus grand volume d’une cellule dans le maillage.

Définition 2 Le schéma (spatial) est dit consistant si, pour une solution u suffisamment
réguliére,
e® = O(Az) quand Az — 0 .

Le schéma conservatif (5) sur un maillage mobile est consistant si la fonction de flux nu-
mérique ¢ vérifie

o(u,uw) = f(u) —wu .

1.5 Stabilité, principe du maximum, monotonie

Les solutions faibles entropiques bornées de (1) ont de remarquables propriétés [8] :

— aucun maximum ni minimum local n’apparait;

— la valeur d’un minimum local ne décroit pas, la valeur d’'un maximum local ne croit
pas;

— la variation totale TV (u(t)) est une fonction décroissante de t, ou

r=+o0
TV (u(t)) = / N | uz(z,t) | -

11 est alors intéressant d’examiner si la solution numérique v} obtenue avec le schéma
(5) possédent les mémes propriétés. Il faut alors traduire sous forme discréte les notions
de monotonie proposées ci-dessus. Harten [7] a introduit la notion de décroissance de la
variation totale (Total Variation Diminishing schemes) suivante :

Définition 3 Un schéma est dit TVD (4 variation totale décroissante) si et seulement si
TV (™) < TV (u™),

ot TV (u™), la variation totale discréte de u™, est donnée par

1=-4oc0

TV (u™) = Z | uf —uiy |

i=—00
Définition 4 Un schéma est dit vérifier le principe du maximum si et seulement si

Vi,Vn, min (u?) < uf < max (uf) .
1 1

RR n° 4042



10 Mériauz € Piperno

Enfin, introduisons un dernier critére classique de stabilité:
Définition 5 En notant u™ = (ul')i<i<n € RY, un schéma numériqgue u™t' = L(u™) est

dit stable pour la norme || || si et seulement si Vu € RN, || L(u) [|<]| || -
Nous utiliserons essentiellement les normes suivantes :
1/2
N
I u™ fla={ > Az} u} s 1w o= sup |uf [,
= 1<i<N

appelées respectivement normes L? et L*. Un schéma qui vérifie le principe du maximum
nous assure que les valeurs u} restent bornées. Le principe du maximum entraine donc une
propriété de stabilité de type L°°. De méme, un schéma conservatif TVD sera également
stable en norme L™ (en effet, on voit facilement, au moins pour des problémes périodiques,
que les valeurs prises par u seront majorées et minorées par des bornes dépendant de sa
moyenne — constante au cours des itérations — de sa variation totale — majorée par sa valeur
initiale — et par le nombre de points).

Dans les sections suivantes, nous étudions ’extension de la méthode de Godunov aux
maillages mobiles, et nous verrons sous quelles conditions (notamment sur le pas de temps)
les schémas explicites obtenus préservent le principe du maximum, sont TVD et stables au
sens de la norme L2. Nous verrons ensuite des schémas implicites en temps, incondition-
nellement stables, qui permettent d’éviter la restriction sur le pas de temps imposée par la
limite de stabilité des schémas précédents. Nous finirons par I’étude de ces schémas écrits
en topologie non constante.

2 La méthode de Godunov en maillage mobile

Nous commencons cette section par l’adaptation de la méthode de Godunov [10] au
maillage mobile. Ensuite, nous présentons cette derniére et discutons de ses propriétés pour
la résolution numérique de ’équation d’advection (2) et de I’équation de Burgers (3).

2.1 Principe général

Nous décrivons ici un pas de temps de cette méthode [14].
— on dispose initialement des variables u] données par la méthode des volumes finis; on
considére alors le probléme de Cauchy suivant :

u; + f(u), =0 pour x €R, t > t",
u(z,t") =ul siz e, VieLZ,

(6)

— en chaque interface, on résout un probléme de Riemann local; la donnée initiale de ce
probléme de Riemann est u = uj siz < a7, ; etu = ujy, siz >z, ;. Notons izttt

2 2
une solution de (6) obtenue par juxtaposition des solutions exactes des problémes de
Riemann locaux (au moins pour un pas de temps assez petit pour que ces solutions

globales n’interférent pas).

INRIA



Volumes finis en maillages variables 11

— afin de récupérer une valeur de la fonction sur chaque cellule CZ-"“, on calcule la
moyenne de u sur chaque cellule. On pose alors:

1
n+1 ~ n+1
U, = u(x,t dv .
! Agttl /c:;”'l (= )

— rappelons ici que des hypothéses fortes sont supposées vérifiées pour les mesures des
volumes finis, ainsi que sur les vitesses de maillage; on suppose que

Vi, Vn, Az} >0,
Vi, Vo, Azt = Ax? + At® (wi+; - wi_;) , (™)
2 2

la condition Az?*! imposant (par la deuxiéme équation) une limite conjointe sur le

pas de temps At™ et les vitesses de maillage w;, 1 et w; 1 (surtout lorsqu’elles sont
convergentes). On notera ici que la formule donnée ci-dessus pour le calcul de Az?**
d’une part, est équivalente en une dimension d’espace au recalcul & partir des positions
des interfaces des volumes finis, et, d’autre part, qu’elle implique qu’un champ constant
est conservé. Cette propriété de conservation géométrique [15] est particuliérement

importante en plusieurs dimensions d’espace [11, 6].

2.2 Conservativité et Consistance

Lemme 1 Le schéma de Godunov en maillage mobile est conservatif et consistant. Le
flux numérique entre S; et S;11 est donné par

¢i+% = ¢(“?7“?+1 7wi+%)7
ot la fonction de flux numérique ¢ est donnée par
d(ug,upw) = f(Sr(w;ug,up)) — wSkr(w;ug,up), ©)

0t Sp(z/t;ug,up) est la valeur en (z,t) de la solution autosimilaire du probléme de Riemann
dont les états 4 gauche et a droite sont ug et up.

Démonstration: montrons d’abord que le schéma de Godunov en maillage mobile peut se
mettre sous la forme d’un schéma conservatif. Pour ce faire, considérons la donnée initiale
u définie par

Vo € R, u(x,t™) =ul si x €Cl" .

Intégrons u la solution faible de (1) construite par la méthode de Godunov sur S;. D’aprés
(4), nous avons:

0= fonrru(zt™)de — [, u(z,t™)dx
1 o,_1(t)—z,_1(t") o, _1(t)—=,_1(t")
- f; [f (SR (%%U?UU?)) - wi—%SR(%§U?1au?>] dt

n+1 z, l(t)_z,‘ l(t") z, l(t)_zi l(t")
+ [ [f (SR (+2t——t"+2;uzﬂvuzn+1>) — Wit 1SR (%%U?’U?ﬂ)] dt .

RR n° 4042



12 Mériauz € Piperno

Or u*! est obtenue en faisant la moyenne de u sur C}t*. Ainsi

/ u(z,t" ) de = Azttt
crtt

N

D’autre part, u est constante par morceaux sur chacune des cellules C]* & I’instant ¢". Nous
avons alors:

/ w(z,t™)dx = AzTul .
cr

Enfin, les mouvements des bornes du volume fini considéré sont des mouvements rectilignes
au cours du pas de temps. Ainsi, on a:

Vte [thtntt], 2ot — =w;

x. 1(7§)7$. 1(t")
g+l it} i+3\t )
Vi € [ttt P =w
Donc les deux derniéres intégrales se simplifient, quand nous remarquons que les solutions
des problémes de Riemann locaux sont autosimilaires. Le schéma de Godunov peut donc

s’écrire sous la forme suivante:

0 = Azttt — Aglul

+ A (G ur wis) — Sl ulwiy))

Nous avons bien démontré que la méthode de Godunov en maillage mobile peut s’écrire
comme un schéma conservatif avec la fonction de flux numérique (8).

La consistance est immédiate puisque Sg(w;u,u) = u pour tout w,u € R, d’ou l'identité
de consistance ¢(u,u,w) = f(u) — wu.

Remarque 3 Nous pouvons remarquer que pour w = 0 (maillage fize), nous avons
¢(ug,up,0) = f (Sr(0;ug,up)) -
Nous retrouvons donc bien la fonction de flur numérique de la méthode de Godunov en

maillage fize.

2.3 Equation d’advection

Nous nous intéressons ici & I’équation d’advection (2). La méthode de Godunov donne
la fonction de flux numérique suivante:

(c—whug siw<c

dGodunov (G up.w) = (c—wup siw>c . 9)
0 siw=c
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La fonction de flux numérique s’écrit également

¢G0dun0v(uGauD7w) = (C - w)+uG + (C — w)_uD, (10)
(¢ — w)t = max(c — w,0)
avec { (¢ —w)” = min(c — w,0)

Le Lemme 4 de la section suivante nous permettra d’établir que sous la condition

At™ At™
VieZ, ——rlc—wi_1)*

e (c—wi_y) <1, (11)

oSy -1
Az

le schéma est TVD et préserve le principe du maximum. De plus, le Théoréme 3 nous
permettra d’établir que, sous une condition similaire, toujours de type CFL, le schéma est
stable en norme L2. On voit bien ici que les conditions de stabilité (propriété TVD ou au
sens d’une norme) de type CFL vont se montrer extrémement restrictives sur le pas de temps
At™ dés que I’on voudra utiliser des maillages raffinés. Il faudra alors passer & des schémas
au moins localement implicites.

2.4 Equation de Burgers

Pour ’équation de Burgers (3), les seules solutions entropiques bornées d’un probléme
de Riemann sont les suivantes:

: uct+up
ug si § < *Y
up si &> vetup

CHOC ug >up : u(z,t) = {
2

SIGENT

ug s <ug
DETENTE ug <wup : w(zt)=¢ 7 siug<F<up

z

up si ¥ >up

Ainsi, la fonction de flux numérique s’écrit pour la méthode de Godunov:

2
26 —wug siw<ug<upouug—w > |up — w|
dGodunov (4G up.w) = uTD —wup siug <up <wou|ug—w| < —(up —w)
—“’; siug <w<up
ou de maniére plus compacte
1 42 2 1,
bGodunoy (e -upw) = 5 max ((ug —w)* (up —w)~") = 5u? (12)
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3 Schéma mixte explicite-implicite

Comme nous 'avons remarqué précédemment, ’utilisation de maillages raffinés impose
des restrictions trop fortes sur le pas de temps pour des schémas explicites. La sévérité de ces
conditions de type CFL provient des "plus petites" cellules du maillage. Pour s’affranchir de
ces limitations, nous considérons des schémas qui peuvent se mettre sous la forme suivante :

Azt — AgPul

N + iy — 1 =0, (13)
ol les flux numériques sont donnés par
bivr = U AT o). (14)

Dans ’équation précédente, les variables u?+%

. ¢ sont des inconnues dépendant des grandeurs
u? et u!t'. Par exemple, pour un maillage fixe (et seulement un maillage fixe), on pourra
i i ple, p g g ) p

considérer une dépendance du type
[maillage fixe] 6; € [0,1] et u!™? = (1—6,)u? + O;u™, VieZ. (15)

Si (Vi, 6; = 0), nous retrouvons le schéma, explicite en temps, qui a fait I’objet de la section
précédente. Dés que (i |0; # 0), le schéma est implicite. On voit cependant que, si par
exemple un groupe limité de cellules adjacentes présentent un paramétre 6; non nul, le
schéma ainsi défini est implicite seulement localement. Un systéme linéaire (ou non linéaire)
de taille limitée devra alors étre résolu.

Dans un premier temps, sur ’exemple de I’équation d’advection (2), nous discutons des
propriétés du schéma mixte explicite-implicite adapté a la méthode de Godunov en maillage
mobile. Nous nous intéresserons ensuite & ’équation de Burgers (3), qui nous aménera a la
construction d’un schéma implicite linéarisé.

3.1 Equation d’advection
3.1.1 Ecriture du schéma

D’aprés (10), le flux numeérique du schéma mixte pour la méthode de Godunov en maillage
mobile s’écrit de la maniére suivante:

— +,,n+0; — n+0;41
¢i+% =(c— wz‘+§) u; +(c— Wz‘+%) Uity . (16)
Avant d’étudier les propriétés de ce schéma, introduisons quelques notations:
prop s quelq

Vi, Azt =(1-6,)A2" 4+ 6; Az, (17a)
Vi, Azttt = (1 - g) Azl + 0; Azt (17b)
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On comprend bien ici que cette expression est équivalente & (15) seulement lorsque le maillage
n’est pas mobile. D’une certaine maniére, la pondération par un coefficient 8; est transformée
en une pondération par (1 — 6;)Az?)/[(1 — 6;)Az? + 6;Az]. Nous déduisons de (13) que

Ay = Aghul — A (qﬁi . %;) . (18)

Effectuons les opérations suivantes :

(1—6;) x (13) + 6; Az g+,
—0; x (13) + (1 — 6;) AzTul.

Nous obtenons ainsi:

Attt = AgPHOig O (1 - g A (¢i+%_¢. )

% i— 1

2
Azpup = AU 4 Al (6 — 6y ).

7 7 175

En utilisant (7), nous déduisons que

uptt = w4 (1;5# [(C —wip1)” (U?Hi - u?:10i+1)
) o
“ wt - egAxi” [(C —Wwiry)” (u?wi - “?ﬁml)
o= y)t (it —urt)] (19b)

n+6;
7

. Or, d’aprés la deuxiéme
n+0

Afin de déterminer u*', il nous faut connaitre les valeurs u
égalité, nous constatons que u? = (u?T%); est solution d’un systéme linéaire Au™+? = ",
dont la matrice A ne dépend que de grandeurs connues au début du pas de temps. On
constate également que le systéme se réduit en fait aux points ou ; # 0. Enfin, on observe
que la matrice A est & diagonale strictement dominante. On peut alors utiliser une méthode
itérative pour inverser le systéme, comme par exemple la méthode de Jacobi. Une fois u™*+¢
connue, on déterminera u™*! en utilisant (19a) ou la définition de u?™% (17b) pour les
points ot 8; # 0 seulement.

Avant de présenter quelques exemples numériques, nous étudions quelques propriétés de
ce schéma, en particulier le fait qu’il vérifie le principe du maximum, son caractére TVD et
sa stabilité (en norme L?).

Théoréme 1 Sous la condition
(1—6;)At”

Vi, Vn, Am?"’l

[(c—wip) —(c—wiyy ]| <1, (20)
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le schéma mixte (13-16-17-7) vérifie le principe du maximum.

Démonstration : nous avons

n+1 _ (l—ai)At" + _ n+6;
U; = [1—W (C_wi—%) _(C_wi+%) U,
(170,-)At" — n+6;41 + n+60;_1
+ A —(c— wi+%) Uipy T (c— Wi—%) Uiy

Sous la condition (20), nous remarquons que

. . 0; 0;
Vi, Vn, vt > minu!t% et wPt' < maxult%.
K3 7

Ainsi
minu™*t! > minu™t?,
maxu™t! < maxu™t?.
D’autre part, soit i Uindice tel que maxu™t? = u?*%. En utilisant I’équation (19b) pour

, ce qui implique

2

cet indice ¢ particulier, nous montrons aisément que u? > max; u?”"
0; . . .
max; u; > max; uf‘+ ‘. Par un raisonnement analogue, nous trouvons min; «;* < min;

En résumé, nous avons les inégalités suivantes

n+1

7

n+1

minu; < minw <maxu;" <maxu;
K3 7 7 7

qui concluent la, démonstration de ce théoréme.

Théoréme 2 Sous la condition

. (1-6,) _(1-6;—1)
Vi, Y, At |(c—wi )t St —e—wi) T | <1
27 Azt 27 Apt!

le schéma mixte (13-16-17-7) est TVD.

Démonstration : nous avons successivement, & partir de la forme modifiée (19a), en utilisant
des changements d’indice (vers la gauche et vers la droite) puis en utilisant I’hypothése (21),

1=4+00
TVt = > Juptt —uld)
1=—00
=400
(1—6;)At™ 4 =01 )At" ni0, om0y
Si;m 1_W(c_wi7%> +W(C wi 1) | T =y
1-6; 1) A" +0,_ +0i
+%(C_wi—%)+ uiy Ty

ntbip1 up+0i

-1
(lfgi)At" —
+W _(C_wi+%) Uiy i
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TV (untt) =
i=+o00
0:) A" (1—80;-1)At" _ o; +0i_
< Z 7n+1(0—%—%>++ﬁ@_wi—é) up T — T
1=—00
. 0;_
+%(C - WF%)-I— U;H—e' 7+1 '
+7(1 - n14211m : [_(C - Wi—%)_] upt? — it
+
ety n+9 n+01 1 _ n+6
<> TN =TV (u™*?).
7.—700

D’autre part, en utilisant cette fois la forme modifiée (19b), nous avons

1=4+00
TV(w™) = Y |uf—uf,|
1=—00
=400
9 At N Il onre ntor
2 Z (c—wi7%)+—1AT(c—wi_%) up
i=—oc0 i—1
6; At" +6,;— +0;_
- A;Z 1 (c—w_a)t|u 77—y
6;A — +6; 6;
+ Azt (c _wi+%) “?4—1 gt
Z TV( n+0)

Nous avons donc bien démontré que sous la condition (21),
TV (™) < TV(u™) .

Remarque 4 Sous la condition (21), le schéma mizte (13-16-17-7) vérifie le principe du
mazimum et est TVD.

11 suffit de démontrer que (21)=-(20). La condition (21) s’écrit aussi:

Azttt .
g Sle—wi_1 >0,
1<{ o (22)
UogGie—w 1 <0
— sic—w;, 1 <0.
i—1 2

2

At e —w

1
i—g

Sous la condition (21), il suffit d’examiner les valeurs de

(1—6;)At™

L= = [(C_wi*%ﬁ_(c_w“r%)i]’

suivant les signes de ¢ —w; 1 et ¢ —w; 1. Ona:

c—w; 120 c—w; 150
1—0,)A
c—wy1 20 | T;= %(c—wif%)§1 T,=0
Az?TT—Ag? 1-6;)At"
c-wiyp S0 | Ti=(1-6)2 =" <1 | T=—U2HE  (c-wyy) <1
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Dans tous les cas, on trouve bien T; < 1, ce qui prouve (20).

Remarque 5 Si 6; = 0 pour tout i, les deux conditions (21) et (20) sont équivalentes a la
condition de stabilité sur le schéma explicite (11) de la section précédente. Les probléemes de
stabilité liés auz mailles les plus petites pourront bien étre évités en prenant 0; = 1 sur ces
cellules.

Théoréme 3 Sous la condition

n (1—6i_4)* 07,
_ 2At™ ¢ — wi_1 T T AsT <1 sic—w,_1 <0,
Vl, Vn, (1_9.1)—21 5 i—1 . (23)
2At" e — w;_1 (Asz“ —H’?) <1 §1C—w;_1 >0,

et en supposant que les volumes des cellules sont uniformément minorés au cours des ité-
rations, i.e. 3K | (Vi, Vn, K < Az?), le schéma mixte (13-16-17-7) est stable en
norme L2

Démonstration : on utilise une forme quadratique définie positive de type énergie comme
fonction de Lyapunov. Plus précisément, on définit une énergie discréte E™ = ), Az} u1 ,
qui est équivalente & la norme L? sous I’hypothése de minoration uniforme sur les volumes
des cellules. Nous allons montrer que sous la condition (23), AE = E™*! — E™ < 0. Nous
en déduirons que (Vn, E™ < E°), donc que (Vn, |[u”||z < +/E°/K).

Nous déduisons de (19a-19b) I’égalité suivante :

AE =Y, (AzPt' — Agp)urt®”

+2Atnu?+9i [(c _ wi+%)_( ;L+(9i _ u?:1€i+1)
+0i- 0;
Hemw i_%wuf =]

K3

+At (G0 - 2 ) [(e = wip )~ (@i —ui )
. ) 2
+e- wi_%wu?ff’-l —up)

D’aprés (7), AzPt! — Az? = At” ((c —wi_1)—(c— wi+%)). Or, nous avons

;2 ;2 +0i_
> [emwisy) = e—wap]ut™ = Y(e—wip)@t -t
% 7

0;° +0i-
= Z(C_wi—%)+(u?+ —uy 1)

— +0z 2 91'2
+(e—wip 1) (wgy ™ —ulto).
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_ n+6;2 n+0;_1° n+6; n+0;_1
Donc AE = Z At*(c —w; )" (—ui —u, + 2ul
B

n _ nt0iq1° n+46;2 n+0;, n+0it1
+ At"(c —wip 1) (Uit +u; = 2u " ugy

K3
2 ((1-9;)? 02 n+0;_1 n+0;
+ At” (Az."'H ~ Aem +(c— wi—%)-l—(ui—l —u; ")

. . 2
He—w = =]

K3

2
n+6; n+6;_1
(“z‘ feu

n? ((1-6:)° 0? — (o n+0; n+6;41
+At AcntT T BAz? (c— wi+%) (u; —Uiyr )

o —wi )t i —up )]

et AE :Z —At"

C—W; 1
=3

1
1l suit de cette égalité que
n+6; nt6;_1 2
C— w1\, f =g
K3

2 ((1-6;)? 67 —2/ n+t0; n+6;41\2

+ 2At" (W v (c—wi_l_%) (“i —U;qq )
2 +0i— Gi
+ (e—w )P @ w2

AE < Z —At"

7—

Sous la condition (23), nous avons AE < 0, ce qui conclue la démonstration.

3.1.2 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques élémentaires. Nous
cherchons ici & montrer que le schéma localement implicite présenter fonctionne correcte-
ment. Par exemple, sur I’équation d’advection avec ¢ = 1, on a convecté un front de type
Heavyside situé en x = —1 4t = 0 jusqu’a t = 2. La maillage est extrémement raffiné autour
du point = 0, et on a représenté la taille de maille en fonction de z sur la Figure 2. Le pas
de temps est fixé de telle sorte que 20% des cellules (celles dont les tailles sont les plus pe-
tites) sont traitées avec §; = 1, tandis que les autres sont avancées en temps avec un schéma
explicite. Pour les cellules les plus petites, on a pris un nombre de Courant localement égal &
30. On voit sur la Figure 3 le schéma obtenu est effectivement TVD. Néanmoins, les discon-
tinuités de traitement (on passe brutalement de §; = 0 & §; = 1) provoque des discontinuités
de diffusion numérique et d’allure de la solution.

3.2 Equation de Burgers
3.2.1 Schéma implicite linéarisé

Si nous appliquons le schéma (13)-(14) muni de la fonction de flux numérique de Go-
dunov (12) & l’équation de Burgers, nous sommes confrontés & la résolution d’un sys-

N N

téme non linéaire. Afin de revenir & un systéme linéaire, nous cherchons & construire un
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Taille deI maille ——
0.1 W
0.01 f
0.001
-3 2 1 0 1 2 3

F1G. 2 — Taille locale de maille.

schéma implicite linéarisé. Pour ce faire, nous remplagons dans (13) le flux numérique
_ n+60;  n+0i1
¢i+5 = o(u™ " ugy awz’-i—%) par

2

+6;
+ ¢;(U?auin+1vwi+%)(u?+1 - uy),

Gipy = O ulwiyy)  + S ulgwi ) (@it —ul)

ou ¢, (u,v,w) et @ (u,v,w) désignent respectivement les dérivées par rapport & u et v de
¢(u,v,w) (ou des approximations de ces dérivées). Nous obtenons les itérations en temps
suivantes :

Ax:'“l-lu?-l—l = AJJ:’U? + At" (¢(U?,1,U?,w- 1) - ¢(U?,u?+1 7wi+%)

2

+06;_
+ ¢L(u?—17u?7w'—%)(u?—l ' - ’U/,?_l)

0.
+ B arwisy) = St wny)] @ - )

0
- ¢L(U?,u?+1vwi+%)(U?fl - “?+1))

(24)
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mailla'ge fixe
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-3 2 1 0 1 2 3

Fi1G. 3 — Solutions at =1 et t = 2 en maillage fize du schéma localement implicite.

Cette équation peut également se mettre sous une forme proche de (19b):

wr o= Pt SR (p(unupw,y) — Gl Ul wi )
+ O (up ) (T =)
+ [ e y) = GLur @iy @ - ) (25)
—¢, (“?7“?+1awi+%)(“?:19i+1 - “:'L+1)
+(wi—z — Wi+%)“?+0i)

Posons §; = u?*! — 7. En utilisant identité Az (u?t% — u?) = 6; Az (ul ! — u?),

7 7

on montre que le vecteur § = (6;); est solution du systéme linéaire suivant :

_1)0i 1 AxTHe

Azt — At ( P (uf g uf w1
! +1
- ¢v(u?au?+1vwi+%)gi-l—leZ_l 61’—1—1
! ! +1 —
+ [y y) = Gl wiy )] B:ATE8) = b

ou b, = (szl - Ax:b-l'l)uzn + At" <¢(u?—1au?aw'—%) - ¢(u?7u?+17wi+%))

(26)

On s’interroge encore sur la convergence d’'une méthode de relaxation comme la méthode
de Jacobi pour la résolution du systéme linéaire obtenu. Curieusement, si ’on utilise un
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critére classique de dominance diagonale par ligne, la condition obtenue est inexploitable.
Rappelons les deux lemmes suivants, le premier étant un résultats trés classique et le second
étant moins connu.

Lemme 2 Soit A = ((ai;)),<; ;< une matrice réelle & diagonale strictement dominante
par lignes, c’est-a-dire telle que

Vi=1,...,N, |aii|>2|aij|. (27)
J#i

Soit D la diagonale de A. Alors une méthode de Jacobi converge pour la résolution d’un
systéme linéaire de type Ax = b, i.e. le rayon spectral de la matrice 1 — DA est strictement
inférieur 4 1.
Démonstration : une itération de Jacobi s’écrit Dz*+! + (A — D)a* = b, soit en fonction
de Derreur e* = 2% — A=1b, eb*1 = —D71(A — D)e, ce qui explique 1’équivalence entre
la convergence de la méthode de Jacobi et I'inéquation sur le rayon spectral de la matrice
I—D'A.Orona:

. 1 o 1
Vi, 6f+1 = —— E aije;?, d’ou Vi, |ef+1| = E |aij||e§|.
Oy |ag;| &
J#i J#i
On en déduit alors

s
max|€f+1| < Mmﬁx"sﬂv avec M = rnla,XX:H'é%|”| <
7 7 5 |a,‘i|
ce qui prouve que la méthode de Jacobi converge.

Lemme 3 Soit A = ((ai;)),<; ;<
par colonnes, c’est-a-dire telle que

N une matrice réelle a diagonale strictement dominante

Vi=1,....N, laj| > lasl. (28)
1#]

Soit D la diagonale de A. Alors une méthode de Jacobi converge pour la résolution d’un
systéme linéaire de type Ax = b, i.e. le rayon spectral de la matrice 1 — DA est strictement
inférieur 4 1.

Démonstration : la matrice A?, transposée de A, est & diagonale strictement dominante par
lignes. Le lemme précédent montre que p(I — D=1 A?) < 1. Comme le rayon spectral d’une
matrice est égal a celui de sa transposée, on a aussi p(I—AD™!) < 1, puisque D est diagonale.

Une itération de Jacobi pour la résolution d’un systéme Az = b s’écrit comme précé-
demment en fonction de Ierreur ¢¥*1 = —D~1(A — D)e*. Considérons la nouvelle variable
u* = Dek. On a pft! = —(A - D)D~1pf = 1—- ADY)uk. Comme p(I — AD71) < 1, la
méthode de Jacobi converge.
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Comme on I’a vu plus haut, c’est ce dernier lemme qui est facilement exploitable pour
trouver une condition suffisante de convergence de la méthode de Jacobi pour le systéme
(26). On trouve en effet que la méthode de Jacobi converge si, Vi,

1—6;At" (qb; (Ui ufw;_1) — ¢;(u?,u?+1,wi+%))‘ (29)
> it ([0l (g s y)| + |0 (it i) )

Nous reviendrons sur cette condition. On peut noter dés maintenant que cette condition
est automatiquement vérifiée si on a de maniére générale ¢/ (u,v,w) > 0 et ¢! (u,v,w) < 0,
ce qui est la cas pour I’équation d’advection. De toute facon, avant d’appliquer le schéma
(24), il faut s’assurer que la fonction de flux numérique choisie est dérivable, ce qui n’est
pas le cas du flux de Godunov (12). Une idée est d’approcher la dérivée de ces flux par la
dérivée d’autres flux cette fois dérivables. Afin d’y parvenir, nous adaptons ici les schémas
de Engquist-Osher et de Roe [16] aux maillages mobiles.

3.2.2 Schéma mixte Godunov-Engquist-Osher
La méthode de Godunov consiste & prendre comme fonction de flux numérique

PGodunov(¥asupw) = f(Sr(w;ug,up)) — wSr(w;uG,uD)

ot Sg(w;ug,up) est la valeur en z/t = w de la solution exacte du probléme de Riemann
dont les états & gauche et & droite sont ug et up. La méthode de Engquist-Osher consiste
& choisir comme fonction de flux numérique

¢EO(UGaUDaw) = f(W(w,UG,uD)) - WW(W;UG,UD)

ot w(w;ug,up) est une approximation de la solution exacte Sg(w;ug,up) du probléme de
Riemann donnée par

ug St w <ug

w(w;ug,up) = ¢ w st min(ug,up) < w < max(ug,up)

Up St wW > Up
Il est facile de vérifier que
2 1

1 2 1
dro(Ug,up,w) = i(ug —w)t + §(uD —w) - 5(412 . (30)
Nous déduisons de cette expression que ‘?;’Z—EGO = (ug —w)t, % = (up — w)~. La fonction

de flux numérique de Engquist-Osher est donc dérivable. Nous proposons donc le schéma
(13) avec comme flux numérique

a 0;
¢i+% = ¢Godunov(“?’u?+1’wi+%) + 2‘2" (“?a“?+1awi+%)(u?+ —uy) (31)
a +0;
+ %"30 (u?au?+17wi+%)(u:'b+1 T —udg)-

Remarque 6 Comme on a %LUEGQ >0et %)Q <0, la condition (29) est automatiquement
vérifiée et la méthode de Jacobi converge.
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3.2.3 Schéma mixte Godunov-Roe

La méthode de Roe consiste & prendre comme fonction de flux numérique
¢r(ucupw) = f(w(w;ug,up)) — ww(w;ug,up),
ol w(w;ug,up) est la solution exacte du probléme de Riemann approché linéarisé
Ug + ﬁ(u(;,u]))uZ =0,

avec A (ug,up) une jacobienne approchée vérifiant A (vg,up). (up — ug) = flup) — f(ug).
Pour ’équation de Burgers (3), on a A (ug,up) = (ug +up)/2 := uy. Ainsi, nous obtenons

) _J oug siw<upy,
w(w; ug,up) = up St w > Uy

La fonction de flux numérique s’écrit alors

tu —wug  siw<up,

¢R(UG7uDaw) = { §u2D —wup St w Z Upg-

(32)
ou encore

¢R(“G7UD7W) =
+

(%(UG - w)? .

(up ~ ) = § 25522 — o] (up — u) — %

o= =

11 apparait clairement que cette fonction de flux numérique n’est pas dérivable. Comme pour
les schémas en maillage fixe, nous avons alors recours & la fonction de flux numérique de
Roe corrigée

¢CR(UGqu7w) = 2

I e R

(up = w)?) = 3 [#F*2 —w| (up —ue) = 5

o[l sz
‘ S sz <e

o= =

avec

Nous considérerons alors le schéma (13) avec comme flux numérique

[t 0;
¢i+% = ¢God§unov(uz'n7u?+17wi+%) + ﬁ(uyvuﬁ—l?wi-&%)(u?{— - u?) (34)
F +0;
+ Tﬁ(uyvu?+17wi+%)(u?+l -y

2

Remarque 7 Comme les inégalités BZJ >0 et g‘ﬂ < 0 ne sont pas nécessairement véri-
G up

fiées, on ne peut conclure de maniére générale sur la convergence de la méthode de Jacobi.
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3.2.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques toujours élémentaires.
Pour I’équation de Burgers, nous montrons le bon comportement de notre schéma localement
implicite (avec itérations de Jacobi pour la résolution du systéme linéaire) sur le cas d’un
choc (ug = 1, uqg = 0) et pour le maillage de la Figure 2 supposé fixe. On voit sur le
résultat présenté en Figure 4 que le schéma est effectivement TVD. On note aussi que la
diffusion numérique senble plus faible dans la zone ot le maillage est fin. On a représenté

I |
\
\

IBurgers: w:(').O —

0.4

0.2
0 —— \\ >y t t
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

F1G. 4 — maille.

sur la Figure 5 la solution obtenue & ¢ = 0.1 pour un maillage se deplagant uniformément
vers la droite & la vitesse du choc. On voit que la solution obtenue est trés peu diffusée,
puisque le choc doit étre stationnaire dans ce référentiel. On souhaite obtenir ce méme genre
d’amélioration pour des solutions quelconques de ’équation de Burgers.

4 Schéma a topologie non constante
Jusqu’a présent, le déplacement du maillage était considéré comme une donnée. Nous
aimerions par la suite qu’il se déplace et s’adapte de maniére automatique. Dans cette

perspective d’auto-adaptation, nous nous intéressons ici & des modifications de la topologie.
L’ajout de points correspond & une volonté de raffiner localement le maillage. La suppression
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! IBurgers: W=(I).5 —
0.8
0.6
0.4
0.2
0 HA——————+— + + + + + +
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

F1G. 5 — implicite.

permet, elle, de réduire le nombre de points inutiles. Pour chacune des situations, nous
adaptons les schémas étudiés précédemment et examinons leurs propriétés.

4.1 Addition de points

Pour simplifier notre étude, nous nous situons dans le cadre précis de la Figure 6, ou
M nouveaux volumes finis [a‘cj_% :EH%] pour j =1,... M, sont créés & partir du point r1,

interface entre les deux cellules [z_1,z1] et [z1,25].

Introduisons quelques notations. Posons w; 1 = (§:j+% - x’%l)/At”, AZj = Z;01 —T;_ 1
pourV j =1,...,M, et notons @; approximation de u sur [a‘cjf%,g‘cﬂ%] pour j=1,...,M.

n+1

D’autre part, nous supposons que w1 < w3 <...< Wpry1 €t Vi, Az?™ > 0. Nous avons

les égalités suivantes:

Ai’j = At" I:G)j_i_% —@j,%] Vi=1aM,

A$?+1 = Azl + At" Wiyl — CUZ;%] i ¢ {0,1} (35)
A$g+1 = Azgy + At" (IJ% - w_%] .

Ag;?"’l = A} + At" w3 — ‘*_)M+%]
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n+1 n+l - v - - n+l n+l
X 3p Xap Xy X - e Xm-12 Xme12 - Xap Xsp n+l
t

n n n
X3 X1/ X1 Xap Xs/p

Fic. 6 — Addition de points dans le maillage.

L’adaptation du schéma conservatif (13)-(14)-(17) au maillage & topologie non constante est
encore un schéma conservatif de la forme:

Bl Gl g W w0 y) = I W ) = 0,1 € {01} (362)
Acf T D ATHU L gt it ) — g gt w ) =0, (36b)
Aol TR (Pt wg) — G(ug By y) =0, (360
SUT + g(ug o ul ey 0) — (g u e, ) V=1, M, (36d)

Comme dans la section précédente, nous voudrions savoir sous quelles conditions le schéma
(36) muni du flux de Godunov vérifie le principe du maximum, est TVD, etc... Sur 'exemple
de I’équation d’advection, nous formulons ces conditions. Pour 1’équation de Burgers, nous
nous contentons de présenter le schéma implicite linéarisé correspondant & (36).

4.1.1 Equation d’advection

Nous rappelons que pour 1’équation d’advection, la fonction de flux numérique de Godu-
nov est donnée par ¢, qunov (%G upw) = (¢ —w)tug + (¢ —w) up.

Théoréme 4 Sous les conditions

% [(C—w_%)Jr—(c—@%)*] <1,
WS (e —wmay) T — e—wy)7] <1, (37)
(1;2})_611‘/ [(C — wii%)-l' — (C — wi_;'_%)_] S ]_7 Vl ¢ {0,]_}7

le schéma en maillage mobile avec ajout de points (36)-(16)-(17) vérifie le prin-
cipe du maximum.
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Démonstration : nous voulons montrer que

min{u?, i € Z} < min {{u]*', i€ Z}U{u;, 1 <j < M}},
max {{uf*", i€ Z} Y{u;, 1 <j < M}} < min{u?,i€Z}.

Par un raisonnement analogue a celui de la démonstration du Théoréme 1, nous arrivons a
montrer que, sous les trois conditions données dans le théoréme,

min 4 < min u?”i < max u?”i < maxu;.
i€z i€Z i€z =/

1l nous reste & montrer que

minu; < min 4; < max 4; < maxu; .
i€ 1<;<M 1<j<M ic€Z

OrVj=1,...,M, nous avons
kc—@F%ﬁ=4c—aﬁ%y}ug”°+kc—a. r-4c—@H%y]m&ﬁ

Comme W 1 < w; +1 (et comme les fonctions z — zt et * — z~ sont croissantes), on a

n+60g n+601
_aug "’ 4 fBuf

U; = , aveca+3>0,a2>0,82>0,
j oy B >0,82>

. N . 0; . 0;
ce qui entraine min;e(g 1} u?*’ < @; < maX;e{o,1} u?*’ , et permet de conclure.

Théoréme 5 Sous les conditions

(@ Vi#0, A [(e—wi ) Ui — (c—wiy) S <1,

(i1) —Atr(e—ay) R <, (38)
o

(i) At (e = oy ) U <1,

le schéma en maillage mobile avec ajout de points (36)-(16)-(17) est TVD.
Démonstration : nous voulons montrer que 7V (u"*1) < TV (u™). Calculons TV (u™t1):

=400
TV = Y ful -t
i=—00
1=—1 M-1
= Y e e+ gt —a | + ) [ —
1=—00 7j=1
1=+400
ot —an |+ Y Ju -t
=1
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D’aprés la démonstration du théoréme 21 et sous ’hypothése (i), nous avons

1=—2
>l —wt <
1=—00
i=2
(1 —0;41)At™ (1—6;)At™ _ +0;
Z ll - A;n+1 (c— wi+%)+ + A:c:L+1 (c— wi+%) lugyy
i=—o0 i+1 %
1=—1
(1 —6:;)At" +0; n+6;
+ Y S (e wg)T] Tl -
1=—00 %
i=—3
(]. - 9i+1)Atn n+6; 6;
+ Z N (c—wiy1 ) [y =g
i=—oo i+1

Nous déduisons de cette inégalité

i=—2
ol —ut <
i=—o0

i=—00

1—-6_ 1At
+( Agn i —Ww_

Nous montrons de méme que

i=+o00

Z |“?-|—-|—11 - “?+1| <
Iy n+6;i41 n+6; (1 — 02)Atn n+6 n+0s
Z | ugy =t +(1+T§+1(C_w%) >|u S —uf
i=3

# OSBIA ()t gt —upt |

Nous avons aussi

= 0; At 0 [}
i i + =+
E | u;ll+1 o n+0 <1 (C u’—g >+> | - 1 - 2

_ un-l—@,'

%

M-1,_ _ — - — — — - — — _
Ej:ll |41 — 1] _ ME:I (¢ =@j41)” — (= Dy43) _ (€=@j_1)" — (e = @11)
lugt® —upt ) ] (6= @) — (6= Djug) (c=®_1) = (e =@j41)

Tous les termes de la somme de droite étant positifs, nous obtenons

S g =] _ (= @u_y) (= Buyy) (e-

n+6p n+601
ug” C —uy
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L’hypothése (i) pour i = —1 et 4 = 1 implique les inégalités suivantes :

1 1 1—00)At™ 1—0_1)At" _ 9 +6_
it = < (1= SRR (c—wo ) PR (e w0 y) )|u3+°—ui1 1
SO0 o ) [ — g |

02 1)A"

- +6_ +0-
HORRE e mw ) [ -y

—U_» )

uptt —upt < (1 ORAT 0 - wy P USRS (- wy) ) [up -t

Azg+1 2 Az’f—H
(1-61)At - + n+6o n+61
+W(C—WM+%) lug™™ —uyf™™ |
_ (1=8)At"

- 0 0
Azn Tl (C_Wg) | uy ™ _“g+ °l.

Enfin, nous avons aussi:

_ 1—0p)At™ ~ . \— " 1)
i —ml < [UEEAT e -5y + BE (- @) — (- 2y)7)
0 0 1—60)At™ 6 +0-
><|Uon+O—Uf+1|+%(0—w—%)+|“g+o 7—11 |
_ 1—6)At" - " 5 n
u;ﬁ+1_uM| S ‘( Azzl)-*-lt (C_(A)M+%)+_ AA;M ((C—Q)M_%)+—(C—WM+%)+)‘

n+6o _ un+91| _ (A-61)At"
1

n+601 n+6s
X|U0 Az{“"l 5 1 — Uy |

En faisant la somme de tous les termes, nous trouvons

1=+o00

TV (u™) < Z

1=—00

u”+9i+1 _

n+6o _ , n+01
i+1 i Uy Uy X

+

avec X =|A|—A+|B|-B
A= %(C—@%)‘F o ((c—w )" - (c—@g)’)
" B _ _0)A™ _
B = AAifM ((c—wM_%)"' — (C—wM+%)+) - %(C—wz\ﬂ-%)‘

Des hypothéses (ii) et (iii) nous déduisons que A > 0 et B > 0. Nous trouvons donc

[N

1=4+00
Tv(un+1) S Z ?:1€i+1 _ ?‘I‘ai .
1=—00
Il nous reste a montrer ‘
1=-40c0
TV@™) > Y jupt s -t (39)
1=—00
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Nous avons

1=+4o00
TV(@w™) = Y |uf —ul4
1=—00
1==2 1=+4o00
= > lufp—ull 4+ Y |ul -l
i=—00 =2

lug —uZy |+ [ouf —ug| + |ug—uf].

xpression u;' en fonction ;""" pour tout ¢, nous déduison: majoration
Des expressions des u? en fonction des u™"% pour tout i, nous déduisons les majorations
suivantes :

luiyy — uit 2 [1 + H'lAt (c— wi+%)+ — 4o (e- wi+;) ] |“n+0Hrl - n+0i|

Az? i+l Ui
%z oo ) -l
STV 1.(.1A1t (c - Wiy )_|u:b+-|—201+2 — u?:10i+1|’ Vi ¢ {-1,0,1},
uf —uf| 2 (L B (e wy)t — SR (e —wy) | [ug ™ - uf
_ 01 A"

+|“;L+91 _ n+90| + 02At ( n+63 _ u;b+92

Aoy (C— @y 1) c—ws)"|ug

Az,
o At +6_ +6_
— Ko (c—w_g)ﬂuﬁl W u"y?

HOAE (e — @)yt — gt

ud —u"y| > [1 + J—At (c—w 1)t — et (c - w—%)f] Jug+fo — w0

uf —uf| > [1 + elAt (c— Oprgt )t — GOAAEZ" (c— u‘)%) ] |u""’91 — ug+0°
"Oﬁ (c—w,l)+|u"+00 — "t
FOAL (0 — ) gt — |

En additionnant toutes ces inégalités, nous trouvons (39), ce qui conclue la démonstration.

Remarque 8 Sous les conditions (88), le schéma de Godunov en maillage mobile o topologie
non constante est TVD et vérifie le principe du maximum.

Comme pour la Remarque 4, il suffit de démontrer que (38)=(37). Cette démonstration est
tout-a-fait similaire et est laissée au lecteur.
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4.1.2 Equation de Burgers

Nous nous contentons ici d’écrire le schéma implicite linéarisé correspondant a (36) sur
I’exemple de ’équation de Burgers, qui consiste & considérer les itérations de la forme:

n+l, n+l__ g 4 X . . .
Bl WA 4 Rt w ) = Fup T it w, 1) =0, Vig {01},

At™ % 3 %
Azt tlyntl_Agn,n n+6y , n+61 — n+60_1 n+90
e+ Flug oy ws) = Fuly T g w_ 1) = 0,

Az?+1u¥+1—Az7fuT +]:-( n+01 n+92 w
s

N )—.,F( n+6o Un+01,(IJM+%):O,

leo

AZ;T ~ - .
Az;:J + ¢( "+00 "+01 w]—l—%) ¢(u0n+007 ;L+01 7wj—%) V] = 17 st 7M7
+0; i
avec  F(upt® ull Twip1) = ufud g wipt) + P (”?7”?4-17%4-%)(“?4—9 - uy)
+0;
+ 1, (u} 7ui+17wi+%)( zn+1 A _uzn+1)’

ol ¢ est la fonction de flux numérique de Godunov (12) et la fonction 1 est la fonction de
flux numérique soit de Engquist-Osher (30), soit de Roe corrigée (32).

4.1.3 Résultats numériques

On a représenté sur la Figure 7 les solutions obtenues pour ’équation d’advection avec
¢ = 0.2, pour une donnée initiale de type front en z = 0, pour le schéma localement implicite,
avec un maillage uniforme fixe et avec une addition de 5 points & des vitesses proches de ¢. On
voit que ’addition de points se passe sans probléme. Les différences de diffusion numérique
apparaissent clairement : une plus grande diffusion derriére la discontinuité (o la maillage
est de plus fixe) et une bien plus faible diffusion devant la discontinuité (ou la vitesse des
mailles est proche de ¢).

4.2 Soustraction de points

Nous nous situons dans le cadre de la Figure 8: les points-interfaces ™, et z% se re-
2 2

joignent & l’instant ¢"*! pour n’en former qu’un seul, ce qui implique la suppression de la
cellule Cy = [2™ ; ,2%].
2 2
Le schéma (13)-(14) nous donne une contrainte forte sur les vitesses des points conver-

gents, & savoir w_1 — w1 = Axg/At™ > 0. Nous considérons le schéma suivant pour un pas

1
2 2

de temps:
Aol it lal (O Ty y) — (I ) =0, Vi ¢ {~10.1} (40a)
A AT | (T g y) — o7 T w ) =0, (40b)
Az;*lu;;;fmyul + Gunto untoe w3) — (g ui 0w w1) =0, (40c)
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1 Rk
maillage fixe —+—
addition de points ---x---
0.8 ,
0.6 ;
0.4
0.2 f
0 bl ————K
-3 ) 1 0 1 2 3
Fig. 7 -.
n+l n+l n+l _ n+l n+l n+l
X sp X_ap Xar= X X3 Xs/p
t
n n n n n n
X sp2 X 3p X 1 X112 X3/ X5/

FiG. 8 — Suppression d’un point du maillage.

avec 6; € [0,1], Az et u % definis par (17) pour i # 0, et on définit en outre Azj+ =0
(ce qui implique de les conventions naturelles Az = (1 — ) Azd et ug ™ = u?) et u}

est choisi tel que
Azxguy P +6_
-+ ¢(U3,U§L+ 17w ) - ¢(ui1 17“37"‘)7%) = 07

Atm

1
2
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ce qui implique que la valeur fictive u; peut étre interprétée comme une valeur de ug“ et
que le schéma garde sa forme générale, y compris pour la cellule qui disparait au cours du
pas de temps. Comme dans la sous-section concernant ’addition de points, nous discutons
des propriétés de ce schéma muni du flux numérique de Godunov sur I’équation d’advection
et présentons le schéma implicite linéarisé correspondant pour ’équation de Burgers.

4.2.1 Equation d’advection
Théoréme 6 Sous la condition

(1—6,)At"
Cage St

Vi 0, [(e—wiy)t —(e—wipy)” (41)

(S

le schéma en maillage mobile avec soustraction de point (40)-(16)-(17) vérifie le
principe du maximum.

Démonstration: pour i < —2 et ¢ > 2, nous retrouvons (19). De plus, nous avons aussi

( o+l _ nt6_1 | (1-6_1)At" —f nt+0_y *
w’y = u_g + T Al (c— wf%) U_y — U
_ + n+0_o _ n+60_1
< +(c w_%) (u72 _1 ) (42)
n . n+9 1 0_1At" _ n+6_1 *
Uy = U_ T A7, (C - w—%) U_q — U
+ n+60_o n+6_1
\ +e—w_g)* (v -],
4
1 +6 1-61)At - +6 +6
UIL+ — n 1+% I:(C_w%) (U? 1_u?21 2)
+(c—wi)t (ug - u?"’el)] ,
< ; (43)
_ n+01 01 A" — n+6; n+03
up o= wy = SKow [(c —w3) <u1 — uy )
+ * n+6;
\ +(e—w1) (uo—ul )} .

Comme dans la démonstration du Théoréme 1, nous montrons simplement que, sous la
condition (41) pour i < —2 et ¢ > 2, nous avons:

mlnuf‘w’ < min u""’ < max u; ntl < max u, s
i#£0 i£—1,1 i#—1,1 i#£0
Sous la méme hypothése pour ¢ = —1 et 4 = 1, nous obtenons :
min (u"+9' ’5) <u™tartt < max( n+6; ,uo) .
i#0 #0

En résumé, nous avons

(41) = (min( nti g 0) < minu?t < maxu?t! < max (u?"’ei,ug)) .
i#0 i#0 i#0 i#0
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Nous distinguons alors trois cas possibles pour u :

En outre, w_1 > Wi

[N

n+6
(wg—)up ™ H(w_1 —wi)uf
* 2 —3 2 * n+61
ecswi = Uy = o1 ¢ :>u0€<u0,u1 ),
2
nt6-1
(e—w_1)u_y 7 H(w_1-wi)ug
% -3 -3 3 * n+60_1
ec2w_ 1 = Uy = p—y =>u0€<u0,u1 )7
2
%S Swf% = Uy = ug-

. 0_ 6_
Dans tous les cas: min (Uo att l,u?“’l) < uj < max (Uo o ?Hl). Donc

(41) = (mln u"+9 < minu} ntl < maxu, < maxu"+9 )
1#0 1#0

s 1. < 1ae 1 T 0;
D’autre part, considérons i I'indice qui minimise u’-”’

- Sii#—1,0,1 alors ul < u"”l Donc 4} < min, u’”L et min; v} < min,; u"”l

0- 0- 0 0 ;
— Sii=—1alors u "2' 2 >u""1' et u0>u”"1‘ ', Donc u”, SUHT 1 —mlniuiw’;
— Sidi=1alors uf ™% > w0 et uf > ult?. Donc u} < ult? = min; w7,

~ Si i =0 alors min; u? < uf = min;u]*%.

Dans tous les cas, min; 4} < min, u?"’a". Par un raisonnement analogue, nous trouvons

max; u? > min; u ”"’9 . Finalement, nous déduisons des inégalités ci-dessus

mlnu < min u“+1 < max u""'l

< maxuy,
i#0 1#£0 %

ce qui termine la démonstration.

Théoréme 7 Sous les conditions

(1) Vi¢{0, -1} 1- IAGJE% At*(e—wip )t + AII}".ilAt"(c—wH%)‘ >0,
() 1-— 2 ,f;lAtn(c—wlﬁ >0, (44)

(i) 1 At —w_y)T 20,

(S

le schéma en maillage mobile avec soustraction de point (40)-(16)-(17) est TVD.
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Démonstration : en utilisant les égalités (19) pour ¢ ¢ {—1,0,1} et (42)-(43), et en appliquant
le méme raisonnement que pour la démonstration du Théoréme 2, nous obtenons

TV (u "+1) <
—2 n n

1_200 " ; 1_%(6 a w”é)hr%(c —wiy)T| el

+ i + Z £ _AG;:EI)IAW (c—wirs)” ‘u;fz"m - “?J:rlem
1=—00 1— i

2 ay) i i em oy i —ufe
+ (:%(C - w_%)_) uy — w0 4 %(C —wy)t ‘u?”l —u}
S R~ VM )R v ol (PR DI CT R i
+ (—7(1;i})ﬁt" (c— w%)_) up T2 — g0

1-6_1)At n+o_ n+_
+%+(C_w—%) ‘ 0wl

Grace a ’hypothése (7), nous déduisons:

—2

TVt < +Z

1=—00 1=

—0_1)At" _
+(—%<c—w;> )

n+9i+1 0
z+1 ui

n+6_
uy —u !

(1—61)At" ¥ |0«
+W(C—W%) U U

nt6;__ , nt0_1_ (1—01)At" +(, nt+61 (1—6_1)At" - n+6_1
+|uy U_y W(C—w%) (uy u0)+w(c—w_%) (ug —uly ™)
o_ o_ -
De plus, en remarquant que u % — o191 = 470 _yx 4 ux — 4"t et en utilisant les

conditions suivantes (i) et (4i¢), nous trouvons:

—2

+oo
TV (u™t!) < Z +Z

i=—00 i=1

n+60_1

n+0;41 n+6; *
—u; " + (ug —u_y

i+1 7

n+61 *
+ ‘ul — U
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Similairement, en utilisant les différentes valeurs de u} données en (19) pour i ¢ {—1,0,1}
et en (42)-(43), nous trouvons:

TV(u") >
—1 “+ oo
n+61~ Tb+oz 1
Do) et i
i=—oo  i=2
n n
0_1At (C— w )+ un+0_1 _ n+6_o _ alAt (C —w )— n+0s n+01
Agr (CTw-g)" uT = (e —wy
Az™, Azt
0_1 At™ nto_ 01 At™
— * +61 *
+———(c—w_1) |ut —u = c—wi)t|ul u
A.’If " ( 2) 0 —1 A-’I;’f ( 2) 0
At™
+ ( n+60; _ ) [ C—WS) ( n+92_u711+91)+(c_w%)+ (ua_uihLel)H
n+0_1 9—1Atn — % n+6_1 4/, nt+0_o n+9 1
+ [ug —u_y Az" —(c—w_%) (ug —uZy )+(C—wg) (wly 7" =uly |-
-1
Par conséquent,
91’ 9,‘ 0_ 0
TV(u™) > ( Z +Z> 7:1 R R Y s Sl I (T Y.
1=—00 1=1
Pour conclure la démonstration, il nous suffit donc de prouver que
n+6; * * n+60_1 n n+9 1 n+6; n
Uy T Ug| Tt (Ug —U_g < jug —u_y +|ug T —ug- (45)
Comme dans la preuve du théoréme précédent, nous distinguons trois cas:
g
- siw1 <c<w_ i, nous avons uj = ug. Linégalité (45) est donc vérifice.
— sl ¢ < w1 alors uj € (uo ,uf"’al). Ainsi, [ult? —up u o — o—ud|
o_ o_
Comme |uf — w774 > ug — w1’ — |ug — ug|, on a (45).
. 0_ .
—sie>w o, alors ug € (uo ,unJ{ 1). On montre comme ci-dessus que (45) est encore

vraie.

Remarque 9 Sous la condition (44), le schéma en maillage mobile avec soustraction de
point (40)-(16)-(17) vérifie le principe du mazimum et est TVD.

Comme pour les Remarques 4 et 8, il suffit de démontrer que (44)=(4

1). Cette démonstration
est tout-a-fait similaire et est laissée au lecteur.
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4.2.2 Equation de Burgers

Nous nous contentons ici d’écrire le schéma implicite linéarisé correspondant a (40) sur
I’exemple de ’équation de Burgers, qui consiste & considérer les itérations de la forme:

Azi"+1ui"+lfAzfui" n+0; n+0iy1 n+0i—1  n+6; .

A +f(u2- lvui+1 7wi+%)_f(ui—1 % :wi—%) =0, Vi ¢{_17071}7
Az™Thy" T Az u n+0_1 4 nt0_s nt+h_q

— +Alt" + .7:(11,_1 ’u07w7%) - .7:(11,_2 yU_q ’wfg) =0,

Acy™ ui ™ —Azfuy n+61 , nt+02 * o nt01 —

N + F(ur T up T ws ) — Fugu éw%) =0,

* Azgug * . n+61 ntl_1 _
avec ug tel que — =34 + F(uguy™wi) — F(uly ugw_1) = 0.

On utilise les linéarisation suivantes :

0; +0;
( F(uin+ lau?+1 i awi—i-%) = ¢(u?vu?+1vwi+%)
+6;
mo )

+ (i ufy wig 1) (v ;
+ Ol @iy ) =), Vi g {=1,0}
9 _'F(uiie_l’u&wi%) = ¢(“ﬁl 7“(7)1‘70‘)7%) + w;(uﬁl,ug‘,wi%)(ui{e—l - uﬁl)

+ ¢L(Uf1aung_% )(UE - ug>’
]:(ua?u?—i—al 7w%) = ¢(u37u?,w%) + 1%(“3»“?:“’%)(“3 - USL)

\ + w; (ugm'?vw% )(U;H—el - “?)7

ol ¢ est la fonction de flux numérique de Godunov (12) et la fonction v est la fonction de
flux numérique soit de Engquist-Osher (30), soit de Roe corrigée (32).

5 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons présenté une méthode de volumes finis fondée sur des
maillages variables, c¢’est-a-dire mobiles & topologie non constante (nous avons considéré des
additions et soustractions de points). Dans le but d’adapter cette méthode numérique a des
maillages localement raffinés et adaptés, nous avons introduit un schéma en temps mixte
explicite/implicite, qui, tout en étant seulement localement implicite, conserve les propriétés
attendues des méthodes plus classiques en volumes finis: principe du maximum vérifié,
caractére TVD et stabilité. Nous avons présentés quelques résultats numériques élémentaires
et limités, puisque nous ne disposons pas encore d’une gestion automatique des ajouts et
suppressions de points.

Il nous reste & poursuivre I'implémentation de ces méthodes d’abord en une dimension
d’espace. Nous devrons les intégrer dans un code de volumes finis ou le maillage s’adapte
automatiquement et simplement. On pourrait envisager de faire disparaitre et apparaitre des
points en fonction du gradient local, ou des critéres couramment utilisés en adaptation de
maillage. Ainsi, une premiére étape consistera en ’obtention d’un code en maillages variables
en une dimension d’espace pour les équations d’advection et de Burgers. Par la suite, ces
idées seront étendues aux dimensions supérieures.
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