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∑
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∑
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hr���/��År�6�!�!���6�V�w���!���r���U�r��ÁX����� �!��Ã��U�r�à���ÚÃ��UÈ�År�U�r�0�O���0�6���0�����r�������U�!������År�qÁX���V�~��Á����!År� ��Á����0��ÃU���àâ6�0ÃU�r�����0�r�0�!�����w�
��ÄÇ���r�E«6�������U�VÃ��w�Ú�U�Ú�u�����]��«r«r����«r���U�����c$é®,+6�2®�­)(�ÉE¥ª�¦�M��������År�qÁÔ���V���w�����UÃ�Ä����w��ÃU��Ý������¦����«���ÃU����ÄÇ�!�6���r���w�[��Å6�!�
���u�!�0«6���!���������6�]���EÁXÅ6�������6�E���6���M���·���r�Ë�!År�6���!���6�V���Q�0��� ���°Å6���w�9��� ���0���w�V�·�V��Ã�Ã��U���U���6�[Ý������9���6���!���VÃU�w�0�~���6�
�T�OÄÍ���·�V���6�����!�����r�w�D���Ë«r������Å6�V�·�V���6���!������Ü���ÃUÅr�u�u���VÁ@�����·��������� $ -g(�É��"�r���0�����T��Á����T�������r�w� «6�������U�VÃ��w���U�
�0Ü��0� �!���u«rÃ��0�0�2�����6�V�]���r�0���]�M���r���r�0�w�¦Á@���a���Vâ6�r�U�r�Ë���Í� 
L���!�Ë�!�0��ÃU���Úâ6�0ÃU�>ßa���Í�U�������!År�qÁX���V�]��Á"�T���!�����0�6�����æÄ
Sρ = { � /ρ(

�
) = iso} �0���°�¾�����0�6���0���w�>�����6�°���r�U�"�M���V���r�0���0�Û��Ý��U���°���r�aÅr�6���0��Ã�ÄL���r�E«r�ÛÄ����U�0��Ã2�u�����0Ã`$é­)(�É/ª�OÝ~�0Ü��0�0�����r�M������Ã�År�������°�V���ÛÜ��0Ä����E��År���¾�0����Á/���U�!����Ü����Û�!�����w�0ß

• ©��0�6���0�����r�u���°�M�������T���!�"���0�6�����æÄØ�0���Ë����Ü��0��ÄØ� 
L«¾�0�6����Ü���É �Q�����Ë�������w�V���!�OÄÛ�����!���V�U�r�u����«¾��Ã�Ä������r�UÞw�����������Á>���T���u«rÃ��U�V�U�|��År�qÁÔ���V� $é®)(¡���wÈ�År�������r���6����Ä]���w���!���r�w�¿��Áà��År�qÁÔ���V��«¾�����Û�!�¿��ÃU���r�a�!�wÄ��¿���À��ÃU���r�aÜ�� 
��0Ã¡�w�����w�0É
�"�r�w���a���w���!���r�w�������a�����T���V���6�!År�u���r�EÝ��r�0�����r��â6�0ÃU���M�"���0�r�0�!�����w���ÛÄØ�ÛÅr�6�����w�r�ª��Áå«6�������U�VÃ��w�0É

• ±Ú�0«��0�6�����r�ª�������r�Q�!�r���U�V�Q��Á6���r�Q�U������Ü���Ã�År� iso ��År��Ý~���Û���w�EÜ���ÃUÅr�u�ÀÜ������U���������6���0�����¾�À���0�r�0�!�����w�E��År�����r����r���T���������6�"�����!�����w�!���w�����^$é­)(�É
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Sρ
ÝÀ��ÅrÃU�aÃ��L�0��ÃUÃ�Ä����6�a��Å6�r���0�rÃ�ÄÚ�!�6���r���Q���2�w���!�[���Vâ6�r�0�T�0�Û� �������T«rÃ��×â¡�0���������

��Á|���r��«6�������M�VÃ��a��Ä������0��É

�ªÅr�E����Ã�År���U���Í�U�����ËÅ6�!�·���D���V���UÜ��u���u«rÃ��M�V���Ú�!År�qÁX���V�·�u�L���0Ã��Ù���6��«r�U���w�¦Á@����� ���r�·���V����Ü��Ø�V���Û����År���u�L���0ÃM�
� ��� �æ���6��Ê��w� �a� Å6���w�'��� ç ���u«rÅr���0��]Ú�U���U���\$×³�&�(�ÉE�"�r�U����År�qÁÔ���V�]Ý���Ã�Ã|���!���!Ê¦���r�]�U�������T�����Ú���0�6�!����Ä¦��År�qÁX���V�
Sρ

Ý��r�UÃ����T���u�U��Ê����r�·��År�qÁX���V�]���0�6�!�����2ß����'���r�U�ÚÝ~�OÄ������r�u��������ÁX���V�!����År�]���°�°�!�6���r���T��Á~���!���ÛÅrÃM��������Ä¦Ý���Ã�Ã|���
�rÃ����!Ê��w�Ç�,aåÉ �Í�����0ÜL���0Ý ���r���T�����ËÁ@�w����År���w�Ú��Á¿���r�E�u�����0ÃÙ�r�0���w��ÁX���0�0�à���6�Ë� 
�«rÃU�����Ç�r�OÝ ���Ú�0���¦���r�����w�!�����r�
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�ªÅr�"�����.�U�À���[«r���BÜ��U���Ú�[��År�qÁÔ���V���T�L���0Ã¡�V����Ü��0�r���0�Û�QÁX���À�6���6��Ã��U�r�a����«���ÃU�����U�0��Ã¡�!�6���r���w��ãX«r���w�V�w�~��Áà��År�6���!���6�V�
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�6�����w�����u«rÃ��U�V�U�~��År�qÁÔ���V�w����Å6���Ç�������r�f���[���0�r�0�!�����w���ÛÄØÁX�����u�0���u�0���r���r� $é®,+r�!-g(�É �Í�a���ÛÅ6��«r����«��f���[���u�u�����0Ã
���r����År�qÁX���V�[��Áå���r����År�6���!���6�V���ÛÄ°���Ë�U�!������År�qÁX���V����Á¿���fÓ�Ì_�_�qÐ0Î�Ð��QÐ�� �TãX��� � Õ�Î�ÐVÖ6ÎÔÓXÏ,�pä~Ý��r�f����Ü���ÃUÅr�w�����������������w�
���
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�¾�T�������0��«���ÃM�����w� �×Á��r�0�w���w�>ÉË�"�r�w���Ø�!���u«rÃ��TÜ���Ã�År�w�[Ý���Ã�Ã/�¾�T�u�����×â6�w� ��ÄL�6���u�U�0��ÃUÃ�ÄË���Ëâ6�6��Ã�Ã�Ä'���r���T�����T���r�
��År�qÁÔ���V���6Ý��r�U���°�U�����Vâ6�r�w�Ë���wß

S(t) =
{ � ∈ IR3/f(

�
) = 0

}

�"�r�M�����U�!�V���0����ÁX������ÅrÃU�����������,a¾�0�!�����0Ü��0�!��Ã�����Ü����Û�!�����w�0É h|���!���0�r���r�a�0Ü���Ã�Å6�����������V�f������Á/���r�a«¾�����0�Û���M��Ãà��Áå�
«¾�����Û���U���!«6���V�a�0��������«¾�0�qÁ@�����T�w�����°�V���6���!���Û�����U�u���2ÓMÖ ��Ð � ÐVÖ ��ÐVÖ6Îj���·ÕS�aÎ
��Ð�Ì<Ò �	�VÏ��IÐm�!Õ'� � ��Ð ��Ó@ÎP�B�¡Ü��U�E�E�6�����M�
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�����×��ÃU���r�w�����������0��«���ÃM���������Ç�¾�0��Ý~�0�0�Í«������0�����U��ÃåÜ���ÃUÅr�w�Ú�!�·���6�������r�E�ÛÅrÃ�Ã|«¾�����0�Û���U��Ãå�¾�0��ÝÀ�0�0� ��ÝÀ�����B£!���V�0�Û�������U�
�r�����w����Á���«r«¾�f��������Ü���Ã�År�w�"�0���°����ÁX��År�6�Ø���°�]�����u«rÃU��Ã����r�w���Q�������0��«���ÃU�����U���2�LÝ��U���r��År�����ÛÄØ�r�0�w�ØÁ@�����V���u«rÅr���V�
�������0�6����Ü��E���L���q�Ôâ6�6�����r�°�u�0���r���r�0É�¤Ç�����0�OÜ��0�0�|��Å6�!� ���!���T«rÃ����r�Ø�u�0���r�L�¦«r���BÜ��U���w���������UÜ��U��Ã|«¾��Ã�Ä������r�UÞw���������
��Á����r����År�qÁÔ���V��Á@����� ���r�°���r�!�����r�w�
�����u«rÃ���«����U�Û�!�0É �à������Ã�Ä��Q�¦Á@År�����r�0�u����Ü����Û�!�����Ç����Ü��0�9�ÛÄK���r�U�]���U�!�V���0���
«¾�����0�Û���U��Ã~�U� �×Õ��!Ï'� �!ÕfÖ6ÎP�dÕ'�2��Á����r�·��År�qÁÔ���V��É����6���0�w�>�åÝ~�·�0���D���V�����D�Ë�����r��Ã��]«¾�����0�Û���U��ÃQÜ���Ã�År�u���Ë��a>�w�V�����r�
��År�qÁÔ���V�[��ÃU�����Û��Ã�Ä·���6��Ã��L�0��ÃUÃ�Ä���Ý��U���r��År���V���u«rÃ��U�0�����U�r�����r��ÁX������ÅrÃU���������2É
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k v :!DiJMFNLU;,HN6wJMT t 8MJ4noJP; Z �KB�RS:Cno6X6 uG@38Pu�6
¥ª�r���T�������r�]���r���U��������År�qÁÔ���V�a�u�w���6���u�����×Á@ÄL���r�����r�����U���V���0����â6�0ÃU�°Ü���Ã�År�w����Á

f
É"�à�Ø�0�6��År�����V���������ÛÅr�U��Ä°�������r�

�u�����U���Ç��ÁÀ���r�]��År�qÁÔ���V�
S
�>ÝÀ�]�������0���!���������r��ÁX��Ã�Ã��BÝ����r�·���ba>�0���0�Û���M��Ã��wÈ�Å6���������2�>���r�!�����r�w�¦Ü��M�T�������u«rÃU�[�!�6�����

��ÅrÃ���ß
∂f

∂t
(
�

(t), t) = −∇f(
�

(t), t) · d
�

(t)

dt

ã�³g-Ûä

¢¿År�Q���ba>�0���0�Û��ÃUÄ����×Á2Ý~�Ú���Vâ6�r��� �BÐ��hÕ��wÓMÎP� d
�

dt

���Ø�w���!�Ø«����U�Û�À��Áà���r�Ú��År�qÁÔ���V����Ý~�Ú�0���Ø�ÛÅr�u�0���M�0��Ã�Ã�Ä����Û���0���!�����
�wÈ�Å6��������� ã�³g-Ûä¿�OÜ��0�������u�Ú���°�w���!��«¾�����Û�"��Áå���r�������U�>��Å6�����r��â6�r���������ba>�0���0�6�V���r�rÉ¿�"�r�U�"Ý���ÃUÃ�������År���°�T��Ê������r�
�U�!������År�qÁX���V���0Ü���ÃUÜ��w���������r�U�"Ü��0Ã����V����ÄTâ6�0ÃU�>É

�02�� ! HK@3J4no6p@3Rr: uG6984@0noJM;�O �N6=84<
�ªÅr�����r���U�V��ÁX��� d � (t)

dt

���0Ã��U�w�~���Ë���r�����r���0��Á@��ÃUÃ��OÝ����r�E«r����«¾�0�������w�0ß
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³�É h|���!���0�����r�[��År�qÁÔ���V�a���r��ÅrÃU�����!����ÊØ���r�[����Ü��0�°�U���������0�6���U��Ä
Sρ

��Á|���r�a���r��«r����Ü��[«6�������U�VÃ��a��Ä������0� �

®LÉ��"�r�Ú�!År�qÁX���V�����r��ÅrÃU�·��ÃU���[�¾�ª�!�u�������2É/�"�r���VÅr�����0�Û�"���!���ÛÅrÃM��������Äu��Á����r�ª«6�������U�VÃU�ª��Ä������0� �!�r��ÅrÃU�u�r���Q���
Ü��M��Å6��Ã�Ã�Ä]«¾�0�!�V�0��Ü��w� �

�LÉ��"�r�����Û���0���6��ÃÙÜ���Ã�År�u�a���Vâ6�r�w�°��Ä
f ≥ 0

���r��ÅrÃU�°���!�OÄØ��Ã��T�f�����V���6���!���Û����År���U�r�u���r�a���r���T���������2É

�Í�[���ÛÅ6��Å6�!�����r�a�wÈÛÅ6�����U���2ß

d
�

dt
(t) =

[
α (ρ(

�
)− iso) + β κ(

�
) + γ

(V0 − V (t))

V0

] �
(
�

)
ã�³w­�ä

Ý��r�0��� �
(
�

) = ∇f(
�

)/||∇f(
�

)|| �U�����r�]�VÅr�����0���a�r�����T��Ã|���Ø���r�]��År�qÁÔ���V�]����«�������� �/�à���6� α, β, γ �����E���r���0�«6���!���u�0���0�!��ÝÀ�0�����r�U�r�]���r�a���0ÃU������Ü������u«¾�����!���6�V����Áå���r�����r���0�[���w�������w��«r����«¾�0�������w�����¾�OÜ���É

�"�r�Úâ6�!���Q���0���(���T�wÈ�Å6���������'ã�³w­�ä�ÁX���!�V�ª���r����År�qÁÔ���V�
f = 0

����Ã����0��Ã�Ã�Ä����o[¡�����ª��Ã����r�����!�À�r�����T��Ã���Áà���À�U�À�����
��Å6�!� �U�6���U�������r�T��År�6���!���6�V��ãX��Én��É×�Ù�×Á

ρ(
�

) > iso
ä!�|���6�'���°Ã����0��Ã�Ã�Ä�����[¡�����T��ÁÀ�����U�����L�°��Å6��� ��År�!���U����É]�"�r�U�
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	�}fgIldl
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m�
 z��Oifvq`w}�bå}�if_��Lg�v
λ2

m�� yàvdgIk!e×lægQl��Lg�gIs�eh}�bæg��Bvd`wbæe��O}
λ3

m� ! �� yàvdgIk!e×lægQsfg�}Ûlæeób���eó}�bdg��Ovq`0bde��O}
α .5− 50 " vd`Bk$#�eó}Û���U`Ok!b��Ov
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�B}a�U`Bk�b��Bv
γ 1− 100 z��B}Ûl�bdvd`Oeh}fgIs�%��Oohif_�gÀ�U`Ok�b&�Ov
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< f( � ) > =

∫

space

f( � ′)Wh( � − � ′)dr′ { ��2 |
X/cfgIvæg Wh( � ) e×lå`Úl�_�� �wbdcfeh}f� #Bg�vd}fg�o81�`w}Ûs h bæcfg�læ_�� �wbæcÛeó}Û��ohg�}f�Obæc�l��LgIk!eó� ��eh}f��bdcfg"g?��bægI}�b �O�¡bdcfg�` %Og�vq`w�Beh}f� %!�BoóiÛ_�gwm
Wh( � ) e×l ��g<`)#Og<s�`)� �Oifb � = 0 l��¿bdcÛ`0b>eób¡bdg�}Ûsfl¡b��~bæcÛg � ehvd`Bkàs�g�oóbq`/��if}Ûk!bæe��O}ª`Ol h→ 0 1 #OgIg �feh}f�¿eóbql¡eh}�bægI�Ovq`wow}��Bvæ_a`Oohe��IgIs
b&� � m

� i���� �BlægQ} ��X bæc�`0b �Oifv #Bg�vd}fg�o Wh
cÛ`Ol/` �Û}feóbæg�læi���� �Ovæb�m " cfgI}�X|g�k�`w}�`)���Ûv�����eh_a`0bdg¿`w} �as�g�vde�%0`0bæe�%Bg��w� f gI`Bl�eho��wm^ �Ov/eh}Ûl�bd`w}�k!g:1QX|g"cÛ` %Og�� �[s�g �Û}feóbæe��O}�eh} � � }

<
∂f

∂x
(r) > =

∫ +∞

−∞

∂f

∂x
(r′) Wh(r − r′)dr′.

NÔ}�bægI�Ovq`0bdeó}Û� � � �Û`Ov�bql?1�bdcfe×l ��ehgIohsÛl }
∫ +∞

−∞

∂f

∂x
(r′) Wh(r − r′)dr′ = [f(r′) Wh(r − r′)]r=+∞

r=−∞ −
∫ +∞

−∞
f(r′) · (−1) · ∂Wh

∂x
(r − r′)dr′,

l��ÚbæcÛ`wbjX�g�k�`O}�X/vdeóbæg }
<
∂f

∂x
(r) > =

∫ +∞

−∞
f(r′)

∂Wh

∂x
(r − r′)dr′. { 5  |
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Wh( � ) =
15

π(4h)3

{
(2− ‖ � ‖h )3 eó� 0 ≤ ‖ � ‖ ≤ 2h

0 ep� ‖ � ‖ > 2h
{ 5 � |

W (x)

x

h 2h

h

x

2h

W (x)

∆

h

h
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K9}Û`wbæifvq`woZXå` ��b���X/vdeóbæg~bæcfg �Ûvæg<lælæifvdgÀ� �Bvdk�gQg���g�væbægIs �O} �Û`Ov�bdehk�ohg i eh} � y$M9� �Ovd_a`wohe×læ_ e×l }
� ∇P
i = −∇PidV = −mi

∇Pi
ρi

=
mi

ρi

∑

j

mj
Pj
ρj
∇Wh( � − � j).

M���X�g %Og�v�1>bæcfgE`Ok!bæe��O}fx@vdgI`Bk�bæe��B} �fvdeh}Ûk!e��fohg(X �Oifo×s°}��Ob��LgEg�}�� �Bvdk�gIs X/eóbæc�bæcfe×l�� �Ovd_ªifo×`wbæe��O} { mi∇Pi/ρi ehlª}��ObÚg��Bi�`wob&� mj ∇Pj/ρj � �Bv i 6= j
| m " �ul���_�_�g�bævdet��gªbæcfg �fvæg<lælæifvdgÚ� �Ovqk!gIl�1 X�gai�l�g�{M`Ol�eh} � W�� | bæcÛg[s�g�vde�%0`0bæe��B}·vdifohg ∇P/ρ =

∇ (P/ρ) + P∇ρ/ρ2 b&��X/væeóbæg }
∇Pi
ρi

=
∑

j 6=i
mj

Pj
ρ2
j

∇iW ij
h +

Pi
ρ2
i

∑

j 6=i
mj∇iW ij

h .

" cfg �Ûvæg<lælæifvdgÀ� �Bvdk�g"`!���fohehgIs��B}]`���`wvæbæe×k!ohgÀe×l�bæcÛg�} }

� ∇P
i = −mi

∑

j 6=i
mj

(
Pi
ρ2
i

+
Pj
ρ2
j

)
∇iW ij

h .
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K~låeó}�bæcÛg � y$M9ohepbæbægIvd`wbæifvdg ��5 � 1 � 
 � 1QX�g"_���s�g�o %�e×læk �Blæeób�� � �[`OsÛs�eh}f�Ú`O}[g���bdvd`�� �Ovqk!g"vdg �fvdgIlæg�}�bdeó}Û��eh}Bbdg�vd}Û`wo���vdehk!bæe��O}ab��
bdcfg�læif_ �O�>g���bæg�vd}Û`Oo6`Ok�bde��O}Ûl|g?��gIv�bdgIs �O}]` �Û`Ov�bdehk�ohgwm " cfe×l|� �Ovqk!g�e×l/k��B_��fi�bdgIs[��v��B_ bæcÛg�s�e×l�bq`w}Ûk�g�`w}Ûs�vdg�o×`0bde
%Bg~l���gIgIs
�O�¾}fgIeh�Oc � �Bvæeh}f� �Û`wvæbæe×k!ohg<l!m " cfg��OgI}fg�vq`wo�g���iÛ`wbæe��O}�X�g"iÛlæg"e×l }

� viscosity
i = −η

∑

j 6=i
mimjΠij∇iW ij

h
{ 5D5I|

X/cfgIvægQbdcfg"�U`Ok!b��Ov η k��B}Bbdv��Bo×làbdcfg�`w_��Bif}�b �O� %�e×læk �Blæepb��I1�`O}Ûs�X/cfg�vdg Πij
e×l|�Oe�%Bg�} � � }

Πij =

{
hc( � ij · � ij )

ρij( � 2
ij

+h2/100)
eó� � ij · � ij < 0

0 eó� � ij · � ij ≥ 0

{ 5 
 |

� ij = � i − � j � ij = � i − � j ρij = (ρi + ρj)/2
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