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Résumé : Nous étudions dans ce travail I’équation du titre, introduite par Ljunggren et
Nagell durant la premiére moitié du siécle. Nous présentons une méthode qui permet d’une
part, & n fixé, de donner une borne pour ¢, et par ailleurs, n et ¢ étant donnés, d’obtenir des
bornes pour z et y bien plus précises que celles provenant de la théorie des formes linéaires
en logarithmes. Nous montrons également comment utiliser ces bornes méme lorsqu’elles
sont, trop grandes pour permettre une énumération exhaustive des valeurs de x possibles. En
utilisant toutes ces techniques, nous sommes & méme de résoudre complétement 1’équation
dans un bon nombre de cas, en particulier quand 5 ou 7 divise n, ou encore quand n a un
diviseur premier inférieur ou égal a 23 distinct de q.
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On the diophantine equation ””71 — 40, IIT
xr

Abstract: In this paper we study the diophantine equation of the title, which was introduced
by Ljunggren and Nagell during the first half of the century. We describe a method which
allows one, on the one hand, when n is fixed, to obtain an upper bound on ¢, and on the
other hand, when n and ¢ are fixed, to obtain upper bounds for z and y which are far sharper
than those derived from the theory of linear forms in logarithms. We also show how these
bounds can be used even when they seem too large for a straightforward enumeration of the
remaining possible values of z. By combining all these techniques, we are able to solve the
equation in many cases, including the case when 5 or 7 divides n, or the case when n has a
prime divisor less or equal than 23 distinct from gq.

Key-words: Diophantine equations, superelliptic equations
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Sur ’équation diophantienne
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C=y' I 3

1. Introduction

Vraisemblablement, ’équation diophantienne

" -1

r—1

=y%, en entiers x> 1y >1n>2,4>2 (1)

posséde uniquement les trois solutions

351 74 _1 183 — 1
=112, —— =202 et =7
3-1 C 71 @ 18—1 ’

(S)

mais on ne sait cependant pas démontrer qu’elle n’en admet qu’un nombre fini. Les premiers
résultats relatifs & (1) sont I'ceuvre de Ljunggren [25] et de Nagell [32, 33|, qui ’ont résolue
complétement si, respectivement, ¢ = 2 et n est un multiple de 3 ou de 4, les seules solutions
étant celles mentionnées ci-dessus. Pour de plus amples informations, et en particulier pour
des énoncés assurant la finitude du nombre de solutions sous certaines hypothéses, le lecteur
est invité & consulter les travaux de Shorey & Tijdeman [40, 41], ou encore le chapitre 4 du
survol de Shorey [39].

Tout récemment, d’importants progrés concernant (3) ont été réalisés par Bennett, Bu-
geaud, Mignotte, Roy, Saradha et Shorey [3, 7, 10, 11, 12, 13, 35] et ’on sait maintenant,
par exemple, que (1) ne posséde aucune solution si z est un carré [3, 13, 35] ou si z est une
puissance de 10 [10].

Dans le présent travail, nous étendons les résultats de Ljunggren et Nagell en résolvant
(1) quand n est divisible par 5 ou par 7. Alors que leurs démonstrations sont élémentaires,
dans le sens ou elles ne font appel qu’a des arguments astucieux ou classiques en théorie
algébrique des nombres, la nétre combine diverses techniques diophantiennes, dont les mino-
rations de formes linéaires de logarithmes. L’idée consiste a regarder (1) comme une équation
superelliptique et & borner la taille de ses solutions (x,y) en fonction de n et de q. A cet
effet, sous certaines conditions portant sur n et ¢, peu restrictives toutefois, il est possible
d’appliquer une méthode dont l’origine remonte & des travaux de Bilu [4] et Bilu & Hanrot
[5], et qui a déja été utilisée avec succés dans le cadre de ’équation de Catalan par Bugeaud
& Hanrot [9]. Les estimations qui en découlent sont alors suffisamment fines pour que, en
criblant modulo des nombres premiers bien choisis, on parvienne, en un temps raisonnable, &
résoudre complétement (1) pour des petites valeurs de n et ¢. Comme la théorie des formes
linéaires de logarithmes nous permet de contrdler ¢ en fonction de m, on peut ainsi, par
exemple, résoudre complétement (1) avec n = 5. Dans le cas n > 7, il est nécessaire d’avoir
recours & des idées maintenant classiques de réduction des bornes, basées sur des méthodes
d’approximation diophantienne effective de type fractions continues ou algorithme LLL.

11 convient d’insister sur le fait que rares sont les exemples de résolution compléte d’équa-
tions diophantiennes exponentielles f(x) = y? en inconnues z, y, ¢ > 2, o f est un polynéme
a coefficients entiers de degré > 3. Les techniques classiques assurent, si par exemple f pos-
séde trois racines distinctes, que le nombre de solutions est fini, mais les bornes explicites
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4 Yann Bugeaud, Guillaume Hanrot et Maurice Mignotte

que ’on obtient sont trés élevées. Ici, nous tirons parti de la forme particuliére de f, qui est
un polynéme cyclotomique, afin d’aborder ce probléme sous un angle différent.

Ce travail est organisé de la facon suivante. Nous présentons nos résultats dans la partie
qui suit, ou nous établissons également un paralléle entre (1) et 'équation de Catalan. La
troisiéme partie est consacrée aux lemmes auxiliaires relatifs & (1) et, dans la quatriéme,
nous montrons comment les formes linéaires en deux logarithmes s’appliquent & (1) pour
majorer ¢ en fonction de n, quand n est un nombre premier. L’avant-derniére partie est
consacrée & 'obtention d’une borne élémentaire pour l'entier z, sous certaines hypothéses
sur n et ¢. Enfin, la derniére partie explique comment exploiter cette borne pour résoudre
I’équation dans les cas ou la borne est trop grande pour mettre en ceuvre une énumération
exhaustive des valeurs de z (ou de y) restant possibles. Un appendice regroupant des données
numériques conclut le présent travail.

2. Résultats

Le résultat principal de ce travail est le suivant.

Théoréme 1. Le quadruplet (3,11,5,2) est la seule solution (x,y,n,q) de I’équation (1) avec
n multiple de 5 ou de 7.

Dans toute la suite, les lettres p et ¢ désignent des nombres premiers impairs: on ne se
préoccupe pas de (1) avec ¢ = 2 puisqu’elle a été résolue par Nagell et Ljunggren.

Avant d’énoncer nos autres résultats, nous montrons comment sont étroitement liées
I’équation (1) et I’équation de Catalan, et nous donnons les grandes lignes de la démonstra-
tion du Théoréme 1.

Soient p et ¢ des nombres premiers impairs. Pour que (1) n’ait pas de solution (z,y,n,q)
avec n multiple de p, il suffit, d’aprés le Lemme 1 ci-dessous, que p soit congru & 1 modulo
g ou, sinon, de prouver que les équations

P — 1

z—1 =y (2)
et p_1

x —

poneal 44 )

n’ont que des solutions triviales. Cette derniére équation apparait également dans 1’étude de
I’équation de Catalan
P —y? =1. (4)

De facon plus précise, pour ’équation de Catalan, on écrit

P —1
-1 —
(@-1)——— =y
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et on sait depuis Cassels [18] que p divise  — 1, ce qui donne en particulier une relation de

la forme
P —1

z—1

=pyi,

ol y; est un diviseur de y : nous retrouvons ainsi ’équation (3).

En 1976, R. Tijdeman [42] a montré que 1’équation (4) ne posséde qu’un nombre fini de
solutions non triviales (p,q,z,y)- Il a obtenu ce résultat en minorant deux formes linéaires de
logarithmes de nombres rationnels, I'une en deux logarithmes et ’autre en trois logarithmes.
Dans le cas p Z 1 (mod 8), Mignotte et Roy ont amélioré (voir [27] et [31]) les estimations
obtenues par la méthode de Tijdeman en considérant des formes linéaires en deux logarithmes
de nombres algébriques et en les minorant par les résultats trés précis de [21]. Un des buts
du présent travail est de montrer que cette méthode s’applique aux équations (2) et (3)
et conduit, méme lorsque p est congru & 1 modulo 8, & d’excellentes majorations pour gq,
inaccessibles par les méthodes classiques, lesquelles reposent sur des minorations de formes
linéaires en au moins trois logarithmes. Les détails sont donnés dans la partie 4, mais notons
d’ores et déja que les formes linéaires de logarithmes que nous considérons sont obtenues &
partir de la démonstration de différents critéres sur 1’équation de Catalan (voir [19], [20],
[28] et aussi un travail de T. Nagell [33]).

Nous avons ainsi réduit notre probléme a la résolution des équations (2) et (3) pour des
“petites” valeurs de q. Si q est différent de p et ne divise pas le nombre de classes relatif du
p-éme corps cyclotomique (condition vérifiée pour tout p < 19), la méthode décrite dans [9]
et inspirée de travaux de Bilu et de Bilu & Hanrot s’applique aux équations (2) et (3), et
permet d’obtenir de trés bonnes majorations pour z et y. Les bornes précises sont explicitées
dans la partie 5, ainsi que le crible qui permet de conclure. Dans le cas ¢ = p, que nous
appelons cas diagonal, la situation s’avére plus délicate et nous n’avons pas d’autre choix
que de résoudre (2) et (3) a l’aide des algorithmes décrits dans [5], qui sont malheureusement
trés lourds & mettre en ceuvre dés que p = ¢ > 11. Comme le montre ’énoncé ci—dessous, le
cas diagonal est le seul que ’on ne sache pas résoudre quand p et ¢ sont tous les deux petits.

Théoréme 2. Si (z,y,n,q) est une solution de (1) n’appartenant pas & S et si p est un
diviseur premier impair de n, alors ou bien p > 29 ou bien (p,q) € {(11,11), (13,13), (17,17),
(19,19), (23,23)}.

Théoréme 2’. Si le nombre de classes du sous-corps réel maximal du 121-éme (resp. du
169-éme) corps cyclotomique n’excéde pas 1000 (resp. est égal a 1), alors ’équation (1) n’a
pas de solution (z,y,n,q) avec n multiple de 11 (resp. multiple de 13).

Remarque : Les prémisses du Théoréme 2’ sont en particulier vraies si I’'on admet I’hy-
pothése de Riemann généralisée pour la fonction zéta de Dedekind des corps de classes de
Hilbert de ces deux corps cyclotomiques (voir e.g. [24]).

Remarque : Il est envisageable, au prix de calculs assez lourds, d’améliorer la borne 29;
il faut toutefois toujours exclure le cas (p,p) pour p > 11, qu’il n’est pas réaliste d’espérer
traiter par les méthodes présentées ici au-dela de p = 13.
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On ne sait pas démontrer que (1) n’a qu’un nombre fini de solutions (x,y,n,q) avec ¢ = 3,
cependant de telles solutions, si elles existent, vérifient

e n =5 (mod 6) (résultat da & Ljunggren [25]),

e 1 est une puissance de nombre premier (Corollary 1.2 (d) de Bennett [3]).

La méthode développée dans ce travail nous permet d’affiner ces résultats.

Théoréme 3. Si les entiersn > 4, x > 1 et y > 1 vérifient

z" —1 =y3,

z—1

alors il existe un nombre premier p congru a 5 modulo 6, et a > 1 tels que n = p*. De plus,
p > 101.

Remarque : En utilisant le Théoréme 6 et le Lemme 1 ci-dessous, il est possible de montrer
que si I'on suppose en outre dans le Théoréme 3 que h™ (Q({p)) (le nombre de classes relatif
du p-éme corps cyclotomique) n’est pas un multiple de 3, alors n = p ou p?>. On constate
qu’environ 56 % des nombres premiers p compris entre 100 et 5000 satisfont cette hypothése

portant sur h~(Q((p))-

Le dernier énoncé compléte les Théorémes 1, 2 et 3 et présente d’autres paires (p,q) que
nous sommes parvenus & traiter.

Théoréme 4. Si (z,y,n,q) est une solution de (1) n’appartenant pas & S et si p est un
diviseur premier impair de n, alors (p,q) ¢ {(29,5), (29,19), (29,23), (31,23), (37,5), (37,7),
(37,11), (67,5)}.

Remarque: Notre méthode nous permet en outre de retrouver I'un des résultats de Nagell
et Ljunggren mentionné dans I'introduction, & savoir de résoudre (1) lorsque 7 est un multiple
de 3.

3. Résultat auxiliaire

L’étude de l’équation (3) se trouve grandement facilitée par le résultat de factorisation
suivant, complémentaire du Lemma 7 de Shorey [38].

Lemme 1. Soit n > 3 un entier non divisible par 4 et soit ¢ un nombre premier impair.
Ecrivons n sous la forme n = 2¢p*d avec k > 1, ¢ € {0,1} et p premier impair ne divisant
pas d. Si ’équation

z" —1

z—1

= yq
admet une solution vérifiant x > 1, alors p Z1 (mod q) et 'une des équations

P —1 P —1
=y, =py?
r—1

r—1

INRIA
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admet une solution vérifiant x > 1.

Démonstration : Sous ’hypothése du lemme, la démonstration du résultat (A8.2) de Ri-
benboim [34] montre que ’équation (;L'pk —1)/(z — 1) = y? admet alors une solution avec
z > 1. Or nous savons (il s’agit du Corollary 1.2 (a) de Bennett [3], démontré indépendam-
ment et au moyen de techniques différentes par Mignotte [29]) que I’équation (1) n’admet
aucune solution (X,Y,N,Q) vérifiant N = 1 (mod Q) et Q@ > 3. On en déduit que ¢ ne
divise pas p* — 1, et donc, comme k > 1, que ¢ ne divise pas p — 1. La derniére assertion du
lemme est contenue dans 1’énoncé (A8.2) de Ribenboim [34]. o

4. Majoration de ¢ en fonction de p

Soient a un entier non nul et f un polynoéme 4 coefficients entiers et & racines simples, de
degré n > 2. Tijdeman [42] (cf. également le chapitre 10 de [41]) a démontré que 1’équation
diophantienne

f(x) =ay™ en entiers m > 0,x,y & +£1,0

entraine que m est majoré par une constante effective ne dépendant que de f et de a. Une
version explicite de ce résultat se trouve dans une note de Bugeaud [8], qui prouve, dans
le cas particulier ot f est unitaire de hauteur (ici, la hauteur d’un polynome & coefficients
entiers est le maximum des valeurs absolues de ceux-ci) égale & H et de discriminant égal &
D, que l'on a

m < max {nlog(2H + 3),2'*("+8) ™ | D|3/2 (log | D|)*" log® [3al}.

La démonstration repose entre autres sur des minorations de formes linéaires en r + 3 loga-
rithmes, ot r désigne ici le rang du groupe des unités d’un corps de nombres engendré par
une racine de f. C’est en raison de ’absence d’estimations trés fines pour les formes linéaires
en m > 3 logarithmes que I’on obtient par cette approche des constantes numériques élevées,
beaucoup trop grandes pour pouvoir traiter le probléme qui nous intéresse. Cependant, dans
le cas trés particulier des équations (1) et (2), il s’avére en fait possible de ne faire appel
qu’a des formes linéaires en deux logarithmes. Ainsi, grace aux estimations trés précises de
[21], on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5. Soit p un nombre premier impair. Alors les équations (2) et (3) ne peuvent
avoir de solutions non triviales que pour

g < 9000 p? log* p.
En outre, si p n’est pas congru a 1 modulo 8, on dispose de la majoration plus fine
g < 64000 p log® p.

Enfin, pour p = 5,7,11,13,17,19,23, nous obtenons respectivement les bornes 5521, 25404,
41784, 213949, 197658, 72123, 87523.

RR n 3808



8 Yann Bugeaud, Guillaume Hanrot et Maurice Mignotte

Remarque : Les deux premiéres majorations de ¢ sont obtenues en appliquant, respecti-
vement, le Corollaire 1 et le Théoréme 3 de [21]. Pour les petites valeurs de p, nous avons
cependant besoin d’estimations plus fines. A cet effet, nous avons utilisé le Théoréme 1 de
[21], avec un choix ad hoc des paramétres, et en tenant compte de la minoration y > 2p+1,
qui découle des travaux sur les diviseurs primitifs (voir par exemple [34], page 17). En
pratique, nous avons obtenu de meilleures bornes sous diverses hypothéses sur y, et véri-
fié celles-ci en énumeérant les y correspondants dans les intervalles requis. On consultera
I’appendice pour une table des bornes utilisées.

Nous présentons maintenant la démonstration de la premiére assertion du Théoréme 5.

a. Préliminaires algébriques.

Soit (z,y,p,q) une solution de (2) ou de (3). Notons (, = e*™/P et L le corps cyclotomique
Q)

Ecrivons p— 1 =d f, avec f et d des entiers que ’on choisira ultérieurement. Désignons
par g une racine primitive modulo p. Alors le groupe de Galois Gal(L/Q) est cyclique,
engendré par la transformation o : ¢, = (9. Si 7 = o alors 7((,) = (J* ot m = g mod p.
Désignons par K le sous-corps de L qui est invariant sous ’action de 7. Alors K est un corps
de degré det K = Q(€) ot £ = (p+ (" +-- -+C17,”f_1 ; en outre Gal(K/Q) = {1,0,...,0% 1}.
On désigne par hx le nombre de classes de K. Dans le cas ou f est impair, le corps K est de
type CM et p := 0%/2 est la conjugaison complexe ; en outre, hx est égal au produit hi; - hy,
ol h; est le nombre de classes du sous-corps réel maximal de K et hy est un entier, appelé
le nombre de classes relatif.

Posons i
A(X) = H(X - C;nj) = Np/k(X — (),
7=0
(L ~ dans le cas de I’équation (2),
= A1) = H;;Ol(l — (™), dans le cas de 'équation (3),

et
. [ 1, dansle cas (2),
P=1p, dansle cas (3).
Nous obtenons alors H?:_OI c'(B8) = p dans les deux cas.
Dans le corps K, nous avons la factorisation

y'=61--6a, 0 =0 (A@)/B), i=1,....d,

ot les §; sont des entiers de K premiers entre eux deux a deux (voir [20]). Si ¢ fhk il existe
un entier algébrique « et une unité n de K tels que

A(z) = nBal.

INRIA
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Un argument dt & Schwarz [36] montre que si K est un corps de type CM, alors ’hypothése
¢ Jhx suffit pour obtenir une factorisation analogue & la précédente.

On suppose d’abord f > 1 et impair. Comme les seules racines de I'unité appartenant a
K sont +1 et que K est un corps de type CM, ceci implique que 77 = 7. Remarquons aussi
que (dans tous les cas)

f-1 , -1 . f-1 .
@) =& -¢™) =G x -1 ==X [J&" - ¢") = -x7 401/x),

la seconde égalité résultant de la congruence 1 +m + ---+m/~1 =0 (mod p), elle-méme
conséquence des relations m/ = g¥ =1 (mod p).

En particulier, on a ici A?(X) = A(X) et 8 = A(1) = —A(1) = —f dans le cas (3).
Donc A(zx) = +8na?. De plus la preuve de [28] montre que A(z) # A(z). D’ot les relations

A@) L qay T fe-g\ T (1-g
A(m)_i(a) _EJ(@«—Q;W)_H<1—(;m"/x>7é1' )

=0

Si ’on choisit f =1,ona K =L et 7 = £n, o £ est une racine de 'unité, donc £ = ﬂ:(g et,
quitte & remplacer o par iCI’,“a avec k convenable, on aboutit encore & la relation (11).

Le dernier cas qui nous servira est celui ot K = Q(,/p) (dans ce cas p = 1 modulo 4 et
f est pair), pour lequel on a A(z) = nBat et A?(z) = p(nB)(p(a))’, d’ot

Ar(z) _ (p(a)>q’

a

A(z)
ot 7' est une unité de K. Si e (> 1) est 'unité fondamentale de K, on en déduit

A’ (x)

Ae) = el (12)

avec v € K et j entier, |j| < ¢q/2.

b. Les formes linéaires en deux logarithmes.

Clairement,
AP (z) 1
=1+0(-]).
Ay T (m)
De maniére précise, on a |z| > 2, ce qui implique |log(1 + z/z)| < ‘i—‘ pour tout nombre

complexe z de module 1 (ou log désigne la détermination principale du logarithme) et donc

1-¢ /z

<4f

F-t
AP
A :=|log (x)‘ < Z log l (13)

i) | = &

RR n 3808



10 Yann Bugeaud, Guillaume Hanrot et Maurice Mignotte

Supposons que le corps K ne soit pas réel. Il existe alors un entier rationnel k, avec
|k| < g, tel que
A = |qlog(a/a) — kin| # 0.

Comme le nombre algébrique @&/« est racine du polyndme & coefficients entiers
d—1
H O'J(O_é - (IX) = NK/Q(Oé)Xd + -,
i=0

et que tous ses conjugués sont de module 1, on a

1 lo
h(a/a) = Elog|NK/Q(a)| = %, (14)

puisque Nk,qA(z) = £Nk,q(8)-Nk/q(a?) = £py?, ot h désigne la hauteur logarithmique
absolue (définie par exemple dans [21]).

Nous supposons désormais de plus que p n’est pas congru & 1 modulo 8 et que p—1 = 4f
ou 2f, avec f impair. Le corps K est alors le plus petit sous-corps CM de L et ’on déduit
de (13) estimation

A< —. (15)
En appliquant le Théoréme 3 de [21], on a la minoration
log |A| > —8.87aH?,
ot D=[K:Q]/2=d/2<2et
a > max{ZO, 10.98|log (a@/a)| + Dh(o‘z/a)},

H =max{17,¥2, Dlog (41 + 5&5) + 235D +5.03}.

Un calcul élémentaire s’appuyant sur (14) et sur la minoration y > 11 montre ensuite que
I’on peut choisir

11 2
a=12logly| +16 et H =max{2log (q(% + @)) +9.73,17}

obtenant ainsi, par (15)
log |z| < log 2p + 8.87(121og |y| + 16) max{Zlo L +97317}2
g = log2p . g1y g\ 4q 2a " 689 -9, -
La relation (2P —1)/(z — 1) = py? entraine |zP| > |y|?, et, comme |y| > 11 et p > 5, il vient
2

< 0.42p log 2p + 237p{10g<2q—7> + 9.73}
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Sur ’équation diophantienne z

d’ou
g < 64000 p log” p. (16)

Supposons maintenant que le corps K est quadratique réel et donc que p — 1 = 2f avec
f pair. D’aprés (12), nous devons alors considérer la forme linéaire en deux logarithmes de
nombres algébriques réels

= |jloge + glog|.

Une partie des calculs précédents s’applique encore, en particulier la majoration (15) reste
valable pour A’. On sait (voir par exemple [17], page 199) que 'on a

loge < y/plog(4p)

et le méme calcul que (14) montre que

) +1jlh(e)

% + 5 (/plog(4p)).

et

o= g(loglAl + 210;142)’
et, compte-tenu de (15), cela donne
log |z| < log(2p) + 123.6 (y/plog4p) (log |y| + +/plog 6p) max{logb',10.5}>.
Comme |z|P > |y|? avec |y| > 2p+ 1 et p > 5, on en déduit aussitot
¢ < 67.8p” (log 4p) (log 6p) log*(¢/5),

d’ou
g < 9000 p? log* p. (17)

Les majorations (16) et (17) reposent respectivement sur I’hypothése (¢,hx) = 1, quand
K est de type CM, et sur 'hypothése ¢ ne divise pas hk sinon, c’est-a-dire lorsque K est un
corps quadratique réel. Compte-tenu des majorations des nombres de classes, nous avons,
dans le premier cas considéré, hy < p® logp (cela se déduit des majorations de Louboutin
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12 Yann Bugeaud, Guillaume Hanrot et Maurice Mignotte

[26]) et, dans le second, hk < \/p log4p (voir [17], page 199). Par conséquent, les bornes (16)
et (17) sont valables sans aucune condition de divisibilité portant sur le nombre de classes.

Remarque : Notons qu’en suivant la méthode qui a mené & (16) il est possible de majorer ¢
lorsque p est congru & 1 modulo 8. Cependant, la borne obtenue est alors, en général, moins
précise que (17), car on ne controle plus le degré de K: il peut étre de 'ordre de p, ce qui
conduit & une majoration de g de ’ordre de p°.

5. Majoration de z et de y

Ce paragraphe est consacré & la majoration de la taille des solutions (z,y) des équations
(2) et (3). Comme indiqué dans la partie 2, pour démontrer les Théorémes 1 & 4, on peut
supposer que p n’est pas congru & 1 modulo ¢g. Sous une hypothése supplémentaire portant
sur h~(Q(¢p)), le nombre de classes relatif du p-éme corps cyclotomique, le résultat suivant
présente d’excellentes estimations, qui s’avérent déterminantes pour la suite de nos travaux.

Théoréme 6. Soient p et q deux nombres premiers distincts tels que p Z 1 mod q et
q //h~(Q(())- On définit

2q
qg(p—1-2¢) YA .
all) = (2sin E) (z) l_Isin2J—7r ,
q ¢/ o P
. q(p—1—-2¢) 9 l ¢ jﬂ' 24
Bl) = (2 cos —) (—) cos —
® 2q q ll P

et enfin ,
_ Jpt/a’, sip—1>2¢L,
M) = {,B(E), sip—1<2ql.

Alors si (2P —1)/(z — 1) = y? ou py?, et si C est un réel arbitraire, on a

8(p— 1)¢* log? C ot e
< 82, —~— 1 ©% M(p)) P=1-2a |
ol < (87, S0 EER, (0 (0)

La méthode de preuve suit les travaux de Bilu [4], puis de Bilu & Hanrot [5], encore que

cette “méthode” n’ait été isolée en tant que telle que dans le travail de Bugeaud & Hanrot
[9]-
Démonstration : On garde les notations et les hypothéses du paragraphe précédent, dans
le cas oit £ = 1, cest-a-dire que A(z) = = — (p. D’aprés la remarque qui suit la relation
(11), on voit que A(z)/A(z) est une puissance g-éme dans L = Q((,). Par suite, il existe
un k € Z/qZ tel que C;“ (A(z)/A(x))'/? € L, ot {, est une racine primitive g-éme de 1’unité
fixée.
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x
Sur ’équation diophantienne

On forme maintenant ’entier algébrique de L

ﬂm:A@<q(§%fm—Qq

Les conjugués ¢ (z) sont de la forme

ou k, € Z/qZ, avec k. + k,r = 0.

Par ailleurs, p(z) est un entier algébrique qui divise

A TT (¢ @E@)/A@)Y-1)" = (@) - A@)" = (G = )",
k=1

et donc Np,,q(p(x)) est un entier qui divise p.

Mais Ny, q(p(z)) est égal, & une puissance g-éme prés, & Ny, q(z — (p) = py?. Quand
p = p, cela permet de conclure que Ny,/q(¢(z)) = p, et quand p = 1, que N, q(p(x)) €
{1,p?}. En particulier, on a I’encadrement

1 < [Np/q(e(@))] < pf. (18)

La seconde partie de la preuve consiste & étudier la norme de ¢(x) d’un point de vue
analytique quand |z| — oo.
Lemme 2. Posons 1), = (C(ff - 1%, = 1si k; # 0, et ¢, = (( —Z;)q/qq, or=1—¢q
sinon. Alors si |z| > 842,
o7 (x)
(% e

8¢° log 2

log 2]

Démonstration : Si z est un nombre complexe de module inférieur 4 1/2, on a |(142)'/9 —
1] < 2(1 — 27Y9)|2] < 2|2|, comme on le voit en développant le membre de gauche en série
entiére; de la méme fagon, |Log (1 + 2)| < 2|z|log2.

Par ailleurs, si a et b sont deux nombres complexes dont les parties réelles sont strictement
positives, (ab)'/? = a'/9b'/7; par suite, pour |z| > 1, on a ¢"(z) = z(¢F (1 - Z;m_l)l/q —
(1= ¢at)aye.

Mais

GU-GahYi-(-ga Yt |\ 4 _q
G -1 G = 1l] ]
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14 Yann Bugeaud, Guillaume Hanrot et Maurice Mignotte

Si |z| > 2q, on peut appliquer l'identité sur le logarithme, et en multipliant les deux
membres de 'inégalité par g, il vient

T 2¢° log 2
Log — (=) ¢’log2
(Cq7 — 1)z ||
Le cas k; = 0 se traite de fagon analogue, en poussant le développement de (1 + z)l/ 73
Pordre 2, ce qui conclut la preuve du lemme. O

Notons 2¢ le nombre de 7 tels que k; = 0. La relation k; + k,» = 0 montre en effet que
ce nombre est pair. La somme ) o, vaut alors 2(1—¢)¢{+(p—1—-2f) =p—1—2¢f. On a
alors, pour |z| > 8¢2,

Ny qe(z)
ep=1=2al [ ¢,

Soit alors C' un réel plus grand que 8(p — 1)¢3log2/|z|. Il vient

< 8(p—1)¢3 10g2'
||

log

_o | NrLjqe(z) Ny qe(2)
H‘r ¢T H‘r ¢T ‘

Comme |9, | = |2sin(k,7/q)|? si k; # 0, et |¢-| = (2sin(2l,7/p))?/q? sinon, ou I, est
Pentier défini par C,l, = (p, et que dans ce dernier cas une valeur donnée de /; ne peut étre
prise que pour deux 7 complexes conjugués, il vient

11~

Le résultat est alors une conséquence de (18), (19) et (20). |

e < Jep 1200 < € (19)

a(l) < < B(0). (20)

En particulier, si ¢ est grand devant p, on trouve une borne pour |z|, atteinte pour £ = 0,
de I'ordre de (g/(27))?p?/(P=1). Noter que les valeurs des bornes utilisées ultérieurement sont
celles obtenues pour C = 3.

Remarque : Plutét que d’énumérer toutes les valeurs de x en-deca de cette borne, il est
préférable d’éliminer la majorité des valeurs par des arguments de congruence, en cher-
chant, pour chaque premier s = 1 mod p, & quelles classes de congruence peut appartenir
z. Comme, heuristiquement, seule une proportion 1/p des z survit au crible pour chaque s,
cette procédure est trés efficace et permet — moyennant quelques optimisations, notamment
concernant la gestion de la mémoire — d’atteindre des bornes de Iordre de 10*® en quelques
minutes. Il est utile de noter toutefois que pour ¢ > p — 1, la borne obtenue pour |y| est
de meilleure qualité et doit donc étre préférée, méme si le crible associé est un peu moins
efficace (on peut espérer atteindre des bornes de ’ordre de 10'2).
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Remarque : Il convient de dire un mot du cas ou ¢ divise h~(Q((p)), par exemple le cas
(p,q) = (23,3). Il est malgré tout possible d’appliquer le théoréme précédent dés lors que
’on sait montrer que A(z)/A(x) est bien une puissance g-éme. Dans le cas contraire, il
existe un idéal J dont l’ordre de la classe dans Cl(Q(¢,)) est g, et, si 'on pose (§) = 79,
on a A(z)/A(z) = al€/€. Noter que si & est défini & une unité prés, £/€ est lui défini &
une puissance g-éme prés (racine de I'unité). Soit s un premier congru & 1 modulo pg. On
sait que Z[(,]/(s) = F2!, 'identification se faisant en substituant & ¢, les p — 1 racines
primitives p-émes de 'unité de F;.

On peut alors, si ’on connait des générateurs de la g-partie du groupe des classes, tester
pour chaque ¢ # 1 si A(x)f/(£A(z)) est une puissance g-éme modulo s pour un certain
z mod s. Dans le cas contraire, on sait que A(z)/A(z) est une puissance g-éme et le Théoréme
6 s’applique. Un argument probabiliste naif montre que cette méthode devrait réussir avec
probabilité 1 — (1/s+1/q—1/(gs))?~!. Nous présentons dans la partie c. de ’appendice les
éléments £ correspondant aux couples (23,3), (59,3) et (83,3) et expliquons briévement la
facon dont ils ont été obtenus.

On établit dés maintenant une proposition concernant les k, qui nous sera utile ultérieu-
rement dans le traitement du cas diagonal.

Lemme 3. On se place dans le cas oit p = g, et I'on suppose que A(z)/A(x) n’est pas une
puissance p-éme. Alors

(a) Si {70,...,7p—1} sont les prolongements a Q((,2) d’'un méme automorphisme de
Q(¢p), alors {kry, ... k;,_, } ={0,...,p—1}.

(b) On écrit (z — )/ (x — () = (AP ; si Ion définit o, par 7((l2) = (7
on a, pour 7 et 7' deux plongements de Q({y2) dans C coincidant sur Q((p),
Ly — Ly mod p.

( ))1/”

(T
kr

Démonstration : Pour la premiére partie, il suffit de remarquer que si k,, = k., et que 7
et 75 coincident sur Q((p), alors en vertu de la définition des &,

1/p 1/p
z—Gp _ z—C
T1 —_— =Ty —_— ,
z =Gy z =Gy
et donc 71 = 7». Pour la seconde partie, on renvoie a ’appendice B de [5]. O

6. Réduction

Au préalable, il est bon de récapituler les résultats déja obtenus, afin de bien préciser
le travail qu’il nous reste & effectuer pour démontrer nos résultats. Soit donc p > 5 un
nombre premier et cherchons & montrer que (1) ne posséde aucune solution (z,y,n,q) avec
n un multiple de p et ¢ un nombre premier impair. On sait que cela est vrai si p est congru
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16 Yann Bugeaud, Guillaume Hanrot et Maurice Mignotte

a 1 modulo ¢. Pour les autres valeurs de ¢, il convient de prouver que les équations (2) et
(3) n’admettent aucune solution. On utilise alors le Théoréme 5 afin de majorer ¢, de sorte
qu’il nous reste seulement un petit nombre d’équations & traiter. Si le couple (p,q) est tel
que ¢ ne divise pas h~(Q({p)), et c’est le cas en particulier pour p < 19, alors le Théoréme
6 nous offre de trés bonnes majorations pour la taille des solutions des équations (2) et
(3) : il suffit alors d’énumérer les différentes valeurs possibles de z et de y, puis de constater
qu’aucune ne convient. Toutefois, méme les majorations que nous obtenons se révélent trés
vite insuffisantes pour permettre une énumération compléte. Il faut alors avoir recours 4 des
idées de réduction. La description de ces idées et leur mise en ceuvre constituent 1’essentiel
de cette partie 6.

La théorie classique des équations superelliptiques montre que toute “grande” solution
d’une telle équation correspond & une petite valeur d’une forme linéaire en logarithmes.
L’utilisation d’un minorant pour ladite forme linéaire en logarithmes fournit alors en général
une borne supérieure, indifféremment pour les indéterminées de la forme linéaire ou pour
les solutions de 1’équation.

Cependant, il semble dans 1’état actuel des connaissances sur les formes linéaires de loga-
rithmes impossible d’obtenir de cette fagon des bornes immédiatement utilisables — hormis le
cas trés particulier des formes en deux logarithmes, voir par exemple la partie 4 — en ce sens
qu’une simple énumération des valeurs situées en-decd de la borne n’est pas envisageable,
méme par les méthodes de crible décrites ci-dessus: on obtient couramment des bornes sur
les variables de 1'ordre de exp(10%°) dans les situations les plus favorables.

Aussi diverses techniques visant & compléter le résultat de Baker par des observations
numériques ont-elles été développées. Toutes ces techniques permettent d’obtenir un mino-
rant numérique précis de la forme linéaire, en exploitant la trés grande borne connue sur
les indéterminées ; ce minorant supplée alors & la borne inférieure donnée par la théorie de
Baker et permet d’affiner la borne sur les coefficients. Cette technique peut étre réutilisée
avec la nouvelle borne, et ainsi de suite ad lLibitum. Il faut toutefois signaler qu’ultimement
(usuellement en 2 ou 3 étapes de réduction) la borne ne décroit plus.

En d’autres termes — on peut dans ce contexte faire fi de la nature arithmétique des
coeflicients — on cherche & minorer précisément une quantité du type |biag +. ..+ bpay, + A,
sous ’hypothése |b;| < B. Quand n = 2, cela peut étre fait & 'aide du développement en
fractions continues de oy /a3, comme le firent originellement Baker et Davenport [1]. Quand
n > 3, on peut utiliser une généralisation du lemme de Baker-Davenport due & Ellison [16];
toutefois on a généralement recours a I’algorithme de réduction de réseaux LLL, da & Lenstra,
Lenstra, et Lovasz [23]. Nous exposons ce dernier point de vue ci-dessous. Insistons sur le
fait que, bien que basées sur des calculs numériques intensifs, ces méthodes de réduction
de la borne sont aussi rigoureuses qu’une énumération exhaustive des valeurs des variables
inférieures a la borne.

a. L’algorithme LLL et ’approche de de Weger
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Dans leur travail [23], Lenstra, Lenstra et Lovasz ont introduit une notion de base réduite
pour les réseaux ; cette notion présente ’avantage, par rapport & d’autres plus fortes, qu’il
existe un algorithme de complexité polynomiale, qui, étant donné un réseau (donné par une
base ou une matrice de Gram), produit une base LLL-réduite dudit réseau. Cet algorithme
est connu sous le nom d’algorithme LLL.

Une des propriétés fondamentales des bases LLL-réduites est le fait que si A est un réseau
de dimension n et v; le premier vecteur d’'une base LLL-réduite de A, alors

lville <2702 min ]l
TeA\{o}

De Weger s’est, semble-t-il le premier, rendu compte de 1’utilité que pouvait présenter un
tel algorithme dans le cadre de la réduction des bornes obtenues par la théorie de Baker. 1l
a également donné une version entiére de I’algorithme LLL ne faisant que des calculs exacts,
ce qui est crucial du point de vue de la rigueur des résultats (les versions rationnelles, qui
ne font également que des calculs exacts, sont extrémement peu efficaces).

L’énoncé suivant s’inspire des énoncés donnés dans [44] et [45]. On renvoie le lecteur &
ces références pour des démonstrations.

Lemme 4. Soit m un entier compris entre 1 et n. Soient (@ij)1<i<n,1<j<n €t A1,...,Ap des
nombres réels, by, ...,b,,C des entiers et soit B = max; |b;|. Soit A le réseau engendré par
les colonnes de la matrice

1 0 .. 0 R 0
0 1 ... 0 ... 0
A= 0 0o .. 1 .0 ,
[Caral  [Cazal ... [Coan-mal ... [Canal
[Cai,m] [Cazm] .- [Con—mm] --- [Conm]
x le point de coordonnées t(0,0,..., — [CAi],-.., — [CAm]) et (v1,...,v,) une base LLL-
réduite de A.
1.0n a
= 1 21=7||v1||2 — (n — m)B?
boss 2 = (1 _nBj2).
max ; | 2 & ( — nB/
2. Soit (s;) les coordonnées de = dans la base (vy,...,v,) et soit ¢* = min{i : s; € Z}.
Alors

Z biai,j + /\j

i=1

J

> 1 <\/21—nd<si*7zmv1u2 —(n-m)B*

X L — (nB + 1)/2) _
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Tl est & noter qu’appliquer le premier point en rajoutant une indéterminée (i.e., a la forme
linéaire > bja; + bp\) n’est généralement pas souhaitable : cela impose de réduire un réseau
différent par valeur de A (dans notre cas, par couple (p,q) au lieu de par valeur de p).

En ce qui concerne le choix de C', pour que le résultat ci-dessus soit non vide, on voit
qu’il faut que d(s;+,Z)||v1]|? soit de l'ordre de grandeur de 2" ~3n? B2. Heuristiquement, le
plus court vecteur d’une base LLL-réduite d’un réseau de dimension n et de discriminant A
est de norme légérement inférieure & A'/", dans le cas présent de 'ordre de C™/™. Si I’on
souhaite que le processus de réduction réussisse pour d(s;+,Z) > ¢, il faut donc choisir C
de l'ordre de (2("_3)/ 2nBE)"/ ™. 1l est en pratique préférable de le choisir légérement plus
grand, les échecs étant cotiteux en temps de calcul puisqu’ils imposent la réduction d’un
nouveau réseau.

b. Une forme linéaire de logarithmes.

Nous exposons dans ce paragraphe la méthode exposée dans [4] puis développée dans [5]
pour réduire un probléme d’équations superelliptiques & un probléme de petites valeurs de
formes linéaires de logarithmes. Cette traduction a deux objectifs: d’abord, pouvoir traiter
les cas ot 1a borne du paragraphe 5 ne s’applique pas, principalement le cas diagonal p = ¢, o
I’on doit avoir recours & la borne de Baker ; enfin, quand la borne du paragraphe 5 s’applique
mais donne un résultat trop grand pour pouvoir envisager I’énumération explicite, la réduire
en utilisant la technique exposée en 6a.

Nous cherchons juste & fixer les notations et & permettre au lecteur de lire ce travail
indépendamment de [5]; par conséquent, notre présentation reste assez sommaire, et ne
s’attache pas en particulier & exhiber les valeurs des constantes implicites dans les symboles

0.
Soient z,y des entiers tels que y? = (2 —1)/(z — 1) ou py? = (z? — 1)/(z — 1) et soit K

1/q
un corps contenant Q (Cf (@) (%) ) D’aprés le paragraphe 4a de [5], on a K = Q((,)
p

Si p ;é q; K € {Q(Cp)aQ(CpZ)} sinon.
On considére de nouveau entier algébrique ¢(x) de K, dont on sait (voir le paragraphe
5) que
e(x) = 6n,
oud € {1,1—(p,,p} et ou n est une unité, dans le cas ordinaire p # ¢. Un argument analogue
donne le méme résultat dans le cas diagonal p = q.

Soient 71, ...,n, les éléments d’un systéme fondamental d’unités du corps K, et £ en-
gendrant la partie de torsion du groupe des unités. On définit alors les entiers (b;)i<i<r
par n = ftni’l ...n%". Dans toute la suite, Log désignera la détermination principale du
logarithme, i.e., telle que —7 < Im Log (z) < 7.
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Lemme 5. Si 71 et 75 sont deux éléments distincts de Gal (K/Q) tels que k., et k,, sont
tous deux non nuls, alors il existe un entier b, 41, avec |byy1| < [b1]+ ...+ by +1+O(|z|7Y)
tel que:

- n.;'—l ¢T29T1 - —1
E b;jLog e + Log T + imbry1 = O(|z| 7). (21)
j=1 J 1

Démonstration : Définissons ®., ., = ¢"9,, /¢p™1,,. A I'aide du lemme 2, on voit facile-
ment que &, ,, = 1+O(|z|™"), et donc que |Log &, ,,| = O(|z|~"). La conclusion est alors
immeédiate, vu le choix de la détermination du logarithme. O

Notons qu'il est loisible (et préférable) d’utiliser la partie réelle de la forme linéaire ci-
dessus, excepté lorsque nous aurons besoin de recourir & la borne de Baker, car il est difficile
en général de garantir que |®(z)| # 1.

Remarque : L’hypotheése k,, et k., sont tous deur non nuls n’est pas génante. En effet,
dans le cas diagonal, qu’un tel choix est possible résulte du lemme 3 ; dans le cas ordinaire,
si ’on suppose que I'un au moins des k; est nul —i.e., £ > 1, la borne du théoréme 6 se
trouve trés nettement améliorée dans le cas oul ¢ est grand devant p. A titre d’illustration,
la borne pour |y| quand (p,q) = (5,6991) passe de 7.7 -10'2? a 1.

On note dans la suite A le membre de gauche de (21).

Lemme 6. On a max; |b;| = O(log |z|), et donc il existe un réel ¢ > 0 tel que

A = Ofexp(—cmax|b])).

Démonstration : Pour tout 7; € Gal (L/Q) on a
T
log [¢™ () /67| =Y _ bilog |n;’|-
Jj=1
Si l'on note (a;;) Pinverse de la matrice (log|n;’|), il vient
b= ai;log|e™ (z)/07].
j=1
11 suffit alors d’appliquer le lemme 2 pour conclure. La seconde assertion est une conséquence

facile de la premiére et du lemme 5. O

Le lemme précédent permet en particulier d’obtenir une borne supérieure pour les |b;| &
partir de la borne du Théoréme 6.
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Dans le cas diagonal, il nous faut une telle borne de départ sur max; |b;|, qui découle
classiquement d’une borne inférieure pour les formes linéaires en logarithmes ; il faut toutefois
pouvoir garantir que &, ., (z) # 1, ce qui fait I’objet du lemme suivant.

Lemme 7. Pour tout entier  non nul, ®,, ,,(x) # 1.

Démonstration : Comme cela ne sera utilisé que dans le cas diagonal, on peut supposer
que 71 et T» sont choisis de telle sorte que k., # 0,k., # 0 et que 71 et 7o coincident sur
Q(¢p)- Par suite, 'équation @, ,(z) = 1 se récrit, pour |z| > 1:

N 1/ =1\ 1/p N 1/ —r1\ 1/p
(99 e b-9)(-9)"):
x X x x

pour un certain entier ¢ défini modulo p par lidentité ci-dessus. En réarrangeant cette
équation, et en posant t' =t + k., — k,, on obtient

, tl p T1 t p 71
(=1)! sin (—”> (1 - CL) = (=1)*sin (-”) ot
p T p T
Si t ou #' est non nul modulo p, il vient alors par exemple
T — T1 Sin t_ﬂ' p
=t — ] -
z =, sin =%

Le membre de droite est réel et celui de gauche de module 1; par suite leur valeur
commune ou opposée est —1 ou 1, les deux conduisant & une contradiction.

Si t =t' = 0mod p, alors k,, = k,,, ce qui conduit & 71 = 75, impossible. O
Théoréme (Baker-Wiistholz). Soient (o, . ..,8, des nombres complexes algébriques dis-
tincts de 0 et de 1, et bg,by,...,byq1 des entiers. On pose B" = max(e, max; |b;|). Soient
également

dZ [Q(/BOa"'nB’r‘) : Q]a hz Z max (h(ﬂi)adilﬂ‘ogﬂi'adil) (0 SZ S 7‘),
ot h(-) est la hauteur logarithmique absolue. Alors si
A :=boLog fo + bi1Log B1 + - - - + b.Log B + bry17i,

n’est pas nul, on a
IA] > exp(—cy log B"),

ol
co = 187 - 327 4 (r + 3)!(r + 2)"P3d" 3 log(2d(r + 2))ho - - - hy.
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Démonstration : Voir [2]. m|

Comme |A| = O(exp(—cmax; |b;])), et que |bry1| < g(|b1|+...+|b|+1), la comparaison
avec la borne inférieure du théoréme précédent permet de majorer max; |b;| dans le cas
diagonal.

Sil'on pose alors o ; = log |n;” /n]*| et \; = qlog|sin(kr, 7/q)/ sin(k,,;7/q)|+log |07 /6™ |,
nous avons alors une identité du type

Z biaj + Aj| = O(exp(—cmax|b;|),

1<i<lr

ainsi que dans tous les cas d’une borne pour max; |b;|. Nous sommes donc en position
d’appliquer la méthode de réduction du paragraphe a., qui nous donnera une borne pour
max; | Y, <<, bicti j + A;j|, que Pon peut exploiter, soit pour améliorer la borne sur max; [b;,
soit pour obtenir une borne finale sur |z| (en utilisant (21)).

c. Aspects pratiques de la réduction, cas ordinaire.

Nous décrivons dans ce paragraphe deux problémes pratiques rencontrés lors de ’appli-
cation du processus de réduction “générique”’ des paragraphes a et b. La seconde remarque,
en particulier, est cruciale en termes d’efficacité.

Dans toute cette partie, on se placera dans le cas ol ¢ est grand devant p; en vertu de
la remarque qui suit le lemme 5, on peut alors supposer & peu de frais que k, # 0 pour tout
7. En particulier, tous les o, sont égaux & 1.

Choix du paramétre m. — Le choix du paramétre m introduit au paragraphe b. doit étre
effectué de facon soigneuse. Rappelons que le paramétre m désigne le nombre de formes
linéaires de logarithmes conjuguées simultanément réduites. L’augmenter permet d’obtenir
un meilleur comportement du processus de réduction (d’un point de vue technique, cela vient
du fait que ’on peut choisir une constante C significativement plus petite, d’un point de vue
heuristique, on impose une contrainte bien plus forte), au détriment de efficacité, car il faut
alors effectuer le test de réduction pour chaque (m + 1)-uplet (k;,, kr,, - .., kr,,,,) d’entiers
modulo g, et I'étape de réduction se traduit par la réduction d’un réseau de dimension plus
grande. Rappellons que le temps de calcul pris par 'algorithme LLL croit avec la puissance
quatriéme de la dimension.

Dans la pratique, quand ¢ est grand devant p (typiquement, quand ¢ > 10p), il suffit
de prendre m = 1; en effet, la borne obtenue sur = est alors grande, mais la borne corres-
pondante pour y reste de taille raisonnable. Pour les “petites” valeurs de g, on commence
simplement avec m = 1, en répétant éventuellement plusieurs fois le processus de réduction,
puis 'on augmente m jusqu’a obtenir une borne satisfaisante pour y. Signalons que pour les
exemples traités dans ce travail, m = 4 a presque toujours été suffisant, méme si des valeurs
de m allant jusqu’a 6 ont pu étre nécessaires.
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Enumeération des k.. — Il est a priori nécessaire d’effectuer le test de réduction pour tous
les m + 1-uplets (kr,)i<m avec 1 < kr ,kr,,... ks, < q—1, car les restrictions établies au
lemme 3 ne sont valides que dans le cas diagonal. Toutefois, ceci conduirait & un temps de
réduction pour un couple (p,q) de I'ordre de O(q™*!), et donc, dans le cas m = 1 le plus
fréquent, de l’ordre de O(g?,.,) pour une valeur de p donnée, ce qui requerrait déja un effort
important de calcul pour p = 7.

11 est toutefois possible de diminuer la complexité de ce calcul pour gagner (presque) un
facteur ¢, en utilisant une stratégie de type “diviser pour régner”, comme suit.

Pour appliquer le lemme de réduction, on est amené & minimiser, dans le cas i* = 1 que
I’on rencontre en pratique, la quantité
*
it (22)

Zfﬂjr {C (log
Jj=1

ot le terme étoilé peut étre nul selon la valeur de 6 dans {1,1 —(,,p}), et oit (k;;) est l'inverse
de la matrice des coordonnées dans la base canonique des vecteurs d’une base LLL-réduite
du réseau A (les k;, sont donc des nombres rationnels, en pratique petits devant 1).

1l faut alors distinguer deux cas. Quand m > 1, on minore cette quantité par

sinly,, 7/p)
sin(l7, 7/p)

sin(k.,7/q) ‘
Sin(k‘rj+1 7/q)

[(m—1)/2]

Z Kjr {C log

j=1

. kT4 ) m
uH N S {Clog

sinkr, 7/q i=[(m=1)/2]+1
m sin(lrj 7r/p) " S
+ Yo (L08R | - X
pe= 1 Jj=1

Cette derniére quantité présente ’avantage de se calculer plus efficacement : il suffit de
calculer séparément toutes les valeurs possibles des deux premiers termes (respectivement
gI(m=D/21+1 e ¢ltm+1)/2]+1 5 une constante prés si 'on tient compte des symétries), de
trier les deux listes obtenues, et de parcourir les listes pour trouver les couples dont la
différence est la plus voisine de 0 ou du terme étoilé ; en procédant de cette fagon on obtient
le minorant souhaité en O(gl(m+1)/21+11og q) opérations.

sink,, ., m/q
sink,, 7/q

Dans le cas ou le minimum de ces différences est plus grand que E;Zl |kjr| (toujours
en pratique quand m < 4, quitte & augmenter C), on obtient un minorant pour le terme
d(s;+,Z), et U'on peut donc appliquer le lemme de réduction.

Si m = 1, on minore l’expression (22) par

Kir {Clogsin k:;ﬂ-‘ — Kip {Clogsin ICTTIW-‘ + Kir ({Clog

sin(l,,7/p) = lmrl;

et l'on procéde de la méme fagon que précédemment avec les deux premiers termes, ce qui
conduit & une complexité de calcul en O(qloggq).

sin(L,,/p) H ) :
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Le cas k;, = k;, = ... = k,,, qui se traite en principe via le premier point du lemme
de réduction, peut étre omis. On constate aisément que les bornes qu’il donne sont toujours
meilleures que les bornes obtenues par application du second point.

d. Aspects pratiques de la réduction, cas diagonal.

Dans le cas diagonal, on applique la méthode de Bilu et Hanrot, qui est décrite en détail
dans [5]. On ne reprendra pas ici ’exposé détaillé, mais on indique juste quelles sont les
difficultés qui obligent & se restreindre aux deux casp=q¢=5etp=¢q=17T.

La méthode présentée au paragraphe précédent présente 'inconvénient de conduire & la
réduction d’un réseau de taille p(p — 1)/2, soit déja 21 pour p = 7, ce qui représente, vu
la taille gigantesque des coefficients, un calcul trés lourd. Qui plus est, comme on ne peut
plus dans ce cas supposer aisément que tous les k, sont non nuls, on est amené & répéter le
processus pour suffisamment de couples de plongements bien choisis, de sorte que le lemme 3
permette d’affirmer que dans au moins un cas, les valeurs des k, correspondant aux différents
plongements sont toutes non nulles.

Enumeération des k,. — La méthode de Bilu et Hanrot, en revanche, conduit & un simple
développement en fractions continues (ce qui revient a utiliser I’algorithme LLL en dimension
2), le prix & payer étant I’énumération de tous les p(p — 1)-uplets k;. Le nombre total de tels
p(p — 1)-uplets est a priori gigantesque, mais les deux assertions du lemme 3 permettent de
le réduire considérablement. En plus de ces deux restrictions, le fait que le corps de base
Q(¢p) contienne déja les racines p-émes de 'unité permet de choisir 'un des k, (que I'on fixe
arbitrairement & 0) pour la construction de (). Toutes ces remarques, auxquelles s’ajoute
I’utilisation de la conjugaison complexe, permettent de voir qu’il n’y a que (p — 1)pP—3)/2
possibilités pour le p(p — 1)-uplet k,. On peut par ailleurs noter que changer k. en son
opposé modulo p n’a pas d’incidence sur le processus de réduction, ce qui permet encore de
diviser par 2 le nombre de p(p — 1)-uplets & examiner, soit respectivement pour 5, 7, 11, 13,
17,19, 23: 10, 147, 73205, 2227758, 3282709384, 152852067369, 455691623350139.

Réduction. — Pour chacune de ces possibilités, on applique alors la méthode de réduction
décrite dans [5]. Cette méthode consiste & combiner les p(p — 3)/2 — 2 petites valeurs de
formes linéaires de logarithmes en p(p — 3)/2 — 1 variables pour obtenir une forme linéaire
(dont les coefficients n’ont plus de signification arithmétique) en deux variables. On est donc
ramené 3 chercher un minorant pour

|01 + b2 + Al, (23)

ce qui peut se faire aisément au moyen du développement en fraction continue de 6. Cette
réduction implique un calcul d’inverse de matrice de grande taille, & une haute précision ; il
est possible en 'occurrence de calculer directement 'inverse de fagon rapide, voir [6].

Unités non fondamentales. — Enfin, dans le cas ¢ = 11 ou 13, une difficulté complémentaire
se greffe; on ne connait plus de systéme fondamental d’unités, juste un systéme de rang
maximal (les unités cyclotomiques). Il est possible, dans la mesure o ’on maitrise 'indice
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d’un tel systéme, d’utiliser la variation technique décrite dans [18]. Malheureusement, sauf
sous I’hypothése de Riemann généralisée (qui implique que At (Q((121)) = AT (Q(Ci9)) = 1,
voir [24]), nous n’avons pu obtenir de bornes utilisables dans ce contexte. Nous nous sommes
donc contentés d’établir le résultat sous ’hypothése At (Q({121)) < 1000. Nous n’avons pas
en revanche jugé bon de compliquer un calcul déja extrémement lourd (une quinzaine de
jours sur un ordinateur compatible PC cadencé & 450 MHz) dans le cas ¢ = 13, mais il serait
certainement possible d’obtenir un énoncé analogue.
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Appendice. Tables numériques

a. Bornes pour q selon les valeurs de y.

y\p 5 7 11 13 17 19 23
>2p+1 | 5521 | 25301 | 41777 | 213949 | 107651 | 72109 | 87523

> 10° 2053 | 7417 | 13933 | 76099 96973 | 28859 | 36821

> 10° 1609 | 5147 9769 52489 75437 | 20029 | 25537

Pour obtenir ces majorations nous avons appliqué le Théoréme 1 de [21] et non 'un de
ses corollaires. Par exemple, pour p = 5 et sous 'hypothése y > 11, nous avons choisi les
paramétres L = 20, K = 92, S = 40, R = 56 et p = 6.0263665 afin d’en déduire la borne
5521 pour gq.

b. Bornes pour x et y pour quelques valeurs de (p,q)-

P q =] < ly| <

5 1609 3.63 - 102571 4.20-109
7 5147 1.31- 1015720 2.12-108
11 9769 6.00 - 1032198 9.10- 1032
13 52489 3.13 - 10210728 1.51-10%
17 75437 2.43 - 10313539 3.17-10%°
19 20029 1.25 . 1071594 2.20 - 1054
23 36821 3.39 - 1041017 1.81- 10%%

29 5 1.60 - 10° 3.49-10°T
29 19 1.17-10™1T 2.03-10™°
29 23 1.59- 10 1.94 - 1017
31 23 1.39- 10 2.79-10'8
37 5 4.73-10° 7.20 - 10™
37 7 1.61-107 1.15-10%7
37 11 1.89 - 100 4.23-10%
67 5 1.04-10™ 2.36 - 1015

c. La 3-partie du groupe des classes de Q((p) pour p € {23,59,83}.

On donne dans cette partie des z € Q((,) tels que (z) = J° soit le cube d'un idéal J non
principal, et on indique succinctement comment les obtenir (il faut noter que 9 ne divise pas
h=(Q(¢p)) et que AT (Q(¢p)) = 1 dans les trois cas considérés).

Dans les trois cas étudiés, on a (3) = psps dans Q((,). La réduction LLL d’un idéal
J (voir [15, partie 6.5.1]) nous fournit un élément «a tel que l'idéal J/a soit en un certain
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sens minimal dans la classe de J (pour étre précis, il serait juste de parler de réduction
dans la direction (1, ..., 1)). Dans notre cas, la réduction de I’idéal p3 laisse supposer (sans
offrir de certitude) que p3 peut ne pas étre principal, alors que, appliquée & p3, elle montre
que ce dernier est principal, et fournit des valeurs numériques approchées de I'image d’un
générateur par les différents plongements de Q((,) dans C; ceci permet de déterminer ce
générateur ¢ de facon exacte (on vérifie la validité du résultat en factorisant ’idéal (£)). La
table suivante présente les différentes valeurs de &.

D h~(Q(&)) 3

23 3 23+ GS+ O3+ U5+ B+ + 5+ (55
s+ G5+ G3) +3

59 3-59-233 20 + B + Cop + Cag + (85 + G35 + Cao + G35 + Gas + GES

+C39 + G35 + C3g + G388 + CEs + (33 + (B + (5 + G35 + (5s
+C55 + ¢ + G390 + (8o 4+ CBo + (B0 + o + (o + CBo + Goo
83 | 3-279405653 83 + (89 + ¢35 + G35 + (s + 89+ G8Y + (8
+(85 + 85 + o5 + oz +Cas + Cas + Cas + Gy
+G85 1G85 + o5 + s + Cas + Gas + Gas + Gas
+C B+ B+ 3+ I+ BT+ S+ (B
G+ R+ G+ G+ G+ G+ H s+

On peut alors appliquer la remarque qui précéde le lemme 3 & cet élément et & son
carré; cela permet d’appliquer le Théoréme 6 aux cas (23,3), (59,3), (83,3), sous réserve,
dans chacun des cas, que I’idéal p3 correspondant ne soit pas principal.

Reste donc & prouver que p3 n’est pas principal. Cela découle de facto du succés de
la méthode de la remarque. En effet, supposons que p3 soit engendré par un élément pu.
Alors il existe une unité u de Q(p) telle que up® = £, et £/ est par suite un cube. 11
en résulte que I'équation (z — ¢)/(xz — () = A3¢/€ sur laquelle est basée la remarque se
réduit & (z — ¢)/(z — ¢) = A%, laquelle a la solution = = 0. Par suite, si p3 est principal, la
méthode exposée dans la remarque échoue nécessairement. Le simple fait qu’elle réussisse
prouve simultanément que p3 n’est pas principal.
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