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Résumé : Nous présentons dans ce travail une méthode, issue de travaux de Bilu et de Bilu
et Hanrot, qui permet, sous certaines conditions, de borner de fagon bien plus précise que
par la méthode de Baker les solutions d’équations diophantiennes superelliptiques. Cette
méthode s’applique en particulier & I’équation de Catalan |2P — y?| = 1, ol ¢ > p sont
deux premiers, et nous permet de prouver que cette derniére n’a pas de solution non triviale
quand ¢ ne divise pas b~ (Q((p))-
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A new criterion on Catalan’s equation

Abstract: In this paper we present a method coming from work by Bilu and Bilu and
Hanrot which, under certain assumptions, allows one to obtain bounds for the solutions
of superelliptic equations that are much sharper than usual bound derived through the
use of Baker’s method. This method can in particular be applied to Catalan’s equation
|zP —y?| = 1, where ¢ > p are two prime numbers, and allows us to prove that this equation
has no nontrivial solution when g does not divide A~ (Q((p)).

Key-words: Diophantine equations, superelliptic equations, Catalan’s equation
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1 Introduction

La premiére majoration explicite de la taille des solutions de 1’équation superelliptique
f(x) =9y™ en entiers z,y € Z, (1)

ot m > 3 est un entier et f(X) € Z[X] est un polynome irréductible de degré n > 2,
a été obtenue par Baker [2] comme application de ses travaux sur les formes linéaires de
logarithmes. Par la suite, plusieurs auteurs ont amélioré et généralisé son résultat ; pour de
plus amples informations, le lecteur est invité & se reporter a [5], o figurent de nombreuses
références bibliographiques ainsi que les meilleures estimations actuellement connues, énon-
cées dans un cadre trés général. Cependant, méme pour m = 3 et n = 2, les bornes obtenues
pour |z| et |y| sont trés élevées (disons de l'ordre, au moins, de 10'°"°), car doublement
exponentielles en m et n et exponentielles en la hauteur de f. Il existe toutefois une autre
approche, purement élémentaire, dite méthode de Runge [30], qui, sous certaines hypothéses,
certes restrictives, conduit & des estimations explicites trés nettement meilleures. Elle a été
récemment développée par Walsh [34] et Le [18] ; en outre, peu auparavant, André [1] avait
obtenu des résultats légérement plus généraux au moyen de la théorie des G—fonctions.

Dans le présent travail, nous développons une troisiéme technique qui, & ’'instar de la
méthode de Runge, est complétement élémentaire et conduit & de trés bonnes estimations
explicites, mais ne s’applique pas & (1) en toute généralité. Elle se trouve en filigrane dans
les articles de Bilu [3] et Bilu & Hanrot [4] relatifs & la résolution explicite de (1), mais n’a
jusqu’a présent donné lieu & aucun énoncé précis. Nous comblons cette lacune et montrons
comment cette approche s’applique & I’équation de Catalan et nous permet d’obtenir, sans
faire appel & de lourds calculs, des résultats récents de Mignotte et Roy, ainsi que de nouveaux
énoncés.

2 L’équation de Catalan

Une célébre conjecture affirme que I’équation diophantienne, appelée équation de Cata-
lan,
2™ —y"=1 avec mun>2 et |z|ly| > 1,

admet pour unique solution la solution évidente 3% — 23 = 1. Pour étudier ce probléme, il
suffit de se restreindre aux exposants premiers et donc & 1’équation

2P —y?=1 avec p,g>2 premiers et |z|,|y| > 1. (2)

11 découle des travaux de V. A. Lebesgue [15], Nagell [27] et Ko Chao [12] que si (2) posséde
une solution autre que la solution triviale, alors p et g sont supérieurs ou égaux & 5. Cassels
[6] a démontré en 1960 le résultat fondamental suivant, 4 la base de tous les travaux ultérieurs
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4 Yann Bugeaud et Guillaume Hanrot

concernant (2): si (z,y,p,q) vérifie (2), alors p divise y et ¢ divise z. En outre, Tijdeman [33],
au moyen de la théorie des formes linéaires de logarithmes, a prouvé de maniére effective
la finitude du nombre de solutions de (2), puis Langevin [13], suivant la méme approche, a
calculé des bornes explicites, certes élevées, pour les exposants des solutions de (2). Autre
outil vers la résolution compléte de (2): deux critéres importants démontrés par Inkeri
[10, 11], et reposant sur le résultat de Cassels, permettent d’affirmer que, sous certaines
hypothéses, une paire de nombres premiers (p,q) ne peut étre une paire d’exposants pour
I’équation de Catalan (i.e., aucun quadruplet (z,y,p,q) avec |z| > 1 et |y| > 1 ne vérifie (2)).
Son second critére a été raffiné par Mignotte [23], puis par Schwarz [31]. L’énoncé suivant
correspond au Theorem 1 de [31], il englobe et précise les résultats de [10], [11] et [23]. On
rappelle que si K est un corps CM (i.e., une extension quadratique imaginaire d’un corps
totalement réel), son nombre de classes h(K) est égal au produit ™ (K) - h~(K), o h™(K)
est le nombre de classes du sous-corps réel maximal de K et A~ (K) est appelé le nombre de
classes relatif.

Théoréme S. Soient p # ¢ deux nombres premiers. Soit K le plus petit sous-corps
imaginaire du corps cyclotomique Q((,), o (, est une racine p-iéme de l'unité, et soit
h~(K®)) le nombre de classes relatif de K. Alors (p,q) n’est pas une paire d’exposants
pour (2) si

q [ h (K®P) et pT'#1 (mod ¢?).

En obtenant une condition sur A~ (K() et non plus sur le nombre de classes de K®,
Schwarz [31] a effectué un progrés considérable. En effet, il est important de rappeler que
ht(K®) est trés difficile a calculer et n’est pas connu pour plusieurs nombres premiers
inférieurs & 200, alors que h~ (K®)) est donné par une formule “élémentaire”, et peut donc
étre calculé, pourvu que p ne soit pas trop grand.

Au moyen de longs calculs sur ordinateur, Mignotte & Roy [25] ont montré que le plus
petit exposant p d’une éventuelle solution non triviale de (2) vérifie p > 10°. Plus préci-
sément, le Théoréme S leur a permis d’éliminer toutes les paires d’exposants (p,q), avec
p < 10%, & lexception de (p,q) € &€ := {(83,4867), (911,318917), (2903,18787)}, pour les-
quelles un nouveau critére basé sur des congruences s’est révélé efficace [21]. En outre, un
des outils prépondérants est une minoration fine de formes linéaires en deux logarithmes
[14] qui permet de borner trés précisément un exposant en fonction de autre. Pour de
plus amples informations, le lecteur est invité a consulter [23, 24, 25], ainsi que [29], ou se
trouvent détaillés les énoncés et les démonstrations des résultats antérieurs & 1992.

Le résultat suivant présente un nouveau critére assurant qu’une paire de nombres pre-
miers impairs (p,q) avec p < ¢ n’est pas une paire d’exposants pour (2). On désigne par h,
le nombre de classes relatif du corps cyclotomique Q(¢p).

Théoréme 1. Soient ¢ > p deux nombres premiers impairs. S’il existe des entiers x > 0 et
y > 0 tels que |27 — y?| = 1, alors ¢ divise h,, .

Le Théoréme 1 entraine les résultats suivants, qui ne sont pas nouveaux, mais que nous
parvenons i démontrer indépendamment de la théorie des formes linéaires de logarithmes.

INRIA



Un nouveau critére pour l’équation de Catalan 5

Corollaire 1. Soit p un nombre premier impair fixé. Les quadruplets (z,y,p,q) solutions de
(2) sont en nombre fini.

La démonstration du Corollaire 1 étant courte, nous la présentons maintenant. Il découle
du Théoréme 1 qu’il suffit de prouver que pour p > 3 et ¢ des nombres premiers fixés, il
n’existe qu’un nombre fini d’entiers x et y vérifiant 7 — y? = 1. Or un tel résultat a été
démontré (de maniére ineffective) par Siegel [32].

A notre connaissance, il s’agit de la premiére démonstration connue du Corollaire 1 ne
faisant pas appel & la théorie des formes linéaires de logarithmes.

A Taide de la table des valeurs des h,, , que I'on peut trouver dans le livre de Washington
[35], le Théoréme 1 nous permet, d’un simple coup d’ceil, de démontrer que de nombreuses
paires (p,q) de nombres premiers ne peuvent étre des paires d’exposants pour ’équation
de Catalan. On obtient en particulier le résultat suivant, qui sans étre nouveau, n’était
pas connu en 1992, comme le montrent deux notes de Mignotte [20, 22]. Il est important de
souligner que les résultats obtenus dans [23, 24, 25] font appel a la théorie des formes linéaires
de logarithmes et ont requis de nombreux mois de calcul sur ordinateur. Par opposition, le
Théoréme 1 est complétement, élémentaire.

Corollaire 2. L’équation (2) n’admet, outre (3,2,2,3), aucune solution (z,y,p,q) avec min{p,q} <
41.

Contrairement au Théoréme 1, le Théoréme S ne s’applique pas & la paire d’exposants
(p,q) si celle-ci est une double paire de Wieferich, c’est-a-dire si ’on a & la fois p?=! = 1
(mod ¢?) et ¢?"! =1 (mod p?). En outre, Ernvall & Metsénkyli [7] (et, indépendamment,
Mignotte & Roy) ont montré récemment que ’ensemble £ est exactement ’ensemble des
paires de Wieferich (p,q) avec p > 7, ¢ > 7 et p et q inférieurs & 10%. Grace au Théoréme
1, il suffit donc de vérifier que si (p,q) € &, le nombre de classes h, n’est pas divisible par
g, pour conclure que (p,q) n’est pas une paire d’exposants pour (2). Ceci remplace le critére
de congruences de Mignotte [21], qui nous a signalé n’avoir jamais publié de démonstration
compléte concernant la paire (2903,18787), pour laquelle le critére présenté dans [21] échoue
(il convient en fait de se placer dans un corps quadratique avant d’utiliser des congruences).
Le calcul des trois nombres de classes relatifs correspondants a nécessité moins d’'une minute
par la méthode de Fung, Granville et Williams [8], et permet de constater que le Théoréme
1 s’applique dans ces trois cas.

Ce qui précéde pourrait laisser croire au lecteur que le Théoréme 1 est plus efficace que
le Théoréeme S. Tel n’est cependant pas le cas en pratique, car ce dernier fait intervenir le
plus petit sous-corps CM contenu dans le corps cyclotomique Q((,) (en particulier le corps
quadratique Q(y/—p) si p est congru & 3 modulo 4), dont le nombre de classes relatif se
calcule en régle générale beaucoup plus rapidement que h,, .

Les informations concernant le nombre de classes relatif des corps cyclotomiques sont
rares ; elles permettent néanmoins de déduire du Théoréme 1 un nouveau critére pour 1’équa-
tion de Catalan, dont ’application ne nécessite pas le calcul d’'un nombre de classes.
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6 Yann Bugeaud et Guillaume Hanrot

Théoréme 2. Soit p un nombre premier de la forme p = 2¢ + 1, avec £ premier impair. Si
g > p est un nombre premier dont ’ordre modulo 2£ est supérieur ou égal & (£ — 1)/2, alors
(p,q) n’est pas une paire d’exposants pour ’équation de Catalan.

Contrairement aux résultats précédents, le Théoréme 2 utilise les bornes inférieures pour
l’équation de Catalan obtenues par Mignotte & Roy [25]. Ses hypothéses sont certes trés
contraignantes, mais son intérét principal est que son application ne requiert quun minimum
de calcul. En outre, les arguments utilisés dans sa démonstration permettent de traiter la
paire (p,q) = (83,4867) sans faire appel au critére de congruences de Mignotte [21], ni au
calcul explicite de hgg, ni, en fait, aux minorations de [25]. Il suffit en effet de constater
que Pordre de 4867 modulo 41 est égal & 40. Par conséquent, si 4867 divise hgg, il ressort
de la démonstration du Théoréme 2 que 486740 le divise également, mais cela rentre en
contradiction avec le Lemme 2.

Remarque.— L’énoncé du Théoréme 1 n’est pas symétrique en p et ¢q. Cependant, un
examen rapide de la démonstration montre que ’hypothése ¢ > p n’intervient que lors de
I’étude du cas ot I'un des £; est nul, et qu'une hypothése plus faible, par exemple ¢ >
p(1+1/logp)/2, suffit afin d’obtenir une contradiction avec le Lemme 1. Il en découle alors
le résultat suivant.

Théoréme 3. Soient p < ¢ deux nombres premiers impairs vérifiant p > ¢ (1 4+ 1/loggq)/2.
S’il existe des entiers rationnels > 0 et y > 0 tels que |z? — y?| = 1, alors ¢ divise h, et p
divise h .

De la méme maniére, on peut facilement obtenir, sous des hypothéses convenables, d’au-
tres énoncés symétriques en p et q. Il est cependant intéressant de noter qu’il existe des

paires (p,q) de nombres premiers vérifiant ¢ divise h, et p divise h,, par exemple les paires
(433,842353) et (4129,761633).

Remarque. — L’équation diophantienne
z" —1 q .
1 =Y en entiers x > 1,y >1,n>2,q¢>2, (3)

étudiée par Nagell [27, 28] puis par Ljunggren [19], a fait ’objet de plusieurs articles récents,
de la part notamment de Bennett, Bugeaud, Mignotte, Roy, Saradha et Shorey. Dans un
travail ultérieur, nous montrerons comment ’approche utilisée ici permet de majorer la taille
des solutions de I’équation (3), et de la résoudre pour certaines valeurs du couple (n,q).

3 Conditions d’application de la méthode

Pour que la méthode élémentaire présentée dans ce travail puisse étre appliquée & une
équation f(x) = ayP, ou p est un nombre premier impair, deux conditions doivent étre
réunies :

INRIA



Un nouveau critére pour l’équation de Catalan 7

(a) Si K = Q(a,B) est un corps de nombres contenant deux racines de f, on a (p,[K :
Q) =1;

(b) Suivant la terminologie de Bilu [3] et de Bilu & Hanrot [4], il n’y a qu’un seul corps
admissible, & savoir K.

Ce dernier point mérite d’étre discuté plus avant.

Dans un souci de simplification, on supposera f irréductible et unitaire, bien que ce ne
soit pas nécessaire, la méthode s’appliquant par exemple mutatis mutandis & 1’équation de
Catalan y? = 2P — 1 sous sa forme originale. On notera Ay le discriminant de f.

Nous donnons ci-dessous quatre conditions qui, ensemble, suffisent & assurer la non-
existence de corps admissibles autres que K.

(i) [racines de l'unité] (p,tx) = 1, ol tk est le nombre de racines de l'unité de K; cette
hypothése assure que toute racine de l'unité est une puissance p-éme.

(49) [unités] Le corps K est CM ; cette hypothése assure que pour toute unité u, l’entier
algébrique u/u est une racine de I'unité.

(#i3) [premiers] Tout idéal premier p de K* divisant aA; est inerte ou se ramifie dans
lextension K/K™. Par conséquent, pour tout générateur 7 de p, tous les conjugués de I’entier
algébrique 7/7 sont de module 1, donc 7/7 est une racine de 'unité.

(4v) [groupe des classes] (p,h~ (K)) = 1, hypothése qui permet de controler la contribution
du groupe des classes d’idéaux, cf. la démonstration du Théoréme 1.

Le lecteur remarquera que les deux hypothéses les plus restrictives, a savoir (ii) et (iii),
sont indépendantes de p, et que les hypothéses (a), (i) et (iv) sont réalisées pour tout p
premier & ’exception d’un ensemble fini.

4 Reésultats auxiliaires

Gréace au résultat de Cassels [6] relatif a 'équation de Catalan, Hyyrd [9] est parvenu &
minorer, pour toute éventuelle solution non triviale de (2), les valeurs absolues de z et y.
Le lemme suivant, combiné aux majorations que nous obtenons par la méthode de Bilu [3],
nous permet de démontrer le Théoréme 1.

Lemme 1. Si u > 5 et v > 5 sont des nombres premiers tels qu’il existe des entiers z > 0
et y > 0 vérifiant 2% — y? = 1, alors z > 10'!, y > 10" et

z > max{u’"' (v—1)" + Lw(2u+1)(20*" ' + 1)},
y > max{v* (u+1)*—1Tu(w-1)(u"""w-1)"+1)}
Démonstration. Il s’agit du Satz 2 et du Hilfssatz 2 de Hyyr6 [9]. o

Le Théoréme 1 affirme que si p est un nombre premier fixé et si ¢ > p est premier, le
couple (p,q) ne peut étre une paire d’exposants que si ¢ divise le nombre de classes relatif
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8 Yann Bugeaud et Guillaume Hanrot

h,, du corps cyclotomique engendré par une racine p-iéme de l'unité. Les renseignements
concernant ce nombre h;; sont rares; on sait toutefois le majorer de maniére satisfaisante,
comme l’illustre le résultat suivant, sur lequel repose la démonstration du Théoréme 2.

Lemme 2. Pour tout nombre premier p, on a la majoration

p (p1)/1 5 15.4944.66/1
- .49+4-4. o
h, <2p (m) (logp)°e 5.

Démonstration. Il s’agit d’un résultat de Lepistd [17], qui a également donné une minora-
tion explicite de h,, , montrant ainsi que le Lemme 2 ne peut étre substantiellement amélioré.
O

5 Démonstrations

Démonstration du Théoréme 1. Soient ¢ > p deux nombres premiers impairs et soient
T et y deux entiers non nuls vérifiant z¥ — y? = 1. Nous supposons que g ne divise pas h,, .
Notre objectif consiste & majorer trés finement |z|, afin de rentrer en contradiction avec les
minorations de Hyyr6 énoncées au Lemme 1.

Au vu des résultats de V. A. Lebesgue [15], Nagell [27] et Ko Chao [12], on a p > 5. En
outre, il résulte des travaux de Cassels [6] qu’il existe un entier v tel que

Notons ¢ une racine primitive p-iéme de l'unité, K le corps cyclotomique engendré par ¢ et
K™ le sous—corps totalement réel maximal inclus dans K. On rappelle que dans le corps K,
l’idéal (p) est totalement ramifié et est égal a I'idéal (1 — ()P~ 1. De plus, pour 2< j <p—1,
le plus grand diviseur commun aux idéaux (z — ¢) et (z — ¢’) divise (1 — ¢), qui est un
idéal premier. Soit maintenant p un idéal premier tel que p divise (x — ¢) avec un exposant
premier 3 q. Il s’ensuit immédiatement que p divise soit p, soit £ — (¢ pour une certaine
valeur de j; dans les deux cas, p est alors égal & I'idéal premier (1 — (). Il existe donc un
entier £ compris entre 0 et ¢ — 1 et un idéal entier a de K tel que (z — ¢) = (1 — ¢)%a?. En
comparant les normes des deux membres, on constate que £ est nécessairement égal & 1 et

que donc
(i=¢) == ®

Nous reprenons un argument de Schwarz [31] afin de déduire de (4), sous I'hypothése ¢ [ h,,,
une égalité entre nombres algébriques. Notons Ck (resp. Ck+) le groupe des classes d’idéaux

INRIA



Un nouveau critére pour l’équation de Catalan 9

de K (resp. de K1), et ¥ ’application canonique Cx+ — Ck. Comme ¥ est injective (cf.
[35], Theorem 4.14), on a

Cx
Cardm = h’p s

et, ¢ et h, étant premiers entre eux, on déduit de (4) que la classe de a est 'image par ¥
de la classe d’un idéal de K+. Il existe ainsi o € K* et b un idéal de KT tels que a = (a)b.
En outre, I’idéal b? étant principal, il existe 8 € K+ et une unité 7y € K tels que

z—¢
1-¢

Or, pour toute unité € d’un corps cyclotomique, €/ est une racine de 'unité, donc il existe
7 une racine de 'unité de K et 8 € K tels que

T—(
m_z—nG‘l.

En outre, 7 est une puissance g-iéme dans K car g # p. Ainsi (z—()/(z — () est également la
puissance g-iéme d’un élément de K, et, choisissant la détermination de la fonction z — 21/4
définie par —7/q < arg 211 < m/q, il existe & une racine primitive g-iéme de 'unité et un

entier ¢, tels que
1/q
T —
&h ( g) e K.

r—C
Suivant la terminologie de Bilu & Hanrot [4] (voir aussi le travail antérieur de Bilu [3]), on
se trouve dans le cas ou 'unique corps admissible est le corps K: on peut alors borner |z|
sans faire appel & la théorie de Baker et, par conséquent, obtenir des bornes bien meilleures
que dans la situation générale. A cet effet, on considére (cf. [3, 4]) la quantité

o)== (e (225) " 1)
r—=¢
qui est un entier algébrique appartenant & K, car il existe un entier £ tel que
p(@) = ((z = QY =& (= - Q)"
En outre, comme [[ <, 4 ((z — OYa— g (z—Q)M9)* = ({—¢), il vient

Nk/qp(x) |p?. (5)

=no Bal.

Cependant, on a vu que x — ( différe de 1 — ¢ d’une puissance g-iéme. Donc ¢(z) différe
également de 1 — ¢ d’une puissance g-iéme. Or l’idéal (1 — () est premier et sa norme vaut
p. Ainsi, il existe un rationnel A > 0 tel que [Nk, ,q@(z)| = pA?, et il découle de (5) que

INk/Q¥ (@) = p. (6)
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10 Yann Bugeaud et Guillaume Hanrot

Il s’agit maintenant d’obtenir une autre estimation de [Nk ,q(z)|. Pour cela, on procéde
exactement comme dans [4] et on considére les conjugués sur K de ¢(z), lesquels s’écrivent,

pour 1 <j<p-1,
. i\ 1/a q
oita) = o= T (e (225) -1,
¢

€T —

ou les £; sont des entiers appartenant a {0,1,...,¢ — 1}, dépendant de la détermination de
la fonction z — z'/9 choisie. Malheureusement, nous ne savons pas controler précisément les
;.

e Premier cas: on suppose les £; tous non nuls.

Par le Lemme 1, on peut supposer |z| > 10!, donc, pour tout 1 < j < p— 1, la quantité

é‘lj(m_—gj)l/q—l‘
-

est minorée par (1 — 107'0)|e?*"/4 — 1| et, comme ¢ > 5, on a A; > 5/q. Ainsi, on obtient

P — 1 § q(p—1) S |x|p71 § ‘I(P_l)‘
z—1 q - 2 q

o< (1) ™)

e Second cas: I'un au moins des £; est nul.

Aj =

Nk /()| >

Combiné & (6), cela méne 3

Du fait de la conjugaison complexe, le nombre de £; non nuls est pair. On le note 2a,
avec a > 0. La quantité A; définie ci-dessus est majorée par 3 lorsque ¢; est non nul, et par
3/(g|z|) sinon. Ainsi, compte tenu de (6), on obtient

2aq
P —1 3a(p—1) i
z—1 qlz|) 7

|z| < 3P. 8)

p = [Nk/qu(z)| <

d’oli, comme g > p + 2, la majoration

Ainsi, comme ¢ > p, les estimations (7) et (8) entrainent

|z] g4(%>q+3q. 9)

Tl nous reste & montrer que ’estimation (9) entre en contradiction avec le Lemme 1. Pour
cela, on considére des nombres premiers ¢ > p > 5 et des entiers strictement positifs = et y
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tels que 2P — y? = £1. On a alors (£z)? — (£y)? = 1 et, si ¢ divise A, il découle de (9) la
majoration |z| < 4 (¢/5)? + 37 qui n’est pas compatible avec la conclusion du Lemme 1. O

Démonstration du Théoréme 2. Avec les notations de Lehmer [16] et sous nos hypo-
theses, h,, est (cf. [16], formule (14)), & une puissance de 2p prés, égal au produit de deux
entiers ha(p) et hae(p). Il découle des formules (9) et (10) de [8] que ha2(p) ne posséde aucun
facteur premier strictement supérieur & p. Soit ¢ > p un nombre premier tel que (p,q) est une
paire d’exposants pour Catalan. Le Théoréme 1 entraine que ¢ divise h,, ; par conséquent, g
divise hyy(p). Le Lemma 3 de Lehmer [16] affirme alors que g divise hay(p) avec un exposant
multiple de l'ordre de ¢ modulo 2¢. Si cet ordre est supérieur ou égal & (£ —1)/2, il s’ensuit
que hy est au moins égal & (p + 2)(P=3)/4. Cette minoration contredit le Lemme 2 dés que
p est supérieur & 10° et on sait (cf. [24]) que (2) n’a pas de solution non-triviale si le plus
petit des exposants est inférieur & 10 : le Théoréme 2 est donc démontré. O
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