N

N

Sur le modele du frottement sec dans les problemes de
roulement des solides

Victor Zhuravlev

» To cite this version:

Victor Zhuravlev. Sur le modele du frottement sec dans les problemes de roulement des solides.
[Rapport de recherche] RR-3586, INRIA. 1998. inria-00073094

HAL Id: inria-00073094
https://inria.hal.science/inria-00073094
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00073094
https://hal.archives-ouvertes.fr

ISSN 0249-6399

ZIINRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Sur le modele du frottement sec dans les problemes de
roulement des solides

Victor Zhuravlev

No 3586
Décembre 1998

THEME 4

apport
derecherche







ROCQUENCOURT

Sur le modele du frottement sec dans les problemes de
roulement des solides

Victor Zhuravlev*

Theme 4 — Simulation et optimisation
de systemes complexes

Projet SOSSO

Rapport de recherche n " 3586 — Décembre 1998 — 10 pages

Résumé : On considere le modele du frottement sec de Contensou. L’intégration des ten-
sions tangentielles dans la zone de contact est faite a l'aide de fonctions élémentaires en
opposition aux résultats précédents qui utilisaient des fonctions elliptiques. Ainsi on calcule
non seulement la force de réaction mais aussi le couple. A 'aide d’une approximation de
Padé on extrait des expressions de la force et du couple les parties principales. En guise
d’exemple, on étudie le probleme du roulement d’une boule avec frottement sec sur un plan
horizontal.

Mots-clé : frottement sec, contact non ponctuel de Hertz, modele de Contensou, roulement
d’un solide.

(Abstract: pto)

* Institut pour les Problemes de Mécanique de Moscou. Ce travail a été partiellement réalisé lors d’un
séjour de l'auteur a I’Inria-Rocquencourt

Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex (France)
Téléphone : (33) 01 39 63 55 11 — Télécopie : (33) 01 39 63 53 30



Dry friction model in problems of solids rolling

Abstract: Contensou dry friction model is considered. Tangential stresses in the contact
zone are integrated in elementary functions unlike in Contensou work, where they were
integrated in elliptical functions. It is not only the reaction force like in Contensou, that is
calculated in such a way, but the moment of force as well.

The principal parts are extracted from the expressions of force and the moment of force
using Padé approximations. The problem of a ball rolling with dry friction along a horizontal
plane, is used as an example.

Key-words: dry friction, hertzian contact, Contensou model, solid rolling.



1 Introduction

Le probleme du roulement d’un solide sur une surface sous d’autres hypotheses que celle
du contact ponctuel a intéressé beaucoup d’auteurs [2, 3.

L’analyse des publications montre qu’on ne peut pas considérer que ce probleme est bien
résolu dans le cas ou l'interaction au point du contact est décrite par la loi du frottement
sec. Dans ce cas on doit distinguer deux types de position du probleme. Dans le premier
on suppose que la réaction au point de contact ne dépasse pas une certaine limite, de sorte
qu’il n’y a pas de glissement relatif. Cela conduit a une liaison non holonome. Dans le
deuxieme type, le glissement a lieu mais la force de frottement ne dépend pas de la vitesse de
glissement. Pour justifier ces suppositions on mentionne d’habitude ’hypothese de Coulomb.
L’inconsistence de ces suppositions est évidente : I’hypothese de Coulomb n’était pas formulée
pour un point de contact mais pour une surface. Une tentative d’étude rigoureuse de cette
question a été entreprise par Contensou [1]. Il a supposé, suivant Hertz (voir par exemple [4]),
que les corps en contact sont élastiques de sorte qu’au lieu d’un point de contact on a une
zone circulaire ou elliptique. Dans chaque point de cette zone, le glissement est différent et
en appliquant I’hypothese de Coulomb a chaque élément de la surface a I'intérieur de la zone
de contact puis en intégrant, Contensou obtient une formule, liant la force de frottement
avec la vitesse linéaire et la vitesse de pivotement. Malheureusement, la formule qu’il a
obtenue s’exprime a l'aide d’une intégrale elliptique, donc elle est tres compliquée pour
étre utilisée dans des problemes de dynamique. Le résultat de Contensou a montré que
I’hypothese de Coulomb faite pour des corps absolument rigides en contact ponctuel est tout
a fait inconsistante.

Dans ce qui suit nous montrons que la théorie de Contensou admet des simplifications
considérables et on peut la présenter sous une forme commode pour des utilisations dans des
problemes concrets.

2 Le modele du frottement sec des corps en contact

Comme dans [1], nous supposons que le contact des corps est régi par la théorie des
tensions en contact de Hertz et que les surfaces en contact sont localement sphériques. Dans
ce cas la zone de contact est circulaire de rayon . Le rayon ¢ dépend des modules d’élasticité
des matériaux, de la réaction normale A et des rayons de courbure des surfaces en contact.
La distribution des tensions s’exprime par la formule:

3 2
N[

77 one 2
ou p est la distance du centre du cercle au point ou la tension normale est o (Figure 1).

Nous allons supposer que le glissement relatif est di a deux mouvements simples : trans-
lation & vitesse v et rotation (pivotement) a la vitesse angulaire w.

La vitesse relative en un point arbitraire est perpendiculaire au rayon-vecteur de ce point
issu du centre instantané de rotation (0, #). La force élémentaire du frottement sec est opposée
a cette vitesse et elle est proportionnelle a la tension o avec le ceefficient de proportionnalité
égal au ceefficient du frottement sec f: [dF| = fodzdy.
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Fig. 1:

En intégrant la composante de cette force élémentaire sur I’axe z, nous obtenons la force
de frottement sec le long de cet axe

Fy = f//acos@d;vdy. (2.1)

En raison de la symétrie, la force du frottement le long de 1'axe y est égale a zéro, de
sorte que I'expression (2.1) représente le module de la résultante des forces tangencielles au
contact. Dans [1, 2], I'intégrale double (2.1) était exprimée en coordonnées polaires ¢, p et
par rapport a ces coordonnées prises séparément, I'intégrale a 1’air d’une intégrale elliptique.
Cela a permis a Contensou d’affirmer que la force (2.1) ne peut pas étre exprimée en fonctions
élémentaires. En réalité ce n’est pas vrai. L'intégrale (2.1) peut étre exprimée en fonctions
élémentaires si on passe des coordonnées ¢, p aux coordonnées 6, r (Figure 1)

‘ f* ro 2 3.2 _ 2
Ffrzsf'/;// cos@d@/ \/1_7“ sin” 0 + (h —r cos ) rdr
0 r1

mE g2

ou sin#* = e/h = ew/v. Introduisons les notations :

k=h/e, q=r]e.
INRIA



Alors on a:

_ 3N

T

P,

6* a2
/ cos Bdb / V—¢* + 2kqcos 0 + 1 — k2qdq. (2.2)
0 1

Les bornes ¢; et g, valent:

¢ =kcos — /1 —k%sin?0, g, =kcosf + V1 — k%sin?#.

La force Fy, est donnée par (2.2) si le centre instantané de rotation se trouve hors de la zone
du contact (k > 1). Dans le cas contraire (k < 1), au lieu de (2.2), on a:

¢ ™ q2
Fy = ?);C_N/ cos 0d9/ \/—q2 + 2kgcos 0 + 1 — k%qdg.
0 q

T 1

Le calcul montre que:

%ank(éL —k?) k<1
Fy, = (2.3)
Mik/\/f[zlk?(zl — K0 + A +2)VE2 —1] k> 1

La courbe Fy,.(k) est représentée sur la Figure 2.

F,

N

k
1
FiG. 2:
N , e . der . . .

Il s’avere que la dérivée premiere p est continue partout y compris au point k& = 1.
Notons aussi le comportement de la fonction Fy.(k) au voisinage de k = 0 et a D'infini
(k= 00):

F —§ka+0(k2) Fr,=Nf(1 ! + 0 L (2.3
Ir=3" R 10K? [z '
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Pour utiliser la loi du frottement (2.3) dans des problemes de dynamique des corps rou-
lants, il est commode de passer a "approximation de Padé, c’est-a-dire a la forme d’une
fraction rationnelle respectant le comportement (2.3'):

_ 3aN [k
fr= 8+ 37k
ou, en termes de vitesse (k = v/ew):
3 .
Fy = 7”%_(” . (2.4)
8ew + 37w

Dans [1], Contensou s’est borné au calcul de la résultante des forces de frottement. Pour-
tant, pour décrire completement I'interaction des corps en contact, il est nécessaire encore
de calculer le moment de ces forces en centre de la zone de contact.

L’intégrale correspondante s’exprime aussi en fonctions élémentaires :

3
”1/2v8f€(8—8k2+3k4) k<1

M, = (2.5)

3/6vf€[(8 —8k* +3k")0* +3(2 - K )VE2 —1] k> 1.

La courbe My, (k) est représentée sur la Figure 3. Comme la courbe (2.3), elle est lisse
en k= 1. Son comportement a l'infini est du type:

N 1

L’approximation de Padé qui conserve M;,.(0) et le comportement & l'infini est:

3rNfe  3nNfelw

M r = = .
"7 16 + 15mk  16cw + 157w

(2.6)

My,

Y

Fig. 3:
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Réunissant les résultats obtenus, nous pouvons écrire le modele du frottement issu de
I’hypothese de Coulomb, lors du roulement des corps:

Fro= fN—"" ot v#0
8ew + 3mv
(2.7)
0< F < fN wt+v=0
3 16cw
My = ZN fo— v 0
=N ot 5 O
(2.8)
3
OSMfTSENfg CU—|—U:0

(dans 'exposé précédent, les signes des variables n’avaient pas d’importance et étaient sup-
posés tous positifs).

Ou, si on change les échelles des variables v/ = 37v, w' = 87we, Fy = fN, My = ?—g./\/fe,
on a:

I

— ol !
Fy = Fow’—l—'v’ v +w #0 (2.9)
0 < Fy. < Fy v+ w = 0.
2w’
M, = My—— 3 !
= Mog gy VA O (2.10)
0 < My < M,y v+ w = 0.

Les lois (2.3)-(2.4) et (2.5)-(2.6) ou (2.9)-(2.10) fondées sur I’hypothese de Coulomb

permettent de tirer des conclusions importantes pour les applications:

1. Le frottement de glissement et le frottement de pivotement ne sont pas indépendants
I'un de l'autre. La force de frottement FY, et le couple My, sont les fonctions de la
vitesse de glissement v aussi bien que la vitesse de pivotement w. Il s’ensuit que si
on prend, comme cela est admis d’habitude, ces composantes du frottement dans une
forme ou ils ne sont pas couplés, cela n’a aucun rapport avec le frottement de Coulomb.

2. Si le glissement d’un corps sur la surface de l'autre représente une translation pure
(w = 0) alors la force de frottement a sa valeur statique limite. Mais si w # 0 (quelque
petit qu’il soit) cette valeur limite est égale a zéro. C’est pourquoi le plus célebre
exemple de la mécanique non holonome -le roulement d’un solide sur une surface ru-
gueuse est erroné. Il est basé sur des lois de Coulomb mal comprises.

3. Les fonctions (2.3)-(2.4) et (2.5)-(2.6) ou (2.9)-(2.10) n’ont pas de limite au point
v = w = 0. Cela signifie que sans information préliminaire supplémentaire sur le

mouvement, aucune simplification du modele de frottement sec n’est plus possible.
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3 Roulement d’une boule pesante homogeéne sur un
plan horizontal avec frottement sec

Les équations du mouvement de la boule homogene sont du type:

dw _
I— =M
dt ’
ot Z = (2/5)mR?- le moment d’inertie de la boule autour d’un axe passant par le centre
d’inertie, m la masse de la boue, R son rayon. La vitesse du point de la boule coincidant

mr = F

avec le centre de la zone de contact :
vy =2 — Rwy ; vy =9+ Ruw,, (3.1)
Passons en variables polaires:

v - v
v=4/vi+v2>0; cosa = — ; smazf. (3.2)

v
Le module de la force de frottement, en vertu de (2.7), est:

3/ |
F=F—""__
8¢|w, | + 3mv
Par conséquent les composantes de la force F' sont
3 Fov cos 3 Fov sin «
p, = rFweosa . 3nFovsina
8¢e|w,| + 3mv 8elw,| + 37w

Les composantes du couple au centre de la boule sont :

16cw,
16¢|w,| + 1570’

M, =RF,, M, = —RF,, M, = M,

La derniere composante est écrite en vertu de (2.8). Il s’ensuit que le systeme des équations
du mouvement de la boule est:

. 3rvRsin o . 3mvcosa
Tw, = —Fg—mm; T=—ltog 7 4
8¢clw,| + 37w 8¢clw,| + 3mv
o, 3mvR cos o = — 3mvsina (33)

°8¢e|w,| + 3mv 8¢e|w,| + 3mv
16cw,

16e|w, | + 15mv

Tw, = —

ou v et o sont donnés par (3.2)

Faisons le changement de variables (¢, w,,w,,w,,&,9) —= (T,ws, Wy, U, v, ) ou

T = (37N f/2m)t, u = Rw,. Alors le systeme (3.3) devient:

dw, B v sin « ‘ dw, B H5v cos a ‘
dr ~ RQ@ulu|+3mv) " dr  R(8ulu| + 37v)’
du S5utu o dv v . da 0
dr 16p|ul + drv " dr 8ulu| + 3mv " dr '
p=c/R
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Il s’ensuit que la vitesse de glissement relatif ne change pas de direction: o = const. On
peut poser o = 0 ce qui nous donne w, = const et "Rw, + 5v = const. De cette facon, afin
d’intégrer le systeme des cing équations, il suffit d’intégrer le systeme des deux équations en
les variables u et v.

Tout d’abord faisons quelques remarques qualitatives. Les équations différentielles déter-
minant les courbes intégrales dans le plan u, v sont:

du _ 8plu| +3mv 5pu
dv  16plu| + 570 To

Ces courbes sont représentées sur la Figure 4. Il suffit de se borner au cas u > 0.

v

Fig. 4:

Considérons le systeme qui a les mémes courbes intégrales dans le plan u,v:

di d
£ = —5(8uu + 3mv)u’v ; £ = —Tv(16pu + Smv). (3.4)

Les variables 3 et 7 sont liées par la relation :

B
T = / (16pu + Smv)(8uu + 3wv)df. (3.5)
0
Pour le systeme (3.4) il est facile de déduire I'inégalité suivante :

Vul+ 2 < V ug + vg ‘
T 14 40p3\/ud + s

Donc l'intégrale (3.5) converge.

Cela signifie que toutes les courbes intégrales du systeme (3.4) atteignent le point
u = v = 0 en temps fini. Donc la vitesse de glissement et la vitesse de pivotement s’an-
nulent simultanément [3]. Le mouvement ultérieur représente le roulement sans glissement
avec une vitesse consante le long d’une droite.
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Les résultats connus auparavant pour ce probleme, et qui sont basés sur le modele du
frottement que nous jugeons inconsistant, montre que la vitesse du glissement et la vitesse
du pivotement s’annulent indépendamment, ce qui contredit ce que nous avons obtenu pré-
cédemment.

Le systeme (3.4) peut étre résolu analytiquement. Pour cela il suffit de remarquer qu’il
admet le groupe des dilatations homogénéisées :

! !
U —u =au;v—>v = av.

Dans les coordonnées canoniques de ce groupe il se ramene au quadrature. En effectuant le
changement des variables (u,v) — (p,¢) : ¢ = u/v;p = fnv on a:

dg _ _q8/~b(5u2 —14)g+5m(u—17) _,
dr (8pg + 3m)(16pq + 5m)
dp Te7?

dr 8uq + 37
Ce qui donne I’équation aux variables partagées :

dg _ 8u(5p® —14)q + br(p —T7)
dp 7 16pqg + 57 '
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