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Weak convergence of BSDE’s and application to
homogenization of parabolic semilinear PDE’s

Abstract: We present homogenization results for semi-linear parabolic PDEs
or systems of PDEs with periodic or random coefficients whose nonlinearity
may have a quadratic growth in the gradient. These results are obtained
studying the weak convergence of the underlying BSDE, under the hypothesis
of convergence in law for the linear part of the equation.

Key-words: random media, periodic media, backward stochastic differen-
tial equations, homogenization, convergence of stochastic processes, parabolic
semi-linear PDEs, systems.
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1 Introduction

Nous voulons obtenir des résultats d’homogénéisation pour des EDP semi-
—linéaires a coefficients aléatoires ou périodiques, et ce, a ’aide d’outils proba-
bilistes et de formules probabilistes pour les solutions des EDP étudiées. Les
non-linéarités seront plus particuliérement traitées a l'aide des EDS Rétro-
grades (EDSR) introduites par Pardoux-Peng [22].

Plus précisément, nous étudions I’homogénéisation de systémes d’EDP non-
—linéaires du type

Ot = Loub + he(t, 2, ue, Vu.o°)

ub(t =0,2) = gr(x) M
L= 350 0%(0%) st 2)02,, + v (1, 2).V

1<k<n

en cherchant la limite de u, quand ¢ tend vers 0, ou
— u R x RY — R,
— h*:RY xR x R* x R™¥¢ — R"
~ (t,x,y,2) = holt,x,y) + 2(0°)*(t, ) hi (t, ) + ha(t, z,y)|2]?,
— les coefficients de £° sont aléatoires ou périodiques.

Ce genre de probléme a déja été étudié, par exemple dans [3] dans le cas
d’une équation elliptique avec une croissance quadratique du gradient et sous
des hypothéses assez fortes sur o°.

Pour notre part, appelons X*% le processus de diffusion partant de z et
de générateur £, M*° sa partie martingale. Nous introduisons des EDSR de
maniére non “habituelle” puisque la représentation des martingales se fera par
rapport & MX" (voir [21], Remarque 2.5) : nous dirons que (YT M==T) est
solution de 'EDSR n-dimensionnelle :

Vorl = g(X3°) + [, hols, X532, Yoo T)ds
+ [T d < Xo7 M= > by (s, X57)

+ ftT hQ(S,XsE’m,Y;E’m’T)d(tT' < MeEaT >s) + Mte,:c,T . M;’I’T
MymT = [TUSSTAMXC.
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4 Guillaume Gaudron et Etienne Pardoux

si ces processus sont continus, FX° -adaptés et vérifient
T
E(tr < M>*T >7) = E/ U0 (s, XE)|2ds < oo.
0

On évite ainsi 'introduction d’un mouvement brownien dont le choix est arbi-
traire si o est dégénérée. Remarquons qu’avec cette non -linéarité le “Z*” usuel
apparait implicitement dans M%7, < M&*T > et < X&% M&5T >,

Les processus précédents sont relies & PEDP (1) dans le sens ou, d’aprés
Pardoux-Peng [23], on a

uc(t, ) = Y3

C’est pourquoi nous les introduisons, espérant en les étudiant obtenir des in-
formations sur le comportement asymptotique de u.. Cette approche a déja
été utilisée dans le cas périodique, avec une non-linéarité différente et des hy-
pothéses de régularité plus fortes que les notres, dans [6]. En choisissant cette
méthode, on complique a priori le probléme en introduisant un aléa supplé-
mentaire dii a I'introduction du processus de diffusion. Cependant on dispose
de techniques propres aux probabilités.

Notre objectif est d’étudier la convergence en loi de (YT M*®T). Re-
marquons que ces processus sont définis sur un espace (Q,F7",P), Q deé-
signant I'espace des fonctions continues a valeur dans R*™ muni de la to-
pologie de la convergence uniforme. Dans le cas aléatoire, 2 = Q; X {2y et
P(dwy, dwy) = m(dw) Py, (dwy) ot m désigne la loi du milieu et P, désigne la
loi de la diffusion sous-jacente quand le milieu est fixé par sa réalisation w; ;
dans le cas périodique, P est la loi de la diffusion.

Aprés avoir précisé dans la partie 2 les notations et les hypothéses que nous
utiliserons, nous donnons dans la partie 3 des résultats d’existence et d’unicité
d’EDSR. Dans la partie 4, nous étudions la convergence de systémes d’EDSR
dans le cas hy = 0, puis dans les parties 5 et 6 nous étudions la convergence
de processus dans le cas n = 1 et hy non nul. Dans la partie 7 enfin nous
appliquons nos résultats a I’lhomogénéisation d’EDP ou de systémes d’EDP au
travers de quelques exemples.

INRIA



EDSR et homogénéisation d’EDP semi—linéaires paraboliques )

2 Notations et hypothéses

Dans la suite on allégera la notation en remplacant (X& YT Me®T)
par (X;7,Y7, M?). Nous utiliserons de plus les notations suivantes:

— si X est une semi-martingale, M~ désignera sa partie martingale,

— C([0,T],R?) désigne I'espace des fonctions continues de [0,7] dans R,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts,

— D([0,T],R%) désigne 'espace des fonctions cadlag (continues a droite et
pourvues de limite & gauche) de [0, 7] dans R?, muni de la topologie de
la convergence en dt-mesure,

— si V est un vecteur de taille k, nous noterons V.,V = (0, Vi)1<i<k,1<j<da
que nous abrégerons VV g’il n’y a pas d’ambiguité sur la variable de
dérivation,

— si u et v sont deux vecteurs, nous noterons u.v leur produit scalaire,
— ||A|| = \/tr(AA*) (A vecteur ou matrice),
— nous noterons ||A||« le sup essentiel de |A(z)].

Posons de plus un certain nombre d’hypothéses que nous utiliserons de maniére
croisée tout au long de I'article:

(Hx) L¢ ade“bonnes propriétés” d’homogénéisation : on supposera que (X¢) —
(X)) (en loi sous P), ou X est une diffusion de générateur déterministe

d

1 * 2
L= 3 Z(O’O’ )ij(t:2)0; . + v(t, x).V.

ig=1

On supposera en particulier que pour toute fonction ¢ € CZ(R?) et pour
tout r > 0 on a

LEp(XE) =0 Lo(X,).

RR n° 3565



6 Guillaume Gaudron et Etienne Pardoux

et que la suite {L5p(X?)} est uniformément intégrable sur Q x [0, T par
rapport a dP x dr, pour tout 7. On suppose en outre que le probléme
de martingale associé a L est bien posé.

Remarquons qu’il résulte de cette hypothése (Hx) et du théoréme de re-
présentation des martingales (voir par exemple [12] p. 175) que toute F*-

martingale est une intégrale stochastique par rapport a la partie martingale
de X,

(Hxx) il existe 2v > e > 0 tels que E| < X® >, — < X¢ >, |° < (t — s)*.

(Hxxx) Posons 0% = supoc,<y [(VX?)y|* +supoc < [(VX?);* ot p est un
entier “assez grand”. On suppose qu’il existe a > 0 tel que sup, E(|O%[*™) <
00.

(Hxg) g est continue et sup, F|g(X%)[? < oo pour une valeur de p suffisam-
ment grande,

(HxO0) sup, fOT |ho(s, XZ,0)[Pds < oo pour une valeur de p suffisamment grande,
(Hx1) pour tout z, |z(0%)*h1| < K|z| et h; est continue,

(Hg) g est continue bornée avec |g(7)| < goo,

(Hg’) [Vy(z)| < gk,

(H1b) pour tout z, |z(0)*hi| < K|z| et hy est continue,

(H1Db’) h, est continue bornée a dérivées premiéres bornées,

(HOL) hyg est continue et |ho(t, z,y)—ho(t, z,y")| < kly—y'|, pour tout (¢, x,y,y') €
Rl+d+2n’

(HOb) hg est continue bornée, a dérivée premiére en y bornée uniformément
en ,

(HODb’) hg est continue bornée, a dérivées premiéres bornées ,

(H2b) hy est continue bornée,

INRIA



EDSR et homogénéisation d’EDP semi—linéaires paraboliques 7

(H2b’) h, est continue bornée, a dérivées bornées en z, et d,hy < 0.

Remarques 2.1

(4)

Concernant (Hz): plusieurs types d’hypothéses permettent d’obtenir ce
résultat dans le cadre de I’homogénéisation ; voir par exemple Avellaneda-
Mayjda [1], Bensoussan-Lions -Papanicolaou [4[, Carmona-Xu [7], Freid-
lin [9], Komorowski-Papanicolaou [15], Landim-Olla - Yau [17], Olla [19].
On pourra trouver d’autres exemples de convergence qui sortent de ce
premier cadre : Gaudron [10], Pardouz-Veretennikov [24].

Concernant (Hzz) : cette hypothése est en particulier satisfaite lorsque o°
est bornée, uniformément en ¢.

Concernant (Hzzz): dans le cas particulier o = Id(RY), et si v = v(x)
est dérivable, on a

(VX), = 1+/tVZU(Xs)(VX)sds.

Supposons que nous soyons en dimension 1; on a alors

(azX)t — efotamv(Xs)ds'

Dans le cas aléatoire, si 0,v° est p.s. uniformément borné en € et en
laléa du milieu, cette hypothése est bien vérifiée.

Si v:(z) = v(z/e) et O,v est une variable aléatoire de moyenne nulle,
on peut espérer montrer que = fot 0,v(X¢ [e)ds converge vers un processus
gaussien grace au théoréme central-limite et donc l’hypothése (Hrxzx) peut
raisonnablement étre satisfaite.

En revanche, si v*(z) = Tv(x/e) avec dv bornée, on obtient Uezplosion
du terme 2 fot 0,v(X¢/e)ds, et Uhypothése (Hrrx) n'est pas satisfaite.

£2
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8 Guillaume Gaudron et Etienne Pardoux

Inégalité de Young A plusieurs reprises nous nous référerons au résultat
suwant, o p > 1

ab < Cy(laf? + b/ #=1). (2)

Nous utiliserons aussi I'inégalité de Kunita-Watanabe (voir par exemple [26]
p. 61):si X et Y sont deux semi-martingales et si H et K sont deux processus
mesurables, alors

/ "V H KX, Y], < \/ / H2dLx, X]s\/ / "k, Y, 3)

3 Existence et unicité des EDSR

L’objet de cette section est de rappeler des résultats d’existence et d’unicité
de solutions d’EDSR et de prouver certains types de résultats d’unicité dans
le cas d’'une équation dont la partie martingale est adaptée & une filtration
contenant la filtration F*X.

Remarque Dans toute cette partie, nous supposerons que X est un proces-
sus de diffusion de générateur

d

L= 3 Z (00*)i;(t, x)@iimi +v(t,x).V,
ij=1

et que toute FX-martingale peut s’écrire comme une intégrale stochastique par

rapport a la partie martingale de X . Ainsi nous aurons des résultats d’existence

de solution d’EDSR avec une partie martingale guidée par M~ (voir [21]).

Rappelons tout d’abord un théoréme d’existence et d’unicité des EDSR
donné par Pardoux [21], ou on a renforcé ’hypothése de croissance en |y :

Théoréme 3.1 Soit g(Xr) une variable aléatoire réelle de carré intégrable
valeurs dans R", hy(t,z,y) et hi(t,x) des fonctions & valeurs respectives dans
R" et R? telles que

(i) E [ |ho(s, X, 0)]?ds < o0,

INRIA



EDSR et homogénéisation d’EDP semi—linéaires paraboliques 9

(i) (y — y').(ho(t, 2, y) — ho(t, 2, ")) < kly — ¢/|?, pour tout (t,z,y,y") €
Rl+d+2n

(i) y — ho(.,-,y) est continue,

() |ho(t,z,y)| < |ho(t, z,0)| + K'|y| o k&' > 0.
(v) |zo*hi| < K|z|, Vz

Alors ’EDSR

T T
Y, = g(XT)+/ ho(s,Xs,Ys)ds-i-/ d< X, M >, hi(s, X;)
t t
—Mr + M, (4)

admet une unique solution FX-adaptée (Y, M) a valeurs dans R*™ telle que

M, = [[UdM} et EfOT lo(s, Xs)Us|?ds < oo. On a de plus les estimations
suivantes (ot ¢ ne dépend que de k, K et T):

T
E(sup Y, +/ \U,o(s, X,)|*ds)
s 0

< eB(g(¥n)f) + B [ hofs, X 0P ds)
il

T
< E}‘tx(6(1+K2+2k)(T—t)‘g(XT)‘2+/ 6(1+K2+2k)(T—s)‘h0(8’Xs’o)‘%(ﬁ))

t

On peut améliorer la partie “unicité” de ce théoréme:

Proposition 3.2 Soient F une filtration contenant FX, Y un processus F-
adapté tel que

T T
Y, = g(XT)+/ ho(s,Xs,Ys)ds+/ d< X, M >; h(s, Xs)
t t
+M, — My (6)

o M est une F-martingale bornée dans L? (qui n’est pas supposée continue a
Priori).

RR n° 3565



10 Guillaume Gaudron et Etienne Pardoux

Alors, si M est une F-martingale, E(|g(Xr)|?) < oo et hy et hy véri-
fient les hypothéses du théoréme précédent, on a que (Y, M) est l'unique so-
lution FX -adaptée de ’EDSR du théoréme 3.1 vérifiant M, = fot UdMX et

EfOT |Uso (s, X,)|?ds < oc.

Preuve D’aprés le théoréme précédent 3.1, I'équation (6) a au moins une
solution (Y, M) F*-adaptée, donc F-adaptée, ou M; = fot U, dMX et

EfOT [Uso(s, X,)[’ds < oo. Or M est une F-martingale par hypothese
puisque U est FX-adapté et MX est une F-martingale. Nous allons main-
tenant donner un argument déja utilisé dans [24].

Supposons que (Y, M) vérifie les hypothéses de 1’énoncé et 1’équation (6).
D’apres Itd on a

Y, = Yil* + tr([M — M], — [M — M],)

= 2/T(Y; —Y).(ho(s, X, Ys) — ho(s, X, Ys))ds
+2 /T(Ys CV)(d(< X, M >y —d < X, B > )ha (s, X,)]
2 [ (v i, - ait)

Rappelons que E(sup, |Y;|?) < co. On peut de plus montrer comme dans
[20] que E(sup, |Ys|*) < oo. On peut alors prendre 1’espérance dans le terme

INRIA
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précédent et obtenir, en utilisant l'inégalité de Kunita-Watanabe (3),

E(|Y; = Yi|* + tr[M — My — tr[M — M],)

T
= 2E/ (sz - K)'(hO(SaXSaY;) - ho(S, XS,K))dS
t

T
+2E/ (Y;_Y;)[d<X:M_M >s hl(saXs)]
i

T
< e [ V.- ViPds
tT )
+E/ Y, — Y |2 [t (s, X,)d < X >, hi(s, X,)]
tT )
+E / d(tr[M — I],)
t . .
< k+llohlE)E [V~ Vopds
t

+E(tr[M — M]r) — E(tr[M — M),)
d’ou
— T —
BIY,~Vif < (k+ KB [ V.- Vids
t

Ainsi Y = Y d’aprés le lemme de Gronwall, d’ott M = M. On en déduit que
(Y, M) est I'unique solution de 'EDSR. |

Remarquons qu’on peut aussi déduire du théoréme 3.1 un premier résultat
d’existence et d’unicité pour les EDSR a valeurs dans R avec une croissance
quadratique en z:

Théoréme 3.3 Dans le cas particulier ot n =1, sous (Hg), (HOb) et (H2b),
I’EDSR

T T
Y, = g(X7r) +/ ho(S,Xs,Ys)dS—f—/ hy(Ys)d < M >4 +M; — My (7)
t t

admet une unique solution F7*-adaptée (Y, M) vérifiant E < M >r< co. On
notera M, = [} U,.dM.

RR n° 3565



12 Guillaume Gaudron et Etienne Pardoux

Preuve Soit £ une solution de ’équation différentielle ordinaire k" — 2hok’ =
0. On choisit

Y
k(y) = / elo 2ha()du g,

0

On peut remarquer que k est une fonction de classe C2, strictement crois-
sante. Elle est donc inversible et son inverse est elle-méme de classe C2.

Soit maintenant ko (t, z,y) = k' o k™' (y)ho(t, z, k~*(y)). On a

Oyho(t,z,y) = (K1) (K" ok '(y)ho(t,z,k (y))
+(k71) (y)k o k™ (y)Byho(t,z, k™' (y))
= 2hy(k (y)ho(t, z, k' (y)) + Oyholt, z, k' (y))

donc hyg est lipschitzienne en y uniformément en z, puisque a dérivée bornée
d’aprés (HOb) et (H2b), et en outre hg(t,z,0) = ho(t,z,0). On peut alors
considérer ’EDSR. unidimensionnelle

T
K, =kog(Xy)+ / ho(s, X, K,)ds + M, — My

t

qui admet une unique solution FX -adaptée (K, M ) vérifiant E < M >r< oo
d’aprés le théoréme 3.1. On a en outre M, = fot L,.dM}.

Posons maintenant Y = k~'(K), U = L/K' (k™' (K)) et M, = [, U,.dM .
D’aprés It6 on a alors que (Y, M) est une solution FX-adaptée de

T T
Y = g(X1) + / ho(s, Xs, Y2)ds + / ho(Y,)d < M >, +M, — My
t t

INRIA
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On voit en effet que

kT (Ky)
=k be0r) - |

t

T

(k1) (K, )dK, — /

t 2

= g(X7r)+ /tT 1/K o k™ (KK o k™ (K, )ho(s, Xs, k™ (K,))ds

T
—/ 1/k o k™Y(K,)dM,
t

T
%/ k" o kLK) /I o kN (K)Pd < M >,
t

T T
— g(Xp) + / ho(s, X, Y)ds — / LoJK ok~ (K,).dMX
t t

+ / ' ha (YK (V) /K (Y [1/E o k7HK,)]%d < / 'Lu.de‘ >,

0

T
= g(Xr) + / ho(s, X,, Y.)ds
t

T . T
+/ hz(Y;)d</Ls/k’ok‘l(Ku).de >, —/ Us.dMX
t 0

t

soit
T T
th = g(XT) +/ ho(S,XS,Y;)dS +/ hQ(Y;)d < M >s +Mt —_ MT
t i

De plus, comme g bornée par hypothése (Hg), on sait que k(g(Xr)) est bornée.
On obtient donc par application de (5) que K est borné par un certain K.
Ainsi

E<M>p < -t Ke)p - 5.

< 0o0.

Enfin, cette solution est unique par unicité de (K, M). |

Un résultat un peu différent peut étre obtenu en adaptant Kobylanski [13],
[14]:

RR n° 3565



14 Guillaume Gaudron et Etienne Pardoux

Théoréme 3.4  a) sous (Hg), (H1b), (HOb’) et (H2b’) ’EDSR
T T
Y;& = Q(XT)+/ h’O(SaXs:Yts)dS—i_/ d<XaM>s hl(S)Xs)
Tt i
+/ ha(s, X, Y)d < M >4 +M, — My
t

admet une unique solution FX-adaptée vérifiant E < M >p< 0o. Nous
écrirons M, = fot U,.dMX.

b) On a en outre les estimés suivants :

E <M >p< C([lholloos [1halloos [19]]00s 107 halloo),
Y2l < D([lhollsos |[h2los, [19l]o0s |07 P1|oc) p-s. (8)

Remarques La preuve de 'unicité de ce résultat repose de méme que dans
le théoréme 3.3 sur un changement d’EDSR. D’aprés [14] en effet, on peut
construire une fonction continue strictement croissante ® définie sur un inter-
valle et poser Y; = ®~1(Y;) et M, = [, L,/® 0 ®~'(V,).dMX tels que

Vi = 9(Xr) + [ ho(s, X5, Vo)ds + [T d < X, M >, hy(s, X,)
+ [T ho(s, Xy, Vi)d < M >, +M, — My

E<M>;<C

Y[ <D

(9)

ou g =®'log, izo(t,x,y) = ho(t,z, ®(y))/®'(y), hi = hy et izz(t,x,y) =
' (y)ha(t, z, (y)) + “(y)/ (22’ (y)).

Ainsi, iLO et h, conservent les propriétés respectives de hg hq, et hy sa-
tisfait la “condition de structure” suivante: il existe ¢ > 0 tel que pour y €
o~!([-D, D)

Byhy 4+ Clhy)? < =6 <0 (10)

Dans la démonstration de ce résultat, ® est déterminé essentiellement par
rapport a ses dérivées, ce qui nous laisse la possibilité de fixer ®~1(—D) > 0.

INRIA



EDSR et homogénéisation d’EDP semi—linéaires paraboliques 15

Ainsi nous aurons Y; > ®(—D) > 0. Dans la suite, nous travaillerons géné-
ralement sur cette nouvelle EDSR (9). De plus, nous utiliserons par abus de
notation ||A||se, i = 0,1, 2 le sup essentiel de ces fonctions sur R x [—M, M]
o M est suffisamment grand.

Nous pouvons commencer par énoncer un lemme qui nous sera utile par la

suite:

Lemme 3.5 E(< M >7) < F(||holloo |12 oo, 1@ © gl[oc, [0/ ||oc)-

Preuve D’aprés It6 on a en choisissant p € N* tel que p—1—1/¢ >0

T
T2+ p(2p — 1) / Vi 2d < 3T >,

t

T
= (3 + 2 / V2o (s, X,, Vi) ds

t

T T
+2p/ V2 hy(s, X,,Y,)d < M >, —2p/ YV2LdM,
t

t

T
+2p/ V2ld < X, M >, by (s, X,)
t

Or en utilisant (10) on a
P tha(s,z,y) =y (s, @A) AP)G

1
_ yz”l/ dA[ydyha (s, 2, Ay) A + 20ha (s, 2, Ay)]
0

1
_ / N[y D,y (0N + 22>y (]
0

1 . . ly|*=2 !
< [ oo + <10 + 1= [
0 0
yl* 2 !
< )

o ¢ 0
2p—2

< Y| ’
¢
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16 Guillaume Gaudron et Etienne Pardoux

d’ou

T . . A % T A
2p/ Y2 1 hy(s, X, YV )d < M >, < '3 |V, 2d < M >, .
t

t

De plus on a par Kunita-Watanabe (3)

T T
2/ V21g < X, N >, hi(s, X)) < / 7,22 |0* (5, X.)ha (5, X,) [2ds
t

t

T
+/ Y| 72d < M >, .
t
Ainsi, par construction de ® et puisque h; = hy nous obtenons

1 T .
2p(p—1- P& (-D)f" ? / d< >,
t
1

T
< 2p(p—1- Z)/ Y, d < M >
t

T
< 19(X0)* + 2D T ol + DT |o" s [ =2 [ V7

o t
Des estimations (9) nous déduisons E(fOT Y2 14M,)? < D¥2E < M >7<
D*=2C | et donc
E(<M >7) < F(lhollos, lha]loo, [13]]oc, o™ ] oo)-

|
Maintenant, nous pouvons énoncer le dernier résultat d’'unicité de cette
partie:

Théoréme 3.6 Soient F une filtration contenant FX, M une F -martingale
continue bornée dans L%, et Y un processus F-adapté tel que

T T
Y, = g(XT)+/ h,o(s,Xs,ffs)ds—i-/ d< X, M >, In(s,X,) (11)
t

t

T
+/ ho(s, X,,Y3)d < M >, +M, — M. (12)
t

INRIA
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Alors, sous les conditions précédentes pour les AfonActz'ons izi, 1=1,2,3, st %
est borné p.s. et M est une F-martingale, (Y, M) est lunique solution de
PEDSR (9) vérifiant E < M >r< oo.

Preuve Notons (Y, M) la solution F*- adaptee de lEDSR (9). On a bien

que M est une F-martingale puisque M, = fo U, dMX, U est FX-adapté,

donc F-adapté et MX est une F-martingale. Soit enfin (Y, M) la solution de
I’EDSR précédente (11), ou M est continue. On a alors par 1t6, pour p € N'*

T
Vi T 4 p(2p — 1)/ ¥, — V,[2d < N — BT >,
v S
. / (V, — Vo (Y, - V)
o A
= 2p [ (= VP oo, X, V) — (s, X, Vo))
t

T
+2p / (V= V)2 (s, Xo, V2)d < NI >y —ho(s, Xo, V)d < 8 >
t

T
+2p/ (}Afs ~-Y,)?d < X, M — M >, }Azl(s,Xs) + Martingale
t
= A+ 2pB + 2pC + Martingale

terme A

T
A = 2p/ ( As — Ys)izp_l(i'LO(sa Xsa ?s) - hO(Sa Xsa YS))dS
t

puisque ho est lipschitzienne en y.
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terme B (nous noterons p, = Y, + (1 — \)Y;)

B
T
_ / (¥, — V)2 [ha(s, Xo, AV + (1 — A)V)d < AN + (1 — A)M >,]}
t

T 1
— / (Y, — V) / dX\[B,hs (s, X, \Y,
t 0

+(1 =NV, = YV)d < AM + (1= N M >,
+2hy (5, X, A\Ys + (1 = NV d < M — M, AM + (1 = \)M >,]

T 1
< / \?;—Y;\zp/ Byha(s, Xs, ps)d < AM + (1 — \)M >, dA
t 0

o=

1 T
+2 / dx( / ¥ = T2 R2(s, X, p) MV + (1 — N)M1.)
0
T t/\ _ . _ |
x(/ Y, = Y| 2d < M — M >,)2
T . ' B 1 R . B
< / ¥, - YS\ZP/ Byha(5, X, po)d < AV + (1= N)M >, dA
t . OT ) ) ) ) )
+</ d/\/ ¥, = V22 (ho)2(5, X, pa)d < AN + (1 = NI >,
0
1 1 ' T . B . B
+—/ d)\/ IV, — Vo 2d < M — M >,
¢Jo ¢
T . _ 1 . . . _
< / ¥, - m?p/ AN, by + C(Fn)) (5, X, ps)d < AN + (1= NI >,
¢ - 0 ] A ]
+Z/ Y, =Y |?*?d < M — M >,,
t

en utilisant 'inégalité de Kunita-Watanabe (3)et le fait que 2ab < (a® + b? /(.
On en déduit grace a (10) que

o (T -
2pB < ?p/ Yo=Y |?2d< M- M >, .
t
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terme C

T
A = 2/ (K_K)Zp_ld<X,M—M>s hl(S,Xs)
t

VAN

T
/ 1V, — V3|20 (5, X, ) (s, X,) [2ds
t

T
+/ (Y, =Y 2d < M — M >,
t

IN

T
Kot [ IV~ V.frds
v o
+/ (Y, =Y)* d< M- M >,.
t
On aura donc finalement

. _ 1 T _ R _
IYt—Yt|2”+2p(p—1—z)/ Y, =Y, 2d < M — M >,

t
T
< C’/ |V, — Y,|*’ds + Martingale
t
ce qui assure par le lemme de Gronwall, en choisissant p tel que p—1— % >0,
que )A/t =Y,. On en déduit donc "unicité annoncée. [ |

Nous allons maintenant étudier plusieurs cas de convergence des processus
stochastiques. Les limites seront identifiées grace aux résultats précédents.

4 Convergence en loi de systémes dans le cas
hg =0

Sous I’hypothése (Hx) de convergence en loi du processus X<, nous voulons
étudier la convergence des processus suivants:

Ve = g(X5) + [ hols, X6, YE)ds + [T d < X°, M® > hy(s, X¢)
— Mg+ M; (13)
M = [ UsdM*
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Nous rappelons que les topologies sur les espaces des fonctions continues
et cadlag ont été définies au début de la partie 2. Commengons par étudier le
cas particulier h; = 0. On peut énoncer la

Proposition 4.1 On a sous (Hz), (Hzg), (Hz0) et (HOI)

(1) (X¢,Y%, M¢?) converge en loi vers vers (X,Y, M) dans (C([0,T], R?) x
D([o,T],R™)),

(1i) M et la partie martingale de X sont des FX¥'M

dans L?,

-martingales bornées

(i) Vs = g(X7) + [, ho(s, X, Y3)ds + M, — My,

(i) (Y, M) est l'unique solution de ’EDSR (4) (dans le cas hy = 0) telle que
E(tr < M >7) < 0.

Preuve D’aprés le théoréme 3.1 'EDSR (13) admet une unique solution
FX*_adaptée (Y¢, M?) vérifiant E(tr < M® >7) < oc. On déduit en outre des
estimés (5) et de ’hypothése (Hx) que

T
Eltr < M* >q) E/|Wf@ﬁﬁ@
0

IN

E(|g(X3)?) + cE( / Iho(s, X2, 0)ds)
< C (14)

Nous allons utiliser les critéres de convergence en loi au sens de Meyer-
Zheng [18]. Rappelons qu’on appelle “variation conditionnelle” d’un processus
X cadlag la quantité

V(X) = supV:(X)

ol le sup est pris sur les subdivisions 7: 0 =1y < t; < ... <t, =T et

ZEHE Xt+1_ z)]
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On obtiendra alors la tension au sens de Meyer-Zheng pour X° si

sup(V(X®) + sup E|X;|) < oo

€ 0<t<T

(i) Y* et M* sont des processus a “variations conditionnelles” uniformément
bornées en ¢ sur [0, 7). En effet,

V(ME) = 0

puisque M*® est une martingale. De plus on a en utilisant (5), (HOI) et
(Hx0)

R S

VYY) < E(/T|h0(s,X5 Y9)|ds) + V(M)

T
< kTE(1+sup\Yf|)+E/ lho(s, X5,0)|ds
s 0

T

< 2kT—|—TE(sup|Yf\2)+E/ Iho(s, X¢, 0)|ds
s 0
<D

Enfin, on a en utilisant (14)

sup E(|MF|) < /E(tr < Mc >7p)

te[0,T]
< VC

et

sup E(|Y7]) < D+vC+E(jg(X7)))

t€[0,T]

< D+VC +sup E(lg(X7)]).

D’aprés ce qui précéde, (Hxg) et le fait que X¢ = X, on obtient donc
que {(X°, Y= M*),e > 0} est tendue. Il existe alors une sous-suite qui
converge en loi vers (X,Y, M).
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(71) M est une FXY*M martingale car en faisant tendre ¢ vers 0 le long de la

sous-suite on obtient

E(fS(XsaygaME)Mj) = E(fs(XsaysaMs)MsE—l—t)

4

E(f(X,Y,M)M,) = E(f(X,K,M)M..,)
pour toute fonction f; de la forme
fs(@,y,m) = I ai(ze,)bi(ye, ) ci(ma,)
ol a;, b; et ¢; sont des fonctions continues bornées (0 < t; < ... <t, = s,
s + t,t; € T ensemble dense dans [0,7T] de mesure de Lebesgue pleine,

sur lequel on a la convergence des lois fini-dimensionnelle du triplet
(Xe,Ye, M#), cf. Meyer-Zheng [18]).

De plus on a pour ¢ de classe C}
t+s
BULL(XE, Y5, M) (0lXE) — (X5) = [ £p(XDan)] = 0
d’on, par passage a la limite le long de la sous-suite en utilisant (Hx)
t+s
B Y, M)(p(Xews) = o(X) - [ Lo(xX)an)] = o

Ainsi, on montre que M{ = ¢(X,) — p(z) — [, Lo(X,)ds est une FXY:M.
martingale. En particulier, ceci entraine que la partie martingale de X
est une FXY'M_ martingale.

(744) Deéfinissons ’application

F :0(0,T],R*) x D([0,T],R") — R"

T
(‘/L'7 y) |_> / h0(87 xs,ys)ds.
t
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On veut montrer que F(X®,Y*) = F(X,Y). Pour cela, considérons 1
une fonction continue bornée, m > 0, n > 0 et notons ®,, une fonction
continue telle que

o, : D([0,T],R*) — [0,1]

1 si sup,c o |ys| < m,
— . -
y { 0si sup,cocr [ys| > m+ 1.

On a alors
BY(F(X*,Y") — BY(F(X,Y))
< [EY(F(X5,Y7)8n(Y7) — EY(F(X,Y))®n(Y))|
+ [EY(F(X5,Y7)) @ (Y ) Ey(F(X*,Y"))|
+ [EY(F(X,Y))2n(Y) — EY(F(X,Y))]
< [BY(F(X5,Y7))®n(Y7) — EY(F(X,Y))®,(Y))|

+ ||¢||oo[P(Sup|Y€| >m) + P(su plel > m)].

Or, on a sup, E(sup, |Y#|?) < oo, ce qui nous permet de prouver I’exis-
tence d’une valeur de m a partir de laquelle

9] loo[P(sup [YS[ > m) + P(sup [Ys[ > m)] < g

De plus, remarquons que si (z°,y°) — (z,y) avec sup, [y¢| <m+1, on a

|F (2%, y°) — F(z,y)
< |F("Es’y6) - F(xs,y” + |F(.’L‘E,y) - F(:E,y)|

T T
< k/ \yi—ys|d8+/ \ho(s, 2%, y) — ho(s, z,y)|ds.
t t

qui tend vers 0 par convergence dominée. Ainsi ¥(F(z,y))®.(y) est
continue bornée ce qui nous permet de conclure que

[EY(F(X®,Y7)) — EY(F(X,Y))| < 7

a partir d'un certain rang e, et prouve notre convergence en loi

T T
/ ho(s, X:,Y5)ds = / ho(s, X5, Ys)ds.
t t
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T
Y = g(X7)+ / ho(s, X5, YE)ds + My — M,
t
d’ou finalement, pour tout ¢ € [0, 77,
T
, = g(Xr)+ / ho(s, Xs, Ys)ds + M, — Mr
t

par continuité & droite des processus.

() D’apreés (Hx), nous savons que toute F*-martingale s’écrit comme une
intégrale stochastique par rapport a la partie martingale de X. Notons
maintenant F = FXYM_ Ainsi, d’aprés ce qui précéde, M et MX sont
des F-martingales, et Y est F-adapté. Ceci nous permet de conclure
par application de la proposition 3.2 que (Y, M) est I'unique solution de
I'EDSR . (4).

Le résultat que nous venons de montrer utilise ’hypothése (Hx). Nous
pouvons ’améliorer en rajoutant le terme h; a condition de renforcer les hypo-
theses sur la suite X¢. Considérons maintenant pour cela que (X¢, < X¢, M*¢ >
, Y M#) est une collection indexée par € de variables aléatoires a valeurs dans
(C([0, T],RHmx4) x D([0,T],R*™)). On a alors le

Théoréme 4.2 On a sous (Hzx), (Hzz), (Hz0), (Hx1), (Hxg) et (HOL)

(1) (X5, < X&, Me >,Ye M®) converge en loi vers vers (X, < X, M >Y, M)
dans (C((0, T], RH"<) x D([0, T}, R*™),

FXY,M

(i) M et la partie martingale de X sont des -martingales bornées

dans L?,
(ii6) Y, = g(Xr) + [ ho(s, Xy, Yi)ds + [ hy(s, X,)d < X, M >, +M, — Mr,

(i) (Y, M) est l’'unique solution de 'EDSR () telle que E(tr < M >r1) < oc.
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Preuve La démarche est sensiblement la méme que pour la proposition 4.1,
sauf que dans ce cas, grace & I’hypothése (Hxx), nous montrerons la conver-
gence en loi dans le sens “classique” du processus < X¢, M¢ >. Avant cela,
montrons tout d’abord les deux lemmes suivants:

Lemme 4.3 Si (X¢,< X M® > M¢) converge en loi vers (X, L, M) dans
C([0,T], Ritm*d) x D([0, T],R"), alors L =< X, M >.

Preuve En effet, nous savons que
X;M;— < X5, M* >, = N;

ou N¢ est une martingale. Par convergence en loi, puisque la suite N¢ est
tendue d’apres le critére de Meyer-Zheng, on a t-presque partout

XMy —L, = N,
ou N est une martingale, donc partout puisque les fonctions qui interviennent

sont cadlag. Ainsi, puisque L est continue, L =< X, M > (voir par exemple
[26] p. 58). |

Lemme 4.4 Si g, — g uniformément sur [0,T] avec g bornée, u, — u unifor-
mément, et fOT |du,| < C, alors pour tout t € [0,T] on a ftT Gndtt, — ftT gdu.

Preuve Par le lemme de Fatou, on déduit que fOT |du| < C. Soit {w,,p € N'}
une suite de fonctions constantes par morceaux approximant g. On a

T T T T
| / guditn — / gdu| < / 190 — wplldtn] + / fwp — glldul
t t
+|/ wpdun—/ wpdul

< Clllgn = glloo + 119 = wplloo) + Cllg — w0

+|/ wpdun—/ wydu|.
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Soit maintenant n > 0. Il existe p suffisamment grand tel que ||g — wp||e < 7.
Ce p étant fixé, on a bien | ftT wydu, — ftT wydu| < n et ||g,— gl < n a partir
d’un certain rang n, d’oll

T T
|/ gndun—/ gdu| < (3C'+1)n
t t

ce qui prouve la convergence. [ |

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théoréme 4.2 :

(i) De méme que précédemment, en utilisant (5), (Hxg), (Hx0), (Hx1) et
(HOI), on montre que Y* et M*® sont des processus & “variations condi-
tionnelles” uniformément bornées en ¢ sur [0, 7]. En effet on montre que

V(Ye) < B(f) |hols, X2, Y7)|ds)

+E(f] 1d < X, M® >, by (s, X5)|) + V(M?)
KTE(sup, [YE|) + sup, [ |ho(s, X2, 0)|ds +1/2||(0°)*ha|%

IN

T
+1/2E / U2 0% 2ds
0

IN

KTE(1 +sup YZ]?)

+ sup, fOT |ho(s, X2,0)|ds
+1/2T|(0%)*h1 |2, + 1/2sup E(tr < M® >7))

< D
De plus on a
T
sup B[ 1Uz0%(5, X7)ds)’] < .
e 0
En effet, d’aprés (5) nous avons

T
Xta 15 €
|Yf|2 < 6(1+K2—|—2k)TE]-' (\g(XT)\Q—l-/ |h0(S,XS,0)|2dS),
0
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et grace a l'inégalité de Doob (voir [26] p. 12)
. T
E(sup V[ < CE(sup B (g(Xh) P+ [ Iho(s, X5,0)ds) )
s s 0
. T
< ACBIE” T (g + [ Iho(s, X2,0)ds)]
. 0
< ACE(g(XDF + [ lhals, X5,0)Fds)?
0

T
< 8CE|g(X%)|* + SC’TCE/ \ho(s, X¢,0)["ds,
0
d’ou
sup E(sup |Y£|*) < oco.
De plus on a en utilisant Kunita-Watanabe (3) et (Hx1)
MY < 8(YF+ YS!

t
+8( / ho(s, X:,Y:)ds) +8(/ d < X, M*® >, hy(s, X2))*
0

IN

clsup\Yf|4+cz/ \ho(s, X€,0)["ds
s 0

T
beal [ 10°) (o, XD s+ cu < M 52
0

IN

T
crsup |YE[* + ¢y / |ho(s, X¢,0)|*ds + csT* K*
s 0
tey < ME>2 .

Appelons maintenant 7™ = inf{t < T, < M*® >,> m} AT. Alors on a
en utilisant ce qui précede et les inégalités de Burkholder

E < M¢>2., < CE sip |M:[*

s<T&m
T
< C’lEsupD/f|4+CzE/ |ho(s, XE,0)|*ds + CsT*K*
0

+C4E < M6 Tem
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Or Cy = C.cy peut étre choisi aussi petit que 'on veut a condition que
c3 soit grand, ce qui nous permet d’obtenir que

T

T
E< M >, < ClEsup|Ve|'+CLE / Iho(s, X%, 0)|*ds + CLT? K%,

s 0
d’ou par convergence monotone quand m — 400

T

E(< M®>}) < CiEsup|Y|*+ CgE/ |ho(s, X5,0)|*ds + CsT*K*,

s 0
soit en utilisant (Hx0) et ce qui précede

T

sup / UZ0%(s, X2)[2ds)? < 00
€ 0

Enfin, d’aprés (Hxx), en choisissant « tel que

2¢e/(1+v) < a<inf{2e4e/(2+¢)}

puis p = 2e/a, et en utilisant de nouveau 'inégalité de Kunita-Watanabe
(3), on a

E|l < X*, M > — < X, M* >, |*
< [B| <X > — < X*>, [P

X[E| < M® >; — < M* >, [*P/2(p=D]i=1/p
< Ot — S)(1+u)/p|E < Me >;p/2(p—1) |1—1/p'

Ainsi on a bien

L+v)fp = (1+v)a/2e
> 1

et, puisque o < 2¢/(1 +e)

ap/2(p—1) = e/(2e/a—1)

IA
)
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d’ou
E| < X5, M* >, — < X°,M° >, |* < C'(t—s)"*,

La suite {< X°, M® > e > 0} est donc tendue dans C([0,7], R™*4).
On déduit de ce qui précéde et de (Hx) que (X°®, < X° M® > Y*, M°?)
converge en loi le long d’une sous-suite vers vers (X, L,Y, M), et que
L =< X, M > grace au lemme 4.3.

(7i) Par le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 4.1, on
montre que M et la partie martingale de X sont des XY™ _martingales.

(744) Considérons maintenant I’application
F:o(0,T],R*™4) - R
T
(x,u) +— / hi(s, xs)dus.
t

On veut montrer que F(X¢ < X M® >) = F(X,< X,M >). Pour
cela, considérons 1 une fonction continue bornée, m > 0 et n > 0.
Notons

C*([0,T],R**%) 'espace des fonctions continues & variations bornées et
appelons ®,,, une fonction continue telle que

®,, : C**([0,T],R™*) — [0,1]

1 si ftT |dus| < m,
u A T
0si [, |dus| >m+1.
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On a alors

|Ey(F(X5, < X5, M® >)) — Ep(F(X,< X, M >))|

|Ep(F(X?, < X, M® >))®,,(< X°, M® >)
—EY(F(X, < X, M >)®,.(< X, M >)|

+HEY(F(X®, < X5, M*® >))®,,(< X%, M*® >)
—Ey(F(X?, < X%, M* >))|

+HEY(F(X, < X, M >))®,,(< X, M >)
—EY(F(X,< X, M >))|

|Ey(F(X5, < X5, M° >))®,,(< X, M* >)
—EY(F(X,< X, M >))®,.(< X, M >)|

IN

IN

T
I[P d < XM >, | > m)
t

T
+P(/ d<X,M >, | >m)].
t

Or, on a

T
supE/ ld< X, M® >, | < sup\/E(tr < X¢ >p)E(tr < M¢ >7)
€ t €

< 00,

ce qui nous permet de prouver l'existence d’une valeur de m a partir de
laquelle

T T
Hw||oo[P(/ d < X*, M* >S|>m)—|—P(/ d< X,M>,|>m)] <L
t t

[\

De plus ¢(F(z,u))®,,(u) est continue bornée grace au lemme 4.4: en
effet, si (2°, u®) converge uniformément vers (z,u) sur un compact avec
ftT |du¢| < m, on a la fonction g¢*(t) = hy(t,z5) qui converge uniformeé-
ment vers g(t) = hy(t,z;) puisque hy est continue et on peut appliquer
le résultat du lemme pour obtenir la continuité de F'. Ceci nous permet
de conclure que

|[EY(F(X®, < X5, M° >)) - Ep(F(X, < X, M >))| < 7
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a partir d'un certain rang €, et prouve notre convergence en loi
T T
/ d< X, M*® >, hi(s,X;) = / d< X, M >, hi(s, X;).
t t

On en déduit en utilisant la méme démonstration que dans le la preuve
(#ii) de la proposition 4.1 que

T
Y, = g(Xr)+ / ho(s, X, Yo)ds
t

T
+/ d< X,M >, hy(s,X,) + My — Mr.
t

(iv) La derniére partie du théoréme se montre comme dans la preuve de la
proposition 4.1, en faisant appel au résultat d’unicité du théoréme 3.1.

Remarque Comme nous le verrons plus loin, ce qui est important dans
I’application aux EDP du paragraphe 7, c’est que Y converge vers Y. Or,
pour un ¢ donné, Y ne converge pas nécessairement vers Y; a cause de la
topologie de convergence en loi choisie dans cette partie. C’est pourquoi nous
aurons besoin du résultat suivant :

Proposition 4.5 Sous les hypothéses de la proposition 4.1 ou du théoréme
4.2, nous avons en outre que Y; converge vers Yy en probabilité.

Preuve Définissons sur Uintervalle ¢ € [T,T + 1]

Yy = g(X%)
M = M.

On étudie alors la convergence des processus sur l'intervalle étendu [0,7 + 1],
les résultats précédents restant encore valides puisqu’en particulier M reste
une martingale. On en déduit en particulier par la convergence au sens de
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Meyer-Zheng qu'’il existe ¢y € [T, 1 + 1] tel que M; = M,. De plus, puisque
M?® est constant a ¢ fixé sur [T, T + 1], on en déduit que M est p.s. constant,
presque partout sur ce méme intervalle, donc partout puisque nous savons qu’a
la limite les processus obtenus sont cadlag.

Finalement on a
Mz = Mg, = M,;, = Mr,
ce qui nous permet d’obtenir ce qui nous intéresse:
Mjgw = Mr.
Or
T T
Yy = g(X%) +/ ho(s, X, Y5 )ds +/ d< X, M*® >, hi(s, X))+ M5
0 0
d’oti, par le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 4.2,
T T
g(X3) + / ho(s, X2, Y)ds + / d < X, M* >, hu(s, X°) + M
0 0
T T
= g(XT)+/ h()(S,XS,Y;)dS-F/ d<X,M > hl(S,Xs)+MT,
0 0
soit
¥g = ¥,
ce qui assure le résultat puisque £ étant déterministe d’aprés (Hx), Yj est alors

lui-méme déterministe par construction de ’'EDSR. [ |

Remarque Dans le cas ol le générateur limite £ est aléatoire, on conserve
la convergence en loi Y; = Y.
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5 Lecas hy =0, hg =ho(y) et n=1

Maintenant, sous ’hypothése (Hx) de convergence en loi du processus X,
nous voulons étudier la convergence de 'EDSR:

{ YE = g(X5) + f;” hols, X5, ¥E)ds + [ ha(VE)d < MF >, =Mj + M; ()

M; = [y Us.dMX
Nous pouvons énoncer le
Théoréme 5.1 Sous (Hz), (Hg), (HOb) et (H2b), (X5,Y¢) = (X,Y) en loi

dans (C([0,T],RY) x D([0,T],R)) et il existe M tel que (Y, M) est l'unique
solution FX-adaptée vérifiant E < M >p< oo de 'EDSR :

T T
th = g(XT) + / ho(S, Xs, Y;)ds + / hg(Y;)d <M > +Mt - MT .
t t
De plus Yy — Y, en probabilité.

Preuve D’aprés le théoréme 3.3 'EDSR (15) admet une unique solution

FX _adaptée (V¢, M*) vérifiant E < M® >r< oo. On a en outre M; =
trre Xe

Jiuz.amxe.

Posons ho(t, z,y) = k' o kY (y)ho(t, 2,k (y)), K¢ = k(Y?) et
L = K'(Y*¢)U*. Dans ce cas on a par le calcul inverse de celui dans la preuve
du théoréme 3.3

T T
K = kog(X;)Jr/ hO(Xj,Kj)ds—/ Le.dMX

t t
Appelons encore M; = [} L.dM)X".

Remarque : On déduit des estimés (5) et de la convergence en loi (Hx) que

T
E< I >p < cBE(lkog(X5)) +cE(/ F2(X°, 0)ds)

0

<
< cllkoglle + cT|]holle
< C
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Nous allons étudier la convergence de ces nouveaux processus obtenus par
changement d’EDSR, et nous en déduirons le résultat souhaité.

Nous considérons pour cela que (X°¢, K¢, M ?) est une collection indexée par
e de variables aléatoires & valeurs dans C([0,T],R?) x D([0,T], R?). Puisque
he vérifie les hypothéses requises, nous pouvons appliquer les résultats de la
proposition 4.1 a la convergence de (X¢, K¢, ME) dans le cas particulier n = 1.
Celle-ci nous permet de conclure la preuve du théoréme 5.1 en appliquant a K
la transformation inverse par k~! puisque k! est une fonction continue.

Définissons maintenant sur 'intervalle ¢t € [T, 7T + 1]

Ki = kog(X37)
Mg = M.

On peut alors étudier la convergence des processus sur U'intervalle étendu [0, T+
1], et obtenir par le méme raisonnement que pour la proposition 4.5.

KS = K.
On en déduit que
Y =Y

en appliquant la transformation inverse Y = k! (K). Remarquons que puisque
dans notre cas £ est déterministe, Ky est lui-méme déterministe par construc-
tion de P'EDSR, ce qui assure la convergence en probabilité et achéve la dé-
monstration. [ |

6 Un deuxiéme cas de convergence en loi

Nous voulons étudier la convergence des processus suivants

X;=x+ MY + [Jv°(XZ,8)ds

Ve = g(X5) + [ hol(s, X5, YE)ds + [ d < X¢, M® >, h(s, X¢)ds
+ [T ho(s, X5, YE)d < M® >, — M5 + M;

M; = [/ Uz.dM}X
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sous ’hypothése (Hx) que X° — X en loi ou X est une diffusion de générateur

d

1 ) ;
L=3 > (00%)i (x, 1), +v(z,t).V.

ij=1

Dans cette section, pour alléger les preuves, nous considérerons un proces-
sus X¢ simplifié pour lequel o° = Id(R?). Nous avons alors |o0*h;| = |hy|. De
plus nous savons qu’il existe un FX -mouvement brownien d- dimensionnel B¢,
noté B dans la suite, tel que dMX" = dB,. Appelons Z¢ = U¢ pour retrouver
des notations classiques pour les EDSR ; nous avons alors

t
X; = x—i—Bt—l-/ v(XE, s)ds
0
T T
VP = g(X%)—l—/ h(s,Xﬁ,Yf,Zi)ds—/ Z;.dBg
t t

avec h’(taxa Y, Z) = ho(t,.’L’,y) + Zh’l(t: CC) + hQ(t: Z, y)‘2|2

Dans la partie précédente, nous nous ramenons a la convergence en loi “au
sens de Meyer-Zheng” de (Y4, M¢). Dans un cas plus général, il faut établir
la convergence de (X¢, < X M¢ > Y Me < M¢ >) vers (X, < X, M >
,Y,M,N) et montrer que N = [M]. Le probléme est que si en effet nous
pouvons obtenir la convergence de cet ensemble de processus - ol les trois
derniers termes convergent dans D(0,7,R?) “au sens de Meyer-Zheng” -, il
n’est pas possible d’en déduire en général que N = [M]. C’est en revanche vrai
si N est un processus continu. Sous les hypothéses (HOb’), (H2b’) et (Hx2),
nous allons pouvoir établir cette continuité, et méme plus puisque dans ce cas
nous sommes en mesure de prouver la tension des processus dans la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact: ainsi nous pouvons prouver la
convergence en loi dans I'espace des fonctions continues.

D’aprés le théoréme 3.4, nous avons sous (Hg), (HOb’) et (H2b’) Iexistence
et 'unicité de 'EDSR étudiée. En reprenant la remarque qui suit ce théoréme,
nous transformons cette EDSR (Y, Z¢) en VEDSR (9) pour (Y, Z¢) dont le
coefficient h, satisfait (10). Ceci est réalisé avec la méme fonction ® pour tout
e > 0 puisqu’elle ne dépend que de ||hgl|oo, ||A2]|cos ||A1]|ce €t]|9]|co- Dans ce
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qui suit, nous utiliserons le fait que les fonctions h;, 7 = 0,1, 2 étendues sur
R4*+2 ainsi que leurs dérivées, sont bornées. Nous pouvons alors énoncer la

Proposition 6.1 Définissons p > (2 + ()/2¢,
— OF = supgs<r [(VX9)e|?P + SUPo<i<T (VX))

— b= O V(1 4 ||Vahal|w) /0%, K, = 2pChy et
— B = K2|[Vaho| [/ 4 K22||V 0y | |27 4 2p) |0, o | oo

+2p/(2p — 1) |%.
Si E(0%) < oo, et sous la condition de structure (10), on obtient que p.s.
2| Z;|** < PTVEB(07(I(V) (X7)|* + 2T +b < M® >1)|FY)

Preuve Considérons tout d’abord (Yg’m, Zg’m) la solution tronquée de
I’EDSR précédemment définie: le z du coefficient non—linéaire est remplacé
par ¢™(z) avec

zsilzl<m-—1

msi|z| >m ’

o) = {

et Y™ est dérivable, a dérivées continues. Remarquons qu’on peut alors sup-
poser que [™(2)] < |2] et [Vm| < 1.

Dans ce qui suit, nous oublierons les indices €, m et le signe - pour alléger

I’écriture.

Partie 1: EDSR satisfaite par (Y;, Z,) = (VY ), (VZ),)

D’apreés les résultats de [23], en particulier puisque Z a été remplacé dans
I’EDSR par une fonction bornée 9(7), on peut dériver en x et obtenir

(YY) = (Vo)(Xr)(VX)r + / (Voh(s, Xo, Yo, 0(2)) (VX),
O, h(s, Xo, Vi 0(Z,))(VY),

FVLh(s, X, Ve, $(Z,) Vi Z)(V Z) Jds — / (V2).dB,
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d’ou
V= (Vo) (Xr)(VX)r + /t [Vah(s, X, Ve, 9(Z0)) (VX),

+0,h(s, Xs, Y, 10(Z.))Ye
+V.h(s, Xy, Vs, 0(Z)))V(Z,) Zs)ds

T ~
—/ Z.dB,
! T B N T N
= (Vo) (X (VX)r + / (0a (VX)s + paVs + 7o 7.]ds — / 7 4B,
t t

en posant

oy = vth(tv XtaK‘.) + ¢(Zt)vwh1(t7 Xt) + V:chZ(ta Xt,Y;)hb(Zt)‘Z
Pt = ayho(t’ Xt’Y:f) + ath(t, Xt’}/;)|w(zt)|2
Yo = 2ho(t, Xy, Y)U(Z)VY(Z) + Vo (Zy)ha(t, Xy).

Remarquons qu’en utilisant I'hypothése (Hg'), et le théoréme de comparaison,
on a que Y est borné p.s.

Partie 2: Inégalité satisfaite par Y
Nous allons établir le résultat suivant :

Lemme 6.2 On a p.s.

T
VP < TTIB( sup KVXﬁA%KVQXX&N2+2T“+b/mIZA%%Nf?)
0

0<t<T
Preuve En appliquant la formule d’It6 on obtient pour p € N'*

T
FUTE = TV — 2 / 55|V, P2, (Z,dB,)

t

T
+/€Wﬁwﬁ@ﬁﬁMVXL+MMKV+%K%&

t

~p(2p = Vtr(Z,2;) - BIY.|*)ds.
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Or
2pY, s Zs — p(2p — Vtr(Z,27) /2
= > @Y{ZP —p(2p-1)|Z7)
1<4,5<d
< p/2p—1) Y Vi
1<s,5<d
= p/(2p— 1Y, Y5,
d’ou

T
Py < eﬂT\YT|2P—2p/ P |Y,|* %Y, (Z,dB,)

t
T ~ ~ ~
4 [ TP YoV X). + 2V
t
+p/(2p — 1) Yoy Y, — BY[*)ds. (16)
Soit maintenant w € R%. On a alors

\w|*~2w.(Vho + Y(Z,)V by + Vaeha|[Y(Z)|*)(VX),
< JwlPTH(IVeha|* /4 + [Vaho (VX
w1+ [Vaha ) (VX)) [9(Z)
Or, grace a I'inégalité de Young (2), on a d’une part
2p|w|P (| Vaha [ /4 + [V aho| ) (VX))
< VX)) + |w|2p(K§p|th0|2p/(2p_l) + K§p|vzh1|4p/(2p—l))

et d’autre part
w71+ [Vha| ) [(VX)]
< Bwl 4 (1+ [Vahs| PO~V (871 (VX[
Enfin, remarquons que

12k Y(Z,) + Vb (Zy) by |2 (4]Ra*10(Z0) > + 2|ha [*) [V (Z0)|?

Alha[*[9(Z2)]* + 2/ |*.
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Ainsi, en remplacant w par Ys, et ais, ps et s par leurs valeurs respectives dans
(16), et puisque 2/(2p — 1) < ¢ on obtient que

20|72 (2pY s (VX), + 200, [Tl + p/(2p = DVereriYs - AIT:[)
< [(VX)[P(2+bu(Z)])
< |(VX) P24 02,2,

T
Py < eﬁT|YfT|2p+/ [(VX),|eP*(2 + b| Z,|*)ds
t
T ~ ~ ~
- / P |Y,|*~%Y,.Z,dB,
t

T
< sup |(VX)t|2peﬁT(|(vg)(XT)|2p+2T+b/ \Z,|*ds)
0

0<t<T

T
- / 55|V, [22Y, 7 dB..

t

On obtient ainsi le résultat souhaité en prenant ’espérance conditionnelle (ce
que I'on peut faire puisque Y est borné), soit

T
Y[ < T VE] sup |(VX)t|2p(|(Vg)(XT)I2”+2T+b/ |Z,[*ds)| ]

0<t<T 0

Remarque On a bien
T T
2B sup [(VX)[> [ 12.Pds) < B(On) + B[ 12.Pds)? < o0
0<t<T 0 0

d’aprés ’hypothése de la Proposition 6.1 et le Lemme 3.5.
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Partie 3
Toujours en utilisant les résultats de [23], on a Z; = (VY ),(VX);"

On en déduit, en reprenant les indices, que presque siirement

iz
< JYETPEPR(VXE)Y R
< (VX)L TDET [sup [(VX),[2(|(V§)(X5)|™ + 2T
0<t<T
T ~
b / |75 2ds)]
0
X £ € €
< SITHVER (VX \21’ sup. \(VX ) ?P(|[(V§)(X3) P + 2T

+b < Mg’m >T)
1 : -
< S TVERTO5((V9)(X7)[P + 2T +b < Mo >7)

Or d’apreés le théoremes 1.4 de [14], on sait que & & fixé Y™ converge unifor-
mément vers V<. On peut alors reprendre la preuve du théoréme 1.2 de [14] en
remplacant I’hypothése de monotonie en m de la suite {Yg’m,m > 0} par sa
convergence, et obtenir quitte a extraire une sous-suite quand m — 400, que
Ze™ converge dP X dt presque partout vers Z¢; on a de plus que sup,, |Zf|
appartient a L*(dP x dt). Enfin, nous pouvons remarquer que le résultat du
lemme 3.5 reste valide et que sup,, . F' < Mem >2< 00: en effet, on reprend la
preuve du lemme en utilisant le falt que |Y™(z)| < |z| et que par convergence
uniforme |Y*™| < C|Y¢||oc < D. Ainsi, on en déduit que le long de cette
sous-suite et par convergence dominée on a

E7 05 < M*™ >p— E™ 05 < M* >r .

Ceci qui nous permet de passer a la limite des deux cotés de l'inégalité précé-
dente quand m — +oo et d’obtenir le résultat souhaité, c’est-a-dire

2(Z;[* < LUTVEO(I(VY)(XF)[* + 2T +b < M° >7)|F)X)
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Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de convergence qui nous
intéresse :

Théoréme 6.3 Sous (Hz), (Hzzz), (Hg), (Hg’), (10), et si les fonctions h;,
1 =0,1,2 ainsi que leurs dérivées sont bornées, on a que

(X5, Ve, M5, < X, M* >, < M* >)
converge en loi dans C ([0, T], R2+3) vers
(X,Y,M,< X,M >,< M >)

o (Y, M) est lunique solution F* adaptée de V’EDSR
Yt = @(XT) +/ h()(S,XS,Y;) +/ d< X,M > hl(S,XS)
t t
T A~ ~ ~ ~ ~
+/ h,g(S,Xs,Y;)d<M>s +M, — Mp
t
vérifiant £ < M >r< .

Preuve

(i) On peut vérifier la tension des processus Ve, Me,< Xe Me > et < M€ >.
En effet, on a d’aprés la proposition 6.1 une majoration de |Z¢|> dans
laquelle on a pu choisir une constante 3 qui ne dépend pas de €. Notons
pour simplifier: A° = 0% et B = [(V§)(X5)|>?+2T +b < M > .

Remarquons que E((B¢)?) est uniformément borné d’apres (Hg’) et le

résultat du lemme 3.5. En utilisant I'inégalité de Young, et si o €]0,1]
est I'unique valeur telle que

a=4a/(1 - a),
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ou a est la constante qui intervient dans ’hypothése (Hxxx), on a alors

E((AEBE)H—a) < E(A5)2(1+a)/(1705) + CQE(Bs)Q
< E((O;)Q—Ha/(l_a)) + CQE(BE)Q
< GE(07)™) + CE(B°)”
<

Cs
D’ou

21+aE | < M&: >, — < ME |1+oz)

— ‘/ ‘Zs Qdu‘H_a

E( / A=) F( A2 B FX°) du| +)

IN

IN

t
6ﬂT(1+a)E(‘/ E(AEBE|f§E)du‘1+a)

IN

t t
PT) B / 1du)*( / |B(A° B | XY [ du)

S

t
AT+ (4 _ gyo / E|B(A°B* | FX7) o dy

IN

t
eﬂT(1+a)(t _ S)a/ E|A€B€\Hadu
< 6ﬁT(1+a)03(t _ S)l—l—a-

En outre < M¢ >(= 0 donc (< M® > .) est tendue d’aprés un critére de
tension bien connu (voir par exemple le théoréme 4.1 p. 320 dans [12]).
Ceci nous permet d’avancer de méme que (M ¢.) est tendue grace par
exemple au théoréme 4.13 p. 322 de [12]. De plus on a

| < X M >, — < X5, M® >, |

Vir < Xe >, —tr < X¢ >s\/< Me >, — < M# >,

< C\/(t—s)\/< Me >, — < Me >,

VAN
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ce qui assure d’aprés ce qui précéde la tension de (< X E,M = >). Et
enfin, on a p.s.

Ve = Y7 < [lholloo(t = 8) + (1a]loo + [l |Z) (< M7 > — < M® >))
+|M; — M|
donc (YE) est tendu puisque d’une part YOE est p.s. uniformément borné

et d’autre part ses accroissements sont majorés par des accroissements
de processus ayant cette propriété.

D’aprés ce qui précéde, on obtient donc que
{(XE,YE,ME, < XS, ME >, < M°>),e> 0}

est tendue puisque X°® — X. Il existe alors une sous-suite qui converge
en loi vers (X, Y, M, < X, M >, < M >).

(i1) M est une FX¥-M.<M>_martingale car en passant & la limite sur & le long
de la sous—suite on obtient

E(fo(X*5, V5, M#, < M® >)M?) = E(f.(X%,V*, M®, < M* >)M¢,,)
donc
E(f(X,Y,M,< M >)M,) = E(f,(X,Y,M,< M >)M,,)
ou

fo(X2, V% Me, < M° >)
= I a(X7)bi(Yy) e (M7 )di(< M® >y,)

avec 0 <t; < .. <t,=setles a;, b;, ¢; et d; continues bornées.
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(i3

On sait de plus que pour ¢ de classe C?
. . R t+s
BILLOC V5,017, < M >)(0(X5) = (X0) = [ Lo((X0)dr)] = 0
d’on, par passage a la limite le long de la sous-suite en utilisant (Hx)
R R R t+s
BV 01, < 31 >)(pl(Xee) = o(X) = [ Lel(X,)dn)] =0

Ainsi, on obtient que la partie martingale de X est une FXY,M,<X,M>,<M>_

martingale.

Nous savons que Y est borné par passage a la limite sur ye qui est
uniformément borné en ¢ d’aprés les estimés (9). De plus

T T
Ve = oXi)+ [ hols, X5 Vs 4 [ d < X5 M > s, X
t

t

T
+/ ho(s, X2, VE)d < MF >, +M: — M;..
t

D’aprés la convergence en loi de (X¢,Y*®) vers (X,Y), et puisque hg est
continue bornée, on a par convergence dominée la convergence en loi

T T
/ho(s,Xg,ff;)ds = / ho(s, X,, Yy)ds.
t t

Notons maintenant C*([0, 7], R) I’espace des fonctions continues crois-
santes et considérons I’application

F:C(0,T],R*") x C*([0,T],R) — R

T
(‘/L‘ayau) = / h?(saxs:ys)dus-
t

Elle est continue grace au lemme 4.4. En effet, si (z°, y¢) converge unifor-
mément vers (z,y) sur un compact, on a g° = hy(., 2%, y°) qui converge
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uniformément vers g = fm(.,x,y) puisque hs est continue. De plus, par
croissance on aura bien dans ce cas fOT |dfn| = fu(T) — f2(0) < C. On

montre ainsi, en utilisant la convergence en loi de (X¢, V¢, < M* >) vers
(X,)Y, < M >), que

T T
/ ho(s, X5, YE)d < MF >, = / ho(s, X, Yy)d < M >, .
t

t
Enfin, de méme que dans la preuve du théoréme 4.2 on a

T T
/ d < X, M° >, hi(s,X5) = / d < X,M >, hi(s, X,).
t t
D’ou finalement pour tout ¢ € [0, 7]

T T
Y:f = g(XT)+/ ho(S,Xs,Y;)dS'F/ d<XaM>s hl(saXs)
t t

T
+/ ha(s, X4, Vy)d < M >, +M, — My
t

ce qui acheve la démonstration du théoréme grace au résultat d’unicité
énoncé dans le théoréme 3.6. En effet, en posant F = FXV-M<M> noyg
savons d’aprés ce qui précéde que M et MX sont des ]-"—martlngales
et que Y est F-adapté. Ceci nous permet de conclure que (Y, M) est
I'unique solution de PEDSR (9) par application du théoréme d’unicité
3.6. Donc en particulier, M est F* -adaptée.

On en déduit le théoréme principal de convergence :

Théoréme 6.4 Sous (Hz), (Hzzxz), (Hg), (Hg’), (HOb’), (H1b’) et (H2b’),
(X4,Y#) converge en loi dans C([0,T],R™Y) vers (X,Y) et il existe M tel
que (Y, M) est l'unique solution FX adaptée vérifiant E < M >7< oo de
I’EDSR

T T
y, = g(XT)+/ ho(s,Xs,YsH/ d< X, M >, hi(s, X,)
t t

T
+/ ha(s, Xs, Yy )d < M >, +M, — M.
t
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Preuve On utilise les résultats précédents et le fait que ® est continue et
inversible. |

7 Retour aux EDP et exemples

Nous allons maintenant donner des exemples d’homogénéisation d’EDP
semi- linéaires aléatoires ou périodiques dont les résultats peuvent étre obtenus
grace aux paragraphes précédents.

Tout d’abord, plagons-nous en dimension d = 2 dans le cadre de ’homo-
généisation proposé par Olla (|19], chapitre 4) : considérons (£2;, G, 7) un espace
de probabilité et {7,,# € R?} un groupe de transformations préservant la
mesure 7. Nous supposons que 7 est ergodique pour 7,.

Nous définissons deux opérateurs différentiels D; et D, par

sz(ﬁ) = azif(Tanﬂc:O

ou 7 € €, et nous noterons D = (Dy, D5). Nous considérons V' un champ de
vecteur de Q; dans R? & divergence nulle, c’est-a-dire tel que

D\Vi+D,V, = 0.

Ainsi, il existe une fonction H appelée “fonction courant” telle que V;, = Dy H
et Vo = —D;H. Appelons maintenant v"(z) = V(7,7n), notons f} la solution
de I’équation

Mi—Lii=Vii=1,2

1 1 2H D,
L=5 (D D2 <—2H 1 ) (Dz)
et définissons f¢ = limy o f} (limite définie en un certain sens si H est bornée).
Considérons le systéme d’équations

6tu’§ = %Au’; + %v"’(f).Vu’: + hE(t,x,u.) + Vuhb (t, )
1<k<n (17)
u:(t =0,7) = g(z)

ou
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Nous pouvons énoncer le

Corollaire 7.1 Sous les hypothéses précédentes, sous (Hzg), (Hz0), et (HOL),
et si hy est bornée, on a u.(t,z) qui converge en w-probabilité vers u(t,z)
solution de viscosité de

oyu* = La* + hE(t, z,u) + Vaahi(t, z)

1<k<n (18)

u(t=0,z) = g(z)

avec L = % Z” ; j0z,z; €l a, le tenseur effectif de diffusion, défini par
a = (51',3' + /Dfé.ngdW)1<i’j<2

Preuve

(i) (Hxg) et (Hx0) dépendent fortement de la nature des fonctions g et hy.
Si elles sont bornées, les hypothéses sont évidemment satisfaites; si elles
sont & croissance polynomiale, les hypothéses restent encore valides. De
plus |(0%)*h1| = |h1]|, donc (Hx1) est vérifiee. En outre, d’aprés Olla [19],
on a en m-probabilité la convergence en loi du processus sous-jacent X™**
vers une diffusion de générateur £ = %Zz ;i,j0z,;, donc en particulier
nous avons la convergence en loi sur l'espace produit et (Hx). Enfin,
puisque < X¢ >,= tId(R?), 'hypothése (Hxx) est bien satisfaite. On
peut donc utiliser le théoréme 4.2 pour obtenir la convergence en loi au
sens de Meyer-Zheng de 'EDSR associée (13).

(i) on a pour tout (t,z) Yy """ — Y;*® (en probabilité) quand & — 0
En effet, d’aprés la proposition 4.5, Yy converge en probabilité vers Y.
(iii) u(t,r) = Yy solution de viscosité de 1’équation (17)

Pour cela, il suffit de reprendre la méme preuve que dans [20]. De méme,
ug(t,z) = Y3 est solution de viscosité de (18). On a donc d’aprés ii)
que

us(t,z) — u(t,x)

en probabilité quand ¢ — 0.
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Maintenant, plagons-nous en dimension d: considérons (21, G, 7) un espace
de probabilité et {7, (¥,t) € R*™'} un groupe de transformations préservant
la mesure 7. Nous supposons que 7 est ergodique pour 7.

Définissons {7}, (z,t) € R™!} une famille d’opérateurs agissant sur L?()
par

Tx,tf(n) = f(’rz,tn)

oun € Q. Soit D = (Dy,D;,1 < i < d) le générateur infinitésimal de
{Ty s, (z,t) € R*™} suivant:

_8321T.’12t|$ 0,t=0 > Dt at a:t|:1: 0,t=0

Soit H; j(n) une “matrice de courant” satisfaisant aux hypothéses de Landim
et al. [ 7] p. 5. Définissons maintenant pour i € {1,..,d} V; = >, D;H, ; et
v"(t,z) = V(7,.m). Appelons enfin o le tenseur de diffusion défini p. 6 dans
[17] et L= 1 Zw(ao*)i,ﬁmﬂj.

Nous étudions 1’équation

Oue = FAu. + (c+ v7(t, 2)).Vu, + e?ho(e%t, ex + ct /e, u.)
+ hy(u.) | Vu [?
us(t =0,z) = g(ex)

ol c¢ est une constante. Nous cherchons la limite quand ¢ tend vers 0 de
U.(t,x) = uc(x/e — tc/e?, t/e*). Nous pouvons énoncer le

Corollaire 7.2 Sous les hypothéses précédentes ainsi que sous (Hg), (HOb) et
(H2b), u.(t,z) converge en m-probabilité vers u(t,z) solution de viscosité de

{ Oy = L+ ho(t, z, @) + hy(@)|oVi|?
u(t=0,z) = g(z)

INRIA



EDSR et homogénéisation d’EDP semi—linéaires paraboliques 49

Preuve Il suffit tout d’abord de vérifier que 4. est solution de ’EDP suivante

Oytic = $ AT, + 20"z /e — tefe?, t/e?). Vi, + ho(z, G.) + hy (@) | V.|
te(t =0,2) = g(z),

puis de suivre la méme démonstration que dans le corollaire 7.1 en utilisant le
résultat, présenté dans [17], de convergence en probabilité des lois du processus
X°¢ sous-jacent, ainsi que le théoréme 5.1. [ |

Intéressons-nous maintenant au cas étudié dans [15] d’'un modéle turbulent
dans lequel le terme de diffusion est nul. On s’intéresse a la solution du systéme
d’équations hyperboliques du premier ordre

Ok =1/ev(z/e,t/e?)).Vu. + hi(t, z,u.)
1<k<n
u:(t =0,z) = g(x)

ou v" est un champ aléatoire défini de la maniére suivante: soit (2;,G,7)
un espace de probabilité et {7, (z,t) € R*'} un groupe de transforma-
tions préservant la mesure 7 tel que 7T, ,7:y = Toyrz+y. NOUS SUppOSODS que
7 est ergodique pour 7, Soit V un champ aléatoire centré, tel que, pour
n € Q, v(t,x) = V(m.(n)) définit un vecteur aléatoire dont les lois fini-
dimensionnelles sont gaussiennes. Nous supposerons en outre que

(1) v posséde p.s. des trajectoires continues en ¢ et C' en z,

E(0,0)] = 0,

)
(i) v est a divergence nulle,
(i)

)

R(t,z) = [Ev;i(t,z)v;(0,0)]1<i j<a ainsi que ses dérivées partielles en z
sont lipschitz et continues,

(v

(v) il existe Ty tel que pour tout t > Ty et € R? on a R(t,z) = 0.

Nous pouvons alors énoncer le
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Corollaire 7.3 Sous les hypothéses précédentes et sous (Hzg), (Hz0) et (HOL),
ue(t, z) converge en m -probabilité vers u(t,x) et @ est solution de viscosité de

0" =3, ; i,j(2) 000, T + (. 2, T)
1<k<n
u(t =0,z) = g(z)

o a;; = bi’j + bjﬂ' et bi’j = fooo EUi(S, X;)’Uj (O, O)ds

Preuve Nous pouvons faire les mémes remarques sur la validité de (Hxg)
et (Hx0) que pour le corollaire 7.1. De plus, d’aprés [15], le processus sous-
jacent X°® converge en loi vers un mouvement brownien de covariance a. Il
suffit alors de suivre le méme raisonnement que dans la preuve du corollaire
7.1 en utilisant les résultats des propositions 4.1 et 4.5. [ |

Considérons maintenant ’équation (1), dont u.(z,t) est solution, dans le
cas déterministe suivant: x € R, v*(z) = v(z,x/e) avec v 1-périodique en sa
deuxiéme variable, dérivable, uniformément borné en ¢, et ¢ = 1.

Corollaire 7.4 Sous les hypothéses précédentes et sous (Hg), (Hg’), (HOb’),
(H1b’) et (H2b’), u.(z,t) converge vers u(x,t) et u est solution de viscosité de

0, = LT+ ho(t, ,T) + +h(t, @)V + hs(t, @, 1) Va|
u(z,t=0) = g(z)

avec L = 102, +0(x).0, et v(z) = fol v(z,y)dy

Preuve On peut adopter le méme schéma type de preuve que précédemment,
en utilisant les résultats présentés dans [9]. En effet on voit p. 140 que le
processus X° converge vers une diffusion de générateur £ défini précédemment,
ce qui vérifie I’hypothése (Hx). Pour pouvoir maintenant appliquer le théoréme
6.4, nous devons vérifier 'hypothése (Hxxx). Pour cela, appliquons la formule
d’'It6 a

fo(a) = /0 o (w)ds
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Nous obtenons

Xg ¢ ¢
/ v¥(u)du = /v du—i—/ E(Xj)de—i—%/ 0,v°(X5)ds

0 0 0

t t

_ /v du+/ E(Xj)dB5+/ W [2(X)ds
0 0
-1-—/ 0,v°(X{)ds
2 Jo

d’ott, en notant Nj = 2 [ v*(XZ)dB,,

t X7 T t
/ 0,v°(X5)ds = 2/ v (u)du — 2/ v (u)du — 2/ [v¢|2(X)ds — NE.
0 0 0 0

Puisque v° est uniformément borné par hypothése, on en déduit que

t
/@cvg(Xf)dS < 21X [[vlfeo + 2fl[[v]e0 — N
0

< Alzl[Jv]loo + 2l[vll| Be| + 2T[J0] |5, — N
et que
t
—/O 0:v°(X)ds < 2|XF[[v]|oe + 2l [[[v]|o + 2T ||V 5, + N}
< 4fz[v]loo + 2[v]oo| Be| + 4T [Jv][5, + N; -
Or

@.X) = elsvertisie
donc en utilisant ce qui précéde on obtient pour tout p > 0

sup |(0,X%) P < Cy( sup e®/Ple!Bel 1 gqup 72PN
0<t<T 0<t<T 0<t<T

et

sup [(8,X°)7HP < C_y( sup e®l=Bel 1 qup 2PNP),
0<t<T 0<t<T ozier
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Remarquons maintenant que pour tout v € R

t
<UNTS, = 47 / (" (X°) ds
0
< 4T |[[[%, pes.

et donc, puisque le crochet précédent est borné, on obtient par un résultat
élémentaire que

sup E(erNi—v /2Ny — 1

0<t<T

Ainsi nous avons, grace aux inégalités de Doob, que pour tout v > 0

sup B( sup M) < oo,
e 0<t<T

ce qui nous permet de conclure que pour tout a > 0 on a bien

sup E(|O7[*") < oo

et donc que I'’hypothése souhaitée est bien vérifiée. On a alors d’apreés le théo-
réme 6.4 la convergence en loi du processus Yo% s < t vers Y1*, ce qui assure
que Y;"" converge en loi vers Y;". Comme la limite est déterministe par
construction de ’EDS rétrograde, on obtient la convergence en probabilité. B

Considérons enfin I’équation

Oue = LEu, + h*(z, ue, Vu,)
ue(z,t =0) = g(z)
L= %A +v°(z).V

dans le cas déterministe suivant :

v¥(z) = v(z/e) avec v 1-périodique, dérivable avec des dérivées bornées,
z € RY,

— h*(z,y,2) = ho(t,z, z/e,y)+2h1 (L, )+ha(t, 2, y)|2|* et hg est 1-périodique
en sa deuxiéme variable.
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On a alors le résultat suivant:

Corollaire 7.5 Sous les hypothéses précédentes et sous (Hg), (Hg’), (HOb’),
(H1b’) et (H2b’), u.(z,t) converge vers u(x,t) et u est solution de viscosité de

atﬂ = E’IT[/ + }_Zo(t, ./E, ﬂ) + Vﬂhl(t, ./17) + h2(t7 ‘/E7 ﬂ’)‘vaF
a(z,t =0) = g(z)

ot L=3A+0.V, 0= fol v(y)dy et ho(x,y) = fol ho(x, u, y)du.

Preuve Dans ce cas, nous proposons en plus un exemple d’homogénéisation
de la partie non-linéaire de I’équation. Nous utilisons encore les résultats pré-
sentés dans [9]. Ainsi le processus X¢ converge vers une diffusion de générateur
L. Pour pouvoir appliquer le théoréme 6.4, commencons par vérifier I’hypothése
(Hxxx): pour cela, nous appliquerons une méthode de perturbation que ’on
peut trouver par exemple dans Pardoux-Veretennikov [25].

Notons (Rj;): = (0x;X{): et R: = (R};)1<i<d, noté R° par la suite. On a
alors

1 t
(Rfj)t = 5¢,j+g2/0 8ka1(XsE/€)( ij)sds
k

d’ou
167

[RI'? = 1+
€

i
[ 1o o) ).
0
Remarquons maintenant que puisque nous avons pour tout 1 <i,5 <d
1 .
/ 0y v (x)dr = 0,
0

nous pouvons définir V;;(z) = 0+°° E[0,,v'(x + B;)]ds et ainsi donner un sens
a Péquation différentielle ordinaire (matricielle) de Poisson suivante

A‘/;j = —3%. ’Ui,
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regardée comme définie sur le tore [0, 1]%, et que nous noterons AV = —Vu. La
solution de cette équation est bien définie dans sz (R?, R? x R%). On peut donc
écrire, en utilisant la formule d’It6-Krylov (cf. [16]) et en notant ®(R, X) =
|R|"P=*(RV(X)).R,

16pe®(R;, X;/e) = 16pe®(Ry,x/¢)

t
+16p / VL B(RE, XE /o). (Vu(XE &) R )ds
Ot
160 [ 300, B(RE X 2)ui(X )i
0
t
+16p [ 30, B(R:, X /2)dB;
0

16p [*
+F / S 0,0 (RS, X2 2)ds
(U

€

Or on s’est arrangé par le choix de V' pour que
D O0un®(rz) = [r['P(rAV(z)).r
= —|r|"*"2(rVu(x)).r
Ainsi
|[R;|"7 + 16pe®(R;, X} [e)
t
= 1+ 16pe®(Ry, z/c) + 16p/ V. ®(R;, X;/e).(Vv(X:/e)R:)ds
) 0
4160 [ 300,885 X3/2)oi (X3 /e)ds
0

i
+16p / > 0,,®(RE, X:/e)dBL.
0

L’intérét de cette méthode de perturbation est d’avoir obtenu une expression
dans laquelle les puissances de £ qui apparaissent sont, favorables (d’ordre 1 ou
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0). Ainsi, puisque V et v sont bornées et a dérivées bornées, on obtient pour &
assez petit

2IRF|"" < |R;|"™ + 16pe®(Ry, X; /e)

t
< 1+ 16pe®@y + K/ |RE|'*"ds + martingale.
0

On en déduit par le lemme de Gronwall et les inégalités de Holder que
sup E(sup |(R5)|'”) < oc.
£ t
On peut suivre le méme raisonnement pour chaque j € {1,2,..,d}, ce qui nous
permet, d’obtenir finalement

sup E(sup |(VX9),|'?) < oo.
£ t
Remarquons qu’on peut démontrer le méme résultat pour (VX¢), * puisque
t
(VX)[' = IdRY) - / (VX);'Vu(X,)ds,
0

et obtenir ainsi le résultat souhaité, avec a = 2:

sup E(|O%)*1*) < oc.

Grace a I’hypothése (Hxxx), nous pouvons appliquer nos théorémes de
convergence. Cependant, dans ce cas, nous devons adapter la preuve puisque
la partie non-linéaire de 1’équation va elle-méme étre homogénéisée. Pour cela
nous allons “geler” certaines coordonnées comme proposé dans [24| et utiliser
le fait que si une fonction f est 1-périodique en sa premiére variable, on la
convergence en probabilité

/abf(Xf/e,y)ds .0 (b—a) /Olf(u,y)du.

En effet on a

b/e?

b
/ f(Xefenyds = & [ F(X5 /e, y)ds

a/e?
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et

2

1 [
Xo, /e = x/s—l—BEzs/g—l—g/ v(X; /e)du
0
= x/e+Bszs/a+s/ v(X5,/e)du
0

Ainsi, puisque v est bornée, nous aurons

b/e? b/e?
lin% g2 f(X5,/e,y)ds = lime? / f(z/e + B.2g/e,y)ds
e a/e?

e—0 a/e?

Notons maintenant By = x+ B; et f(x Y) fo u,y)du. On a alors

/ f (z/€ + B.2g/e,y)ds)? = / f (B¥/%,y)ds)?
dont nous allons évaluer la limite quand ¢ tend vers 0.

D’aprés le théoréme 3.2 p. 373 de [4], par ergodicité du mouvement brow-
nien sur le tore, il existe K > 0 et p > 0 (indépendants de z et de y) tels
que

sup [Ef(B,y)| < KI|f|lece™".

On en déduit que si u < s on a alors

|EZY f(B2,y)| = |E7 f(BYSP )|

S—Uu

< suplEf( oY)

< K|,

N
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Ainsi, on a

t
E(/ f(Bf/g,y)ds)z = K f(B¥=,y Bm/s,y)duds
0

[
= / / F(B%%,y) f(B2/%, y)duds
= / / F(BTE,y) f(BY*, y)duds
// (If(B¥=, y)||E7< f(B>%, y)|duds
2Nl [ [ BV F(B )t

t s
2K FII2 / / &) dyds
0 0

K -
2—|| fI%t,
p

IN

IN

IN

IN

d’ou

t/e? K -
B[ FEEd? < 2| e
0 P

—e_g O.

En remplacant f par sa valeur, on en déduit donc le résultat souhaité, c’est &
dire la convergence en probabilité

b/e? 1
g // f(x/e + Bg/e,y)ds —._o (b—a) / f(u,y)du
a/e? 0

En utilisant la tension de (X¢,Y*), la séparabilité de C([0,T],R?), et le fait
qu’on peut approcher ces fonctions par des fonctions en escalier, nous pouvons
maintenant suivre les mémes étapes que dans [25] et obtenir la convergence en
loi

T
/ ho(s, X, XE /e, Yi)ds = / / ho(s, Xs, u, Ys)du)ds
t
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ce qui nous permet de conclure en adaptant le théoréme 6.4 et en suivant la
méme démonstration que dans la preuve du corollaire 7.4.

Remarque: on peut adapter la preuve précédente au cas v(z, z/e). [ |

Remarque 1 Les exemples de la partie 7 proviennent du domaine de 1’ho-
mogénéisation (renormalisation en z /e et ¢/¢?, puis passage a la limite). Natu-
rellement, tous les résultats de convergence pour les EDSR s’appliquent dans
d’autres cas de convergence en loi de la partie linéaire de 'EDP (voir par
exemple [24], ou bien les exemples de lois d’échelle “anomales” dans [1], [2],

[10])-

Remarque 2 On peut obtenir des résultats similaires d’homogénéisation
pour des EDP semi—linéaires elliptiques a coefficients aléatoires ou périodiques.
Pour cela on utilise la convergence d’une autre classe d’EDSR dans laquelle le
temps final 7" est remplacé par un temps d’arrét 7: voir [5], [11].
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