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An Unincremental Homogenization Method for
Elastomer Structure
Applied to unidirectional composites

Abstract: This report describes the development of an homogenization
method for non linear composites (for example composite made with rubber).
Numerical simulation which obtains their equivalent homogenized behaviour
is performed with a very efficient algorithm.

Key-words: Homogenization , hyper-elastic structure , unincremental
method
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1 Introduction

Les élastomeres sont de nos jours de plus en plus utilisés dans les industries
automobile, spatiale, aéronautique, ferroviaire ou I’'industrie des pneumatiques
pour assumer des taches de liaison, d’amortissement ou encore d’étanchéité.
L’adjonction d’éléments renforcants au sein de la phase élastomere est de méme
une pratique de plus en plus fréquente. Cette association a pour objectif essen-
tiel d’étendre le domaine exploitable des propriétés mécaniques de 1’élastomere
de base en améliorant celles-ci, quel que soit le domaine de sollicitation (C.
G’Sell, A. Coupard, 1997 [16]). Néanmoins ['utilisation de ce type de compo-
sites souleve le probleme essentiel de la connaissance précise de leur compor-
tement homogene équivalent & partir de la connaissance du comportement des
différents constituants.

Les matériaux élastomeres et de facon plus générale les matériaux hyper-
élastiques ont été largement étudiés et on peut trouver dans la littérature un
grand nombre d’informations sur la nature de leurs comportements. On pourra
citer entre autre P.G. Ciarlet, G. Geymonat, 1982 [10]; J.L. Davet,1985 [12]
ou encore J. Lambert-Diani, C. Rey, 1997 [21].

On trouve également un certain nombre d’articles traitant, que ce soit de
pres ou de loin, de ce type de matériaux composites. On peut citer A. Bensous-
san, J.L. Lions, G. Papanicolaou, 1978 [1| qui mettent en place entre autres le
probleme d’homogénéisation & résoudre pour ce type de composites; N. Trian-
tafyllidis, B.N. Maker, 1985 [31]; P.G. Geymonat, S. Muller, N. Triantafyllidis,
1993 [18] qui s’intéressent aux instabilités et enfin J.R. Willis, 1985 [32]; D.R.S.
Talbot, J.R. Willis, 1987 [30] ; P. Ponte-Castenada, 1989 [25] qui proposent des
méthodes d’estimation des bornes de la densité d’énergie homogénéisée. Il est
clair que des méthodes permettant d’atteindre uniquement un encadrement du
comportement réel ne sont pour I'industriel pas satisfaisantes. Il semble donc
nécessaire de pouvoir caractériser le plus précisément possible le comportement
homogene équivalent.

Les difficultés rencontrées dans ce cadre proviennent essentiellement de la
technique d’homogénéisation utilisée afin de prendre en compte la nature des
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4 M. Brieu, F. Devries, J. Erhel

opérateurs non linéaires rencontrés, cette non linéarité étant essentiellement
due au comportement des différents constituants.

F. Devries, 1996 [13] a récemment proposé une méthode d’homogénéisation
appliquable a ce type de milieu mettant également en évidence la nature non-
linéaire des problemes & traiter, et par conséquent les difficultés générées par
leurs nécessaires résolutions. Il propose a cet effet une technique incrémentale
de résolution de ces problemes. Néanmoins l'inconvénient de cette méthode
est le besoin d’une discrétisation fine du chargement si I’on souhaite obtenir
avec une bonne précision la réponse de la structure au chargement qui lui est
imposé.

Il semble donc nécessaire de trouver une méthode de résolution plus perfor-
mante permettant d’éviter de résoudre ces problemes de fagon incrémentale. On
trouve de nombreux ouvrages dans la littérature numéricienne consacrés a la
résolution de problemes d’élasticité non linéaire. On pourra citer R. Glowinsky,
P. Le Tallec, 1982 [19]; P. Le Tallec, M. Vidrascu, 1985 [23] qui proposent dif-
férentes méthodes de résolution, M. Bernadou, P.G. Ciarlet, J. Hu, 1982 |2]| qui
pour leur part traitent des conditions de convergence des méthodes incrémen-
tales. Enfin P. Ladeveze, 1996 [20] qui propose dans le cas de problémes non
linéaires de type plasticité, une méthode de résolution non incrémentale dont
le principe repose sur le découplage des équations (linéaires et non linéaires)
constitutives du probleme posé. Cette derniere méthode permet de résoudre ce
type de problemes en linéarisant au minimum les équations constitutives du
probleme. C’est cette méthode que nous avons retenue et adaptée a notre type
de probléeme.

Le propos de ce rapport est ainsi de proposer une méthode d’homogénéi-
sation non incrémentale de structures composites a constituants de compor-
tements hyper-élastiques permettant, en utilisant une méthode de résolution
adaptée, d’obtenir leur réponse homogénéisée avec un cotiit de calcul réduit.

La premiere partie de ce rapport est d’'une part une présentation de la
nature de notre probleme, et d’autre part une explication de la technique de
résolution adoptée ainsi que sa mise en oeuvre.

La deuxiéme partie est une présentation des résultats permettant de prou-
ver les performances de cette méthode.

INRIA



méthode non incrémentale d’Homogénéisation de Structures Elastomeéres 5

2 Présentation de la méthode

On considére une structure hétérogene qui occupe dans son état non dé-
formé le domaine Q de IR®. On suppose que ’état initial est libre d’effort. On
considere de plus que les hétérogénéités du milieu sont réparties périodique-
ment de période notée Y, et que leurs tailles sont trés petites devant la taille
de la structure.

O O
)ﬁ |
Yq
y Celluledebase Y

2

Structure Q

F1G. 1: Structure Q2 et cellule de base Y

On est donc en présence de deux échelles de grandeur respectivement as-
sociées aux tailles H de la structure et L de la période de base Y :

— I’échelle macroscopique liée & la grandeur H, pour laquelle la taille des
hétérogénéités est petite. Le repere qui lui est associé est (O, x).

— I’échelle microscopique liée a la grandeur L est définie par I'intermédiaire
d’une dilatation de rapport ¢ = L/H < 1. Par rapport & cette échelle
la taille des hétérogénéités est de ’ordre de I'unité. Le repere qui lui est
associé est (O,y) (avec y = cx).

RR n° 3341



6 M. Brieu, F. Devries, J. Erhel

On suppose que les efforts volumiques sont négligeables et que le probleme
est quasi-statique. On a alors & résoudre le probleme hétérogene ci-dessous:
Soit S,q I’espace des champs macroscopiques admissibles défini par:

1) Saa={ (U, T)/UeR?, TeR’xR?, Uec[H(Q)] Te[L2Q)°,
div, T € [L*(Q)]*}

Trouver (U®, T?) € S,q tel que

div,T¢ =0 dans 2

6 £
(2) T¢ = (‘3—;‘6(w’ F°) dans
Fe=1+V,Us¢ dans 2

Conditions aux limites sur 0f2

ou - £ estla structure étudiée,
- 0N est la surface extérieure de €2,
- T¢ est le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,
- F* est le tenseur gradient de déformation,
- € est la densité d’énergie qui est connue,
- divy, divy, Vg, V, les opérateurs divergence et gradient par
rapport aux variables x et y.

Considérant ici des problemes pour lesquels le parameétre ¢ est trés petit
devant 1, le nombre d’hétérogénéités au sein de la structure est tres grand et
leur taille est trés petite devant la taille de la structure. Ainsi une discrétisation
du probleme (2), par exemple par la méthode des éléments finis, conduirait a
un systéme de tres grande taille. En effet si ’on veut étre & méme de considérer
I’ensemble des hétérogénéités, il faudrait dans le cas d’une résolution éléments
finis considérer un maillage d’une extréme finesse. C’est pour pallier cette
difficulté que nous allons mettre en oeuvre une technique d’homogénéisation.

2.1 Homogénéisation

Afin de supprimer le probléme posé par le grand nombre d’hétérogénéités
réparties au sein du milieu composite considéré, on cherche & associer a la
structure un milieu homogene de comportement mécanique équivalent. Pour

INRIA
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ce faire on montre (A. Bensoussan, J.L. Lions, G. Papanicolaou, 1978 [1];
H. Dumontet, 1992 [15]; F. Devries, 1996 [13|) que lorsque ¢ tend vers 0, la
solution du probleme (2) tend vers celle du probléme suivant, ot on note par
T le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff macroscopique, par F le
tenseur gradient de déformation macroscopique, et par 7 et f leurs homologues
microscopiques :

Probleme Macroscopique : Trouver (U, T) € S,q tel que

div,T=0 dans

OE
(3) T = ﬁ(w, F) dans €
F=1+V,U dans Q

Conditions aux limites sur 02
Sad défini par (1)
ol la densité d’énergie homogénéisée E est implicitement définie par les
relations suivantes :
(@) Relations Macroscopique — Microscopique T = (1)y
ou Relations de couplage F = (f)y

liant les champs macroscopiques solutions du probléme macroscopique (3)
a leurs homologues microscopiques solutions de:
Soit s,q I'espace des champs microscopiques admissibles défini par:

5) saa=1{ (u, T)/uclR?® 7R3 xR? ue[H(Y)? 7e[L2(Y)°,
div, T € [L2(Y)*}

Probléeme Microscopique : Trouver (u,T) € s,q tel que

( divyT =0 dans Y
%€ (y.£) dans Y
T = ans
© ) of ¥
f=F+V,u dansY
u Y périodique
(| T(n) Y anti — périodique

oll n désigne la normale extérieure unitaire a4 9Y, e(y, f) les densités d’éner-
gie des différents constituants qui sont connues, Y la période de base de la
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8 M. Brieu, F. Devries, J. Erhel

structure, permettant de reproduire 1’ensemble de la structure et oit on note
par (f)y la moyenne sur la période Y de toute fonction f, définie par:

(f)y = f(y)dy, avec |Y| la mesure de Y.

Y] Jy

On constate que ces problemes sont non linéaires. Il est donc nécessaire de
mettre en oeuvre une technique de résolution appropriée.

Il existe de nombreuses méthodes de résolution pour ce type de problemes
non linéaires ; on pourra citer par exemple M. Sibony, J.C. Marden, 1988 [28];
W.C. Rheinboldt, 1974 [26] qui pour leur part présentent un ensemble de mé-
thodes. Parmi I’ensemble des méthodes existantes les plus utilisées sont les mé-
thodes dites de type Newton ; on pourra citer a ce sujet par exemple J. Ortega,
W.C. Rheinboldt, 1970 [24]; W.C. Rheinboldt,1981 [27]. Ces méthodes per-
mettent de résoudre des problemes non linéaires de facon itérative. En partant
de la fonctionelle non linéaire du probleme & traiter, cette méthode linéarise
celle-ci au voisinage d’un point de départ, et résout le probleme linéaire ainsi
obtenu, puis 'opération est répétée a4 nouveau au voisinage de cette nouvelle
solution et ce jusqu'a convergence. Ces méthodes supposent une linéarisation
globale de I’ensemble du probleme. F. Devries propose lui une méthode ot le
probleme est linéarisé par une prise en compte incrémentale du chargement ot
chaque incrément de chargement est tres petit devant 1'unité. Ceci engendre
une résolution incrémentale de problemes linéaires. En contre-partie la qua-
lité de la réponse dépend implicitement de la finesse du partitionnement du
chargement choisi. Nous développons ici une méthode de résolution différente
des précédentes dont l'intérét est double, puisqu’elle nous permet d’une part
d’éviter d’avoir a résoudre ces problemes de facon incrémentale et d’autre part
de linéariser au minimum ’ensemble des équations.

2.2 Meéthode de résolution des problémes non linéaires

On se propose ici de résoudre les problemes non linéaires précédents par
utilisation d’une méthode non incrémentale initialement utilisée dans le cas de
structures élastoplastiques (P. Ladeveze, 1996 [20], J.Y. Cognard, 1989 [11],
P. Boisse, 1987 [4]). Avant de mettre en ceuvre cette méthode il est important
de noter que contrairement aux méthodes classiques ot I’on recherche soit les
champs de déplacements (U, u), soit les champs de contraintes (T, T), ici

INRIA



méthode non incrémentale d’Homogénéisation de Structures Elastomeéres 9

nous allons rechercher simultanément ’ensemble des variables en recherchant
le champ ((U, T); (u, 7)). Pour ce faire on commence par décomposer ’en-
semble S,q X S,q en deux ensembles:

— I’ensemble NL des champs satisfaisant les équations non linéaires,

— I’ensemble L des champs satisfaisant les équations linéaires.

La solution S du probleme se situe alors & l'intersection de ces deux en-
sembles.

Afin de déterminer cette solution S, on détermine tout d’abord une approxi-
mation S° € L puis des "aller-retour" entre L et NL permettront d’obtenir &
convergence du processus, la solution finale S.

Pour réaliser les différentes itérations de L sur NL et de NL sur L supposons
que I’on connaisse une approximation S* € L, c’est a dire vérifiant les équations
linéaires. Une application, & définir, notée H™, permettra de construire Sty =
HT(S™) avec S"*2 € L. Une autre application, notée H™, permettra ensuite de
construire S"™*!, image de Snts par H™ dans L. L’algorithme sera stoppé des
que la "distance" entre S™ et S"T! sera "petite".

Pour plus de détails sur les différentes familles d’applications H™ et H™ et
les criteres de convergence & satisfaire nous renvoyons le lecteur au livre de P.

Ladeveze, 1996 [20].

2.2.1 Choix des ensembles L et NL

L’examen des équations constituant les problemes (3), (6) ainsi que celui
des relations de couplage (4) conduit & définir les ensembles NL et L comme
suit :

NL={ (U, T); (u,7))/({(U, T); (u,7T)) € Sag X Sad,

T = a—:_(y, f); vérifiant les équations (9) }

(7)

) S Sad X Sad,

@ =1 D: @) D

vérifiant les équations (9) et (1

)
}

RR n° 3341
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oll S,q et s,q sont respectivement définis par (1) et (5)

avec:

( F=1+V,U dans
f=F+Vy,u dansY

T =(7)y
{F:<<f>>y dans Q2

9) A

( Au niveau Macroscopique { div,T =0 dans 2
conditions aux limites sur 0f2
(10) < divy7 =0 dansY
Au niveau Microscopique u Y périodique
{ T (n) Y anti — périodique

2.2.2 Schéma itératif

Pour démarrer le processus on choisit comme approximation initiale la so-
lution obtenue en Hypotheses des Petites Perturbations, c’est & dire la solution
obtenue en considérant les différents constituants comme élastiques, linéaires,
ou encore en imposant F = f = 1. Notons que cette solution, noté S°, appar-
tient a L.

Connaissant S°, il s’agit ensuite de construire S**! & partir de la connais-
sance de S™. Cette construction se fait en deux étapes:

— choix de H": L — NL (itération n + 3)
— choix de H™ : NL — L (itération n + 1)

1. Application H* de L dans NL
Pour définir S"+2 € NL, nous 1(:hoisissons une application dite
cale", c’est & dire telle que: f"*z = HY(f* 7") = "

"verti-

Nous avons choisi cette application car elle est extrémement simple d’uti-
lisation, et conduit néanmoins & des résultats tres satisfaisants comme
nous le verrons.

INRIA
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A Tissue de cette application HT, ’approximation S"*t3 € NL est connue
et définie par S"*tz = ((T"*'%, U"+%) : <T"+%, u"+%>) tel que:

¢ 1 1 1 1
u"tz tel que : V,yu"tz =f"t2 — Fte

T”+%,u”+%> G,
( T""’% = a—:‘(y’ f”+%)
Y

(T”*é, U”+%> U2 tel que : VU2 = Frts — 1
T”"'% = <T”+%>
Y

2. Application H™ de NL dans L

) . 1 .. ) i
Pour déterminer S"t2 sur L en S"*! on choisit un opérateur dit "tan-
X . 1 < 1
ent" & NL au point S"*2, c’est & dire tel que:
P ) q
T = H (i)

of?
Ainsi:
Tn—|—1 _ ,7.71—1—2 + qn—I—% (fn—}—l _ f”"‘%)
avec s = a—fj (y, f"*é)

Afin de trouver le champ S"*! € L associé & S™ par (12), il est alors
nécessaire de résoudre I’ensemble des problémes suivants:

Probléme Microscopique : Trouver (u™t!, 77t1) € 54

div, 7" =0 dans Y

Ftl = qnts ol ot gt £t dans Y

frtl = Frtl 4 v unt! dans Y

ant! Y périodique

77+ (n) Y anti — périodique

avec s,q définie par (5)

RR n° 3341
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Relations de couplage Micro Macro
Tn+1 — <Tn+1>Y
Fn—l—l — <fn+1>Y

Probléme Macroscopique : Trouver (U™, T"*1) € Sy
div,T"*' =0 dans €
Frtl=14+V, U™  dansQ
Conditions aux limites sur 0f2

avec S,q définie par (1)

Pour résoudre le probleme microscopique, explicitons sa loi de compor-
tement. Par définition, on a:

Tn—|—1 — Tn—l—% + qn—I—% (fn+1 _ fn-l-%)

Or f*! =F™! 4 v,u"t!
=1+ V, U + v, u"t!

11 vient alors:

13 i+l = gt (V,Un 4+ v, umtl) + prt
( ) avec pn+% = T""’% + qn+% (1 o fn+%)

Ainsi au niveau microscopique, on doit résoudre :

div, 7"t =0 dans Y

P qn+§ (VmUn—H + Vyun+1) + p”+% dans Y

u"t! Y périodique

77+ (n) Y anti — périodique

avec (U™t 77H1) € 5,4 (s, défini par (5)). c’est donc un probléeme avec
une précontrainte p"+%. En utilisant la linéarité de ce probleme, on in-
troduit la décomposition suivante:

Tn—l—l — Sn+1 + tn+1
un—l—l — Vn+1 + Wn+1

ot (V™) € 559 et (W', ") € 554 (Saq défini par (5)) sont solu-
tions de:

INRIA
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(div,s"tt =0 dans Y
(g { S =AU L V) dans Y
v Y périodique
[ s""!(n) Y anti — périodique
(div,t"*! =0 dans Y
(15) 4 tnt! = q”JF%VyW"Jrl +p"t2 dans Y .
wnt! Y périodique
[ t""!(n) Y anti — périodique

On observe de nouveau que le probleme (14) est un probleme linéaire.
En utilisant ce caractére, on décompose sa solution sur les composantes
de V,U"*!. Posons ainsi:

n+1

vitl — _Xkl(y)aik + z(z), ou z(z) est une fonction arbitraire que
2y

I’on ignorera donc par la suite. Alors:

+1 kl a1
sntl — q@*% (9UZ _ Xy aUkH
K Ipq oz, dy, O
1 o kl aUn—i—l
= q:;;qz 6pk6ql - Xp k
Byq &cl
Ainsi (vt ") € 5,4 (sa,q défini par (5)) est tel que:
1
Sn—|—1 _ a.k:l aU;cH_
ox
(16) ln 1
Vn+1 — kl aUk+
83:1

olt (o, x*) € a4 (Saq défini par (5)) est solution du probleme suivant:

RR n° 3341
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[ div,e*' =0 dans Y
ki
Kl "3 Xy
(17) < O = qm)q2 (6pk5qh - 3—yq> dans Y
x* Y périodique
| o (n) Y anti — périodique

Ces problemes sont facilement solubles, ainsi que le probleme microsco-
pique (15) qui est un probleme de type élastique avec précontrainte.

Apres la résolution de ces différents problemes nous connaissons partiel-
lement les champs microscopiques. En effet ces champs ne seront comple-
tement connus que lorsque les champs macroscopiques le seront. Néan-
moins, nous sommes en mesure de résoudre le probleme macroscopique.

En effet, par définition on a:
ouptt
aXl

Alors en utilisant les relations de couplage entre les échelles microsco-
pique et macroscopique, il vient :

8U"+1 1 1
T+ = <a’°l—a)’z > + <p”+§ + q"+avyw"+l>
l Y

Tn—l—l — pn—l—% + qn+%vywn+1 + a.kl

Y
ou encore:

aUn—}-l
n+1 n+1 n+1
T - Qz]—};l + P y

n+1 n+3 8X£q
Qz]_};l - < zgpq2 <6Pk6ql - ay
avec n+1l Y
n+l _ +3 n+j awp
P pz] + ngpq
Y

Ainsi (T, U™) € S.q (Saq deﬁm par (1)) est solution du probleme
suivant :

INRIA
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div,T"*' =0 dans Q
(18) Tn+1 — Qn-l—lvmun—l—l + Pn+1 dans Q
Ftl =14+ Vv, U"t! dans Q
Conditions aux limites sur O0f)

Notons que les champs x?? et w™*! étant déja calculés, ce probleme est
du méme type que (15) et sa résolution ne pose donc pas de difficultés.

Enfin, une fois ce probléme résolu, les champs microscopiques a l'itération
n+1 peuvent étre calculés comme suit :

n+1
un—|—1 = witl — kl aUk:+
(19) o
n+1 n+l n+1 kl 8Uk n+i
TV =q"2 | VW' =V, x “ox, +pe

3 Application aux composites unidirectionnels

3.1 Discrétisation en espace

Comme nous venons de le voir, le calcul de la réponse d’une structure com-
posite a constituants hyperélastiques pour une sollicitation donnée, nécessite la
résolution de problémes macroscopique et microscopique couplés qui peuvent
générer des cotits de calculs dissuasifs.

Pour procéder a ces résolutions, il est nécessaire d’effectuer une discréti-
sation spatiale tant au niveau macroscopique que microscopique. Nous avons
choisi, comme il est usuel de le faire en mécanique des milieux continus, une
discrétisation par la méthode des éléments finis. Si le chargement macrosco-
pique est quelconque, les déformations induites ne seront pas constantes sur
I’ensemble des éléments de la discrétisation macroscopique de la structure.

Comme les problemes microscopiques dépendent implicitement du tenseur
gradient de déformation macroscopique, le calcul, & une itération donnée, de
la matrice de raideur de chacun des éléments finis de la discrétisation macro-
scopique nécessitera la résolution de ’ensemble des problemes cellulaires.
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Il sera ainsi nécessaire de résoudre a chaque itération un ensemble de pro-
blemes microscopiques par élément fini de la discrétisation macroscopique.

Par contre, si 'on considere que 1’on impose des chargements macrosco-
piques induisant un tenseur gradient de déformation macroscopique constant
sur I'ensemble de la structure, alors ’obtention de la réponse de la structure
ne nécessitera de résoudre qu'un seul ensemble de problemes microscopiques a
chaque itération, puisque le comportement homogene équivalent est le méme
sur ’ensemble de la structure. Précisons qu’a cette fin et pour résoudre les
problémes microscopiques (14) et (15) les codes ont été développés en utilisant
le code éléments finis Modulef ([3]).

Parmi les chargements macroscopiques qui induisent des tenseurs gradient
de déformation macroscopique constants sur ’ensemble de la structure ,rap-
porté a un repére (O,x1, 29, x3), (structure choisie ci-dessous de forme parallé-
lépipédique {|z1| < Li, |zg| < Lo, |z3] < L3}) nous avons choisi de considérer
ceux répertoriés dans le tableau suivant :

Traction uni-axiale Uy ==1U, T, =0sur |z;| =L;
d’axe (O,x;) T(n) = 0 sur le reste de 92
Traction bi-axiale Uy = +U;, Ty =0 sur |z;| = L;

dans le plan (O, z;, z;) | Uy = £U;, T, =0 sur |z;| =L;
T(n) = 0 sur le reste de 92

Cisaillement simple E; _ kgj _o Sw lzi| = Lj et |z;] =L,
dans le plan (O, z;, z;) |oup € {1,2,3}\ {i};q0€ {1,2,3} \ {3} ; p#¢
d’axe (O,z;) Uy =0, T(n) = 0 sur le reste de 92
Cisaillement pur U, =U;, T;=0sur |z;| =1;

dans le plan (O, z;, z;) | T(n) = 0 sur |z;| =L,

d’axe (O,z;) Uy =0, T(n) = 0 sur le reste de 99

TAB. 1: Sollicitations macroscopique étudiées

(T(n): vecteur contrainte; T;: composante tangentielle de T(n); Uy:
déplacement normal; n: vecteur normal extérieur unitaire)
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3.2 Géométries et constitution mécanique de la cellule
de base

Nous considérons un matériau composite dont les renforts, tous alignés
dans la méme direction et supposés de section circulaire, sont disposés aux
sommets d’'un réseau carré. Les constituants de ce composite sont supposés
homogenes et isotropes. Leurs lois de comportement données ci-dessous, ne
dépendent alors que des invariants I;, Iy et I3 du tenseur microscopique de
déformations ¢ défini par ¢ = ff (P.G. Ciarlet, 1982 [10]), qui dépendent eux
méme du chargement macroscopique imposé du fait de la dépendance de f par
rapport a F (4):

— Matrice: Densité d’énergie de type Harth-Smith modifié, 1997 [21]

I I
! 2 > E
6(11, IQ, 13) = El/ 6E3(Il_3) dIl + / ITidIQ + E5 (13 - 1) — Bln I3
3 3

2
( Eq E4
A=4 E5+@<1—4?>)

E

(A, u : coefficients de Lamé du matériau)

E,
L B:E1+2@+E5

avec <

ol nous prenons E; = 3 10°Pa, Ey = 10°Pa, E; = 0.03,
E, = 0.63, E5 = 5 10°Pa,
ce qui conduit & E = 1.5 105Pa, v = 0.42

— Fibre: Densité d’énergie de type Ciarlet-Geymonat, 1982 [10]:

E E E
6(11,12,13) = 71(11 —3) + 72(12—3)‘1'?3(13 —3) —B1HI3

E3:——E2 EzZO,V’LE{l,,S}

(X, u : coefficients de Lamé du matériau)
B =E; +2E; + E3

oil nous prenons E; = 1.16 108Pa, E = 1.10°Pa, v = 0.3

avec
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Précisons que la géométrie de la période de base ainsi que l'isotropie de ses
constituants conduisent & un comportement homogénéisé orthotrope.

4 Performances de la méthode

Afin de valider la méthode choisie ainsi que d’en éprouver les performances,
nous présentons ci-dessous une comparaison des résultats obtenus avec ceux
issus de la méthode de résolution proposée par F. Devries (méthode d’homo-
généisation incrémentale [13] (1996)).

4.1 Meéthode d’homogénéisation incrémentale

La méthode de résolution des problemes (3), (4) et (6) proposée par F.
Devries consiste & introduire une partition de I'intervalle unité:

0< AN <A< <AV L)V =1

A cette partition on associe une suite de chargements dont le terme de rang
n est donné par:

U™ = \"U ou U est le chargement imposé.

En introduisant ensuite la décomposition des champs de déplacements mi-
croscopique et macroscopique:

Un+1 =Un + V" et un+1 =u"+ v

et sous condition que la partition de [0, 1] soit telle que:

(20) ‘van“LQ(Q)]s K 1let \Vyv"|[L2(Y)]3 <1

a la résolution des problemes non linéaires couplés (3), (4) et (6) se substi-
tue celle d’'une succession de problemes linéaires.

Cependant il parait trés clair que la précision de la méthode dépend de
la finesse du pas de chargement choisi, c’est & dire du nombre d’itérations N
que I'on impose. L’inconvénient majeur de cette méthode de linéarisation par
rapport au chargement est ainsi que le nombre d’itérations nécessaire a 1’obten-
tion d’une bonne approximation de la réponse macroscopique a un chargement
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donné ne peut étre connu a priori mais seulement a posteriori. De plus le temps
de calcul qu’elle requiert est indépendant du type de sollicitations, et ne dépend
que de 'intensité du chargement.

4.2 Analyse des performances

Afin de comparer les deux méthodes et algorithmes d’homogénéisation dis-
ponibles, nous comparons d’une part leurs précisions respectives et d’autre
part les temps de calcul qu’elles requierent.

4.2.1 convergence des méthodes

Il semble clair & 'examen des courbes (Fig. 2) contrainte nominale in-
duite/élongation imposée que la méthode incrémentale de F.Devries tend vers
la solution recherchée dans la mesure ou le pas de chargement choisi est suffi-
samment fin. Il est de méme visible que les deux méthodes convergent vers la
méme solution.

Précisons en outre qu’il a été montré 14| que la méthode d’homogénéisation
incrémentale approche correctement la réponse hétérogéne de composites a
constituants élastiques non linéaires, du moins dans le cadre de son utilisation
licite.

4.2.2 comparaison des temps cpu

Nous présentons ici une comparaison des temps de calcul de ces deux mé-
thodes dans les différents cas de sollicitations envisagés précédemment (Tab 1).
Ces temps de calculs ont été obtenus pour des sollicitations induisant des taux
de chargement (U/L ou U est le chargement et L la dimension caractéristique
dans la direction de sollicitations) de 200%.

On peut constater sur le graphe (Fig. 3) que notre méthode est beaucoup
plus performante, puisqu’elle permet des gains de temps pouvant aller jusqu’a
un facteur 40.

Remarquons que dans le cas du cisaillement simple les gains sont moins im-
portants. En effet dans ce cas, contrairement aux autres sollicitations macro-
scopiques, le tenseur gradient de déformation macroscopique est non diagonal,
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Effort nominal (Traction uni axiale d’ axe (O,x3))

1.00E+08
b methode incrementale N=100
1  methode incrementale N=500 =]
0.80E+08 — -
: methode incrementale N=1000
| methode non incrementale
0.60E+08 —
0.40E+08 _]
0.20E+08 —
000E+OO T T T T I T T T T I T T T T I T T T T
1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Elongation imposee

F1G. 2: Condition de convergence
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Temps cpu
- *100
Temps cpu methode incrementale
100 ! : Methode incrementale (Devries)

2 : Traction uniaxiale suivant I’ axe (O, x1)
3: Traction uniaxiale suivant |’ axe (O, x3)
4 : Traction equi-biaxiale dans le plan (O, x1, x2)
5 : Traction equi-biaxiale dans le plan (O, x1, x3)
6 : Cisaillement simple dans le plan (O, x1, x2) suivant I’axe (O, x1)

75| 7 : Cisaillement simple dans e plan (O, x1, x3) suivant I’ axe (O,x1)
8 : Cisaillement pur dans le plan (O,x1, x2) suivant I’ axe (O,x1)
9 : Cisaillement pur dans le plan (O, x1, x3) suivant I’ axe (O,x1)

50 —

25—

0

F1G. 3: Comparaison des temps cpu
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ce qui a tendance & faire croitre le temps de calcul nécessaire pour atteindre
la convergence.

Néanmoins, méme dans le cas du cisaillement simple, notre méthode réduit
d’un facteur trois le temps de calcul, et dans les autres cas de sollicitations, le
temps peut étre réduit par un facteur allant jusqu’a 40.

Nous pouvons donc affirmer que cette méthode non incrémentale nous permet
de réduire de maniére non négligeable les temps de calcul.

5 CONCLUSION

Ce rapport propose un algorithme de calcul du comportement non linéaire
homogene équivalent de matériaux composites & constituants non linéaires.

Sa particularié réside dans le fait que par un judicieux découpage des équa-
tions des problemes & résoudre, on obtient un algorithme itératif non incré-
mental, ce qui peut présenter un intérét évident en terme de temps de calcul
requis.

Cette méthode est performante tant au niveau des temps de calcul que des
résultats mécaniques obtenus. Néanmoins nous venons également de voir que
cettte méthode n’est actuellement développée que pour des cas de sollicitations
simples, et ce afin de minimiser les cotits de calcul.

Afin d’une part d’appliquer cette méthode & des chargements macrosco-
piques quelconques, mais également a des matériaux composites de géométries
plus complexes, tels que les mousses a inclusions sphériques ou encore des com-
posites a fibres courtes et d’autre part de I'adapter a une étude de ’endom-
magement, il semble nécessaire de paralléliser I'algorithme. C’est dans cette
direction que s’orientent actuellement nos travaux.
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