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Analysis of the First and Second Order Wall Laws
for Rough Domains by Domain Decomposition

Abstract: We present a new approach to construct wall laws adapted to rough
boundaries. First and the second order wall laws are proposed for the Laplace
equation and the Stokes problem. We validate the new wall laws by several numerical
tests, showing the necessity of their applications for capturing the effect of variable
rough walls.

Key-words: domain decomposition method, wall law, rough interface, Laplace
equation, Stokes equations
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1 Introduction

[.’étude des écoulements sur des parois rugueuses constitue un sujet important
en aérodynamique. En effet, les coques de bateaux, les pales de turbines ou encore
le bouclier thermique d’une capsule spatiale présentent des rugosités qui modifient
les performances aérodynamiques du corps (voir [11] et [12]). En météorologie et
en océanographie, le probleme d’interface océan-atmosphere passe par la prise en
compte de 'influence des vagues et donc d’une interface rugueuse. Dans les deux
cas, on retrouve la méme difficulté de traiter des échelles de longueur différentes.
En raison du cout élevé de résolution des équations de Navier-Stokes dans de tels
domaines, les ingénieurs et météorologues ne traitent généralement que les grandes
échelles en approchant I'état rugueux du domaine par une condition équivalente.
Ainsi leur étude consiste a remplacer la paroi rugueuse par une paroi lisse, placée
a une hauteur déterminée empiriquement. Ces approximations peuvent étre insuf-
fisantes. Il est donc indispensable de mettre au point de nouvelles approches pour
traiter ces petites échelles a un faible coiit. Le cout du calcul est le principal fac-
teur limitant, car une description précise de la géométrie des rugosités, ainsi que le
traitement numérique des couches limites (la vitesse passe de zéro a O (1) sur une

distance § ~ O (\/ Viscosité>), nous obligeant a utiliser des maillages extrémement
fins.

Les lois de paroi permettent de retirer du domaine de calcul la région de fort
gradient contenant les rugosités. Les lois de paroi sont des conditions aux limites
équivalentes du type Navier imposées a I'intérieur du domaine, ayant pour objectif
de simuler I'influence de la paroi. Les premieres lois de paroi ont été établies de facon
empirique dans le cadre des écoulements turbulents sur parois lisses et validées par
des nombreux essais expérimentaux [10]. Ces lois de paroi sont une extension de
la loi logarithmique, mais certaines constantes doivent étre modifiées en fonction
de la géométrie de I'obstacle [12]. Cependant, jusqu’a présent, aucune loi de paroi
générale n’a été établie pour simuler de fagon automatique I'influence de la géométrie
des rugosités sur 1’écoulement global. De plus, ces lois de paroi manquent d’une
base mathématique solide qui permettraient, non seulement d’établir des estimations
d’erreur, mais aussi d’envisager des généralisations a des cas plus complexes.

La premiere tentative d’établir une méthode plus générale pour construire des
lois de paroi, a été présentée par Carrau-LeTallec ([7] et [8]) dans le cadre d’écou-
lements laminaires compressibles sur des parois rugueuses périodiques. La méthode
est basée sur une approche par homogénéisation, a partir de la décomposition de
domaine en une partie locale, contenant des rugosités périodiques, et une partie
globale ou est imposée la loi de paroi. En raison de la périodicité des rugosités, on
suppose 1’écoulement périodique a I’échelle locale et on résout un probleme de cellule
contenant une rugosité, avec condition de périodicité dans la direction de 1’écoule-
ment et flux constant imposé a l'interface supérieure. Cette approche a I’avantage
de pouvoir étre étendue a des écoulements plus complexes (voir [14] pour son appli-
cation en turbulence) et de restreindre I'influence de la forme des rugosités au calcul
d’un probleme local de cellule. En revanche, la mise en oeuvre est couteuse pour
des problemes non-linéaires (exemple Navier-Stokes), en raison de la nécessité de
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résoudre plusieurs problemes de Navier-Stokes dans le domaine local, pour effectuer
la tabulation de la loi de paroi. De plus, le cadre mathématique proposé n’est pas
adapté a I'analyse d’erreur.

Un deuxieme cadre mathématique pour construire les lois de paroi a été présenté
par Achdou [1] dans le contexte des équations de Maxwell. Comme dans les travaux
de Conca [9] une méthode de développement asymptotique a deux échelles (M.D.A.)
est utilisée. Récemment, Achdou et al. (voir [3], [6] et [4]) ont étendu I'approche a la
mécanique des fluides, en développant de nouvelles lois de paroi pour les équations
de Navier-Stokes incompressibles.

Dans ce travail, on va poursuivre I’étude de 'approche proposée par Achdou-
Pironneau [2] pour I’équation de Laplace. La stratégie consiste a construire des lois
de paroi a partir de 'idée originale de Carrau-LeTallec, mais en obtenant des lois
de paroi analytiques construites a un faible cout.

Dans la premiere partie, on présente les idées principales de la méthode de décom-
position de domaine (M.D.D.). La deuxieme partie est consacrée au développement
des lois de paroi pour ’équation de Laplace a I'ordre un et deux et leur analyse d’er-
reur. [.’équivalence avec 'approche M.D.A. est présentée. Les nouvelles lois de paroi
d’ordre un et deux pour le probleme de Stokes sont établies et analysées dans la
troisieme partie. Plusieurs tests numériques sont présentés et valident les nouvelles
lois de paroi dans la cinquieme partie.
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2 1Idée de base

Dans la suite, et sans restrictions, on travaillera en dimension deux. L.’idée prin-
cipale de la méthode de décomposition de domaine est d’isoler les différentes échelles
dans des domaines différents. On introduit une interface fictive I'y (supposée droite)
divisant le domaine réel {2 en un domaine global )y et un domaine local noté €2,,. Les
sections droites a gauche et a droite de {2 sont notées respectivement par I';, et 'y,
et 'interface supérieure par I'y,. Le domaine local contient les rugosités périodiques
de dimension caractéristique £ (petit devant I'unité). Donc, si on note par €5 _ une
cellule contenant une rugosité, on obtient ), comme 'union des translatées de la
cellule Q7 . On note par I'y la frontiere rugueuse de Q. La cellule Q _ est limitée

par une partie de la paroi I';, de dimensions caractéristiques O (¢), sur les cotés par
des demi-droites I'; et I'S et en haut par une section droite x5 = ¢ ou ¢ est de I'ordre

1

de . On note par ,. la cellule Q. dilatée avec un rapport — ainsi que par I',,
€

I';, I', et 'y, les frontieres inférieure, gauche, droite et supérieure de la nouvelle

cellule.
[0
Q 0

I

n I out
)

Q,,
X1
M
-5 & 8
) sup Yﬁzi‘? B ) Fsup Xy
l; S A .
3
h I N 3 rf
Yo Qloc - Qloc X1
x=¢ty
11\/ 3
i =0 N/ x50 X1
£
rW rW
O(e
o(1) (¢)
Fia. 1: décomposition du domaine - domaine global et local
Les domaines sont décrits en variables cartésiennes x = (z1,22), on utilisera

Ty T
les variables rapides y = (y1,y2) = (—1, —2) On note le vecteur tangent a I'y par
el e
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s = (1,0) et la normale extérieure a I'g par n = (0, —1). Les opérateurs de dérivation
par rapport a la variable y seront indexés par y. L’absence d’indice signifie que la
dérivation est faite par rapport a x. Donc si u (x) = @ (x,y),

1
Vu = -Vyu+Vu

€
1 . .
Vau = -Vya+V.a (1)
€
1 .2 .
Au = 5—2Ayu—|—gAxyu—|—Au

. . d 0u
O Dyl = Zz Ox; Oy;

On considere un probleme aux limites elliptique posé dans {2 avec condition de
Dirichlet homogéne sur I'y, dont la solution est notée u®. Dans chaque sous-domaine,
on définit une approximation de u® définie dans {2, construite de facon a tendre vers
u® quand ¢ tend vers zéro. La fonction approchant u® dans le domaine global sera la
solution de I'’E.D.P. originale, avec une condition aux limites du type Robin sur I'y.
Cette condition aux limites tiendra compte de I'influence moyenne des rugosités sur
I’écoulement a 1’échelle globale. Pour la simplicité de la présentation, on impose des
conditions aux limites périodiques entre I';, et [',,; et Dirichlet homogéne sur I',,
pour le probleme aux limites original et pour les problemes d’approximation.

La géométrie périodique des rugosités tend a rendre I’écoulement a 1’échelle locale
périodique. L’approximation locale u,. définie dans Q) ., sera obtenue en fonction
d’un ou plusieurs correcteurs, solutions de problemes aux limites dans la cellule
Q... L’erreur entre la solution exacte et cette approximation provient de disconti-
nuités entre ug et uy,. sur l'interface fictive I'g et du fait que wu,. ne satisfait pas a
priori I’équation originale dans Q) .. L’adjonction successive de correcteurs permet
de controler ces erreurs a l'ordre désiré.

Dans la suite, on appliquera cette stratégie pour développer d’abord des lois de
paroi pour I’équation de Laplace, puis pour les étendre aux problemes de Stokes.

3 Analyse d’erreur pour 1’équation de Laplace

3.1 Notations et résultat préliminaire

Soit u® (x) la solution du probleme de Laplace

—Aut = f dans €2,
ut = 0 sur 'y,
ut = 0 sur ['y, (2)

u périodique
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avec f 7suffisamment réguliere”, dont le support est strictement inclu dans €.

Soit ug la solution du probleme de Laplace de la forme

—Aug = [ dans g,

3
{ u0+F(<XO>Irsup ,Vuo,...,<xk> ,Dk"'luo,) = 0 surly, (3)

|Fsup

ou

- k est 1 'ordre de 1 approximation désiré,

- les fonctions x* = x'(y) sont des correcteurs, solutions des problemes de cel-
lules définis en variable rapide du type

_Asz = fz (VXZ_l) dans Qloca
X' = 0 sur 'y,
X! y1 — périodique (4)
ax!
a);l = G (yQ) sur Fsupa

- <X2>|r désigne la moyenne de x* sur | ’interface I'yyp, i.€,
sup

; 1 9
<X >|Fsup = m / X <y1,2> dy; .
Csup

La fonction wuj,. (x) approchant la solution exacte dans le domaine local € est
définie comme

Uloe = G <X07VUO|F07 s 7Xk7 Dk+1u0|Fo7)

Remarque 1:

Les fonctionnelles linéaires F| f;, g; et G seront définies ultérieurement pour les
ordres 1 et 2.

Soit 'erreur e (x) = v® (x) — u(x), ot u(x) est définie par
U (X) X € Qo,
u(x) =

Uloe (X) X € Q5 .

L’étude d’erreur est basée sur le résultat suivant
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Lemme 1

Soit Q un domaine de R? el T' une interface qui sépare Q en deux sous-domaines
QO et QF. Soit e une fonction satisfaisant Ae = 0 dans Q- UQT, e =0 sur 9Q~\I'
et OOT\T. Si [e] représente le saul de e sur T', alors

‘—%T)

Oe
lela + llelq, <C (H e+ | [2]
Démonstration: Achdou et Pironneau [2].

3.2 Loi de paroi d’ordre 1

L’objectif est de développer une nouvelle loi de paroi pour des domaines rugueux,
de facon & ce que lerreur e soit de l'ordre ¢ dans la norme H' ().

On propose de définir ug 'approximation dans le domaine global, comme solution
du probleme de Laplace

—Aug = f dansg,
u0—|—5<X0>a—n = 0 surly

et d’approcher la solution exacte par u;,. dans €5 , donnée par I’expression

loc)

e (x) = ex° (?) (-%ho) (6)

ou la fonction x° est un correcteur, solution d’un probléme de Laplace dans la cellule

gzloc

—Ayx® = 0 dans Q,.,
X =0 sur I',,,
Y Yy, — périodique (7)
ox°
n = 1 sur 'y,

Remarque 2:

Le principe du maximum faible (voir par exemple [13]) implique que yo soit non
négatif et que <X0>|r > 0.
sup
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ou’
on

fonction erreur e (x) satisfait dans

Il est clair que [u] = [ ] =0. Alors si on utilise les définitions (5)-(7), la
i In

1.
—Ae = 0, dans
! Jug dxo 0*ug Pug
— A 0T IXo )
e~ O Iro + 0y 3n8s|F° LR I (8)
dxo 0*ug Pug
= 25 ‘07— 51, dans ©f
oy 8nas|ro + X0 Onds? Iro, dans O,
2.
(96 . auo aXO auo B
(e )0 e
3.
ou
[e] |F0 = (uo —I_ €X0 Fsupa—0|ro>
n y (10)
_ 0 /0 Jug
= € (X Csup <>& >|Fsup) on |F0

Pour I’analyse d’erreur, on a besoin des résultats suivants:

Lemme 2

St f est de classe C'™ a support compact inclu strictement dans g, alors pour
tout m > 0, ulp, est borné dans la norme de W™>(T'y) par Ce ot C eslt une
constante indépendante de ¢.

Démonstration :

On suppose que {x°) # 0, (le résultat est immédiat dans le cas contraire). En
utilisant la formulation faible de (5), on obtient en prenant wy comme fonction test
que

[uollor, < Ce?,

et d’autre part directement que

luoll_y.r, < Ce.

En dérivant les équations de (5) dans la variable x;, on obtient que les mémes

oz’

estimations sont valables pour pour m arbitraire.
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D’autre part, pour m > 1, on a
@muo

Ty 8&'71”

=0,

car ug est périodique.

De T'inégalité de Poincaré-Wirtinger appliquée a a—m0|p0 , on déduit que
Ty
oz’ oTo

Il ne reste qu’a obtenir ’estimation désirée pour ug: pour cela on prend comme
fonction test dans la formulation variationnelle une fonction ¢ périodique, constante
sur 'y, nulle sur le bord supérieur de Qg dont la norme H' est bornée par une

To

On conclut avec I'inégalité de Poincaré Wirtinger appliquée a ug sur I'g et les-

Ju
-0 < (Ce.
821’}1 0.l

constante: On obtient que

< (Ce.

timation

On a donc démontré que Vm > 0, m entier,

[wollym.2r,) < Ce.
Pour conclure, on utilise la continuité des injections de Sobolev.
O

Remarque 3:

. du ,
Ce théoreme implique que pour tout m > 0, a—0|p0 est borné dans la norme de
n

Wr(T'y) par C ou C est une constante indépendante de «.

Lemme 3

L’erreur décroit exponentiellement vite vers () avec §.

‘X?TW —(x%

|Fsup %7Fsup

Démonstration : Voir paragraphe 3.4.2.

On est donc prét a présenter le théoreme suivant

Théoréme 1 (ordre 1)

La fonction erreur e est bornée dans H' () et satisfait

1
el g, + €l q, < Ced?
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Démonstration

On note les termes de droite de (8) par g. Par le Lemme 1,

‘ ) ’
_%71_‘0

Ir, et g. Les deux premiers

de
I eHl,ﬂo +| e||17Qw <C (HQHQQ + || [d”%,ro + H {a—n}

%
on

XO - <XO>H; Toup grace au Lemme
T

donc on doit étudier 'ordre de grandeur de [e] |r,,

termes sont immédiats. En effet || [e]||1 < Ce]
27
de , . . o

n = 0. Cependant le terme g n’est pas petit, ce qui nous amene a

n _lr

2140

introduire un nouveau correcteur.

2 et

X) 0%ug

Soit la fonction & (x) définie par € (x) = e(x) — e2x* (g anash“o, vx € Q. La

fonction y! est le nouveau correcteur, solution du probleme de cellule

aXo
—Ayx' = 2 o dans Q,.,
x' =0 sur ['y,,
X! y; — périodique
oy’
5;1 =0 sur 'y,
Donc par construction, la fonction € satisfait
—Aeé ~ O (e) dans ),
—Ae = 0dans Qg
de )
] I [ I
on _ %Io on _ %Io
~ 1
e r, < el r, +0 (<0%)

alors par le Lemme 1, || éHLQ <C (5 H x? = (x%

|Fsup

1
X + 555).
Estup
2

u
—0|p0 est d’ordre e67 et par le Lemme 3

Jonds

Mais on remarque que le terme &2 y!

le résultat suit.

O
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Remarque 4:
Le résultat a été présenté par Achdou et Pironneau dans [2] pour 'y courbe, en

s X . N
définissant u,. (x) = —0u0|r0 dans Qj .. La courbure ajoute a I’erreur un terme
i (x°)
—., ou Ry est le rayon de courbure de T'y.

Ro

Remarque 5:

Dans le cas particulier d’une plaque plane, le probleme (7) devient 1D et nous
avons la solution exacte Y = y, dans Q.. Donc la loi de paroi d’ordre un s’écrit
comme

ug + 5% =0, sur I'g.
on

3.3 Loi de paroi d’ordre 2

La loi de paroi d’ordre un peut s’avérer insuffisante pour approcher correctement
u®. L’objectif est de développer une approximation d’ordre deux, de facon a ce que
lerreur soit en e dans la norme H' (). De la méme fagon que pour I'ordre un, on
commence par définir les problemes aux limites pour ug et u;,., pour ensuite estimer
I’erreur.

Soit ug (x) la solution du probleme de Laplace

—Aug = [ dansQy,

0 0? 11
u0+E<XO>%+€2<X1>8ngos = 0 surly, (11)

bl : : & £ 4
et uj,., 'approximation de u® dans )} . donnée par

0 0?
Uloe = €XO <_%|Fo> + €2X1 <_ angOS|FO>

ou le nouveau correcteur !, est solution du probléme de cellule

IO
—Ayx! = 9 IX_ dans Qy,.,
Iy
x' =0 sur [y, (12)
! Yy, — périodique
ax!
o 0 sur I'gyp.

on
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Alors, par la régularité de la solution exacte u® et par les définitions (11)-(12),
la fonction erreur e (x) satisfait

1.
—Ae = 0, dans
1 gug ox° 9%ug o Puo
= AR Nt 2, nas e T X ugsint
g Ix' Pug (13)
P A Y 2
TR Bnas ! 1 <25y, anost o T O ()
135% Pu
= H¢ (XO—I—Q(?X)a 802|p0 O (&%), dans Q5
2.
Ol = o, -2, Doy, L Oy, T
on]'™ ~ 9n'™  9n """ on " Onds (14)
= 0
3. ; o
ey = walry + X 5l + x5
ou
= <X|F sup - <)§0> |Fsup> a 0|1—‘0 (15)
82u0

+¢ (M, = O Iy ) 5l

On a le résultat suivant :

Lemme 4

L’erreur X décroit exponentiellement vite vers ) avec §.
ir
1t sup

X — (XY

sup |Fsup

Démonstration : Voir paragraphe 3.4.2.

[’erreur d’approximation d’ordre deux est la suivante:

Théoréme 2 (ordre 2)

L’erreur e est bornée dans H' (Q) par

lell g + el 0, < O}
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Démonstration :

La stratégie est la méme que celle de 'ordre un. Les termes de droite de (13)

‘—;m)

Les deux sauts sont majorés de la facon suivante: d’apres le Lemme 2, || [e]|| 1, <
2 b
= 0. Ce-

C <€ H X0 = (x% %,rsup> ot {g_z] _ir

pendant, le terme g & € n’est pas suffisamment petit, ce qui nous amene a introduire

sont notés par g. Par le Lemme 1,

de
lella, +llelha, <C (ngw el r, + H [a_n]

+e? X' = (x')

|Fsup %,Fsup |Fsup

un nouveau correcteur.

. . ~ T ~ 3¢ (X d%ug
Soit la fonction € (x) définie par é(x) = e(x) — ¢%¢ (—) Wh“o, Vx € Q. Le
e/ Onds

X . .
nouveau correcteur £ (—) est solution du probleme de cellule
€

ox!
—AyE = Xo-l-Qi dans Q...
oy
£ =0 sur Iy,
£ y; — périodique
0
@_fl = 0 sur ' qup
alors par construction
—Aé =~ 0(52)
ge )
21, - 1L,
3n —%Io an —%,Fo
5 1
lellyr, < lellsp, +0 (<5%)

Donc par le Lemme 1

re? [y = <X1>

1
Estup

1
) —|—5252>.
Estup

el Hlelha, <€ (<] - (60

|Fsup |Fsup

3

u
5 @02 Ir, est d’ordre €287 et par les Lemmes 3 et 4, le résultat
nds

Mais le terme &3¢

suit.

d
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Remarque 6:

Pour le cas particulier d’une plaque plane, les problemes (7) et (12) ont les
solutions exactes x° = y; et x! = 0 dans Q,., respectivement. Donc la loi de paroi
d’ordre deux est donnée par

ug + 5% = Qsur I'y
on

et coincide avec la loi d’ordre un.

Dans le cas plus général ou la rugosité est symétrique en la variable x4, il est facile
de vérifier que x! est antisymétrique, et donc <X1>|r = 0. La condition d’ordre un
sup

est donc en fait d’ordre deux.
Remarque 7:

On peut écrire une autre loi a 'ordre deux en remarquant que en dérivant la loi
de paroi d’ordre un (5) par rapport a s, on obtient

aUO 0 aQUO

_ = — 4 e . 16

Js |F0 € <>ﬂ >|Fsup anas|ro ( )
Alors, en substituant (16) dans (11) et en utilisant le fait que <X0>| > 0, on

Tsup
obtient une nouvelle loi de paroi d’ordre deux sur I'g qui s’écrit

@uo <X1>
9

. @uo
|Fsup 8n <X0> .

Js

|Fsup

up = ¢ (x%

|Fsup

Cette loi est plus maniable que la précédente car elle ne porte que sur des dérivées
premieres. Les deux lois sont différentes mais les solutions des problemes globaux
correspondants different par une erreur d’ordre inférieur a deux.

3.4 Equivalence entre M.D.A. et M.D.D.

Les lois de paroi peuvent également étre construites a partir des méthodes de
développement asymptotique a deux échelles (M.D.A) (voir par exemple [1], [2] et
[5]). Dans ce paragraphe, on se propose de montrer I’équivalence entre ces deux
approches pour 1’équation de Laplace.

3.4.1 Rappel de lois de paroi par M.D.A.

La base de cette approche consiste a représenter u® par une séquence d’ansatz,

fonction de la variable lente x et de la variable rapide y = —:
€

u® (x) = ug (x) +evg (%, ¥) + vy (x,y) + ...
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La fonction ug est la solution d’un probleme de Laplace dans 2, avec des condi-
tions aux limites périodiques sur I';, et [';,; et Dirichlet homogéne sur I, satisfai-
sant une loi de paroi imposée sur 'interface fictive I',,, introduite dans un premier
temps a x5 = 0. Les fonctions v;, 2 = 0, ... sont des correcteurs définis dans une cellule
semi-infinie C,, limitée inférieurement par une rugosité I'., a droite et a gauche par

des droites I'; et T, avec des conditions aux limites périodiques dans la direction

T2 . .
x1 et s’annulant quand — tend vers I'infini.
€

Au premier ordre, I'approximation de u® (x) par M.D.A. s’écrit

u® (x) = up (x) +¢ (XO (?) - Co> (—%IFO ; (17)

avec Cy la constante telle que le correcteur d’ordre un Y° (y) soit I'unique solution

du probleme de cellule

Ay? = 0 dans C.,
X° = W sur I,
X° y; — périodique (18)
lim YO = Co.
Y2 —> 00

x, Fin Qm |,
VAVAVAVAVAY,
X1 J === =]
rm x2:0
€ Cg €
rg I-d
y2|—
oo

Fi1Gc. 2: Domaine pour la M.D.A. La cellule de controle est infinie, au contraire de
celle par M.D.D.
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La solution globale ug (x) définie dans €2,,, est la solution du probleme

—Aug = f dans,,,
1
uo—eco% = 0 surl,,. (19)
on

A Tordre deux u (x) est approchée par

) = w5 (2 () ) (221) o (0 (2) -0 (Lot

(20)
ot C est la constante telle que le correcteur X' (y) soit 'unique solution de
—0
Ay = 2221 dans C.,
X' =0 sur I, (21)
! y; — périodique
limy! = exponentiellement
Y2 —+ 00

et la fonction ug (x) est définie comme étant la solution du probleme de Laplace

—Aug = [ dansQ,,,
2 22
UO_E:CO% —5201 a to =0 SUI'Fm. ( )

on onds

Montrons que les deux approches sont équivalentes.

3.4.2 Changement de variables

Par un simple changement de variables, on retrouve I’équivalence entre les cellules
venant des deux approches. En effet, en effectuant le changement de variables suivant

)N&/O = _YO —I_ Yz,
(23)
)N&/l = _Y17
nous obtenons
Ayx’ = A’ = 0 dansQ,.,
XN/O Fe = _XO Fe —I_ y2 - 07
ox° ax°
an |Fsup = _a—n|rsup —I_ 17
X% y1 — périodique < Y° y; — périodique
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o’ ax°

A = AT =225 = 2% qansqy,,
Iy Iy

X, = —X'Ir = 0,
o )
a |F sup - a |F sup
X'y — périodique < X' y; — périodique
X’ o
Mais a—|p wp| €1 o —— |1 | tendent exponentiellement vite vers 0 avec 6. Donc

quand § tend vers l'infini, Y° et x! tendent exponentiellement vite vers x° et y!. De

ce fait,

0 _ /0 ~ > Y
HX|FSW <X >|Fsup i Teup X|F up <X >|FS“1’ 5+ sup
— _ /=0
= X|F up <X >|Fsup 271“51”3
=0 =0
< X, — Coll, p-I-HCO—<X >|rpup Lr p_>0
2 u sU,
(24)
exponentiellement avec ¢, et de facon analogue Xllr —{ X1>|r — 0 expo-
sup sup I“ sup

nentiellement avec 4.

De plus, on remarque que la condition aux limites (11) posée sur I'g peut se
déduire de (20) posée sur I',, par un développement de Taylor: si ug est la solution

de (20), on a

5 auo 8
~ e |Co— - + e2C
folr ( 5) 0+ O,
8u0 82u0
= 0, B om =€ 0, Pnas T
lisant le fait que 0], = 0 sgligeant | d’ordre &°
en utilisant le fait que Who = O (e) et en négligeant les termes d’ordre .

En conclusion, les deux méthodes sont équivalentes pour le probleme de Laplace

et on obtient les mémes lois de paroi a I'ordre un et deux par un simple changement
de variables. Dans les prochains paragraphes, on étend ’approche aux problemes de
Stokes, en utilisant la méme stratégie pour développer de nouvelles lois de paroi a
I'ordre un et deux.
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4 Analyse d’erreur pour les équations de Stokes

4.1 Notations et résultats préliminaires
Soit (u®, p°) la solution du probleme de Stokes
—vAu® 4+ Vp* = f dans(),

Vau® = 0dans ),

(25)
u® = 0 sur [},
u® = Osur .,
u® périodique

avec f "suffisamment réguliere”, dont le support est strictement inclu dans €.

[’approximation de la solution exacte dans le domaine global est donnée par
les fonctions (ug (x),po (X)) = ((uf (x),uf (X)), po (X)), solution d’un probleme de
Stokes du type

—vAug+ Vpy = f dans Q,
V., = 0 dans Q,

3iu0 8iu0

@uo Po ;
0 U 4% =1 - - - -
o+ F <<X >|Fsup ’ ( T A - (X >|Fsup " on' ' Onoi~ls’

= 0 sur [y,

(26)

</k_1> Fug  Fug I 'pg
asi—l 1 \X |Fsup ’ anak_ls’ ank ’ ask_l

ou

- k est 'ordre de "approximation,

- les fonctions (x*(y),p' (y)) sont des correcteurs solutions des problemes de
Stokes du type

VA +Vypt = KO T, Ve e dans Q.

Vy.Xi = g (XO,...,Xi_l) dans Q,;,. ,
X' =0 sur I, (27)
aXi pi
o ;n = h; (y2) sur l'sup,

(X', p") y; — périodique
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- les solutions des problemes de cellule sont écrites sous forme matricielle:
R N I X;f X;t
=l [ Xin Xon }

et

- par <Xi>|rsup on désigne la moyenne de x* sur Iy,

Dans le domaine local 7 ’approximation est faite par les fonctions (. (X) , proc (X))
= (( u}foc (X) 7u’lﬂoc (X)) s Ploc (X)) définies par

all() 0 Z_
u,. = G Xa 8—n_p0n FO;---aX 76 Z|Fo7a o ls|ro’a |F°’
k=1 a akUQ 8’“ 1p0
<9 X ' Onk |F07 anak_ls|ro7 Osk— |F0 )
’ . H allo . aluo 8Zu0 i_l
Ploc = )& ) a—n_po FO;"-aX 7 on' |F07anaz 1S|F07 Osi |F07
E—1 akuo @ Ug k po
o X " On k|Foanak 1S|F07 k=1 | Lo

Remarque 8:

Les fonctionnelles linéaires F, G, H, f;, g; et h; seront définies ultérieurement

pour les ordres 1 et 2.

Soient (e (x),q (x)) définies par (e,q) = (u — u®,p — p°) avec
uo (x), x € Q,
e (x), x € O,
et
po (x), x € Qo,

Pioc (X)7 X € Q?oc'
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[’analyse d’erreur des lois de paroi pour Stokes est basée sur les résultats sui-
vants :

Lemme 5

Soient Q un domaine de R? et I' une inlerface séparant Q en deuzx sous-domaines
QO et QF. Soient (e,q) les fonctions salisfaisant —vAe + Vg = 0, V.e = 0 dans
Q- UQT et e =0 sur IN\I' et IQT\I'. Alors si [e] représente le saut de e sur T,

q
Velyare + lelo < € (Ilel e+ | [one = 2a] |, )

Démonstration :
Soit W (@) = {w e (H' (2))" |V.w =0, w,,, =0}

Par la formule de Green dans Q™ et Q7

1 1

/ <—Ae + —Vq) w = /VeVW ds + / <@ne — —qn) w,VweW <Q+) 7
v v

Qt Qt

r

/ <—Ae + qu) w = /VeVW ds + / <8ne — lqn) w, Vw € W (Q_) .
v v '
G-

r

On additionne les deux expressions, en prenant pour n la normale sortante a Q%

/ VeVw —I-/ <8ne+ — lq+n> wt— <8ne_ — lq‘I.n) w- = 0
1% 1%

Q\T r

et on obtient

/ VeVw =

Donc

Q\T

= Vel < Cilllllr (|

"

H~%(I'+)/Rn

o (lelif e+ etz )

H™2(T')/Rn
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ce qui implique que

1 1
|Ve|§,ﬂ\l“ + |e|(2),sz < Gil [e]H%,r (‘ One — ;qn . + ' One — ;qn
H™Z(I't)/Rn

1 -

+Ca owe = Jan]| | (lelle+ lelz,)
v H~Z(T)/Rn 2 &

s 1
Par un argument de dualité, on peut montrer que ||d,e — —gn est
Vo llg=%r+)/Rn

bornée par (' |Vel; o4 et la méme inégalité est valable pour I'". On a aussi immé-
diatement que | e||T . et | ||z sont bornées par |Vel, ar 1 lelgq et le résultat
27 27 ! ’

suit.

O

Lemme 6

Soient Q un domaine de R? et I' une interface séparant Q en deuzx sous-domaines
Q™ et QF. Soient h une fonction vectorielle h € (L* (Q))2 et g une fonction scalaire
g € L*(Q), et soient (e,q) les fonclions salisfaisant —vAe+Vq=h, V.e = g dans
Q- UQT el e =0 sur IQ\I' et ONT\T. Alors si [e] représente le saul de e sur T,

Jlen=[ o[ 4

et on a lestimation

q
[Veloar + el < C (HhHo,Q +lgllog+ Nl + | [one - Lu] HH-%(F)/R)

Démonstration :

En intégrant V.e = ¢g dans chaque sous domaine on obtient

Jplen] = [ent— [len”
= fm V.e — fQ_ V.e

Jor 9= Jo- 9.

Soient e =e+e et ¢ = G+ ¢, avec (e,q) solution du probleme de Stokes posée
dans Q =Q-UQTUT

—vAe+ Vg = h dans ,
Ve = g dansQ,
e 0 surdfl.

et (€,7q) solution du probleme de Stokes
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—Ae+vi = 0 dans 0~ U Q*,
v
Ve = 0 dans O~ U QT,
e =0 sur Q" \I'et 90QH\T,
[e] = [e] sur [,
_ 1 1
[8ne — —qn] = [8ne — —qn] sur .
v v
On a bien sur
e—=e+e,

et 'identité analogue pour g.

Par la continuité par rapport aux données initiales

Vel + Blog < € (Ilbllog + o)

et comme par le Lemme 5 on a

|V§|0,Q\r + |€|0,9 <C (H (€] ”%,r +v

[8,16 — gn}
v

H™% () /Rn)

le résultat suit.

d

4.2 Loi de paroi d’ordre 1

Soit v = 1y = C'te d’ordre un. Pour "approximation au premier ordre, on définit
(ug, po) solution du probleme

—1pAug+ Vpy = f dansg,

Va = 0 dans,

(28)
9 ,
ug + ¢ (x?) (% — };—Zn> = 0 surlly.
Les fonctions (o, proc) sont définies dans €} _ par
Ou
Ujpe = 5X0 <_—0 + @ > |F07

3n 120)

(29)

duy  po
Ploc = ,00 <_a—n+_n |F07
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ot le correcteur x° et sa pression associée p° sont les solutions du probléeme local

oAy X* + Vyp? = 0 dans Qy,.,
Vyx? = 0 dans Qy,.,
X0 =0 sur I,
(30)
ax® 1
on V—Opon = 1 sur I'gyp,
(x%0°) y1 — périodique

A partir des définitions (28)-(30) et (u®,p®), [%in] Ir, = [u]|r, = [P°]|r, = 0,

les fonctions erreurs (e (x), ¢ (x)) satisfont

—1pAe 4+ Vg = 0, dans{)

Ju
= —(—1Ayx" + Vyp) <_@—no + Z_Zn) Ire+
0
21/06)&7,% — 0
+ o 82% Ir + [ vo ] —aQUS Iry+

PN onds ' ° 0 | Onos"°

21/0 tn
dyy

0 | vy ds
ax?
2o a)ut — 0
h 82’&6 120} 1 @po
_ Z 0 - O () dans
aXO anas|ro |: 0 :| Yo s |F0 + (E) ansicp,.
21/0 tn
Iy
(31)
puisque par la condition d’incompressibilté et ’expression de la loi de paroi
D?ul 0%l

dans (28)

_ 0 _
I anaS|F0 - 652 |F0 - 0(5)7
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2.
V.e = 0,dans
R Y (RN R
Y 8n 10} 0 (32)
0%ul
= —£ X?tan—aos|ro dans Q?om
3.
Oe 4l = (PR o) _ (X220 (P _po,
an 1%} Fo al’l 1Z0) 811 1Z0) @n 1%}
=0
(33)
4.

a ;
] e )

(34)

Remarque 9:

La viscosité fixée a I'ordre un ne constitue pas une limitation. En effet, le pro-
bléme de Stokes avec une viscosité quelconque peut étre reécrit sous la forme (28)
en redéfinissant la pression.

Remarque 10:

Le deuxieme probleme de cellule de (30) ne contribue pas a corriger les approxi-
mations. En effet, le probleme de Stokes (30) avec la condition aux limites

IXn  Pa 0
— — —n =

8n 120} 1
sur I'gyp a la solution triviale x2 = 0 et p? = —uy.

Remarque 11:

Par I’équation d’incompressibilité et les conditions aux limites du probleme de

cellule (30),

0= / V.X? dQ} = / X?.n ds = / X?n ds = <X?n> =0.

|Fsup

loc sup sup

Alors la loi de paroi d’ordre un peut étre réécrite comme
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ou!
uf + ¢ <X?f>|rsup 8—110 = 0 sur Iy, (35)
ug = 0 surI.

Ce probleme sera résolu dans la section 5.

Avant d’aborder les résultats sur la convergence, on a besoin des résultats préli-
minaires suivants :

Lemme 7

Si f est de classe C™ a support compact inclu strictement dans Qq, alors pour
tout m > 0, ub|r, est borné dans la norme de W™>(Ty) par

t
HUOHWWL,OO(FO) S 50 Hf”m,FO ? (36)
avec C une constante indépendante de ¢.
Démonstration :
Par simplicité on considére vy = 1 et on suppose (x%) # 0 (le résultat est

immédiat dans le cas contraire). La démonstration est similaire a celle du Lemme
2. Soit H () le sous-espace de (H' (QO))2 suivant

H(Q) = {V € (Hl (QO))2 |V.v=0,v"|r, =0, v|r, = 0 et périodiquesur I';, et Fout} .

On considére la formulation faible du probleme de Stokes (28) avec (35) sur I'g,

VuVV—I—/ éutvt = /fv Vv e H(Q).
Qo

Qo Iy € <X?t>|psup

En prenant v = ug et comme par la continuité par rapport aux données initiales,
luolly g, < Cllfllog,» on a

1
/ Oiuévt = / fv— Vu, Vv
T, € <X > Qo Qo

|Fsup
< CHfHO,Qo ”VHLQO

alors

il = s [ ui
o

VIl 0, =1

< el <X?f>|rsup Hf”o,ﬂo :
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et d’autre part directement que

t 1
2
HUOHO,FO < Cez.

En dérivant les équations de (28) et (35) dans la variable x1, on obtient que les

0 . .
pour m arbitraire.

m
ox]

mémes estimations sont valables pour

D’autre part, pour m > 1, on a

m,,t
O"Mug

=0,

To alﬁ'?ln

‘ T
car ug est périodique.

omul

De 'inégalité de Poincaré-Wirtinger appliquée a a—mo|p0 , on déduit que
Ty
O™ ul
H ol < Ce.
oz

Il ne reste qu’a obtenir Iestimation désirée pour uj. Pour cela on prend une
fonction test p € H, constante sur I'y et on obtient que

t
To

On conclut avec I'inégalité de Poincaré Wirtinger appliquée a u) sur T'y et 1’es-

¢
< Ce.
0,00

< Ce.

€1

timation

On a donc démontré que Vm > 0, m entier,

< Ce.

Huémeﬂ(ro) =

Pour conclure, on utilise la continuité des injections de Sobolev.

O

Remarque 12:

t
u

Ce théoreme implique que pour tout m > 0, a—0|p0 est borné dans la norme de
n

Wr(T'y) par C ou C est une constante indépendante de e.

Lemme 8

Lerreur HX?th“sup — (Xo) IPeup ) décroit exponentiellement vite vers 0 avec d.

1
‘ Estu
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Démonstration: Voir paragraphe 4.4.

On a le théoreme suivant

Théoréme 3 (ordre 1)

L’erreur e peut étre estimée par
1
|Ve|o,ﬂ\r0 + |e|o,ﬂ < Cedz

Démonstration :

Le résultat provient du Lemme 6. Soient h et g les termes de droite respective-

ment de (31) et (32),
H—%(ro)/Rn) '

: : Je
Alors on doit estimer les ordres de grandeur des termes [e] |r,, {— - in} Iy s

8n 120}

de ¢
Velyur, + lelos < € (thm o+ el + | | 52— o]

o

g et h. Par le Lemme 7 les deux premiers sont immédiats et

[ - 2o

Les erreurs g et h ne sont pas suffisamment petites et on doit les corriger. On
introduit de nouveaux correcteurs notés ' et y? avec leurs pressions associées p' et

X = (X"

=0, Jfelll,r, < Ce

|Fsup %J—‘sup

H~3(T')/Rn

p?, les solutions des deux problemes de cellule

Ay X' + Vyp' = { _OV ’ } dans Q.
Vyxt = 0 dans Q,.,
! =0 sur Iy,
88);/11 - Z—;n =0 sur I'gyp,
(x*, p") y; — périodique

et
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On définit & (x) = e (x) —¢ (Xz (E)

. <p2 (

X

£

)

€
1 dp

I/_0$|FO> :

2, ¢
0%y,

anaelro o' ()

Alors par construction,

— A&+ V§ =
— A&+ V§ =
Ve =

Ve =

Iy, <

H™%(I)/Rn

et par le Lemme 6

|Vé|0,9\r + |é|0,ﬂ <C <5 X

8nﬁs|ro +x! (;)

0 <XO>

ox?
20, Xt + 0
o
—vpAyx? + Vyp? = dans Q,.,
ox?
—2V0 )&tn
oy
Vy.X2 = X?t dans Q,.,
Y2 = 0 sur I,
Ov? 2
@L Y A 0 sur I'sup,
n 1 0]
(x% %) y1 — périodique
D*uf) 1 dp

1 %0} aS

0(c) dans ..
0 dans Qo,
0(c?) dans €.,
0 dans Q¢

1
‘1 + 552> .
Evrsup

|Fsup

loco

Finalement par I'inégalité triangulaire, en estimant les correcteurs supplémen-
taires et par le Lemme 8, on obtient le résultat désiré.

O
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4.3 Loi de paroi d’ordre 2

Pour I"approximation au second ordre, on propose de définir (ug (x), po (X)) so-
lution du probleme

—1pAug+ Vpy, = f dans Qg,

Vg = 0 dans Qg,

dug p 1 dpo O
0 _ pt 5 0 - 2 2 —0 —= 0 F .
o+ ) (G2 = Ln) oo ()4 00 100 422 (1) o sur T
(37)
Les fonctions (o, proc) sont définies dans €} _ par

dug p 1 dp 0%uf
Ujope = EXO <_a—l'10 + _On> |F0 +é (5X1 + 5)&/?) <___> |F0 + €2X2 <_anaOS|FO )

4 v 0s
allo Po 1 @p 0*ul
. _ 0 _ 1 0 _ 2 _ 0
Ploc = P ( on + V0n> |F0 + (Ep + 5:01‘) ( o as> |F0 +ep ( 8n8s|r0

(38)
oil les correcteurs x? et p° sont définis précédemment, et ol les correcteurs y', x?
et leurs pressions associées p! et p? sont solutions des probléemes de cellule

—1pAyx' + Vyp! = 1 [ (1) } dans Qy,,
Vyx' = 0 dans Q,.,
1
x. = 0 5 sur I, (39)
Iy! 1 =
('3X — p—.n = —| ¢ sur Igyp,
n 10}
0
(x'p") y1 — périodique

et
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Vy.X2
X2
0x? B p_2
81’1 120}
(X% p%)

dans Q,.,

dans Q,.,

sur [y,

sur L'syp.,

y; — périodique

(40)

Avant d’enoncer le théoreme de convergence, on établit le résultat suivant :

Lemme 9

Les erreurs

/1 /1
)ﬁt Fsup - <>ﬂt

> |Fsup

%7Fsup} HX?|Fsup - <X?> |Fsup

décroissent exponentiellement vite vers 0 avec 6.

Démonstration: Voir paragraphe 4.4.

el

2
Xn

1
Evrsup

Fsup

Alors d’apres les définitions (37)-(40), les fonctions erreurs (e (x), g (x)) satisfont

V.e

0, dans (g
8u0 Po 82ut
O 7Y i o(_~ "0
v)")& < an + T/Qn) |F0 + € Xt < anas|r
1 dpo 1 dpo
/1 _— 5 /0 _
+eVy.x ( Vo Os |Fo> + Vy-)u( o Os
+0 (e% + d¢)

O (e* + d¢) dans Q5

)

|Fo> + €VY'X2 <

2, ¢
0%y,

~ Onds

(41)

- <X3L> |Fsup

)

1
Evrsup
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2.
—1pAe 4+ Vg = 0, dans{)
dug  po vo | 1p
= —(—wA Vyp° — + — —
(v + V) (<52 B e | 0| 2P
0
21/068)“# - ?
h 0%ul) 1 dpo
Ayx! + Vyp! —
—I_ 8X? anas|ro+( Yo yX —I_ yP)( Oasr>
2u, K
’ Iy
1Z0) (92u” 5 ) 1 (?po
+ [ 0 ] 7 ao Iro + = (=0Ay X7 + Vyp?) <——Og| 0
Qyoa_X? _ 2
92ul Oy 9Bul
N \V/ 2 0 0
+ (=0Ayx* + Vyp )( anas|ro> +e B2 anaSQ|Fo
21/0 L
Iy
/1 5 a /0
21/0% + 2v9— Xit pt—p?
oy1 e Oy 1 92
+e —ﬂh
Ol . 50 vo Os?
21/0 )\’I’L _I_ QVO_ XtTL
Iy e Iy
—vy | OPuf ) .
+e 0 mh“o + O (E + 56) dans Qloc
Ox; ax} 5 0x°
QI/OA—IOQ QVOA—I-QI/O— Xee 1—,0?
oy @3% iy e Oy
- ‘|‘€ 2 8n6s2 |FO —I_ c 1 0
21/0 aXn QVOaX'rL _I_Qyoéaxtn
dyy oy e Oy
82}?0 14 02u”
%ho + 00 anaos|ro +0 (52 + 56) dans Q?oc?
(42)
puisque par la condition d’incompressibilité et ’expression de la loi de paroi
DPup Dul
dans (28), mm = W'Fo =0 (e),
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3.
dug o 1 dpo
_ 0 __ Po 2,1 - Zr0
[e]|r, = uo+ex <—8n Von +e°x Vo Os ITo
apo aZul‘
5 /0 2 ,2 0
+e Xt Oas|o+€)‘ anas|ro
o po ( > 1 dpo
— /0 _ /0 _— 2 ! - ! -
= (0= 00,) (T2 B )+ e (- 00)
1 9o 92ut
5(/0_ /0 )_ 2(/2_ /2 )—0
+e0 | x¢ <)u>|rsup Vo Os Ire +% [ x (x >|Fsup 8n8s|r°
(43)
4,

g po | = (Do _moy ) (0N (Fw ko
81’1 I/O. Foo = 3n 10} @n 10} al’l 1Z0)

ax' p' o (Ox7 Py 1 dpo
“((an—y—on T\ Tn ")) e as

on 0 onds
=0
(44)
[’erreur d’approximation a 'ordre deux est la suivante
Théoréme 4 (ordre 2)
L’erreur e satisfait
Velpar, +lelg < € (s20% +26%) (45)

Démonstration :

Le résultat suit par "application du Lemme 6. Soient h et g les termes de droite
de (42) et (41) respectivement, alors
H—%(ro)/Rn> .
de ¢

— —n} , g et h. Les trois
|F0

o

de ¢
Velyar, + lelog < (th\m ol + el + | | 55 = ]

On doit donc estimer l'ordre des termes [e], {8
0 n 1Z0)

premiers sont immeédiats, en effet
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+ &2

1
ivr‘sup

x° = (x%

—|—£5)

|Fsup X? o <X?>|Fsup

lellyr, < ©(¢]

+ &2

1
Estup

2 [\ 2
X <X >|Fsup %J_‘Sup

et
lglloa = O (%3 +<5%).

x' = (x"

(46)

La norme de h n’est pas suffisamment petite, et on doit donc corriger ce terme.

On introduit trois nouveaux correcteurs notés v, i, et A avec leurs pressions associées

Y, w, et ¢ respectivement, solutions des problemes de cellule

—1pAyy + Vy = [ _(;/0 ] dans Q,,,
Vyy =0 dans Qy,.,
¥y =0 sur I,
0
@_31 - % =0 sur I'sup,
(v, %) y1 — périodique,
Ox?
-9 (23 2
ayl —I_ pt
—Ayp + Vyw = dans Q..
Iy
Vyge =0 dans .,
p =0 sur 'y,
0
a_i - z/ion =0 sur syp,
(¢, w) y1 — périodique

et

|Fsup

1
Estup
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)
_21/08)&7: e aXtt —|—p1 —|—p?
oy e Oy
—1vpAyA+Vyo = dans Q,.,
1% 5Oy
T
VyA =0 dans Q..
A =0 sur 1"y,
ox ¢
n V—On = 0 sur I'gyp
(X, &) y; — périodique.

o002 (3) 22810 (2) s () L2,
0%up

et 309 = 000~ (X) 58 jr, —t (X) ity <t (X) Lo,

Alors par construction,

—1pA&+Vq = O(e*+ d¢) dans Q5

“WAEFVG = 0 dans Qp,
V.é = O0(e?+de) dans Q__,
Ve = 0 dans Qp,

@, < el +0 ().

s 49 — 0
H {8n Yo ] H=3 (To)/Rn
et par le Lemme 6
G U | W],
sup 57F5up 571‘\5’“13
1 2 /2 9cl 3
<X >|Fsup %7Fsup —I_ 5 <X >|Fsup %7Fsup —I_ © 52 —I_ 652)

Finalement par I'inégalité triangulaire et par les Lemmes 8 et 9, on arrive au
résultat désiré.

O
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Remarque 13:

La loi de paroi d’ordre deux peut étre réécrite

duf 1 dpo
g+ e (i, T e (0D, + 508, )
9%ul
+e <>U‘>|r " @n@s = 0 surly, (47)
9%ul,
u8—|-52< >|rup anas = 0 surly
puisque <X?n>|p, = <X}z>|r, = 0 en raison de la contrainte d’incompressibilité et

des conditions aux limites imposées dans les problemes de cellules (30) et (39). De
plus, la constante <XZL>|F peut étre calculée a priori par
sup

1
Xy == X (48)

P L] S,

Remarque 14:

On peut écrire une autre loi a I'ordre deux en remarquant que, en dérivant la loi
de paroi d’ordre un (5) par rapport a s, on obtient

0?ul 1 dul
dads = AT ds TOE+ il (49

Par la condition d’incompressibilité et en substituant (49) dans (47), on obtient
une nouvelle loi de paroi d’ordre deux sur I'g qui s’écrit

8u6 1 dpo
uO +e <)&tt> » On (5 <X%>|Fsup T 0 <X?t>|rsup> 140} aS
(X,
_E%auo = 0 sur [y, (50)

dug
uo—ei 0 = 0 surTy.

on
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Cette loi ne porte que sur les dérivées prémieres, ce qui facilite son implemen-
tation numérique. Les deux lois sont différentes, mais les solutions des problemes
globaux correspondants différent par une erreur d’ordre inférieur a deux. Ce pro-
bleme sera résolu dans la section 5.

Remarque 15:

Dans le cas particulier de la plaque plane, les constantes d’homogénéisation sont
données analytiquement par

) §? §?

O =20 () = e (), =0t () =-

|Fsup |Fsup |Fsup 252 )

Alors la loi de paroi d’ordre deux pour la plaque plane s’écrit simplement comme

8ut 52 8p0
b4 —22 — r
ot 8n+21/0 Os sur Lo (51)
51
d Oun
u8—|—§ari) = 0 surly.

4.4 Equivalence entre M.D.A. et M.D.D

Les lois de paroi obtenues par développement asymptotique (domaine figure 2)
sont comparées a celles obtenues par M.D.A. A 1 ordre un, la loi de paroi par M.D.A.
est donnée par (voir [6] et [4] pour la stratégie)

¢
uf = 500% surT,,,
ug = 0 sur ',

et a l'ordre deux par

Oy 4Crdp __Cn

b= eCo— — = —c | .

o = NG T Es " Bs 5
Cog Ougy

uy = —520—202% sur [,

avec Cy, C et (Cy1,Ca2) les uniques constantes telles que les problemes de cellules
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_VoAyYO + Vyﬁo
Vy-X

4

yO

lim ¥°
Y2 —> 00

(X°,7°)

—1AYX' + Vyp'
VyX'

lim ¥!
Y2 —> 00

(x'.p")
et

lim Y

Y2 — 00

(X*,7°)

aient des solutions uniques.

y; — périodique,

0]

y; — périodique

y; — périodique

dans C.,
dans C.,

sur I,

(54)

exponentiellement,

dans C.,
dans C.,

sur I,

exponentiellement,

dans C.,

dans C.,

(56)

sur I,

exponentiellement,

[.’équivalence entre les méthodes M.D.D. et M.D.A. est faite de facon analogue a
celle effectuée pour 1’équation de Laplace. Avec le changement de variables suivant
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~ Yy
W ove|
N ¥
X'= X'—| 9
0
= X'- |y
L 2

et pro= "f
Po= -
0
— Coyz

on montre I’équivalence entre les problemes locaux de deux méthodes. En effet,

_VOAygg + Vyfa?

Vy-Xt

~0
Xt .

oY,
(X?,0Y)  y1 — périodique

= VoAyYO - Vyﬁo

= VT
Yy
e

0 dans .,
0 dans .,
0

~ —1
_VOAYXI + vy:bv1 = VOAYX - vyp — o \‘ 0 | N { 160 | dans Qloca
VyX' = VX' =0 dans Qy,.,
Nl 1 Y3
X, = X, — 2 = 0,
0

GAY
— —n
8n 1 0] Tanp

(X',p") yi1 — périodique

et
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Xy
21/0 L350
N Iy !
—10AyX° + Vyp? = Ay — V,p°
2 O
o
L oy
_ o7 -
21/0 t_ IOAO
oy !
dans Qy,.,
ox?
2V0 n
L oy
Vy-iﬂ = _vy'X2 = X? — Y2 _5&7? dans Qloca
0
2 - 32 2 0
X |Fe X |Fs y_2 - Coyg 9
2
w: | x> p |
——n = - ——n
on 1y Feup on vy Faup
(X%, p%) yi — périodique < (X% p?) yi — périodique.
N P ox' P N P
Mais || =t — “n . - —~—n et — —n | tendent
<an 1/0 |F>up Y an I/O |F>up an I/O |F>up

exponentiellement vite vers 0 avec d. Alors quand § tend vers 'infini, (X9, p?) , (X*, p*)
et (X%, p?) tendent exponentiellement vite vers (x?, p?), (x', p') et (x?, p?), respecti-

vement. De ce fait,

HX?t|Fsup - <X?t> |Fsup %7Fsup

exponentiellement avec 4.

Remarque 16:

De fagon analogue, Hxﬂpsw —{x{) |1“S“p

0 et

2
Xn

~
~o

IN

X/?th_‘sup - <X~/?t>

|Fsup

|
|

Y?th_‘sup - <Y?t>

|Fsup

HY?JFW - COH%IW + ‘Co — (X00) Ireup

1
2 7Fsup

1
2 7Fsup

%7F5up — 0 I |‘X?|Fsup - <Xl?> |Fsup

Peup — (X2) |FSWH 1P 0, exponentiellement avec §.

1
Estup

1
Evrsup

— 0
(57)

—
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On remarque que la loi de paroi (50) posée sur I'g peut se déduire de (53) posée
sur I'y,. En effet, si (ug, po) est solution de (37), par un développement de Taylor on

a
5 aut 5 52 1 8])0 021 6ut
t - _0 2 N v 9 1 dpo 0 _
uo—|-£<E C’o> an—l—e ( Cy 500+2€2>V08s —|—a€<(S >8s 0
- O
€
j 6
Cor — Co—+ — N
" e 2e?) dug
Yot e J on 0
(2-)
€
4
ty </0> a_ué_|_ <<1> _|_5</0> )i%_ <X?>|Fsupa—% _—
Uy + € Xt/ | > On eleXe )/ p Xt IPoup Vo O €7<X?t>|ri 9 =
(X2 Our
Uy — E—— |S“p% = 0
<Xtt>|rsup dn

en négligeant les termes d’ordre &>.

sur [y,

sur [’y

sur [y,

sur 'y
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5 Validations numériques

On présente trois problemes de Stokes sur des domaines contenant des rugosités
de géométries différentes. I.’objectif est d’étudier I'amélioration apportée par les lois
de paroi d’ordre élevé et leurs précisions par rapport au calcul direct.

Les validations sont effectuées par comparaison entre le calcul direct sur le do-
maine rugueux original, le calcul avec la loi d’ordre zéro ou la partie rugueuse du
domaine est remplacée par une surface moyenneé plane et un calcul avec les lois de
paroi d’ordre un et deux sur un domaine sans rugosités, a une hauteur 4.

Dans le premier probleme, on valide I’approche pour 1’équation de Stokes avec
la viscosité d’ordre un. Dans les deux problemes de Stokes suivants, la viscosité est
fixée de l'ordre de ¢, avec ¢ pris comme la hauteur de la rugosité. Les comparaisons
sont faites a partir des lignes de courants de la vitesse, des isovaleurs de la pression

: : Ju
et par des coupes a x, = Cte de la vitesse, pression et frottement (C'y = v—.s).

on

Une fois le parametre ¢ fixé en fonction de la géométrie de la rugosité, on construit
les lois de paroi de la facon suivante:

i) on choisit une hauteur é & ¢ de la paroi,

ii) on résout un ou trois problemes de Stokes dans la cellule £, (en fonction de
l'ordre de I'approximation) avec une viscosité d’ordre un,

iii) on calcule la moyenne de la vitesse tangentielle a la hauteur y, = —,
€

iv) on introduit les constantes dans les lois de paroi et on les impose a la hauteur
x9 = & au-dessus de la paroi.

5.1 Plaque plane avec rugosités rectangulaires

Dans ce paragraphe, on poursuit 1’étude de la loi de paroi d’ordre un pour les
équations de Stokes avec viscosité d’ordre un. Le domaine est constitué d’une plaque
plane suivie d’une plaque rugueuse avec des rugosités rectangulaires. Les caractéris-
tiques du probleme sont les suivantes:

- Re =5,

¢
u

- u = (1,0) a l'entrée, Fr 0 et ™ = 0 a 'infini et Neumann homogene a la
n

sortie.
— Les conditions du calcul direct sont :

- Condition u = (0,0) a la paroi,
- Domaine: plaque plane [0, 0.1] x [0, 1.5], plaque rugueuse [0.1, 1] x [0, 1.5],
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- 12 rugosités rectangulaires de dimensions [0,0.075] x [0,0.025],
- 11000 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre zéro sont :

- Condition u = (0,0) a la paroi,
- Domaine: plaque plane [0, 1] x [0, 1.5],
- 2900 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre un sont :

- Loi de paroi d’ordre un ou deux a la paroi,
- Domaine: plaque plane [0, 1] x [0, 1.5], plaque rugueuse [0.1,1] x [0, 1.5],
- 2900 éléments Q1-Q1.

Les caractéristiques du probleme de cellule sont

- Re =5,

- u = (0,0) a la paroi, condition de y;-périodicité pour u a I’entrée et sortie et
ou’
on

- Domaine: [0, 3] x [0, 2] avec rugosité de dimensions [0,0.5] x [0, 1],

=1 et v" =0 a l'infini,

- 2500 éléments Q1-Q1.

LIGNES DE COURANTS - CALCUL DIRECT

FiG. 3: Zoom des lignes de courants sur deux rugosités rectangulaires.
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Le parametre € est fixé a 0.025 et on impose la loi de paroi d’ordre un a § = 0.001.
On résout le probleme de Stokes dans la cellule £;,. et on calcule la moyenne de
la vitesse tangentielle a la hauteur y, = 0.4 (figure 4). La valeur de la constante
d’homogénéisation pour la partie rugueuse est

(o, =1.333

et pour la partie plane (x9,), rop, = 0-4

LIGNES DE COURANTS - CELLULE D'ORDRE 1 VITESSE TANGENTIELLE - X =1

25
24
23
22
21
2

19
18
17
16
15
14
13
12
11
1

09
08
0.7
0.6
05
04
03
02

0.1

-1.49012¢-08

01
02
-03
04

F1G. 4: Lignes de courants du probléme de cellule d’ordre un (a gauche) reproduisant
celles oblenues par un calcul direct. A droite, le profil de u} @ y1 = 1 linéaire au-
dessus de la rugosité, en accord avec ’expérience.

Le coefficient de friction et la pression ne sont pas influencés de facon significative
par les rugosités (figure 5). En contrepartie, les dimensions des rugosités placées en
dessous de la partie plane, influencent le champ de vitesse et le translatent vers le
bas. L’introduction de la loi de paroi d’ordre un agit en affaiblissant le décalage du
profil de vitesse (figure 6).
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— DIRICHLET PRESSION
LOI DE PAROI D'ORDRE 0
—_ LOI DE PAROI D'ORDRE 1

114.6 -
109.6 —
104.6 —
99.6 ]
94.6 —
89.6 —
84.6 —
79.6 —
74.6 ]
69.6 |
64.6
59.6

54.6 j
49.6

446
396
346
206
246
196
14.6
96

46

04

54

-10.4
-15.4
-204 1T 11T 71T 1T 1T 1T T T 1T 1T T T T T T T T

(o] 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09 095
X

— DIRICHLET Cf
LOI DE PAROI D'ORDRE 0

343 — LOI DE PAROI D'ORDRE 1

333
323
313
303
203
283
273
26.3
253
243
233
223
213
203
193
183
17.3
163
153
143
133
123
113
103
9.3

8.3

73

6.3

53

43

33

23

13

03

0.7
-7
27
37
47
57 1T 11T 71T 1T 1T 1T T T 1T 1T T T T T T T T

005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09 095
X

o

FiG. 5: Comparaison entre la pression et le coefficient de friction a 6 = 0.0025. Les
profils avec la loi de paroi d’ordre un sont semblables a ceux obtenus a ["ordre zéro.
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— DIRICHLET VITESSE TANGENTIELLE

LOI DE PAROI D'ORDRE 0

1.2 — — LOI DE PAROI D'ORDRE 1
1.15 -
1.1 -
1.05 -

0.95 —
0.9 —
0.85 —
0.8 ]
0.75 -
0.7 —
0.65 ]
0.6 —
0.55 —
0.5 —
0.45 —
0.4 —
0.35 —
0.3 —
0.25 —
0.2 —
0.15 —
0.1 —
0.05 ]
-7.45058e-09 —

01 —
-0.15 ]
02 1T 11 1T 1T 1T 1T 1T T 1T T T T T T T T"1

(o] 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09 095
X

— DIRICHLET ZOOM - VITESSE TANGENTIELLE
LOI DE PAROI D'ORDRE 0

0.2 — — LOI DE PAROI D'ORDRE 1
0.19 ]
0.18 —
0.17 -
0.16 —
0.15 ]
0.14 —
0.13 ]
0.12 —
0.11 —
0.1 —
0.09 —
0.08 —
0.07 —
0.06 —
0.05 —
0.04 —
0.03 —
0.02 ]
0.00999998 —
-1.49012e-08 —
-0.01 —
-0.02 -
-0.03 —
-0.04 ]
-0.05 —
-0.06 —
-0.07 —
-0.08 —
-0.09 —

01 I I I [ [ I I I I I I [ [ [ [ [ [

01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 08 09 095
X

FiG. 6: Comparaison entre les profils de vitesses a & = 0.0025. La rugosilé décale
le profil de vitesse vers le bas. La loi de paroi d’ordre un récupére ce décalage et
approche mieux en moyenne le profil de vitesse obtenu par le calcul direct.
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5.2 Canal rugueux

La viscosité est fixée a l'ordre de la dimension de la rugosité. Le deuxieme cas
test est constitué par un canal avec, a la frontiere inférieure une plaque plane, suivie
d’une plaque rugueuse constituée de rugosités de géométries différentes. La premiere
partie rugueuse est constituée de rugosités non-symétriques et la deuxieme par des
rugosités sinusoidales. Les objectifs de ce cas test sont:

i) montrer la flexibilité de ’approche pour traiter des domaines contenant diffé-
rentes formes de rugosités,

ii) étudier 'apport de la loi de paroi d’ordre deux en présence d’un gradient de
pression plus important et

iii) vérifier que les lois de parois peuvent simuler correctement la zone de transition
entre les différentes plaques.

Les caractéristiques de 1’écoulement sont :

- Re = 100,

- un profil parabolique a I'entrée, a la frontiere supérieure u = (0,0) et p = 0 et
u” = 0 a la sortie.

— Les caractéristiques pour le calcul direct sont :

Condition u = (0,0) a la paroi,

- Domaine: paroi inférieure plane [0,0.25] x [0,0.5], paroi avec rugosités
non-symétriques [0.25,0.75] x [0, 1.5], paroi avec rugosités sinusoidales
[0.75,1] % [0,1.5],

10 rugosités non symétriques de dimensions [0,0.05] x [0,0.025] et 6 ru-
gosités sinusoidales de dimensions [0,0.04] x [0,0.01],

12000 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre zéro sont :

- Condition u = (0,0) a la paroi,
- Domaine: plaque plane [0, 1] x [0,0.5],
- 2500 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre un et deux sont :

- Loi de paroi d’ordre un ou deux a la paroi,

- Domaine: plaque plane [0,0.25] x [0.025, 0.5], plaque rugueuse [0.75, 1] x
[0.025,0.5],

- 2400 éléments Q1-Q1.
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Les caractéristiques des problemes de cellule avec rugosité non-symétrique sont :

- Re = 2.5,

- u=(0,0) a la paroi, condition de y;-périodicité pour u a l’entrée et sortie et
ou’ 1(‘a“t 3et 2 Z 0 4 Vordre d ) et w" = 0 & Vinfini
— =1 (ou — =3 et — =0 a l'ordre deux) et v = 0 a I'infini
On On On ’

- Domaine: [0, 2] x [0, 3] avec rugosité de dimensions [0, 1] x [0, 1],

- 1600 éléments Q1-Q1.

Les caractéristiques des problemes de cellules avec rugosité symétrique sont :

- Re = 2.5,

- u = (0,0) a la paroi, condition de y;-périodicité pour u a I'entrée et sortie et
ou’ 1(‘8“t 3et 2% 2 0 4 Vordre d ) et w" = 0 & Vinfini
— =1 (ou — =3 et — =0 a l'ordre deux) et v = 0 a 'infini
don on On ’

- Domaine: [0,1.6] x [0, 3] avec rugosité de dimensions [0,0.4] x [0, 1.6]

- 2500 éléments Q1-Q1

D’abord, on résout les problemes de cellule associés aux différentes formes des
rugosités (figures 7-12). On fixe le parametre ¢ = 0.025 et on choisit dans un premier
temps d’imposer les lois de parois a & = 0.025. Pour chaque type de rugosité, on
résout trois problemes de cellules associés a l'ordre un et deux. Pour la rugosité
non-symétrique, on obtient les constantes d’homogénéisation

(X)or,,, = 01588, (xi)op, = —0.1365, (xi),p,, =—72x107"

et
(Xor.,, = —22x107
Pour la rugosité sinusoidale, les constantes sont
0 — A - _ 2 _ —4
(o =07, (X)op, = =045, (xI),p. =183 %10
et
<X3L>O7rsup = _0-251
et pour la partie plaque plane <X?t>0,Fsup =1, <Xt1>0,1“sup = —0.5, <X$>0,Fsup — 0 et

<Xi>o,1}up = —0.5.
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LIGNES DE COURANTS - CELLULE D'ORDRE 1
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LIGNES DE COURANTS - PREMIERE CELLULE D'ORDRE 2
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F1G. 7: Lignes de courant des problémes de cellule d’ordre un et deux (@ gauche) pour
la rugosité non-symétrique. Les signes des constantes d’ordre un et deux sont oppo-
sé€s. Le profil de vitesse tangentielle d’ordre un est positif el lin€aire au-dessus des
rugosilés, tandis qu’a ordre deux le profil est parabolique et la vitesse est négative

(gauche).
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LIGNES DE COURANTS - SECONDE CELLULE D'ORDRE 2

Fia. 8: Lignes de courant du deuxiéme probléeme de cellule d’ordre deuz pour la
rugosité non-symétrique.

VITESSE TANGENTIELLE - X =1 VITESSE NORMALE - X =1
0025 = 05 7
04 =
00225 03 -
0.02 — 02 —
00999996 —|
00175 372520007
0015 — -01 -
02 =
0015 — 03 -
001 — -04 —
-05 -
00075 — 06 -
0005 — 07 =
-08 =
0005  — 09 _
-3.72529¢- 09— 1 =
11 =
00025 12 |
0005 — 13 -
14 =
00075 — s |
-001 — 16 =
17 =
0015 — 18 |
005 — -19 =
2 —
00175 — 21 |
002 — 22 =
23 =
00225 — 24 —
005 25 -
26 =
00275 — o7 |
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05060708091 11121314 151617 18192 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3 05060708091 11121314 1516 17 18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3
Y Y

Fic. 9: La vitesse tangentielle tend vers une constante et la composante normale
présente un profil parabolique quand yy augmente. La constante d’homogénéisation
associée a la composante tangentielle de la vitesse est negligeable par rapport a celle
relative a la composante normale.
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LIGNES DE COURANTS - CELLULE D'ORDRE 1 VITESSE TANGENTIELLE - X =08
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LIGNES DE COURANT - PREMIERE CELULLE D'ORDRE 2 VITESSE TANGENTIELLE - X =08
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FiG. 10: Lignes de courant du probleme de cellule d’ordre un et du premier probleme
de cellule d’ordre deux, pour la rugosité symétrique (gauche). A droile, coupe de la
vitesse langentielle a yy constant.
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Fic. 11: Lignes de courant du deuxiéme

LIGNES DE COURANTS - SECONDE CELLULE D'ORDRE 2

/
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Fia. 12: Coupe de la vitesse tangentielle et de la vitesse normale associes a la
deuzieme cellule d’ordre deuz.
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A partir des figures 14, 15 et 16, on remarque l'influence de l'utilisation des
différentes lois de paroi sur ’écoulement global, les approximations a l'ordre un
et deux étant semblables a celles obtenues par le calcul direct. Au contraire du cas
précédent, les rugosités influencent 1’écoulement global, non seulement en décalant le
profil de vitesse vers le haut (figure 13), mais aussi en modifiant les profils de C'y et de
pression. Cette différence est due aux importantes dimensions des rugosités disposées
au-dessus de la plaque plane. De plus, le décalage de vitesse est tres important et
les transitions plaque plane - plaque rugueuse ou plaque rugueuse non symétrique -
plaque rugueuse symétrique sont plus accentuées.

ZOOM - LIGNES DE COURANTS

FiG. 13: Zoom des lignes de courants d’un calcul direct. On remarque l'influence des
rugosilés sur [’é€coulement global, en déplagant le profil de vilesse vers le haut.

Dans ce type de probleme, 'utilisation des lois de paroi d’ordre un et d’ordre
deux avec les constantes d’homogénéisation adaptées a la forme de la rugosité est
essentielle pour recupérer les bons profils des variables caractéristiques de 1’écoule-
ment (figures 17, 19, 20 et 21). En raison de ’apparition d’un important gradient de
pression et de la présence d’importantes zones de transitions plaque plane - plaque
rugueuse et plaque rugueuse non symétrique - symétrique, 'utilisation de la loi de
paroi d’ordre deux est nécessaire. Des améliorations sensibles sont apportées par
I'utilisation de la loi de paroi d’ordre deux, principalement sur les profils de vitesse

ficures 18 et 19) et Cf (figures 20 et 21).
g f\ng
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VITESSE TANGENTIELLE CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 0

VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 1 VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 2

Fi1G. 14: Les isovaleurs de la vitesse tangentielle par un calcul direct sur les rugosités
et en utilisant les différentes lois de paroi. Pour les lois de paroi d’ordre un el deux,
la distance a la paroi est & = 0.025.
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VITESSE NORMALE

CALCUL DIRECT

VITESSE NORMALE

ORDRE 0

VITESSE NORMALE

ORDRE 1

VITESSE NORMALE

ORDRE 2

)

Fia. 15: Les isovaleurs de la vitesse normale par un calcul direct sur les rugosités
et en utilisant les différentes lois de paroi. Pour les lois de paroi d’ordre un el deux,

la distance a la paroi est 6 = 0.025.
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1SO - PRESSION CALCUL DIRECT 1SO - PRESSION ORDRE 0

1SO - PRESSION ORDRE 1 1SO - PRESSION ORDRE 2

o Q = PN

Fia. 16: Comparaison des iso-pressions entre le calcul direct sur les rugosités et en
utilisant les différentes lois de paroi. Pour les lois de paroi d’ordre un et deux, la
distance a la paroi est § = 0.025.
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0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

CALCUL DIRECT

LOI DE PAROI D'ORDRE O
LOI DE PAROI D'ORDRE 1
LOI DE PAROI D'ORDRE 2

VITESSE TANGENTIELLE
Y = 0.027

VYYYYVYVY

0.05 0.1 015 0.2 025 03 0.35 04

I I I I I I I I I I I
045 05 055 06 065 0.7 075 08 0.85 0.9 0.95
x

0.46
0.455
0.45
0.445
0.44
0.435
0.43
0.425
0.42
0.415
041
0.405

0.395
0.39
0.385
0.38
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0.365
0.36
0.355
0.35
0.345
0.34

—— CALCUL DIRECT
—— LOI DE PAROI D'ORDRE 0O

LOI DE PAROI D'ORDRE 1

— LOI DE PAROI D'ORDRE 2

VITESSE TANGENTIELLE
Y = 0.065

005 01 015 02 025 03 035 04

045 05 055 06 065 07 075 08 08 09 095
X

FiG. 17: Comparaison entre les lois de paroi d’ordre zéro, un, deuz et calcul direct.
Les profils de vilesses tangentielles faits a partir des coupes a § = 0.027 el § = 0.065,
montrent la convergence vers le profil obtenu par le calcul direct.
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ZOOM - VITESSE TANGENTIELLE
—___ CALCUL DIRECT v = 0065
LOI DE PAROI D'ORDRE 1
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0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

FiG. 18: L’utilisation de la loi de paroi d’ordre deux apporte une amélioration sensible
a Uapprozimation de la solulion exacte (zoom de la vitesse tangentielle a § = 0.065).
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FiG. 19: Comparaison entre les lois de paroi d’ordre zéro, un, deux et calcul direct.
Les profils de vilesses normales faits a partir des coupes a 6 = 0.045 et § = 0.075,
montrent la convergence vers le profil obtenu par le calcul direct et la sensible amé-

lioration apportée par le passage a l'ordre deux.
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—  CALCUL DIRECT cf
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Fi1G. 20: On compare les profils du Cy a 6 = 0.055 et a 6 = 0.075. On observe la
nécessité de lutilisation des lois de paroi d’ordre élevé pour simuler correctement les
profils de Cy, dans les zones de transition enlre les différentes géomélries. L’amé-
lioration apportée par ordre deux est sensible.
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Fi1G. 21: L'utilisation de la lot de paroi d’ordre deux apporte une amélioration sensible
a Uapprozimation de la solution exacte (zoom du coefficient de friction a § = 0.055).

On observe la nécessité de ['utilisation des

correctement les profils de pression a § = 0.

lois de paroi d’ordre élevé pour simuler

045.
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5.3 Diffuseur avec rugosités sinusoidales

Comme dans le deuxieme cas test, la viscosité est fixée a ’ordre ¢. Le domaine est
un diffuseur contenant sur sa partie inférieure, une plaque plane, suivie d’une plaque
rugueuse avec des rugosités sinusoidales et d’une nouvelle plaque plane. L’objectif
est de vérifier I'importance de l'utilisation des approximations d’ordre élevé pour
des écoulements présentant un important gradient de pression. De plus, on étudie
la prise en charge par les lois de paroi des transitions plaque plane-rugueuse-plane,
souvent retrouvées dans la pratique. Les caractéristiques du probleme sont

- Re = 100,

- un profil parabolique a I'entrée, a la frontiere supérieure u = (0,0) et p = 0 et
u” = 0 a la sortie.

— Les caractéristiques pour le calcul direct sont :

Condition u = (0,0) a la paroi inférieure,

- Domaine avec la paroi inférieure: plane [0,0.26], rugueuse [0.26,0.74],
plane [0.74,1], Uentrée de dimensions [0, 0.2] avec un angle 6 ~ 21.8,

- 12 rugosités sinusoidales de dimensions [0,0.04] x [0,0.01],
9600 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre zéro sont :

- Condition u = (0,0) a la paroi,

- Domaine: plaque plane [0, 1], entrée de dimensions [0, 0.2] avec un angle

0~ 21.8,
- 2600 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre un et deux sont :

- Loi de paroi d’ordre un ou deux a la paroi,

- Domaine: plaque plane [0, 0.26], plaque rugueuse [0.26, 0.74], plaque plane
[0.74, 1], 'entrée de dimensions [0.01,0.2] avec un angle § ~ 21.8,

- 2400 éléments Q1-Q1.

Les caractéristiques du probleme de cellule sont :

- Re =1,

- u = (0,0) a la paroi, condition de y;-périodicité pour u a I'entrée et sortie et
O 1 o 2 2 5 et 2% 2 0 5 Tordre denx) ef u™ = 0 & Pinfini
— =1 (ou =— =5et — =0 a l'ordre deux) et v = 0 a I'infini
On On On ’

- Domaine: [0,4] x [0, 5] avec rugosité de dimensions [0,4] x [0, 1],



Y. Achdou, O. Pironneau & F. Valentin

- 2000 éléments Q1-Q1.

LIGNES DE COURANTS - CELLULE D'ORDRE 1 VITESSE TANGENTIELLE - X =2
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Fi1G. 22: Probleme de cellule d’ordre un el premiére cellule d’ordre deux.

La résolution des problemes de cellules a 'ordre un et deux avec ¢ = 0.01 et la
distance a la paroi fixée a § = 0.015, nous donnent les constantes d’homogénéisation
pour la frontiere rugueuse (figures 22-24)

<X§?t>|mup =0.7546, (x;), = —0.8114, (x7)

sup |Fsup

= 1.5, (x})

=4.72x107 et (x2) = -0.32

n |Fsup
et pour la frontiere plane (X?t>
<Xi>|rsup = —1.125.

= —1.125, (x}), = 0 et

|Fsup |Fsup sup
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De facon analogue au probleme précédent, les rugosités influencent toutes les
variables. La vitesse est décalée vers le haut et le coefficient de friction et la pression
augmentent, avec des discontinuités dans le passage frontiere plane-rugueuse-plane.
[.’emploi des lois de paroi d’ordre un et deux permet de retrouver une bonne précision
des approximations par rapport a la solution établie par le calcul direct (figures 27,

LIGNES DE COURANTS - SECONDE CELLULE D'ORDRE 2

Fia. 23: Lignes de courants du second probléeme de cellule d’ordre deux.

29 et 31).
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Y

Fia. 24: Second probleme de cellule d’ordre
tielle de la vitesse.

deux, composantes normale et tangen-
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Encore une fois, on a remarqué 1’amélioration apportée par le passage a l'ordre
deux, en raison du fort gradient de pression non constant et les zones de discontinuité
entre les plaques planes et la plaque rugueuse (figures 28, 29 et 30). Cette amélio-
ration se doit principalement a la présence, dans la loi de paroi d’ordre deux, d’un
terme de gradient de pression et de la modélisation plus realiste de la composante
de la vitesse normale.

VITESSE TANGENTIELLE CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 0

VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 1 VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 2

Fia. 25: Isolignes de la vitesse tangentielle dans un diffuseur avec profil parabolique
a lentrée. Le § est fixé a 0.015 pour les lois de paroi d’ordre un et deux.
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A partir des figures 25 et 26, on remarque que les isovaleurs de vitesse et pression
par le calcul direct sont reproduites par 1'utilisation des lois de paroi d’ordre élevé,
en utilisant un maillage quatre fois plus grossier.

1ISO - PRESSION CALCUL DIRECT 1ISO - PRESSION ORDRE 0

ISO - PRESSION ORDRE 1 ISO - PRESSION ORDRE 2

Fia. 26: Comparaison entre les isovaleurs de pression par un cacul direct et en
utilisant les lois de paroi (6 = 0.015).
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FiG. 27: En accord avec la théorie, les profils de vitesse tangentielle obtenus avec
les lois de paroi d’ordre un el deux, convergent vers celui obtenu par le calcul direct,
quand xy augmente. La transiltion plaque plane-rugueuse-plane est bien relrouvée,
principalement en utilisant la loi de paroi d’ordre deux.
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FiG. 28: Zoom des profils de vitesse. L utilisation de l'approximation a 'ordre deux
est nécessaire quand le gradient de pression est important et des zones de transitions
sont présentes dans le domaine.
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FiG. 29: En accord avec la théorie, les profils de vitesse normale oblenus avec les lois
de paroi d’ordre un et deux, convergent vers celui obtenu par le calcul direct, quand
xy augmente. L’ulilisation de approximation a l'ordre deux, possibilite d’avoir la
composante normale de la vitesse non nulle, ce qui améliore sensiblement 'approxi-

mation.
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Fia. 30: Zoom des profils de vitesse normale. L’utilisation de Uapprorimation a
lordre deux apporte une précision plus sensible.
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Fia. 31: Les lois de parot d’ordre élevé améliorent la précision de approzimation
du Cy et de la pression (coupe @ x5 = 0.03) par rapport a Uordre zéro.
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6 Conclusion

Dans ce travail, on a développé de nouvelles lois de paroi pour des domaines
rugueux, a partir d’une approche par décomposition de domaine. Cette nouvelle
approche est naturelle, car on résout séparément les différentes échelles présentes
dans le probleme. Les lois de paroi construites par cette méthode s’adaptent a la
géométrie des rugosités et simulent I'influence des petites échelles sur 1’écoulement

global.

Les lois de paroi ont été construites pour les problemes de Laplace et Stokes.
On a construit des lois de paroi d’ordre un et d’ordre deux et présenté des analyses
de convergence. [.’équivalence entre la nouvelle approche M.D.D. et celle obtenue
par un développement asymptotique a deux échelles a été mise en évidence par un
simple changement de variable, une fois la cellule tronquée a une certaine hauteur de
la paroi. De plus, les lois de paroi sont indépendantes du choix de la hauteur, car les
constantes d’homogénéisation varient en fonction de la hauteur choisie. L’influence
de la hauteur de couplage sur la qualité de 'approximation est explicitée par ’analyse
d’erreur.

Les validations numériques ont été faites en résolvant plusieurs problemes de
Stokes définis sur des domaines présentant des rugosités de différentes géométries.
On a pu vérifier I'importance de 1'utilisation des lois de paroi d’ordre élevé pour
reproduire correctement les profils de vitesse, frottement et pression. Pour des rugo-
sités plus importantes, 1'utilisation des nouvelles lois est essentielle pour récupérer
le décalage du profil de vitesse et les changements de profil du C'y dans les zones de
transition entre plaque plane et plaque rugueuse. Si I'utilisation de la loi de paroi
d’ordre un est essentielle, les lois de paroi d’ordre deux sont nécessaires principale-
ment quand le gradient de pression est important ou quand des zones de discontinuité
sont présentes dans le domaine. Ces dernieres apportent une correction sensible sur
les profils de vitesse et de frottement.

La méthodologie est tres flexible pour traiter différentes formes de rugosités et
I'implémentation numérique des lois de paroi prises sur forme faible est immédiate.
Le gain sur le maillage et, en conséquence, sur le temps de calcul, est sensible. Les
lois de paroi nous permettent d’utiliser des maillages quatre a cinq fois plus grossiers
comparés a ceux utilisés dans un calcul direct, en gardant une excellente précision.

En conclusion, les lois de paroi construites a partir de la méthode de décom-
position de domaine allient de bons fondements théoriques a d’excellents résultats
numériques obtenus a faible cout. Leur utilisation constitue une alternative pra-
tique pour baisser le cotit du calcul dans le cas de problemes comprenant différentes
échelles. Cette approche pourra, par la suite, étre étendue aux équations de Navier-
Stokes dans le cadre de solutions isolées.
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