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Résumé : Le squelette et la transformée en axe médian sont des outils nés du besoin de
décrire de maniére compacte les propriétés globales d’un objet, en particulier leur forme.
Lors du calcul du squelette, il est nécessaire de conserver trois propriétés: [’homotopie, la
bonne localisation du squelette, et la reconstruction de 'objet a partir du squelette. Nous
avons fait une étude des approches existantes: assurer simultanément ces trois propriétés
semble trés difficile. De plus le probléme principal de toutes les méthodes existantes est leur
généralisation difficile au cas n-dimensionnel. Dans cet article, nous proposons un algorithme
pour le calcul de I’axe médian d’objets n-dimensionnels. Nous utilisons pour cela la carte
de distance euclidienne, ce qui nous assure l'invariance par rapport aux transformations
isométriques. Les points du squelette sont d’abord caractérisés localement & ’aide de deux
parameétres d et ¢, dont les valeurs correspondent au niveau de détail du squelette, et qui
introduisent un espace de paramétres naturel pour le squelette. Ensuite, en fixant un seuil
pour un des deux parameétres, on obtient le niveau de détail final du squelette. Finalement,
I’étape appelée "reconstruction topologique" nous assure que le squelette a la méme topologie
que l'objet initial.

Mots-clé : Squelette, fonction de distance, représentation et interprétation des objets.
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Digital Euclidean Skeleton in n-D

Abstract: In this paper, an algorithm to construct the approximate medial axis of a n-
dimensional object is proposed. The algorithm is based on euclidean distance mapping,
which guarantees the invariance under isometric transformation of the results. Skeleton
points are first locally characterized, which keeps a reasonable computational cost of the
method. For that purpose, we define two parameters, ¢ and d, whose value correspond to
the detail level of the skeleton, and introduce a natural scale-space for the skeleton. Second,
a threshold is chosen for one of these parameters, which gives the final detail level of the
skeleton. Finally, a global step verify that the topology of the skeleton correspond to the
one of the initial object.

Key-words: Skeletonization, distance transform, topological reconstruction
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1 Etat de art

Le squelette et I’axe médian sont des outils nés du besoin de décrire les propriétés globales
d’un objet, en particulier leur forme.

Les premiers efforts faits pour trouver une définition du squelette sont das & H. Blum [9].
Il se sert du concept de feu de prairie, c’est-a-dire d’un feu provenant des points du contour
et qui se propage a vitesse constante dans ’objet. Le squelette est formé par les points ou
les fronts de ces feux s’intersectent. Ces points sont aussi appelés points d’extinction. Une
autre définition, largement utilisée, est aussi introduite par H. Blum. On considére la surface
obtenue a partir de la fonction de distance d’un objet, laquelle nous donne, pour chaque point
de 'objet, la distance au point de contour le plus proche. Le squelette est défini comme le
lieu des discontinuités de la dérivée de cette surface.

Toujours dans le but de formaliser la notion de squelette, L. Calabi [13, 14, 21] considére le
probléme d’un point de vue topologique et étudie les propriétés du squelette des objets qu’il
considére comme étant des ensembles fermés dans le plan euclidien. Il donne une définition
du squelette qui est basée sur le concept de boules maximales. Il démontre que les notions
de point d’extinction et de centre de boule maximale sont équivalentes. Ainsi, on peut voir
le squelette comme ’ensemble des centres des boules maximales de ’objet. Dans la méme
ligne, on trouve les travaux de G. Matheron et J. Serra [28, 36].

Le squelette est donc un sous-ensemble de 1'objet, trés fin (ou mince) et placé au "centre"
de l'objet. Le squelette d’un objet bidimensionel aura ’apparence d’un graphe composé de
lignes courbes. La structure de ce graphe nous donne I'information sur la forme de 'objet. Si
I'on attache & chaque point de ce graphe la valeur de la distance au point le plus proche du
contour (le rayon de la boule maximale centrée en ce point) nous obtenons ce qui, dans la
littérature, est nommé aze médian. Grace a celui-ci, nous aurons aussi accés a l'information
concernant le contour (frontiere) de I'objet.

L’application de ces définitions dans le cas discret pose beaucoup de problémes. Des
efforts ont également été faits pour définir directement le squelette des objets digitaux [30],
mais nous préférons considérer les objets comme étant des approximations d’objets continus.

Puisque le squelette est destiné a représenter 1’objet, la transformée en axe médian ou,
plus généralement, le processus de squelettisation doit satisfaire les conditions suivantes:

— étre homotopique ([8], premier chapitre). Cela signifie qu’il faut que la topologie de
I’'objet soit préservée. Par exemple, si un objet est connexe, il faut que son squelette le
soit aussi.

— assurer la bonne localisation du squelette afin d’obtenir, entre autres, 'invariance
du squelette par rapport aux transformations isométriques. Il faut donc que la méthode
s’ajuste aux définitions données par Blum et Calabi.

— étre réversible. L’objet doit pouvoir étre reconstruit a partir de son axe médian.
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4 Sara Ferndndez-Vidal et Grégoire Malandain

Nous pouvons classer toutes les méthodes proposées dans la littérature en quatre caté-
gories :

— algorithmes d’amincissement,
— algorithmes qui calculent le squelette d’un objet a partir de sa carte de distance,
— algorithmes basés sur la simulation de la propagation de feu de prairie,

— algorithmes qui calculent le squelette & partir du diagramme de Voronoi de 1'objet, ce
type de méthode est aussi connue par le terme de méthode continue.

Nous donnons d’abord quelques remarques générales concernant toutes ces méthodes.
Il faut remarquer que la plupart d’entre elles ne vérifient pas les trois propriétés que nous
venons de citer. En outre le principal probléme de toutes ces méthodes est leur généralisation
difficile au cas n-dimensionnel. Signalons enfin 'un des principaux soucis soulevés par tous les
auteurs : la sensibilité du squelette au moindre changement dans la frontiére de 'objet. Une
petite saillie ou bruit du contour ajoute une nouvelle branche (ou barbule [29]) au squelette.
La plupart des algorithmes de squelettisation font usage de techniques de simplification
("pruning techniques” [37]) afin d’éliminer ce type de branches.

1.1 Algorithmes d’amincissement

Ce type d’approche cherche & amincir 'objet tout en gardant sa topologie initiale [41, 20,
23]. Ce sont des algorithmes itératifs (par balayage successif des images ou par technique de
suivi de contours). Ils partent du contour initial de 1’objet, étudient la connexité de chaque
point du contour dans son voisinage et enlévent ceux dont la suppression n’affecte pas la
topologie de 'objet. Ainsi, ’amincissement de 1’objet consiste & enlever successivement des
couches ou "pelures".

Il y a aussi, dans le cadre de la morphologie mathématique, des algorithmes d’amincisse-
ment basés sur 1’érosion successive du contour de 1’objet.

En général, ces types d’algorithmes sont non invariants par rotation. Quant a la localisa-
tion obtenue, elle n’est pas correcte puisque ces méthodes ne suivent aucune des définitions
données pour les points du squelette.

1.2 Squelette a partir de la carte de distance

L’utilisation de la carte de distance pour le calcul du squelette est une idée trés répandue.
Dans la figure 1 nous avons représenté la carte de distance d’'un objet bidimensionel, comme
une surface d’élévation, ot la hauteur pour chaque point de 'objet est égale a la distance de
ce point au contour de 1’objet.

INRIA
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F1G. 1 — a droite un objet et son squelette, a gauche la carte de distance de l’objet.

Visuellement, la relation entre cette surface et le squelette de l'objet est trés claire: la
projection des arétes de cette surface dans le plan donne une structure trés similaire au
squelette de ’objet. Beaucoup d’efforts ont été fait pour detecter ces arétes dans les cartes
de distance discrétes. La carte de distance la plus utilisée est celle de Danielson [16], qui,
actuellement, est la plus proche de la fonction de distance euclidienne. D’autres métriques
ont été utilisées, mais leur utilisation produit des squelettes trés sensibles a la rotation, pas
trés précis (dans le sens euclidien) et avec nombreuses barbules [2, 17].

Nous pouvons considérer ici un type d’approche qui calcule le squelette en deux étapes,
dont la premiére consiste a trouver un sous-ensemble initial du squelette, par exemple les
maxima locaux de la carte de distance. Ce sous-ensemble est non connexe. Dans la deuxiéme
étape on essaie de lui rendre connexe, on cherche des configurations de voisinage dans la
carte de distance afin de retrouver des lignes de créte ou arétes de cette surface, qui vont
connecter ’ensemble des maxima locaux.

Gibbons, dans [34], définit certaines configurations de voisinage, "hump" (bosses),"valleys"
(vallées), "saddle points", "climbing neighbour" , qui permettent de parcourir les lignes de
créte depuis un maximum local ou depuis un "saddle point".

Les auteurs de [38] présentent une méthode appelée "maximal tracking" qui consiste a
trouver dans I’ensemble des maxima locaux deux types de points, les "base points" (points
de contour dont la courbure est extrémale) et les "apex points" (maxima locaux dans un
voisinage de taille 3 x 3). En partant de ces point on parcourt les arétes ("ridges", lignes
de créte) de la carte de distance a I’aide des "directional uphill neighbours". Les points ou
ces trajectoires s’arrétent sont marqués et repris par la suite comme points de départ des
trajectoires trouvées a ’aide des "directional downhill neighbours".

Dans [31, 4, 3] on propose des techniques similaires, qui différent dans la fagon de calculer
les maxima locaux de la fonction de distance, dans les configurations de voisinages utilisées
pour caractériser les lignes de créte de la fonction de distance (arétes ou "ridges"), ainsi que
dans la fagon de les parcourir.

RR n” 2771
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En général, on peut dire que méme si ces méthodes donnent des résultats plus proches
du cas continu, elles sont difficilement généralisables au cas tridimensionnel, car le nombre
de configurations possibles pour caractériser le squelette devient trés grand.

On peut également citer les travaux de Chuang et al. [15]. Ils présentent une méthode
analytique pour trouver le MAT des régions polygonales. Au lieu de calculer la carte de
distance dans toute la région, ils définissent un champ de potentiel qui peut étre calculé de
fagon isolée pour chaque point et qui dépend de la distance du point & tous les points de
contour. Ce champ de potentiel est calculé de fagon analytique a l'aide des équations des
segments du contour. Les vallées de ce champ sont une approximation du MAT. A partir
d’un point quelconque de ’objet, on descend dans la direction de la force, on atteint une
vallée, et de 1a on peut atteindre les autres vallées et on extrait ainsi les branches et vertex
du squelette. Cette méthode est difficilement généralisable en 3D.

1.3 Simulation de la propagation de feu de prairie

Un troisiéme type d’approche est la simulation de la propagation de feu de prairie & partir
des contours vers l'intérieur de I'objet. On détecte les intersections (points d’extinction) des
fronts de ces feux au fur et & mesure qu’ils se propagent (dans le domaine discret [1, 43, 42, 40|,
ou analytique [33]).

A laide d’une technique de suivi de contour, Xia [43] détermine le nouveau front. Chaque
pixel du contour courant est considéré émetteur d’une onde secondaire (un disque, ou boule
digitale, 4-disque), le nouveau front est ’enveloppe de toutes ces ondes. Pour chaque pixel, il
marque les pixels voisins qui font partie de 'onde dont il est émetteur. Les pixels du nouveau
front qui ont été marqués plus d’une fois sont des points d’extinction. Dans cette simulation
il peut y avoir certaines anomalies. Par exemple, les fronts peuvent s’intersecter aux pixels
qui ne sont pas points d’extinction ("artificial intersections"). L’auteur est obligé de traiter
ces anomalies avec certains types de masques.

Une étude vraiment trés intéressante, qui porte sur 'application de 1’analogie de feu
de prairie au calcul du squelette, est fait par Meyer dans [29]. Il s’y intéresse & la vitesse
de propagation du feu le long du squelette. En utilisant ce concept, il donne une nouvelle
définition du squelette et introduit aussi la @-bissectrice conditionnelle, un sous-ensemble
du squelette ou le feu se propage a une vitesse supérieure a ﬁ Suite & ces définitions, il
propose des méthodes itératives, utilisant des outils de morphologie mathématique, pour le
calcul de la bissectrice conditionnelle et du squelette.

L’algorithme proposé par Vincent [42] est un mélange des approches par amincissements
successifs et des approches utilisant la carte de distance. Il est utilisé pour trouver les centres
de boules maximales, qu’il appelle points d’ancrage. Ensuite, il fait des amincissement suc-
cessifs par suivi de contour A I'aide de files d’attente. Selon la trame utilisée (hexagonale,
carrée, etc), il crée des tableaux avec toutes les configurations de voisinage possibles, en
différenciant celles qui sont homotopiques de celles qui ne le sont pas. Tous les pixels du
contour sont mis dans la file d’attente, sauf ceux qui sont des points d’ancrage. Pour chaque
pixel dans la file d’attente on examine son voisinage, et on ajoute dans la file d’attente ceux

INRIA
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qui sont a l'intérieur du contour courant. Ensuite, on regarde si la configuration de voisinage
est homotopique. Si elle ne l’est pas, le pixel ne peut pas étre enlevé de 'objet (& cet instant)
et on le remet sur la file d’attente. Il se peut que par la suite la configuration de ce pixel
change, et devienne homotopique.

Une variation de cette derniére méthode est proposée par Talbot [40], ou les points
d’ancrage (centres de boules maximales) sont calculés d’une fagon plus précise, non pas
via les maxima locaux de la carte de distance, mais en faisant usage de la définition de
f-bissectrice conditionnelle, celle-ci étant calculée a I’aide de la carte de distance.

1.4 Squelette a partir du diagramme de Voronoi

Le point de départ de cette approche est donné par Kirkpatrick dans [22], ou il postule que
le squelette d’une forme polygonale est un sous-ensemble du diagramme de Voronoi de cette
forme (diagramme de Voronoi d’un ensemble de segments, pas d’un ensemble de points).
Cette idée est mise en oeuvre par Lee [25]. Il calcule d’abord le diagramme de Voronoi du
polygone et ensuite il supprime les arétes partant des sommets des parties concaves de ce
polygone.

Mais l'utilisation de cette idée pour trouver les squelettes des objets ayant une forme
arbitraire est fort difficile. D’une part, ’approximation polygonale d’une forme quelconque
est un probléme assez difficile, et d’autre part le calcul du diagramme de Voronoi est complexe
(surtout lorsqu’il y a des trous dans 'objet), long, et produit un trés grand nombre de
barbules.

Récemment sont apparues des approches [35, 19, 6] qui calculent le squelette a partir du
diagramme de Voronoi (DV) d’un ensemble de points, cet ensemble étant un échantillonnage
discret du contour (continu) de I'objet. Les diagrammes de Voronoi, et les squelettes trouvés
via ces approches convergent vers le cas idéal au fur et 4 mesure qu’on augmente la densité
de l’échantillonnage. Donc, dans ces approches, le probléme principal est de trouver un
échantillonnage discret qui approxime au mieux la forme de 'objet, afin de que cette idée
puisse étre mise en pratique. Ces méthodes sont aussi désignées sous le terme de méthodes
continues car elles utilisent des techniques propres a la géométrie algorithmique, ce qui
permet de s’abstraire de la grille discréte.

Dans [12], Brandt propose une méthode pour trouver un bon échantillonnage du contour
(il limite aussi '’ensemble des formes & traiter, "regular sets"). Il calcule le DV de cet en-
semble, et conclut que le squelette de ’objet est la partie du DV qui est totalement a I'in-
térieur de 'objet. Sur le squelette ainsi trouvé, il propose une technique de "pruning" pour
supprimer de nombreuses branches fictives. Dans [11], il donne des preuves de convergence
et de continuité de son approche.

Ogniewicz et al. [35] agissent de la méme fagon. Ils appellent Voronoi Medial Axis le
squelette calculé & partir du DV. Ils simplifient le squelette obtenu a 1’aide de critéres carac-
térisant la robustesse des branches du squelette dans 1’objet.

RR n” 2771
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Il y a aussi des travaux pour calculer le squelette, via Voronoi, des objets tridimension-
nels [39, 10, 5]. Mais la suppression des branches du VD qui n’appartiennent pas au squelette
devient encore plus difficile.

2 Méthode proposée

Nous allons présenter une nouvelle méthode qui calcule les squelettes des objets n-
dimensionnels. Notre approche utilise la carte de distance euclidienne. Pour chaque pixel de
I’'objet on suppose qu’on connait un vecteur qui pointe vers un des points de contour parmi
ses plus proches. On peut trouver des algorithmes trés efficaces qui font ces calculs [16], et qui
sont facilement adaptables & n’'importe quelle dimension. Nous proposons une caractérisation
locale des points du squelette, basée sur ’analyse de ces vecteurs, sans aucune hypothése
sur la dimension de I'objet. Pour faire cela, nous avons défini deux paramétres, ¢ et d, avec
lesquels nous pouvons régler le niveau de détail du squelette.

Ce chapitre s’articule selon le schéma suivant: dans le paragraphe 2.1 on définira les
outils de départ pour notre méthode; dans les paragraphes 2.2 et 2.3 nous allons détailler
des problémes qui se posent au moment d’appliquer les définitions de Calabi et Blum au
cas discret; dans le paragraphe 2.4 ’approche que nous proposons sera exposée. D’abord
nous définirons les paramétres qui vont nous servir a caractériser localement des points du
squelette, et on discuterons les avantages et inconvénients de l'utilisation de chacun des
paramétres. Dans le méme paragraphe, on examinera les propriétés que le squelette d’un
objet doit satisfaire. Parmi elles, la connexité prendra une place assez importante.

2.1 Carte de distances

Soit X ’objet dont nous voulons extraire le squelette. Dans un espace discret n-dimensionnel,
X est défini comme un sous-ensemble fini de Z". Le complémentaire de X (le fond de 'image)
est noté X.

La carte de distance de X, p, est définie par

Z" — RT

M p(M)=d(M,X)= inf d(M,P) (1)

ol d est une fonction de distance quelconque, classiquement la distance euclidienne.
La projection du point M en X est le sous-ensemble de X défini par

M +— (M) = {P € X | d(M, P) = p(M)} (2)

Etant donné un point M de I’objet, nous pouvons trouver un des points de sa projection,
P, aTaide de l'algorithme de Danielsson [16], lequel nous donne, pour le point M, le vecteur

MP.
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2.2 Centres des boules maximales

La premiére caractérisation du squelette de X se base sur le concept de boules maximales
de X, le squelette, SK(X), étant 'ensemble de leurs centres.

Une boule B, (M) est définie par son rayon r € IR™ et son centre M. On dit qu'une boule
B,(M) de X est maximale si et seulement si:

B, (M) C X et
A(r', M'") # (r, M) tel que B, (M') C X et B,(M) C B.(M')

Calabi prouve que, si card(II(M)) > 2, alors le point M est le centre d’une boule maxi-
male.
L’algorithme de Danielsson nous donne déja un point P de la projection de M. Nous
pouvons retrouver les points qui manquent de II(M) avec I’heuristique suivante : nous cher-
‘s : 7 o —P’ N )]
chons dans le voisinage de M, les points M’ tels que |MM'+ M'P'|| = || M P||, ot M'P’ est
le résultat de I’algorithme de Danielsson pour le point M’.

Pour tout M € X

(M) = {P}, MP fourni par I'algorithme de Danielsson

Pour tout M’ du voisinage * de M

_— ——
Si [[MM' + M'P'| = p(M) = |MP|
(M) = II(M)U {P'}

fin

fin

“un voisinage 3™.

—

S’ily a un point P’ # P tel que ||MP'|| = ||Mf’||, alors card(II(M)) > 2 et M est le centre
d’une boule maximale de X. Cette méthode est assez efficace pour trouver les centres des
boules maximales de X, mais ne donne pas de bons résultats (voir figure 6). Nous trouvons

es squelettes non connexes, car on ne peut pas détecter les centres des boules maximales
d lett , t détecter 1 tres des boul 1
qui ne sont pas placés au milieu d’un pixel (ou voxel).

2.3 Maxima locaux de la carte de distance

Les inconvénients de la derniére méthode, diis a la discrétisation de 1’espace, peuvent
étre partiellement évités avec une autre définition du squelette, celle-ci étant aussi le lieu des
discontinuités de la dérivée de la carte de distance p.

Ces discontinuités sont les maxima locaux de la carte de distance dans la direction de
son gradient, Vp. Soit u un vecteur unitaire défini par u = %, lorsque Vp(M) # 0.
Le point M est un maximum local de p si et seulement si une des deux conditions suivantes
se vérifie:

~ p(M) > p(M + ) et p(M) > p(M — u)

RR n” 2771



10 Sara Ferndndez-Vidal et Grégoire Malandain

~ (M) > p(M +u) et (M) > p(M — )
Si on fait le développement de Taylor de p(M — u) au premier ordre:
p(M — ) ~ p(M) — 0.V (M) = p(M) - [V p(M)]|

on peut voir que la deuxiéme partie des deux conditions précédentes se vérifie toujours et
que finalement que M soit un maximum local revient a dire que:

p(M) > p(M + u) (3)
Pour la mise en oeuvre, nous simplifions cette expression avec les observations suivantes:

— Nous pouvons approximer le vecteur u par —(Mﬁ/HMf’H), MP étant le résultat de
l’algorithme de Danielsson. On sait que p(M) = ||]\/[—P)|| et que le vecteur —MP est

Papproximation au premier ordre de V|| M _P)||2 (la ot p(M) est différentiable). Puisque

V||]\W)’||2 = ||]\ﬁ’|| Vp(M), nous pouvons approximer la direction de Vp(M) par
~MP.

— Au lieu de calculer p(M + u) par interpolation, nous l'approximons par p(M'), M’
étant le point le plus proche & M + u dans la trame discréte utilisée.

Cette caractérisation du squelette est suffisante pour des objets simples, mais elle ne
donne pas de bons résultats, en ce qui concerne la connexité, pour des objets plus compliqués
(voir figures 7, 8).

Remarquons que cette caractérisation a un rapport direct avec celles données par Ma-
theron [28] ou Meyer [32]: ils introduisent les notions de upstream et downstream d’un point
de 'objet, qui correspondent respectivement aux directions Vp et —Vp. La caractérisation
finale des points du squelette, donnée par Meyer dans [32], est pratiquement la méme que
celle de I’équation (3), et produit les mémes résultats expérimentaux.

2.4 Espace de paramétres pour la squelettisation

Nous allons proposer dans cette section une nouvelle caractérisation des maxima locaux
de la carte de distance, c’est-a-dire une meilleure caractérisation des discontinuités de la
dérivée de la carte de distance.

Comme nous I’avons vu auparavant, nous pouvons approximer le gradient de la carte de
distance au point M, Vp(M) par le vecteur —W, ]\J%) étant le résultat de 1’algorithme
de Danielsson pour le point M. Une discontinuité de Vp au point M apparait lorsque le
point M a un voisin M’ dont la projection P’ (que nous pouvons obtenir via Danielsson) est
trés différente de la projection P, de M. Cettg\dzﬁérence peut étre mesurée par un des deux

paramétres suivants (voir figure 2): ¢ = (MP, M'P'), et d = ||1$7||
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FI1G. 2 — parameétres ¢ et d(P, P').

La figure 3 montre que l'utilisation de ces deux parameétres pour caractériser le degré
d’appartenance d’un point au squelette, est une idée trés intuitive. Pour 'objet & gauche de
cette figure, nous avons représenté en z la valeur de d (surface a gauche de la méme figure) et
de ¢ (surface a droite) respectivement. Ces paramétres introduisent une sorte d’espace-échelle
naturel pour le squelette.

F1G. 3 — De gauche a droite: ’objet initial, l’espace de parameétre d et l’espace de parameétre

¢.

Si nous donnons un seuil pour un de ces deux paramétres, nous pouvons trouver le
squelette d’un objet facilement (voir figures 9 et 10). Avec un petit seuil nous obtenons
un squelette trés détaillé, trés dépendant du bruit du contour, mais ayant en géneral la
méme topologie que celle de I'objet initial. Dans la partie haute de l'espace de paramétre
on obtient des squelettes non sensibles au "bruit" de contour, de plus en plus compacts, et
malheureusement ayant souvent une topologie différente de celle de ’objet initial. Pour faire
le seuillage on agit de la fagon suivante:

— Pour chaque pixel M, appartenant a 1'objet initial, on cherche dans son voisinage, le
pixel M’ qui rend maximal la valeur du paramétre choisi.
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— Si cette valeur est plus grande que le seuil:

— Si la boule B,y (M') est incluse dans la boule B, (M) on ne garde que M
dans I’ensemble final.

— Si la boule B, (M) est incluse dans la boule B, (M') on ne garde que M’
dans I’ensemble final.

— Si aucune des deux conditions précédentes ne se vérifie on garde M et M’ dans
I’ensemble final.

Ce type de caractérisation n’est pas nouveau. On a trouvé deux caractérisations tres
proches de la notre. Toutes les deux utilisent le concept de feu de prairie. Par exemple,
Meyer dans [29] définit la vitesse de propagation d’un front de feu comme — (voir figure 4)
et il classifie les points de 1'objet selon cette vitesse: aux points d’extinction (squelette) les
fronts des feux se propagent a une vitesse supérieure & 1. Aux points qui n’appartiennent pas
au squelette la vitesse de propagation est égale & 1. Finalement il s’intéresse a certains sous-
ensembles du squelette. Il appele #-bissectrice conditionnelle au sous-ensemble du squelette
ol la vitesse de propagation est supérieure ou égale a ﬁ. En regardant les figures 2 et 4 on

réalise facilement, que les angles ¢ et 6 sont liés par 1’équation

T =20+ ¢. (4)

La vitesse de propagation étant égal a siiLG’ les points du squelette vérifient § < 7. Ce

qui est équivalent, pour notre cas, & ¢ > 0. Nous pouvons voir (figure 9) que dans le cas
digital ce seuil produit beaucoup de branches parasites ou barbules. L’auteur de [24] utilise
I’analogie de feu de prairie afin de définir le a-squelette, ol ’angle « est 'angle qui forment
deux fronts de feu qui s’intersectent en un point donné. C’est angle a n’est autre que 26.

front defeu gt

front de feu ¢

P d P

F1G. 4 — illustration de la caratérisation de Meyer.
2.5 Reconstruction de I'objet a partir de son squelette

On appelle Transformée en axe médian (MAT), la paire {SK(X), ps }, ot SK(X)
désigne le squelette de X, et pgy est la restriction de px dans SK(X).
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De ce point de vue, la squelettisation est une transformation grace a laquelle on obtient
la paire {SK(X), psx}. Dans notre méthode, pour obtenir cette paire, il suffit de garder, pour
chaque pixel, M, caractérisé comme appartenant & SK(X), la norme du vecteur MP (fourni
par l'algorithme de Danielsson), P appartenant & la projection de M, II(M).

La reconstruction de ’ensemble initial X est alors simple, puisque I'objet est I’union des
boules B, (M), pour tout M appartenant & SK(X). Dans la figure 12, on peut observer
la reconstitution de l'objet de la figure 3 & partir du squelette trouvé avec différents seuils
pour d. Dans la figure 11, nous présentons la reconstitution du méme l'objet & partir du
squelette trouvé avec différents seuils pour ¢. Nous pouvons reconstruire 1’objet initial avec
des valeurs élevés du seuil pour le paramétre ¢, ce qui n’est pas le cas pour le paramétre d.

2.6 Une premiére caractérisation: comment éviter la sensibilité
du squelette au bruit du contour

Dans le paragraphe 2.4, nous avons montré que le seuillage dans ’espace de paramétres

nous permet d’obtenir le squelette d’un objet. Mais nous avons vu aussi que le choix du

seuil est assez problématique et que rien n’assure que le squelette trouvé aura les propriétés
souhaitées.

RR n” 2771



14 Sara Ferndndez-Vidal et Grégoire Malandain

branche
principale

b) contour

contour

contour

branche secondaire

squelette

F1G. 5 — Différentes types de branches du squelette.

Une des caractéristiques du squelette est d’étre trés sensible au moindre changement dans
le contour de l'objet (voir [29]). Dans la version discréte des objets, cette propriété devient
assez problématique. Chaque petit saillie ou bruit du contour produit une nouvelle branche
dans le squelette. Ce probléme peut étre traité avant, pendant ou aprés le calcul du squelette.

— On peut toujours faire un pré-traitement sur ’objet. Cela pourrait consister a lisser le
contour de ’objet afin d’éliminer les saillies provenant du bruit et également les détails
peu intéressants de la forme de I'objet. Il faudrait pour cela estimer la bonne échelle
pour lisser la forme, avec un approche de type multi-échelle (voir les travaux de T.

Lindeberg [26]).

— La deuxiéme alternative est de traiter le probléme pendant le calcul du squelette de
I’objet. Nous proposons dans cette section une heuristique a cette fin.

— La plupart des approches de squelettisation existantes traitent ce probléme aprés avoir
fait le calcul du squelette. Il s’agit alors d’éliminer les branches du squelette qui pro-
viennent du bruit. De nombreuses techniques de "prunning” sont proposées dans la
bibliographie (voir introduction). Une autre idée serait de calculer 1’espace de para-
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métres de ¢ (ou d), prendre le squelette & un seuil trés bas et garder les parties de ce
squelette qui apparaissent dans un large intervalle de valeurs de ¢ (ou d).

Nous allons faire la distinction entre deux types de branches dans le squelette (voir fi-
gure 5). On appelle branches secondaires du squelette les branches produites par une
petite saillie ou bruit du contour (figure 5,b), ce sont des branches non pertinentes. Ce qui
reste du squelette est ce qu’on appelle partie principale du squelette, laquelle est composée
par les points du squelette qui sont dans la partie centrale de I’objet et par les branches qui
viennent des saillies trés significatives du contour, et que nous appelons branches princa-
pales (figure 5, a).

Plus le seuil choisi est petit, plus le squelette est détaillé, avec toutes sortes de branches.

Au fur et & mesure que le seuil augmente, les branches du squelette disparaissent. Les
branches secondaires vont disparaitre trés vite par rapport & la partie principale du squelette
qui est plus robuste face au changement des paramétres.

De ces remarques , nous avons déduit que la caractérisation des points du squelette peut
dépendre de ||W || : plus le point est & l'intérieur de ’objet, moins les saillies ont un effet
sur lui. Nous formulons cette caractérisation par:

d(P,P') > f(|MP]) (5)
Nous pouvons poser la fonction f égale a I'identité:
d(P,P') > |[MP|, (6)

cette condition se vérifie dans le cas de branches principales (voir figure 5,a) et revient
a dire qu’on prend un seuil pour ¢ de 60 degrés. Avec cette heuristique, on obtient des
résultats expérimentaux assez bons, mais dans quelques cas, non connexes (voir figure 13,
objet & droite). Si nous nous intéressons seulement & une reconstruction future de 1'objet,
ces résultat contiennent l'information suffisante. Mais si nous voulons utiliser ces résultats
comme représentations de la forme des objets, il faut préserver leur topologie: si I’objet est
connexe, il faut que son squelette le soit aussi.

2.7 Conservation de la topologie : connexité du squelette

Nous tenons & préserver cette derniére caractéristique. Dans cette section, on regarde
comment préserver ou recupérer la topologie de ’objet dans son squelette.
Contraintes fonctionelles pour préserver la topologie

Dans un premier temps, nous avons réfléchi aux propriétés que I'on pouvait donner a la
fonction f de la caractérisation 5 pour que la connexité soit préservée (voir [18]):

— Les saillies du contour ont moins d’effet & I'intérieur de ’objet, donc f doit étre moins
restrictive lorsque | M [_:’)H est grand.
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— Nous savons aussi que f (||W||) < 2||MP||, grace a I'inégalité triangulaire. f (||m]|) =

2| M [_:’)|| est équivalent a prendre ¢ égal & 180 degrés, ce qui est la restriction la plus
forte qu’on peut appliquer aux points du squelette. Donc, comme les saillies sont dans
le contour de 1'objet, nous pouvons choisir une fonction f telle que f'(0) = 2.

Par exemple, avec la caractérisation suivante :

, |MP|
d(P, P') >
0.04|MP| + 0.55

(7)

nous trouvons des résultats expérimentaux trés bons (voir figure 14). Mais la conservation
de la topologie de l'objet n’est pas toujours assurée.

Reconstruction topologique du squelette

Nous avons voulu profiter au maximum de I'information contenue dans I’espace-échelle
(espace de paramétres) et non plus seulement de celle obtenue a une échelle fixée. Ainsi,
nous avons décidé d’utiliser deux seuils: un seuil haut va fixer le niveau de détail souhaité
pour le squelette, et correspondra peut-étre & un squelette non connexe, et un seuil bas qui
va fournir la topologie de I'objet.

Nous appelons SK,,;, le squelette trouve avec le seuil bas, et nous supposons qu’il a la
méme topologie que 1’objet initial. Le squelette trouvé avec le seuil haut s’appelle SK,,,..-
Comme SK,,4.c. C SKpin, nous pouvons extraire de SK,,;, les morceaux manquant de
S Kppas, pour donner & SK,,,, la méme topologie que celle de SK,,;,.

L’application de la transformée de Hough généralisée, afin de retrouver les parties man-
quantes de SK,,.., peut étre une voie intéressante a explorer. Nous sommes resté dans le
domaine de la topologie discréte, ol nous disposons de tous les outils nécessaires pour effec-
tuer une reconstruction topologique.

Cette reconstruction topologique de SK,,,, par rapport & SK,,;, consiste & éliminer
itérativement les éléments de SK,;, non nécessaires (ceux qui ne changent pas la topologie
de SK,in). Losrqu’on ne peut plus rien supprimer, on incorpore & SK,,,, les parties qui sont
encore présentes. Précisément, les étapes de cette reconstruction sont les suivantes:

1. On amincit SK,,;,. Le squelette trouvé par seuillage peut avoir une épaisseur égale a 2
dans certains endroits. Pour I’étiquetage qui est fait a I’étape suivante, il faut ’amincir
pour obtenir un squelette d’épaisseur 1. La méthode d’amincissement utilisée (detaillée
dans [7]) est basée sur la détection et la suppression des points simples (points dont
I’élimination ne change pas la topologie de ’objet). Le squelette ainsi obtenu est appellé

TS Kmin-

2. On fait une caractérisation topologique des points de T'S K5, (voir [27]), aprés laquelle
chaque point de T'SK,,i,, \ SK 40 prend une des étiquettes suivantes:

— Point jonction (entre courbe(s) ou/et surface(s))
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— Point frontiére. Il y en a de deux sortes: point frontiére simple, et point de contact
(voisin de S Koz ).

— Point ordinaire : point appartenant a une surface ou courbe simple.

Ainsi, TSK,,;, sera composé de quatre types de composantes connexes, formées ex-
clusivement par l'une des quatre classes de points que 1’on vient de citer. Ces quatre
types de composantes connexes sont : a) les jonctions, b) les frontiéres, c) les contacts
et d) les surfaces ou courbes simples.

3. On procéde a I’élimination des composantes connexes non nécessaires. Toutes les sur-
faces ou courbes simples (composantes connexes de type (d)) qui ont une seule frontiére
(type (b)) sont des éléments non nécessaires. Donc, dans cette étape on supprime toutes
les composantes ordinaires qui vérifient cette propriété ainsi que les frontiéres associées.

4. On itére a partir de ’étape 2 jusqu’au moment ot on ne peut plus rien éliminer.

Dans la figure 15, on montre un exemple de la reconstruction topologique. A gauche sont
présentés plusieurs exemples, dont les parties en noir (aussi marquées avec un astérisque)
sont des parties de SK,, .., le reste appartient & SK,,;, dont les frontiéres sont étiquetées en
bleu, les jonctions en orange, les points ordinaires en vert et les contacts en rouge. A droite
de la méme figure, nous présentons les résultats de la reconstruction topologique.

3 Reésultats

On présente des résultats trouvés pour des images synthétiques et réelles. Dans les fi-
gures 16, 17 et 18 on montre des résultats pour trois objets synthétiques bidimensionnels. A
gauche de chaque figure on présente le squelette obtenu avec un seuil assez large, et a droite
le squelette connexe obtenu aprés I’étape de reconstruction topologique.

Dans la figure 19, on montre une vertébre et son squelette. L’image originale a été obtenue
par un scanner X-ray CT et contient 256x256x50 voxels (chaque voxel est de taille 0.5 X
0.5 x 1 mm?®) dont l'intensité est codée sur 256 valeurs discrétes. Les représentations 3D
de la vertébre original et de son squelette sont montrées en haut et en bas de cette figure
respectivement.

Dans la figure 20, on peut voir le squelette d’un crdne. L’image du crine original a été
obtenue par un scanner X-ray CT et contient environs 220x128x161 voxels (chaque voxel est
de taille 1 x 1 x0.8 mm?®) dont I'intensité est codée sur 256 valeurs discrétes. La représentation
3D du créne original est montré & gauche de la figure et celle de son squelette, obtenu par
seuillage et reconstruction topologique, est montrée a droite de la figure 20.

4 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article une nouvelle approche de squelettisation basée sur
I'utilisation de la carte de distance euclidienne, sans aucune hypothése sur la dimension de
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I’'objet dont on cherche le squelette. Cette caractéristique garantit ’invariance des résul-
tats par transformation isométrique, ce qui s’avérera trés utile pour une étape ultérieure
de mise en correspondance. L’algorithme est basé sur la définition de deux paramétres qui
introduisent un espace-échelle naturel pour le squelette.

Pour préserver la topologie et la robustesse du squelette, nous utilisons deux seuils, le
premier pour préserver la topologie, le second pour fixer le niveau de détail (et ainsi éviter
que le squelette soit sensible aux petits bruits dans le contour).

Le squelette résultant permet une reconstruction compléte de 1'objet et sa topologie
initiale est conservée, ceci grace a ’étape de reconstruction topologique.
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F1G. 6 — Centres des boules maximales. Taille des images: 64 x 64. L’épaisseur de la barre
verticale dans l'objet de gauche est impaire, et paire dans [’objet de droite.
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FI1G. 7 — Mazima locauxr de la carte de distance: les centres des boules mazimales sont
superposés en noir. La topologie du squelette peut étre différente de celle de [’objet.

F1G. 8 — Mazxima locauz de la carte de distance.
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F1G. 9 — De haut en bas, et de gauche a droite: ¢, est mis respectivement a 6, 10, 17, 25,
35 et 60 degrés.
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F1G. 10 — les points du squelette sont caractérisés par d(P, P') > d,,. De haut en bas, et de
gauche a droite: d,, est mis respectivement a 2.5, 4, 5, 7, 11 and 1/ pizels.
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F1G. 11 — Reconstruction, de haut en bas, et de gauche a droite: ¢ est mis respectivement a
6, 25, 35, 60, 90 et 120 degrés.
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F1G. 12 — Reconstruction, de haut en bas, et de gauche a droite: le paramétre d est mas
respectivement a 2.5, 4, 7, 11, 14 et 16 pizels.

FIG. 13 — squelettes trouvés avec la condition: d(P, P') > ||m]|
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FI1G. 14 — squelettes trouvés avec la condition 7.
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FIG. 15— A gauche caractérisation topologique, & droite résultat de la reconstruction topolo-
gique. A gauche, les parties en noir appartiennent & SK,,q., les autres parties appartiennent
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FIG. 16 — A gauche, le squelette trouvé avec un seuil de ¢ = 89 degrés. A droite la recon-
truction topologique.
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FIG. 17 — A gauche, le squelette trouvé avec un seuil de ¢ = 125 degrés. A droite la
recontruction topologique.
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FIG. 18 — A gauche, le squelette trouvé avec un seuil de ¢ = 95 degrés. A droite la recon-
truction topologique.
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F1G. 19 — Squelette d’une vertébre aprés reconstruction topologique. Nous remercions le Pro-
fesseur J.L. Coatrieur (Rennes Hospital, France) de nous avoir fourni cette image.
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F1G. 20 — Squelette d’une crdne aprés reconstruction topologique. Nous remercions GE-MS
(Buc, France) de nous avoir fourni cette image.
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